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es una de los figuras mds fascinantes de la historia
de las ideas. A medio camino entre la ciencia y lo mistica, su vision de un universo
arménico y gobernado por los nimeros ha influido poderosamente en foda la cultura
occidental. En vida se erigi6 como lider de una secta politica y religiosa —la primera
que se conoce— que extendid su influencia por amplios zonas de Grecio. A €l se
asocia uno de los hallazgos mds relevantes de lo Antigiiedad: la relacidn de igualdad
entre o suma de los cuadrados de los catetos de un tridngulo rectdngulo y el cuadra-
do de su hipotenusa. Un auténtico tesoro geoméfrico que no sélo tiene inconfables
aplicaciones prdcticas sino que simboliza el nacimiento de las matemdticas como
disciplina independiente y rigurosa.
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Introduccion

Los estudios que se han ocupado de Pitigoras se han debatido
siempre entre la admiracién y la sospecha. Deseosos de mantener
pura una visién de la antigua Grecia como origen del pensamiento
légico moderno, a lo largo de los siglos la filosofia, la filologia
clasica e incluso la historia de la ciencia descartaron como supers-
ticion ciertos aspectos del mundo griego. Pero las evidencias que
contradecian esa concepcion sélida y limpia de una Grecia clasica
racionalista existfan desde antiguo y asomaban timidamente en la
obra de algunos autores. Poco a poco esa visién alternativa se ha
ido abriendo paso y hoy en dia es posible perfilar un cuadro
mucho mds complejo del espacio intelectual que habitaban los
antiguos griegos.

El pensamiento de la Grecia arcaica y clasica fue el resultado
de una mixtura de elementos que incluia el misticismo y la reli-
gién, una combinacién dificil de comprender para la mentalidad
contemporanea, modelada en la tradicién positivista de la Ilustra-
cién. Pitdgoras de Samos es, sin duda, la muestra mas representa-
tiva de esa complejidad. Durante largo tiempo, su personalidad ha
sido considerada en su dimension més reducida, la del genio ma-
tematico. Desde esa perspectiva, una aproximacién con mayor
voluntad de detalle arrojaba al curioso a un laberinto de oscurida-
des y recovecos incomodos. En la actualidad el Gnico acerca-
miento posible a su figura no puede ignorar ninguna de las capas



que componen su identidad de manera indisociable: Pitdgoras
mago y matemético, hombre de conocimiento racional e irracio-
nal a un mismo tiempo.

La aportacion del sabio de Samos se desarroll6 en el contexto
de lareligién griega. La concepcién més popular de esta se corres-
ponde con el panteén de dioses que ha llenado de iconos la narra-
tiva occidental. Sin embargo, los dioses olimpicos son solo un
estrato posterior; frente a él se sitiia una vertiente mas antigua
relacionada con lo subterraneo y lo mistérico. Ya desde la época
arcaica, los griegos estuvieron en contacto con pueblos como los
tracios o los escitas, de cuya tradicién chamanica recibieron nu-
merosas influencias. Pitdgoras emergié en ese mundo, y extendié
su sombra magnifica como hombre religioso imbricado a la vez
con el comienzo de la reflexion cientifica en el mundo griego. La
ambivalencia de Pitdgoras es la evidencia de que no puede sepa-
rarse el origen de la filosofia (una palabra cuya propia creacién se
le atribuye, aunque erréneamente) de la religién griega. Para los
griegos, el intelecto tenia inspiracién divina. Los poetas y los sa-
bios de la antigua Grecia estaban tan cerca de los dioses como los
profetas y los sacerdotes. Pitdgoras fue elevado a una categoria
divina y, de hecho, es la primera figura de hombre «divino» cono-
cida en el mundo occidental que reunié a su alrededor una secta
de seguidores adheridos a su doctrina.

Al contrario de lo que aseguran algunas voces, la existencia
real de Pitdgoras no ofrece ninguna duda. Su vida se desarrollé
aproximadamente entre los afios 570 y 490 a.C., e incluso es posi-
ble dar por auténticas varias fechas de su biografia. Existen prue-
bas suficientes de su salto a la esfera ptiblica a los cuarenta afios,
cuando huyé de Samos —una isla del mar Egeo muy préxima a
Asia Menor— para escapar del tirano Policrates. Alrededor del afio
530 a.C. se estableci6 en la colonia griega de Crotona, en la Magna
Grecia, donde organiz6 una secta religiosa y se involucré de ma-
nera activa en la politica hasta el punto de expandir su hermandad,
y con ella su influencia, por todo el sur de Italia. Ahora bien, en
cuanto a su nacimiento, sus viajes y su formacién, todo queda den-
tro del terreno de la leyenda, una leyenda compuesta por los ele-
mentos miticos caracteristicos de su mundo y su tiempo.
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Es muy dificil reconstruir de manera rigurosa, en el sentido al
que estamos acostumbrados en la actualidad, el cuerpo de conoci-
mientos del antiguo pitagorismo, pero a pesar de la densidad de
capas que lo caracterizan, la fama del maestro como cientifico per-
siste. Algunas tradiciones le consideran el padre de diversas disci-
plinas del saber, como las matematicas, la astronomia, la politica
y la filosoffa. Se le atribuyen tantas invenciones en terrenos tan
variados del conocimiento, cual verdadero descubridor de la sabi-
duria humana, que se ha convertido en una suerte de simbolo de la
ciencia y el progreso. Suimpronta se encuentra no solo en las cien-
cias, sino también en la musica, y después, en la retérica, la adivi-
nacién, la medicina y la religioén.

Pitagoras adquirié su dimensién filoséfica y cientifica por me-
diacion de Platén y Aristoteles, a través de los cuales ejercié una
influencia inconmensurable que se ha prolongado durante toda la
historia del pensamiento. El Pitdgoras filésofo-cientifico puede
resumirse en dos grandes ideas: la inmortalidad del alma y el con-
cepto de que el universo puede entenderse a través del niimero
y la proporcién. Todos los indicios llevan a asociar a Pitdgoras
con la primera cuestion, de caricter maés religioso, y relegan la
segunda, mas cientifica, a tiempos posteriores, atribuyéndola a los
pitagéricos més notables, Filolao y Arquitas, aunque es posible
que el niicleo esencial de esta idea procediera de los primeros
tiempos del pitagorismo e incluso que ambas fueran enunciadas
por el maestro.

Para Pitagoras, la contemplacién, un término originariamente
mistico, era una actividad intelectual que desembocaba en una
forma de pensamiento abstracto puro que hoy conocemos como
la ciencia de las matematicas, y en ella basaba su doctrina teol6-
gica, ética y filosdfica. Si esta mezcolanza parece extrafia, cabe
recordar que, en su origen, la mayor parte de las actuales discipli-
nas cientificas estuvieron estrechamente vinculadas a conjuntos
de creencias que ya han sido relegadas al estatus de supersticion.
Por ejemplo, la astronomia estaba asociada a la astrologia, y la
quimica, a la alquimia. En su principio, el conocimiento matema-
tico parecia ser seguro, exacto y aplicable a la realidad, y ademés
se adquiria solamente por el pensamiento, sin necesidad de la ob-
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servacion. Asi, los pitagéricos creyeron que proporcionaba un
ideal del que el conocimiento empirico estaba muy alejado. Se
suponia que el pensamiento era superior a los sentidos, y la intui-
cién, a la observacion. Se buscaban métodos diversos para acer-
carse al ideal matematico, aunque las conclusiones que de ello se
extrajeron fueron la fuente de muchos errores tanto en la metafi-
sica como en la teoria del conocimiento.

Pitdgoras descubri6 la importancia de los niimeros. A él se
atribuye la célebre afirmacion de que «todo es niimero». Las pro-
piedades de los niimeros, sobre todo al combinarlos, maravillaron
tanto a los pitagdricos que acabaron dedicando la mayor parte de
su esfuerzo cientifico a buscar por todas partes analogias entre los
nimeros y las cosas. Férmulas como 1 +3+5 +...+ (2n-1) =7 que
muestra que los cuadrados pueden formarse como sumas de los
niimeros impares sucesivos, les parecian pura expresion de lo di-
vino. Asi, los pitagéricos se dedicaron a categorizar los niimeros,
estableciendo complejas divisiones, e incluso les otorgaron signi-
ficacién moral.

El sabio de Samos imaginaba los nimeros como figuras, del
modo en el que aparecen en los dados o los naipes. El pitagorismo
se centré en los nimeros oblongos, los triangulares, los piramida-
les y muchos otros que se iran viendo en las siguientes paginas;
se trata de denominaciones relacionadas con los guijarros que se
utilizaban para dibujar tales figuras. Probablemente, el maestro
consideraba que el mundo estaba compuesto por particulas equi-
valentes a lo que mads tarde se conoceria como atomos, y que los
cuerpos estaban hechos de esos elementos dispuestos en formas
armoénicas. De ese modo, la aritmética se convertia en la base y el
nexo entre la fisica y la estética.

Los principios numéricos proporcionaron los cimientos sobre
los que Pitdgoras configuro su filosofia, una filosofia completa de
ambito universal que empleaba el concepto de armonia, tanto mu-
sical como matematica, para hacer danzar toda la realidad, incluso
los astros, al son de una musica matemaética. En la cosmologia del
sabio de Samos (basada en parte en la de Anaximandro de Mileto,
que vivid un siglo antes), los cuerpos celestes estaban distancia-
dos de un llamado «fuego central» segiin intervalos que corres-
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pondian a los de una octava de la escala musical. Por ese motivo,
los movimientos circulares de los cuerpos celestes producian una
musica: la armonia de las esferas. Esta misica sobrepasaba la ca-
pacidad del oido humano, pero, segin la leyenda, Pitadgoras era
capaz de oirla. Claros vestigios de la relacién que estableci6 el
maestro entre la misica y la aritmética sobreviven en los términos
matematicos «media arménica» y «progresiéon arménicar.

Pero quizi el descubrimiento mas grande de Pitdgoras, o de
sus discipulos mis allegados, fue el celebérrimo teorema geomé-
trico que lleva su nombre. La tradicién le atribuye su autoria, aun-
que fue un resultado al que muchas culturas han llegado de forma
independiente. El teorema de Pitagoras es la famosa proposicién
de los tridngulos rectangulos, que establece que la suma de los
cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.
Los egipcios ya sabian que un triingulo cuyos lados son 3, 4 y 5
tiene un angulo recto, pero quiza los griegos fueron los primeros
en observar que 32 +42="5%y, siguiendo esta idea, los primeros en
descubrir una prueba de la proposicion general.

Desafortunadamente para los pitagoricos, este teorema con-
dujo al descubrimiento de un tipo de niimero que daba al traste
con su filosofia. Consideremos un tridngulo rectangulo isésceles
cuyos catetos valen 1. Por el teorema, su hipotenusa vale V2 , un
nimero que no puede representarse mediante ninguna fraccién
de niimeros enteros. Ello equivale a decir que no hay forma arit-
méticamente sencilla de determinar cuintas veces el cateto esta
contenido en la hipotenusa. Los catetos y la hipotenusa de un
tridngulo de estas caracteristicas se dice que son inconmensura-
bles entre si, y como tal son incompatibles con el armonioso uni-
verso numérico que predicaba Pitagoras, en que los niimeros se
contenian unos a otros de forma exacta y medible. Este hecho
convenci6 a los matematicos griegos de que la geometria debia
establecerse de manera independiente a la aritmética.

La combinacién de magia y matematicas que nacié con Pi-
tagoras marcé tanto la filosofia como la religion en la antigua
Grecia, en la Edad Media y en los tiempos modernos, hasta Kant.
En san Agustin, Tomds de Aquino, Descartes, Spinoza y Leibniz
existe una fusioén intima entre religién y razonamiento, entre as-
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piracién moral y admiracién légica por lo eterno, que procede de
Pitagoras y que caracteriza la teologia intelectualizada de Europa
frente al misticismo de Asia. Por ese motivo, vale la pena intentar
hacer una descripcién de la figura del sabio de Samos bajo esa
luz, en la frontera de la filosofia, la ciencia, la religién y la leyenda.
Porque aquello que durante algin tiempo se consideré conflictivo
hoy es fuente de claridad, y actualmente, comprender en toda su
ambigiiedad a este personaje es imprescindible para interpretar
de modo correcto el instante més critico de la historia del pen-
samiento: su momento fundacional. La leccién no solo consiste
en aprender a aceptar la ambivalencia y la complejidad, sino en
descubrir que esa actitud parece moderna, pero no lo es: bien al
contrario, es la experiencia humana original.
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570 a.C.

550 a.C.

540 a.C.

§35a.C.

530 a.C.

510 a.C.

490 a.C.

Nace Pitdgoras en la isla de Samos
(Jonia). Jenéfanes de Colofén
funda en Elea (sur de Italia) una
escuela filoséfica.

Fecha aproximada del inicio

de los viajes de aprendizaje que
la tradicién atribuye a Pitdgoras
y que se extienden por diez afios.

Algunas tradiciones sitian hacia
esta fecha una pequeiia escuela,
llamada el Semicirculo, que
Pitdgoras fundé en Samos para
transmitir los saberes adquiridos
en sus supuestos vigjes.

Policrates se alza con el poder
como tirano de Samos.

Pitdgoras abandona su isla natal
para establecerse en la colonia
griega de Crotona, en la Magna
Grecia. Los pitagéricos extienden
su influencia por el sur de Italia,
formando comunidades en varias
ciudades. El auge de Crotona se
asocia con el poder politico que
ostentan los pitagoricos.

Crotona derrota a Sibaris, su
ciudad rival. En la misma fecha
se sitia la revuelta antipitagérica
que tuvo como consecuencia la
caida de la secta.

Posible muerte de Pitdgoras en
la ciudad de Metaponto, vecina

470 a.C.

427 a.C.

420 a.C.

435 a.C.

387 a.C.

384 a.C.

300 a.C.

de Crotona, adonde habria huido
después de la revuelta.

Nace Filolao de Crotona, que
recoge y ordena las doctrinas
pitagéricas. Se dice que escribié
tres libros que mds tarde adquirié
Platén.

Platén nace en Atenas.

No mis tarde de esta fecha los
pitagéricos (quiza Hipaso de
Metaponto) ya habian descubierto
la existencia de los niimeros
inconmensurables.

Nace Arquitas de Tarento, discipulo
de Filolao y amigo de Platén,

que refundara el pitagorismo en
una interpretacion estrictamente
cientifica.

Platén funda la Academia. Su
obra recoge y reinterpreta los
pensamientos centrales del
pitagorismo.

Nace Aristételes, que expondrd
y criticar el pitagorismo en el
capftulo quinto de la Metafisica.

Nace Euclides de Alejandria,

que compilara y sistematizara la
geometria elemental griega en una
obra fundamental para el desarrollo
de las matematicas y la ciencia, los
Elementos de geometria.
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CAPITULO 1

Realidad y mito de Pitagoras

La interpretacion histérica de la figura de Pitagoras
esta velada por el mito. Probablemente la falta de
informacion precisa sobre su vida se deba al secreto que
rodeaba a su secta; un vacio que la tradicién se encargé de
rellenar mediante la fabulacion literaria hasta construir un
personaje apasionante, si bien indescifrable. A pesar
de ello, disponemos de algunos datos que se pueden
dar por ciertos y que permiten reconstruir el
proceso que convirtio a un filésofo-sacerdote
de Samos en el mito mismo de sabio.






La figura de Pitdgoras de Samos se encuentra grabada en la con-
ciencia colectiva como el padre de la mas exacta de las ciencias,
las matemadticas, y de un sinfin de disciplinas mas: la miisica, la
medicina, la astronomia, la geometria, incluso la filosofia y la pro-
pia palabra que la denomina. Sin embargo, su biografia, o mejor
dicho, la multitud de biografias que han llegado hasta nosotros a
lo largo del tiempo y que confluyen en el cuerpo tradicional de
conocimientos sobre el sabio estdn repletas de ingredientes le-
gendarios y magicos.

Los elementos que componen la leyenda de Pitdgoras son los
habituales de cierta categoria de mito, la del sabio de caricter
divino, y la mayoria de ellos se hallan igualmente presentes en
las biografias de otros filésofos presocraticos, como Parménides
de Elea (ca. 540-470 a.C.) o Empédocles de Agrigento (ca. 495-
425 a.C.). Sin embargo, la tradicién pitagoérica fue afiadiendo a
este sustrato capas superpuestas hasta convertir a Pitdgoras en el
prototipo del sabio creador de todo conocimiento humano.

Pitdgoras vivié aproximadamente entre los afios 570 y 490
a.C. y su vida transcurrié en los extremos del amplio marco geo-
grafico que abarcaba la Grecia antigua: la isla de Samos, en la
costa de Asia Menor, y la ciudad de Crotona, en el sur de la pe-
ninsula italiana. Aunque también es cierto que estas coordenadas
son las mismas que determinan las biografias de otros pensadores

REALIDAD Y MITO DE PITAGORAS
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MAR NEGRO

MAR MEDITERRANECQ

Mapa en el que
figuran Atenas,
Mileto y las
principales
ciudades
relacionadas con
la biografia de
Pitdgoras: Samos,
donde nacié;
Crotona, donde se
desarrollé la parte
mas publica de su
vida, y Metaponto,
que la tradicién
sefiala como el
lugar donde
fallecio.

mejor referenciados o incluso bien documentados; de hecho, se
corresponden exactamente con la zona donde se originé el pensa-
miento griego antiguo, y, con €], la filosofia. Samos es una ciudad
préxima a Mileto, el epicentro de la escuela jonica encabezada
por Tales (ca. 624-546 a.C.) y Anaximandro (ca. 610-546 a.C.), y
el sur de Italia es el contexto donde florecié la escuela eledtica
de Parménides y Empédocles. Estos cuatro pensadores, y ambas
areas geograficas, fueron capitales en el desarrollo de la filosofia
presocratica.

ORIGEN Y FORMACION

La tradicién insiste de modo invariable en que el padre de Pitago-
ras era un hombre acaudalado llamado Mnesarco, quizd un comer-
ciante, que procedia de la isla de Samos, de una familia que a
veces se ha emparentado con el fundador de la colonia, el mitico
Anceo. Samos era la rival comercial de Mileto, y las expediciones
de sus comerciantes abarcaban todo el Mediterrdaneo, hasta la re-
gién de Tartessos, en el sur de Espafia, una zona famosa por sus
minas. El gobernador de Samos era un tirano llamado Policrates
(ca. 570-522 a.C.), que domind la isla desde 535 a.C. aproximada-
mente, hasta 515 a.C.

REALIDAD Y MITO DE PITAGORAS



La maquinaria de la leyenda se pone en marcha en el mismo
momento del nacimiento de Pitdgoras, atribuyéndole un lingje di-
vino. Asi, se difundié la idea de que su madre, Pitaida, concibi6 de
Apolo —lo que hace de Mnesarco el padre adoptivo—, y que el
nacimiento de aquel nifio maravilloso, que haria bien a la humani-
dad, estuvo profetizado por el oraculo de Delfos. Esta leyenda
pretende explicar incluso el nombre del sabio: Pitadgoras significa-
ria «anunciado por Apolo», a partir de las palabras Pythios, que es
el nombre del dios Apolo como patrén de Delfos, y agoreuo, «ha-
blar». De hecho, el origen divino es uno de los componentes mas
elementales del arquetipo heroico, como sucede en los casos de
Heracles y Teseo. La infancia del sabio habria estado marcada
igualmente por miiltiples sefiales maravillosas de cardcter mitico.

La juventud y formacién de Pitdgoras suponen un motivo de
debate enconado incluso en las fuentes tradicionales. Como todo
héroe necesita un maestro, la biografia del sabio de Samos recoge
como maestros una lista espectacular de grandes nombres de las
disciplinas mas diversas, lo cual se complementa con otro ele-
mento comun a este tipo de aproximaciones miticas: los viajes a
paises ex6ticos que son cuna de todo tipo de conocimientos. No
hay evidencias de la relacién de Pitdgoras con sus supuestos men-
tores ni de muchos de los viajes que se le atribuyen, pero ello
permite localizar el origen de las ideas que integraran el futuro
cuerpo de ensefianzas pitagéricas.

Entre sus supuestos maestros destacan los filésofos Tales de
Mileto y Anaximandro de Mileto, pero también el mistico Feréci-
des de Siros (ca. siglo vi a.C.), al que se atribuye una de las prime-
ras obras del griego antiguo escritas en prosa. La funcién de los
dos primeros pensadores habria sido introducir al joven Pitagoras
en la filosofia jénica, mientras que Ferécides le habria ensefiado
las nociones de la inmortalidad del alma y la reencarnacion. Segin
la leyenda, Ferécides habria realizado los mismos viajes atribui-
dos a Pitdgoras —los cuales, en realidad, también se han atribuido
a la mayoria de los padres del pensamiento griego—, y su figura
entremezcla de igual modo la dimensi6n religiosa y la investiga-
cién filoséfica. Segiin numerosas fuentes, Pitdgoras cuidd a su
maestro en sus dltimos dias.

REALIDAD Y MITO DE PITAGORAS
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En lo que respecta a Tales de Mileto, un personaje polifacéti-
co, considerado en la Antigiiedad como uno de los Siete Sabios de
Grecia, la tradicién lo sefiala como el creador del proceso que dio
origen a las matematicas como ciencia. A €l se atribuye el haber
calculado la altura de las piramides a partir de la longitud de su
sombra durante un viaje a Egipto que realizé como mercader. Re-
latos posteriores le conceden varios teoremas; los dos principales,
que llevan su nombre y se veran mas adelante con mayor detalle,
se presentan a continuacion:

— Dos tridngulos son semejantes cuando coinciden en un lado
y sus dos angulos son adyacentes.

— Todo angulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto.

A ellos se afiaden una serie de teoremas que ya se conocian
pero que no habian sido enunciados explicitamente o demostra-
dos, entre los que destacan:

— Todo didmetro divide en dos la superficie del circulo.

— En tridngulos isésceles, los angulos de la base son con-
gruentes.

El Pitagoras intelectual estd plenamente integrado en el &mbito
de los denominados «filésofos presocraticos». Es usual considerar
este periodo como el primero de la filosofia griega, comprendiendo
bajo su inconfundible nombre todos los pensadores y escuelas fi-
losdficas anteriores a Socrates. Por lo tanto, este término agrupa
a los pioneros del pensamiento légico en la Grecia arcaica: Tales
y Anaximandro, pero también Anaximenes, Hericlito, Jen6fanes,
Parménides, Zenén, Empédocles, Anaxdgoras, Demdcrito..., y en
esta lista de grandes nombres el sabio de Samos y la secta de sus
seguidores ocupan un lugar de honor. La caracteristica comiin de
los presocraticos es su preocupacién por el cosmos y la realidad
dltima, por lo cual este capitulo de la historia del pensamiento hu-
mano a menudo es llamado «periodo cosmolégico».
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ORFEO

Orfeo es un personaje semi-
legendario que la tradicion
presenta como uno de los
principales poetas y musi-
cos de la Antigtiedad, in-
ventor de la citara; también
se considera que fue él
quien perfecciond la lira al
afadirle dos cuerdas. El
mito asegura que Orfeo,
como musico reputado,
acompand a Jasén y los ar-
gonautas en su viaje en bus-
ca del vellocino de oro, y
que bajoé a los infiernos para
rascatar de. 'a muerte a su Ménades. Ceramica griega de mediados del siglo v a.C.
amada Euridice, lo que lo-  antikenmuseum, Berlin).

gro gracias a su arte musi-

cal, aungue el éxito final de

la aventura depende del cronista que la narra. Se decia que provenia de Tra-
cia, como Baco, pero hubiera sido mas razonable pensar que venia de Creta,
pues sus doctrinas contenian muchas ideas propias de Egipto, y fue a través
de Creta como Egipto influyd en Grecia. Las versiones mas antiguas de su
leyenda no destacaban tanto su relacién con la musica, sino mas bien su
identidad mixta de sacerdote-filésofo, un reformador, muy en consonancia
con la idea contemporanea que se tiene de Pitdgoras, de quien algunos auto-
res lo consideran sin mas una prefiguracion. El orfismo se encuentra en Pita-
goras, pero también en Empédocles y en Platén, pues los tres pensadores
estan conectados por una suerte de correa de transmisién de conocimiento.

Orfeo en el momento de su muerte a manos de las

Por otra parte, la leyenda atribuye también a Pitdgoras una
serie de preceptores miticos propios del arquetipo del aprendizaje
heroico. Se dice que Orfeo le enseii6 los misterios teoldgicos y
cosmolégicos, y que los dioses Dioniso o Apolo le dieron sus co-
nocimientos sobre medicina y adivinacién. Obviamente, el Pitigo-
ras real no pudo tener contacto con estos personajes ficticios;
ahora bien, lo que intenta explicarnos la tradicién estableciendo
esta correspondencia de ecos alegoéricos es que el sabio de Samos
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dio sus primeros pasos misticos siguiendo la doctrina religiosa
conocida como «orfismo».

El orfismo era una doctrina basada en la mitologia. Segin
una de las diversas versiones del mito, Dioniso fue devorado por
los Titanes, salvo el corazén, que fue dado a Zeus por Atenea.
Destruidos los Titanes por los rayos de Zeus, los hombres emer-
gieron de las cenizas de aquellos, y Dioniso renacié de su cora-
z6n, que Zeus se habia tragado. Esta resurreccion es un elemento
fundamental en la doctrina érfica y en sus ritos: por un lado, llevé
ala creencia en la transmigracion, y por otro, a la abstinencia de
la carne. El culto a Dioniso, en su forma original, era salvaje y
desenfrenado, y estaba relacionado con lo atévico, lo apasionado.
No fue en esta forma como influyé en los filésofos, sino en la
version espiritualizada que le atribuia el mitico poeta Orfeo, quien
habria fijado los puntos esenciales de la doctrina en los llamados
«himnos érficos», en los que se sustitufa la embriaguez fisica por
la mental.

VIAJES DE APRENDIZAJE

Los viajes de aprendizaje por paises lejanos y exéticos son un
elemento comin en el mito del sabio —sea filésofo, cientifico o
legislador— en busca de una educacién que comprenda todo tipo
de conocimientos. Asi, Pitdgoras habria visitado los lugares pro-
totipicos del sabio jénico, los cuales tienen como elemento cen-
tral el orientalismo. Como muchos otros héroes filoséficos, la
tradicién quiere que Pitdgoras viajara a Egipto, Arabia, Fenicia,
Judea, Babilonia e incluso la India. Como el mito acostumbra a
requerir que cada pais sea el hogar de una esfera del conoci-
miento, que, de algiin modo, tenga una correspondencia en el uni-
verso mitolégico, en esos lugares Pitagoras aprendi6 geometria,
matematicas y astronomia, y se impregné de misticismo oriental.
En todo caso, parece que la leyenda se esmera en establecer cierto
equilibrio entre el conocimiento procedente de culturas exterio-
res de prestigio y el capital propio del saber griego.
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EL ORIGEN DE LAS MATEMATICAS

Los viajes formativos de Pitagoras
tuvieron como destino Egipto vy
Babilonia, las dos cunas de la ma-
tematica segun reconocian los pro-
pios griegos. Esto ultimo no es de
extrafiar dada la relacién existente
entre la evolucién de la agricultura,
que alcanzdé en ambas regiones un
desarrollo temprano importante, y
la necesidad de medir los terrenos
y contar las unidades producidas.
Desafortunadamente, el conoci-
miento que se tiene hoy en dia so-
bre las matematicas de las prime-
ras civilizaciones es muy dispar. De  Tablilla babilonia fechada en torno al 2100 a.C.
Egipto se tienen solo datos deun Y 'l da con el célculo de la superficie
periodo de tiempo muy reducido. El de un terreno (Museo del Louvre, Paris).
sistema numérico egipcio era deci-

mal, pero no posicional: cada una de las potencias de diez, hasta 105, tenia
un simbolo propio; los nimeros se formaban colocando sucesivamente los
simbolos de sus potencias respectivas. El célculo de fracciones se reducia al
calculo con fracciones de numerador 1. En cuanto a Mesopotamia, se dispone
de datos matematicos que se extienden en el tiempo, lo que ha permitido ana-
lizar su evolucién. Destaca el alto nivel de sus técnicas de célculo, en las que
ya se aprecia un modo de proceder genuinamente algebraico. Pero su rasgo
mas caracteristico es el sistema numeérico posicional de base 60. Para formar
las 60 cifras se combinaban dos signos cuneiformes, una cufia y un gancho,
que representaban la unidad y los multiplos de 10. No se empleaba la coma,
y las fracciones se calculaban dentro del dominio de los numeros enteros. El
mayor problema era el hecho de que en el sisterna posicional los lugares no
ocupados no quedaban claramente definidos, porque no existia ningun signo
para el cero. Mas adelante, en tiempo de los persas, las matematicas babilonias
incorporaron un signo de omisién, una suerte de cero.

En el trasfondo histérico del mito se encuentra el influjo de
las religiones y los saberes no griegos —que vienen desde tan lejos
como el rio Indo, pasando por Babilonia—, el cual puede ras-
trearse en numerosas tradiciones del mundo griego. No se debe
olvidar que en aquellos momentos el Imperio persa de Ciro II el
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Grande (ca. 600-530 a.C.) se extendia hasta Jonia y lleg6 a com-
prender la propia Samos. Por otra parte, son diversos los indicios
de contactos de sabios griegos con la India. Ademas, los viajes
formativos entre egipcios, fenicios y caldeos son comunes a va-
rios héroes filoséfico-misticos de la Magna Grecia, como Parmé-
nides o Zendn de Elea (ca. 490-430 a.C.), que aparecen en diversas
fuentes viajando a Egipto para recabar sabiduria divina o el arte
de hacer leyes. Varios autores tradicionales refieren que Pitagoras
se inicié en la religién egipcia, el arte de los jeroglificos y la inter-
pretacién simbélica del conocimiento, que luego adoptaria para
sus ensefnanzas. Dice Herédoto (484-425 a.C.), contradiciendo a
los valedores de Ferécides de Siro, que fue en Egipto donde el
sabio aprendié la teoria de la reencarnacién.

Sea como fuere, las fuentes méis antiguas insisten en la rela-
cién de Pitagoras y sus seguidores con el pais de los faraones.
;Pudo ser real este viaje en particular? ;Pudo ser verdaderamente
este el viaje iniciatico de Pitdgoras? Lo que puede decirse a cien-
cia cierta es que el pais del Nilo despertaba gran interés en la
Grecia arcaica, como demuestra el segundo libro de las Historias
de Herddoto, dedicado por entero a Egipto. Desde muy antiguo,
la tierra de los faraones se encontraba instalada en el imaginario
mitolégico griego como fuente del conocimiento supremo. Los
antiguos griegos consideraban a Orfeo el primer griego de muchos
tenidos por sabios que viajo a aquel pais para conocer las leyes de
los dioses y adaptar al mundo heleno los misterios de Osiris bajo
la forma de Dioniso. Segiin algunas fuentes, esos mismos miste-
rios fueron los que estudié Pitdgoras en su viaje, y de ellos extrajo
las nociones de la inmortalidad del alma y la reencarnacién. Los
antiguos griegos tenian el convencimiento de que esas ideas pro-
cedian del legendario pais del Nilo, aunque no era asi.

PITAGORAS PUBLICO

El Pitagoras histérico, o, como minimo, histéricamente contrasta-
ble, adopta cierto aire de realidad poco antes de su salto a la arena
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politica en la Magna Grecia. Su nombre comienza a brillar entre
los afios 540 y 522 a.C. Parece ser que en su isla natal Pitdgoras ya
habia fundado una pequeiia escuela, llamada el Semicirculo,
donde transmitia los saberes que habia reunido en sus viajes. La
leyenda explica que ensefiaba en cuevas, otro ingrediente carac-
teristico del mito.

En aquel periodo el gobierno de Samos estaba en manos del
tirano Policrates, quien patrocinaba el arte y embelleci6 la isla con
notables obras piblicas. Pero el tirano era un gobernante sin escru-
pulos. No en vano su tirania se considera un ejemplo paradigma-
tico de esta clase de régimen politico. Policrates, que solia emplear
su gran flota en actos de pirateria, aproveché que Mileto habia sido
sometida recientemente por Persia para superarla en el comercio
maritimo. Para impedir una mayor expansién de los persas hacia
Occidente, se ali6é con el rey de Egipto, y mas tarde, al ver que
Persia atacaba el pais del Nilo con claras posibilidades de conquis-
tarlo, cambi6 de bando. Su aportacién a la invasién persa de Egipto
la hizo con una flota compuesta por sus enemigos politicos; las
tripulaciones se amotinaron y volvieron a Samos para derrocarle.
Policrates sofocé esta rebelién, pero no tardé en caer.

Pitagoras vivia en desacuerdo con el gobierno de Policrates.
Las fuentes coinciden en sefialar que dejé la isla a la edad de cua-
renta afios huyendo del tirano. Tras abandonar Samos, Pitdgoras
arribé a la ciudad griega de Crotona, en la Magna Grecia, hacia el
afio 530 a.C. Las ciudades-estado griegas del sur de Italia eran
entonces tan ricas y présperas como Samos y Mileto, y ademés
estaban muy lejos de la amenaza de Persia. Sin embargo, cuando
Pitagoras llegé a la Magna Grecia, las distintas ciudades griegas
de Italia estaban enzarzadas en una lucha permanente y enconada,
y Crotona acababa de ser derrotada por Lécrida.

Dicen las fuentes que su llegada causé gran sensacion, com-
parable con la de un dios que viene a instaurar un nuevo culto,
como ciertamente asi seria, pues Pitdgoras no tardé en refundar
su escuela, que acabd convirtiéndose en un poderoso grupo de
gran influencia politica y social. La apariencia noble, el gesto mag-
nifico y el verbo poderoso e irresistible con los que se le presenta
en este momento culminante de su vida responden perfectamente
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al mito. Las descripciones hablan de un hombre maduro, en la
cuarentena, con larga barba y mirada inteligente. La iconografia
le otorga también un turbante de estilo oriental, como puede apre-
ciarse en muchas de las representaciones tradicionales. No carece
de importancia el hecho de que los testimonios més antiguos des-
criben un Pitdgoras con aspecto de hombre santo, mientras que
los maés recientes introducen el aspecto por el que se le conoce
actualmente, el del fil6sofo, como si una lectura posterior hubiera
sepultado la capa original.

Como corresponde a quien se considera también fundador
del arte de la retérica, su primera aparicién publica ante los habi-
tantes de Crotona «sedujo las almas». El filésofo Jamblico de Cal-
cis (ca. 250-325 d.C.) afirmaba que, gracias a un solo discurso, en
la primera y tinica aparicion publica que, segiin él, hizo Pitagoras
a su llegada a Italia, cautivé con sus palabras «a mas de dos mil
personas, que quedaron tan fuertemente impresionadas que ya
no quisieron volver a sus casas». Esta escena llena de drama, el
discurso formidable del hombre magnético que aparece ya como
semidivino, marca la entrada de Pitdgoras en la vida piblica, lo
que permite establecer comprobaciones histéricas, pero a la vez
pone en marcha la maquinaria mitolégica que le acabara convir-
tiendo en insondable para la historia. A partir de ese momento la
ambivalencia le acompafari siempre, y Pitdgoras nadari entre
dos aguas: ser4 filésofo y cientifico, sabio y adivino, legislador
y juez.

Pitdgoras fundé una secta religiosa y aristocratica que llegé a
tener un papel importante en la politica de Crotona, y segiin algu-
nos testimonios, pudo establecer cierto tipo de dominio en nume-
rosas ciudades-estado griegas del sur de Italia. Algunos autores
asocian el poder politico conseguido por los pitagéricos con el
auge de Crotona y lo vinculan con la victoria de esta ciudad sobre
la vecina Sibaris, polis también ubicada en el golfo de Tarento. La
guerra dejo arrasada aquella poblacién famosa por la entrega a los
placeres exquisitos de sus habitantes, los sibaritas, pues los cro-
toniatas desviaron el rio Cratis, que la rodeaba, para inundarla. Si
creemos a la tradicién, la victoria de Crotona se produjo en la
edad madura del maestro, alrededor del 510 a.C.
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FOTO SUPERIOR
IZQUIERDA,

El mas famoso
busto identificado
con Pitagoras es
una copia romana
de un original
griego (Museos
Capitolinos,
Roma).

FOTO SUPERIOR
DERECHA;
Manuscrito drabe
del siglo xm con
la demostracién
euclidea del
teorema de
Pitdgoras (British
Library, Londres).

FOTO INFERIOR:
Detalle de

La escuela de
Atenas, de Rafael;
el sabio de Samos
es el personaje
que aparece
escribiendo, a la
Izquierda (Museos
Vaticanos, Roma).
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PITAGORAS REFORMADOR RELIGIOSO

Como recoge el poeta Homero, para los griegos arcaicos el mas
alla era un lugar gris por el que el alma humana se arrastraba como
una sombra. Pero a lo largo del siglo vi a.C. una serie de nuevas
doctrinas espirituales fueron sustituyendo esa idea por una con-
cepcion de un mas alla feliz y luminoso para aquellos que se ha-
bian esforzado en mantener ciertas normas de comportamiento y
practicas rituales en el mundo de los vivos. La nueva concepcién
de la vida después de la muerte procedia de las religiones mistéri-
cas y el pitagorismo, en una sintesis de influencias de otras cultu-
ras y de elementos propios de la Grecia antigua.

«¢,Qué son las Islas de los Bienaventurados? El Sol y 1a Luna.»

— MAXIMA PITAGORICA RECOGIDA POR Macrogio (siGLo v p.C.)

28

EN COMENTARIO AL SUENO DE ESCIPION.

Las evidencias indican que las ensefianzas que el sabio de
Samos transmitié en vida a sus seguidores fueron principalmente
sus teorias acerca de la inmortalidad del alma, el eterno retorno
y la interrelacion de todas las cosas. Las doctrinas religiosas
de Pitagoras contenian las claves para entender el universo. ElL
mundo habia cambiado: se sabia ahora que la Tierra era una es-
fera y ya no era posible el infierno subterraneo que habia cantado
Homero, conocido como el Hades, ni tampoco el paraiso locali-
zado en el extremo occidental de las Islas de los Bienaventura-
dos, a donde la tradicién enviaba las almas virtuosas para el
reposo eterno. El mas alld ya no cabia en la Tierra y se imponia
una nueva geografia funeraria: el méas alld se localizaba ahora en
las estrellas, y se declaraba el origen celeste del alma, que termi-
naria por retornar al cielo.

Asi comenzaria la destruccién de la mitologia clasica, basada
en Homero y Hesiodo. Un largo proceso de erosién habia vaciado
los mitos y los dioses homéricos de su sentido original. La nueva
mitologia del alma no podia apoyarse en la tradicién homérica, y
sirvié de base a Platén. Tal fue la poderosa influencia de la re-
forma religiosa de Pitagoras.
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FINAL DEL HOMBRE, PRINCIPIO DEL MITO

Las fuentes apuntan a que fue hacia el 510 a.C. cuando se produjo
una violenta revuelta contra Pitidgoras y sus seguidores, y que,
paraddéjicamente, el conflicto con Sibaris —a cuya derrota habian
contribuido ampliamente— marcé el principio del fin del pitago-
rismo. Al parecer, la influencia de Pitdgoras y su circulo, que podia
derribar ciudades, despert6 los celos y el odio de sus conciudada-
nos. La leyenda habla de un tal Cilén, un crotoniata acaudalado
que fue rechazado por el maestro en el seno de la comunidad pi-
tagorica y que azuzo a la poblacién en su contra por despecho.
Quiza esta historia sea solo una manera de poner nombre a la
tension social que se dirigi6 hacia la secta al acabar la guerra con
Sibaris. En todo caso, se dispone de suficientes fragmentos de
informacién como para reconstruir el posible curso de los hechos
histéricos.

Tras la derrota de Sibaris por parte de Crotona se sucedieron
los conflictos politicos entre los vencedores para hacerse con el
control de los territorios arrebatados. La implicacién de los pitagé-
ricos en el proceso, que venia de muy atras, se puso de manifiesto
con mayor intensidad. Fuentes diversas sefialan la pugna por la
distribucién de las tierras como la causa que acabaria desembo-
cando en el estallido de la revuelta antipitagérica. Algin estudioso
ha sefialado que es posible que los pitagéricos hubieran pasado a
detentar cargos piiblicos y a tomar decisiones politicas en terrenos
sensibles, como el reparto de los territorios conquistados, aunque
seguramente la situacién fue mas compleja.

Es conocida la historia sobre la muerte de Pitdgoras en la re-
vuelta. La leyenda clésica sostiene que los pitagéricos estaban
reunidos por la noche en la casa de un miembro de la hermandad
llamado Milén, cuando una turbamulta prendié fuego al edificio.
Algunos aseguran que Pitdgoras muri6 en el incendio y otros dan
un giro colorista a la historia explicando que huyé del incendio
perseguido por sus enemigos, pero entonces hallé en medio del
camino un campo de habas. Su aversién a la planta, uno de sus
tabiies mds conocidos, le llevé a dejarse morir a manos de sus
perseguidores antes que atravesar el campo.

REALIDAD ¥ MITO DE PITAGORAS

29



30

Varios indicios apuntan a una resolucién mas razonable del
conflicto civil en Crotona y dibujan un cuadro distinto de los 1lti-
mos afios del sabio de Samos: es probable que Pitdgoras huyera a
la vecina ciudad de Metaponto, donde habria muerto alrededor
del aiio 490 a.C. Ciertamente, en tiempos del romano Marco Tulio
Cicerdn (106-43 a.C.), los habitantes de Metaponto mostraban la
tumba de Pitdgoras a quien deseara verla.

CATALOGO DE PODERES MAGICOS

Pitagoras se convirtié pronto en una figura mistica a la que se
atribuyeron milagros y poderes magicos. A partir de ese momento,
dos tradiciones opuestas —la mitica y la l6gica— se disputaron su
memoria, haciendo atin mas dificil desentrafiar la realidad.

La lista de los poderes mégicos del maestro varia en las dife-
rentes biografias hasta componer una maraifia de leyendas de todo
tipo. Adentrarse en tal madeja es un viaje incémodo para quien
prefiera la imagen del Pitdgoras cientifico, pero los milagros pita-
goricos, que componen el niicleo més antiguo de su tradicién, son
imprescindibles para completar una visién contemporanea del
personaje.

Se decfa que Pitadgoras podia aguantar largos periodos de
tiempo sin comer ni beber y que podia estar en varios lugares a la
vez, como atestiguan las historias que afirman que fue visto a la
misma hora en dos ciudades distantes, cada una a un lado del es-
trecho de Mesina. Otra famosa coleccién de historias recoge el
portento de su muslo de oro, que algunos autores relacionan con
su padre mitolégico, Apolo, mientras que otros lo vinculan a una
iniciacién de tipo chaménico.

El don de la palabra es el capitulo milagroso méas fecundo de
Pitdgoras. Por un lado, era adivino: se dice que profetizé terre-
motos, advirtié de la llegada de un cadaver en un barco y fue
capaz de predecir las capturas que recogerian unos pescadores.
Su palabra era mégica, e incluso curativa, como afirman las his-
torias sobre auditorios hechizados ante su retérica invencible, o
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RELIGIONES MISTERICAS

Las religiones mistéricas se desarrollaron de modo extenso en el mundo anti-
guo, y estuvieron presentes en la Grecia arcaica, en Roma y también en el
mundo helénico. Su nombre las caracteriza facilmente: son aquellas que pre-
sentan misterios cuya explicacion publica no se plantea jamas, ya sea para
proteger a sus sacerdotes y fieles, para favorecer la exclusividad de la vivencia
religiosa, etc, Esta clase de cultos pueden clasificarse en dos grupos: las reli-
giones de misterios magico-religio-
sos v las religiones de misterios filo-
soficos. Un ejemplo de las primeras
seria Eleusis. A menudo, estas religio-
nes pasaron de ser practicadas por
un reducido grupo de iniciados a
convertirse en el culto oficial de una
ciudad. Algunas procedian de Asia
Menor y eran derivaciones de cultos
a fenémenos naturales, mientras que
otras, las que procedian del sur de
Rusia, tenian caracter chamanico. El
segundo grupo, formado por las re-
ligiones de misterios filosoficos, lo
encabeza precisamente el pitagoris-
mo, que en su vertiente mas religiosa
es llamado a menudo «orfico-pitago-
rismo». A estas religiones se las con-
sidera a veces derivacion de las pri-
meras, aungue hay manifestaciones
claramente diferenciadas. A la inver-
sa gue aquellas, estaban regidas por
motivos especulativos mas que cul-
turales y, aungue también se desa-

Relieve votivo vinculado a los misterios de

rrollaban entre grupos de iniciados,
tenian tendencia a propagarse en
otros circulos de ideas similares.

Eleusis en el que aparecen Deméter, Perséfone
y Triptolemo; obra del siglo w a.C. (Museo
Arqueoldgico, Atenas).

sobre sus logros en la sanacién de cuerpos y almas a través de la
poesia y la musica. Las leyendas mas exageradas le presentan cu-
rando la peste. Su verbo también tenia una propiedad conciliadora
que le convertia en el caudillo perfecto, capaz de hacer prevalecer
la concordia, la libertad y la excelencia de las leyes.
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CHAMANISMO Y RELIGION

El chamanismo estd considerado
como el antecedente de todas las
religiones organizadas, ya que se han
hallado evidencias de practicas cha-
manicas anteriores al Neolitico. Mu-
chos de sus aspectos originales se
mantuvieron a lo largo del tiempo en
el trasfondo de numerosas religio-
nes, por lo general en sus practicas
misticas y simbdlicas. El paganismo
griego recibi¢ una fuerte influencia
chamanica que se refleja en muchos
de sus mitos y, sobre todo, en los
misterios. Y a través de Grecia alcan-
z6 también la religién romana. Las
creencias y practicas tradicionales
de tipo chamanico se preocupaban
por la comunicacién con el mundo
de los espiritus y de los dioses. El
chaman tenia la facultad de curar, de _
comunicarse con las deidades y los Espejo grabado con la figura de Calcante, [
espiritus y de ver el futuro, y ademas ::m\"l‘:a‘:"‘;:*’l:::‘[::;::;:‘:::m::s: :
era el depositario de la sabiduria de  jeza del siglo v a.C. (Museos Vaticanos, 1
la comunidad. Roma).

Segun los relatos més fantasiosos, Pitdgoras recordaba sus
vidas pasadas con todas sus experiencias. Decia haber sido el rey
Midas y el héroe mitico Euforbo, hijo de P4ntoo, en la época de la
guerra de Troya, asi como algunos otros personajes, entre los cua-
les habia comerciantes y cortesanas. No temia a la muerte y la
consideraba respecto a la vida como el suefio es a la vigilia, pues
€l mismo habia realizado el descenso al Hades, la catdbasis que se
refiere en tantos mitos. En su viaje a los infiernos, segiin Jerénimo
de Rodas, vio las almas de Homero y Hesiodo, que expiaban todo
lo malo que habian cantado acerca de los dioses.

REALIDAD Y MITO DE PITAGORAS



CAPITULO 2

El teorema

El teorema de Pitagoras es uno de los
resultados matematicos con mayor presencia en la
historia de la cultura. Aunque se atribuye al sabio de Samos,
son conocidos sus antecedentes en las mas importantes
- civilizaciones orientales de la Antigiiedad. Pero no se puede
arrebatar a los geémetras griegos su genialidad: suyo
es el mérito del salto de lo concreto a lo general,
de la observaciéon puntual al teorema.






Si en el imaginario popular se suele identificar automaticamente
a Pitdgoras con la figura del matemdtico por antonomasia, otro
tanto puede decirse del teorema que lleva su nombre: es, sin duda,
el resultado matematico mas famoso del planeta. Sin embargo, su
enunciado exacto es bastante menos conocido, a pesar de que se
estudia de manera generalizada en las escuelas de todo el mundo,
y se suele saber alin menos para qué sirve en realidad.

La pregunta sobre su utilidad se responde con rapidez. El teo-
rema de Pitagoras es la solucién a un problema clasico de geome-
tria de enorme impacto tedrico. Asi, mas que en sus aplicaciones
practicas, su importancia estriba en que es la base de multitud de
teoremas matematicos, de trigonometria y de geometria analitica,
¥, por supuesto, en que resulta vital para la aparicion y el desarro-
llo de las raices cuadradas. Como veremos, las raices de niimeros
aparecen en problemas geométricos muy simples, como por ejem-
plo el célculo de las diagonales de cuadrados y rectdngulos a par-
tir de los lados.

Quiza buena parte de su influencia y de la atencién que ha
recibido se deba a la extrafieza que causa su andlisis. A diferencia
de otros teoremas, no existe ninguna razén intuitiva que explique
sus propiedades, que ahora repasaremos, y comprenderlo es un
acto de pura deduccion l6gica. Por este motivo, algunos autores
lo consideran el paradigma de las matematicas.
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ENUNCIADO DEL TEOREMA

El mayor descubrimiento que la tradicién atribuye a Pitagoras es la
proposicién de los tridngulos rectidngulos, que establece la relacién
entre los catetos y la hipotenusa. En un tridngulo rectangulo, el
cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
las longitudes de los otros dos lados del tridngulo (figura 1). El
enunciado se suele resumir con la formula «la suma de los cuadra-
dos de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa», cuya ex-

presién matematica seria:

at+b:=c

El teorema también puede expresarse de modo mas riguroso
desde el punto de vista de las matematicas actuales. Su enunciado
en términos geométricos especializados es el siguiente (figura 2):

Dado un tridngulo de vértices ABC, el angulo C es recto (tridngulo
rectangulo) si y solo si el area del cuadrado sobre el lado ¢, opues-
to a C, es la suma de las 4reas de los cuadrados sobre los otros lados

ayb: a®+b*=c

CATETOS, HIPOTENUSA Y ANGULOS

Los catetos son los lados del angulo recto de un tridngulo rectangulo, y la
hipotenusa es el lado opuesto al dngulo recto de ese tridngulo. Las palabras
que dan nombre a estos lados provienen del griego. Cateto tiene su origen en
el término kathetos, que deriva de cotos (recto o conforme) y significa «per-
pendicular». Hipotenusa proviene de upoteinousa, que significa «la linea que
subtiende o sostienen. La definicion supone que la hipotenusa es el diametro
de una circunferencia en la que se encuentra el vértice recto del tridngulo
rectangulo, es decir, el diametro subtiende el angulo recto. Por lo que con-
cierne a los dngulos, probablemente el concepto surgié de la observacion de
las posiciones que puede formar el muslo y la pierna de una persona, o su
brazo y antebrazo.

ST & Set et el
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De la ecuacién a’+b?=c? se
deducen tres corolarios de aplica- FIG. 1
cion practica:

a=+c?-b?, 2
b=+c*-a’,

c=va®+b®. R

En tiempos de Pitdgoras el FIG. 2

teorema tenia un uso préactico in-

mediato y muy claro, el cual se des-

prende de la primera y més esencial b2
de sus propiedades: servia para de-
terminar perpendicularidades. En
efecto, en un tridngulo rectangulo C

«el cuadrado de la hipotenusa es 3 £

a2

igual a la suma de los cuadrados de
los catetos» porque los catetos son
perpendiculares. Y, por otra parte,
si se da esa relacién (a®+b*=c?),
entonces se puede deducir que el

tridngulo es rectangulo.

c2

Hoy en dia, la escuadra y el
cartab6n que se emplean en el di-
bujo técnico permiten trazar seg-
mentos perpendiculares, y muchos otros si se combinan los
angulos de 30°, 45°, 60° y 90°. En el mundo real, el disefio de la
escuadra de carpintero permite verificar directamente la perpen-
dicularidad a partir del propio instrumento. En la antigua Grecia,
un arquitecto que tuviera la necesidad de comprobar si dos pare-
des eran perpendiculares, disponia del teorema de Pitdgoras. En
aquella época el instrumento que se empleaba para medir longitu-
des era una cuerda repleta de nudos equidistantes; con ella, el
arquitecto marcaba 3 unidades en una pared y 4 en la otra: las
paredes demostraban ser perpendiculares siempre que hubiera 5
unidades entre los extremos marcados (5% = 3% + 4?). De este modo,
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un problema de medicién de dngulos, que siempre resultaba difi-
cil, se reducia convenientemente a la verificaciéon de una relacién
entre longitudes, lo cual era mucho maés facil.

ANTECEDENTES DEL TEOREMA DE PITAGORAS

Los egipcios y los babilonios ya sabian que un tridngulo cuyos
lados son 3, 4, 5, tiene un dngulo recto, pero parece que los grie-
gos pudieron ser los primeros en observar que 3°+4?=5 y, por
tanto, los primeros en descubrir una instancia de la proposicién
general. Por su parte, las milenarias culturas china e india descu-
brieron también muy pronto esta genuina propiedad geométrica.
De hecho, el problema de las diagonales de cuadrados aparece en
todas las culturas con cierto grado de desarrollo. Sin embargo, las
evidencias actuales indican que era desconocido en las grandes
civilizaciones precolombinas, y, excepto en Egipto, también en
las culturas del continente africano. En cualquier caso, se puede
conceder a Pitagoras, o a alguno de sus discipulos més allegados,
el mérito de notar la validez de esta relacién en todos los tridngu-
los rectdangulos posibles.

TERNAS PITAGORICAS EN BABILONIA

Mucho antes de que Pitagoras enunciara la ley general de los tridn-
gulos rectangulos, la Babilonia de la época de Hammurabi —mo-
narca que fallecié en torno al afio 1750 a.C.— ya sabia cémo
calcular ternas pitagéricas. Las ternas pitagéricas son combina-
ciones de niimeros positivos (a, b, ¢), tales que a*+ b*=c% Algunos
ejemplos son (3, 4, 5), (5, 12, 13) y (8, 15, 17). Por el teorema de
Pitdgoras, cada una de estas ternas representa un triangulo rec-
tangulo con lados de longitud entera.

La principal fuente de informacién que tenemos sobre Babi-
lonia, y sobre Mesopotamia en general, son las célebres tablillas
de arcilla con escritura cuneiforme, cuyos textos se escribian
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cuando el material atin estaba blando, y a continuacién se cocian
en hornos o se endurecian al sol, lo que ha garantizado su buena
conservacién. De entre todas ellas, las piezas datadas hacia el aiio
2000 a.C. son las mas importantes para la historia de las matema-
ticas. La lengua y la escritura utilizadas en las tablillas del periodo
mads antiguo es el acadio, que sustituy6 al sumerio. Las palabras
de la lengua acadia consisten en una o mas silabas, y cada silaba
estd representada por un grupo de pequefios segmentos rectili-
neos. Los acadios utilizaban para escribir un estilete de seccién
triangular que apoyaban sobre la tablilla en una posicién incli-
nada, produciendo asi unas sefnales en forma de cufia orientadas
en distintas direcciones; de ahi procede la denominacion de escri-
tura «cuneiforme».

Entre las 300 tablillas babilénicas que presentan contenido
matematico —de un total de medio millén de tablillas descubier-
tas hasta el momento—, destaca una pieza designada como tabli-
lla Plimpton 322 (la tablilla nimero 322 de la coleccién del editor
George Arthur Plimpton, cedida en 1936 a la Universidad de Co-
lumbia). La pieza pertenece al periodo antiguo de la dinastia de
Hammurabi (que aproximadamente abarca el periodo compren-
dido entre los afios 1800 y 1600 a.C.) y muestra una tabla con
cuatro columnas repletas de caracteres que parecen ser nimeros
escritos en el sistema de numeracién babilonio, de base 60.

Sus columnas de nimeros apretados pueden confundirse con
un registro de transacciones comerciales, pero un estudio atento
ha revelado algo realmente extraordinario: son una lista de ternas
pitagéricas a®+b*=c> De este modo, la tablilla Plimpton demues-
tra que los babilonios estaban familiarizados con la geometria ele-
mental y los procedimientos algebraicos.

;Coémo dieron los babilonios con las ternas pitagéricas? ;Por
qué estaban interesados en estos niimeros? Para componer lo que
podria considerarse como la primera tabla trigonométrica de la
historia, debian de conocer un algoritmo de creacién de ternas
que todavia dormiria 1500 afios hasta ser formalizado por Eucli-
des en sus Elementos.

La tabla de la pagina siguiente muestra 15 de las 38 ternas
pitagoricas de la tablilla. Incluso habiendo descifrado los carac-
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d /
(1) 59 00 15 159 249 1 200
(1) 56 56 58 14 50 06 15 56 07 S121 2 5736
(120 25]
(1) 55 07 4115 33 45 116 41 150 49 3 120 00
(1) 5310 29 32 5216 33149 509 01 4 34500
(1) 48 54 01 40 105 137 5 112
(1) 47 06 41 40 519 8 01 6 6 00
(1) 43 11 56 28 26 40 381 59 O1 7 45 00
(1) 4133 59 03 45 1319 20 49 8 16 00
901
(1) 38 33 36 36 e 12 49 9 10
(1)35100228272426 40 | 12241 216 01 10 148 00
) 33 45 45 115 R 100
(1) 29 21 54 0215 2759 48 49 12 40 00
7121
(1) 27 00 03 45 A 4 49 13 400
(1) 25 48 51 35 06 40 29 31 53 49 14 45 00
53
(1) 2313 46 40 56 e 15 130

teres cuneiformes, se hacen precisas algunas explicaciones para
entenderla. La columna IV contiene el orden de las filas. Las co-
lumnas II y III dan los valores en base 60 de la hipotenusa y de
un cateto de un tridngulo rectdngulo. En la Gltima columna, iden-
tificada como [, se especifican los valores del otro cateto. La pri-
mera columna encierra una pequefia maravilla, pues da los
cuadrados de las razones de d dividido por . Hoy en dia ese re-
sultado podria describirse como el cuadrado de una funcién tri-
gonométrica.
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A modo de ejemplo, vamos a revisar la fila 1 de la tabla babi-
l6nica, usando nuestros numerales y la base 10. En la columna II
aparece el cateto b=119 (expresado en base 60 como 1 59), y en
la columna III, la hipotenusa d =169 (expresado como 2 49). De
ellos resulta el otro cateto, [ = 120 (2 00). La siguiente tabla en base
10 presenta los valores convertidos y permite comprobar la vali-
dez de las relaciones:

Posicién / b d

1 120 ne 169
2 3456 3367 4825
3 4800 4601 6649
4 13500 12709 18541
5 72 65 97
6 360 219 481
7 2700 2291 3541
8 960 799 1249
9 600 481 769
10 6480 49617 8161
1 60 45 75
12 2400 1679 2929
13 240 161 289
14 2700 1771 3229
15 90 56 106

AGRIMENSURA EN EGIPTO

Las matematicas egipcias estaban menos desarrolladas que las
mesopotamicas. Los conocimientos que hoy poseemos de ellas
provienen de cinco papiros que abordan cuestiones matematicas,
de los cuales los mas importantes son el papiro Rhind, descubierto
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en 1858 por el egiptdlogo escocés Alexander Henry Rhind (1833-
1863), y en la actualidad conservado en el Museo Britdnico, y el
papiro de Mosci, que se conserva en el Museo Pushkin de la ca-
pital rusa. Estos dos documentos datan probablemente del siglo
xvin a.C., aunque podrian ser mas antiguos. Ambos revisten una
importancia enorme para los historiadores de las matematicas,
siendo muy significativo que los dos carezcan de indicio alguno
sobre el teorema de Pitdgoras o las ternas pitagoéricas.

De todos modos, los egipcios sabian que los tridngulos de
lados 3, 4, 5 (o los tridngulos proporcionales) eran rectdngulos y
hacian un uso practico de esta idea a la hora de trazar dos lineas
perpendiculares. De hecho, al tridngulo 3, 4, 5 se le llama justa-
mente tridngulo egipcio. Herédoto, entre otros cronistas, recoge
su utilizacién cuando refiere el trabajo de los agrimensores tras
los movimientos de tierras que producian las crecidas del Nilo. En
cuanto a la arquitectura, estd bien documentado, por ejemplo, el
uso del tridngulo egipcio en la construccién de la gran pirdmide
de Kefrén, datada en el siglo xxv1 a.C.

La mencion explicita de la relacion pitagorica aparece en
Egipto en varios casos numéricos concretos, si bien no ha perdu-
rado ninglin documento que la exponga de forma general. Por
ejemplo, en un documento de la XII dinastia (hacia el afio 2000
a.C.), encontrado en Kahun, se utiliza la expresion

oy

que es proporcional a la del triAngulo egipcio.

También en los papiros de Berlin —una serie de documentos
médicos, literarios y matematicos del Imperio Medio— se encuen-
tran lo que podrian ser rastros del teorema pitagérico. En uno de
sus papiros mateméticos se resuelve un sistema de ecuaciones
con dos incognitas en relacién al siguiente problema:

Te dicen que el area de un cuadrado de 100 codos cuadrados es igual

ala suma de la de otros dos cuadrados mas pequenos. El lado de uno
de ellos es 1/2 + 1/4 del otro. Averigua los lados de los cuadrados.
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LA TRIANGULACION EN LA AGRIMENSURA

Los agrimensores egipcios eran sacerdotes y su actividad de célculo sobre el
terreno tenia una consideracion practicamente mistica y despertaba el respe-
to reverencial de los campesinos. El instrumento con el gue ejecutaban su
«magia» no era otro que la trigonometria. Las primeras culturas con interés
por la geometria desarrollaron la trigonometria por sus aplicaciones en arqui-
tectura y agrimensura. La divisién de terrenos en tridngulos (triangulacién)
fue desde siempre el método esencial para calcular superficies, y el desarrollo
de la topografia actual ha demostrado su eficiencia. Todo tridngulo se puede
dividir siempre en dos triangulos rectangulos, y estos permiten determinar
alturas o distancias inaccesibles a partir de las medidas de algunos lados vy
algunos éngulos. Observando atentamente tales figuras y cotejadndolas con
las definiciones de seno, coseno y tangente (véase la pagina 55), se constatan
propiedades muy utiles. Por ejemplo, b=atanB. Es decir que, si se calcula el
angulo By se tiene el valor de &, gracias a las tablas trigonométricas se puede
saber cuanto vale el lado b. Este recurso permite realizar todo tipo de me-
diciones técnicas, con la ayuda de cintas métricas y teodolitos (un instrumen-
to de precisién que mide angulos en sus planos respectivos) que propor-
cionan de manera mas precisa longitudes y angulos.

Grabado inglés de principios del siglo xvi dedicado a la medicién de la distancia a un objeto
inaccesible mediante la triangulacién.
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En lenguaje algebraico actual, este problema equivale a resol-
ver el siguiente sistema:

x*+y*=100,

e

2 4)"’
lo que implica, tal y como aparece en el papiro, realizar una susti-
tucién y calcular una raiz cuadrada. Este es un planteamiento de
tipo pitagérico, pero méas que sugerir cierto conocimiento del teo-
rema. de Pitagoras, apunta a una familiaridad con métodos de so-

lucién de ecuaciones de segundo grado, lo que tampoco estd mal
para los antiguos egipcios.

PITAGORAS EN LA INDIA

En la India también se desarrollaron conocimientos aritmético-
geométricos relacionados con el teorema de Pitdgoras como re-
sultado de la planificaciéon de templos y la construccién de altares.
Entre los siglos vin y 1 a.C., el saber sobre este campo se fue con-
centrando en un cuerpo de doctrina conocido con el nombre de
Sulvasutra. Sulva es un término que se refiere a las cuerdas utili-
zadas para hacer mediciones, y Sutra es un libro de reglas o afo-
rismos relativos a un determinado ritual o a una ciencia, por lo
que el titulo viene a significar Manual de las reglas de la cuerda.

Los Sulvasutra indios eran una suerte de manuales en los que
se detallaban prescripciones para la construccién ritual de altares
de forma y tamaio determinados, los mas interesantes de los
cuales son los de Baudhayana y Apastamba, que se remontan al
siglo v a.C. En estos libros se describe el uso de la cuerda no solo
para medir, sino también para el trazado de lineas perpendicula-
res, por medio de ternas de cuerdas cuyas longitudes constituyen
ternas pitagéricas (por ejemplo, 3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 17; 7, 24,
25). Para este fin se utilizaba sobre todo el tridngulo de lados 15,
36, 39 (derivado del tridngulo de lados 5, 12, 13, llamado el «triin-
gulo indio»).
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Resulta dificil valorar la originalidad de los conocimientos
sobre el teorema de Pitagoras en la India. Por un lado, aquella ve-
nerable cultura compartié con Egipto la figura del tensador de la
cuerda, y por otro, todas las ternas que aparecen en los Sulvasu-
tra se pueden derivar facilmente de la vieja regla babilénica para
construirlas, lo que sugiere una transferencia de conocimiento de
origen mesopotamico en direccién al rio Indo.

POESIA Y MATEMATICAS EN CHINA

En China, el teorema de Pitagoras se conoce como Kon Ku y
aparece por primera vez en el tratado matematico Chou Pei Suan
Ching, que podria traducirse de modo aproximado como El cld-
sico de la aritmética sobre el gnomon. La datacién de esta obra
es discutida, aunque se acepta mayoritariamente que fue escrita
entre los aiios 500 y 300 a.C., y en general se considera que Pita-
goras no la conocié. El Chou Pei Suan Ching es una recopilacién
de conocimientos de épocas muy anteriores y fue considerable-
mente ampliado en el siglo m d.C. por dos insignes matematicos,
Zhao Shuang y Liu Hui. Afortunadamente es posible diferenciar
los contenidos mas antiguos de los afiadidos posteriores. En lo
tocante al teorema de Pitdgoras, este tratado matemético des-
cribe aspectos primitivos, es decir, resultados numéricos concre-
tos, asi como las leyes generales de formacién de las ternas
pitagéricas.

El Chou Pei Suan Ching contiene una mencién sobre los
triAngulos rectdngulos en la que destaca la descripcién de una fi-
gura llamada el diagrama de la hipotenusa, que no es otra que
una demostracién visual del teorema de Pitadgoras, para un tridn-
gulo de a=3, b=4 y ¢=5. Esta elegante prueba construye un cua-
drado de lado (a + b) que se parte en cuatro tridngulos de base a y
altura b, y un cuadrado de lado ¢ (figura 3, en la pagina siguiente).
Es muy posible que se trate de un afiadido posterior a Pitdgoras,
pero aun asi, vale la pena prestarle atencién.

Sea el tridngulo rectdngulo de catetos a y b e hipotenusa c. Se
trata de demostrar que el drea del cuadrado de lado c es igual a la
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suma de las dreas de los cuadrados de
lado a y lado b. Es decir, a®+b*=c

Si se afnaden tres triangulos iguales
al original dentro del cuadrado de lado
¢ (figura 4), se obtiene un cuadrado de
menor tamario en el centro. Se puede
comprobar que el cuadrado resultante
tiene en efecto un lado b-a. Por tanto,
el drea de este cuadrado menor puede
expresarse como (b—a)?=b*-2ab +a?,
puesto que (b-a)?*=(a-b)>.

El 4rea del cuadrado deladocesla
suma del drea de los cuatro tridngulos
de altura a y base b que estdn dentro de
él, mas el area del cuadrado menor, con
lo cual queda demostrado el teorema:

¢t -4(%)4»(;2 ~2ab+b* =a®+b%.

El Chou Pei Suan Ching contiene
también una hermosa demostracién
mediante una simple traslacién de pie-
zas (figura 5).

El segundo tratado cldsico chino
de contenido matematico en el que se
relacionan aspectos geométricos vincu-
lados al teorema de Pitdgoras est4 fe-

b2

a
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chado en torno al afio 250 a.C., aunque Liu Hui lo comenté y
reedit6 también en el 263 d.C. Es el Chui Chang Suang Shu, o Los
nueve capitulos del arte matemdtico. El noveno y ultimo capitulo
esta centrado integramente en los tridngulos rectdngulos y pre-
senta 24 problemas cuyas soluciones se basan de maneras distin-
tas en el teorema de Pitdgoras. El mas conocido es el problema
del bamb roto, que presenta el problema de manera figurativa,
convirtiendo el tridngulo rectangulo en una caiia de bambi par-
tida a cierta altura que se debe calcular:

Hay un bambni de diez pies de altura que se ha roto de tal manera que
su extremo superior se apoya en el suelo a una distancia de tres pies
de la base. Se pide calcular a qué altura se ha producido la rotura.

Este problema combina el teorema de Pitadgoras con la reso-
lucion de ecuaciones cuadréticas, pues exige resolver la ecuacién
22+ 3%=(10-2)% i

PITAGORAS: LAS DEMOSTRACIONES TRADICIONALES

Como Pitagoras no dejé nada escrito, no existe ninguna demostra-
cién del teorema que pueda considerarse de su mano. El resultado
asoma en diversas fuentes de la tradicién griega, que le adjudi-
can las demostraciones que se veran a continuacion, hasta fijarse
finalmente con detalle en el libro de geometria mas importante
de la historia de Occidente, los Elementos del griego Euclides.
Con todo, no se puede arrebatar a Pitdgoras, o a sus seguidores,
su parte de genialidad, pues ellos fueron quienes lograron dar el
gran salto de lo concreto a lo general, quienes establecieron un
esquema tedrico aplicable en todos los casos.

La primera demostracion del teorema que la tradicién establece
como propia de Pitdgoras en persona es una prueba empirica. Se
compone un tridngulo rectdngulo de lados a, b, ¢ (catetos e hipote-
nusa), que en realidad son los lados de tres cuadrados previamente
existentes, segiin las reglas de la estricta geometria griega (figura 6).
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FIG. 7

FIG &8

48 EL TEOREMA

Con estos cuadrados se cons-
truyen dos cuadrados diferentes.
El primero estd formado por los
cuadrados de los catetos, mas cua-
tro tridngulos rectangulos iguales
al tridngulo inicial (figura 7). El se-
gundo esta formado por los mismos
cuatro tridngulos y el cuadrado de la
hipotenusa (figura 8).

Si a cada uno de estos cuadrados
le quitamos los tridngulos, el drea del
cuadrado central (¢?) equivaldra al
drea de los dos cuadrados que com-
ponen la figura 8 (b*+a?), y de ese
modo se demuestra el enunciado di-
recto del teorema de Pitigoras.

Frente a esta demostracion gra-
fica, que se basa en la propia teoria
de las proporciones de Pitdgoras
—una teoria imperfecta, pues se
aplica solo a cantidades conmensu-
rables—, algunos historiadores de
las matematicas han contrapuesto
otra prueba de caracter numérico.
Pitagoras pudo demostrar el teorema
mediante semejanza de tridngulos
—en la figura 9, ABC, ACH y CBH—,
puesto que sus lados homélogos son
proporcionales.

Sea el tridngulo ABC rectan-
gulo en C; el segmento CH es la al-
tura relativa a la hipotenusa, en la
que determina los segmentos a'y b',
proyecciones en ella de los cate-
tos a y b, respectivamente. Los tridn-
gulos rectangulos ABC, ACH y CBH
tienen sus tres bases iguales: todos



PRUEBA DE LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS
Puede probarse la semejanza de triangulos a través de dos métodos:

— Prueba de la semejanza entre ABC y ACH: dos triangulos son semejantes
si hay dos o mas angulos congruentes (como aparece en Euclides):

I
b' b
b=b'c.

— Prueba de la semejanza entre ABC y CBH:

BuE
a' a
at=a'c,

de donde se obtiene el llamado teorema del cateto. Sumando:
a+bi=a'c+bc=c(a +b),
pero (a'+b")=c, por lo que finalmente resulta:

g +bi=c2.

tienen dos bases en comiin, y los angulos agudos son iguales por
ser comunes y por tener sus lados perpendiculares. Por tanto, di-

chos tridngulos son semejantes.

LOS «ELEMENTOS» DE EUCLIDES

Euclides vivié en Alejandria alrededor del ano 300 a.C. y fue el
autor de los Elementos de geometria (Stoicheia), una obra funda-
mental para el desarrollo de la matematica y de la ciencia. En ella
se sintetiza el conocimiento geométrico de la época, amén de de-
mostraciones propias, con el maximo rigor y enorme elegancia,
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deduciendo de forma légica todos los teoremas a partir de defini-
ciones, postulados y nociones comunes. La obra no supone solo
un compendio brillante, sino que afiade una gran labor de estruc-
turacion del pensamiento geométrico. Quiza por ello hasta hace
unas décadas seguia siendo el referente fundamental en el apren-
dizaje de la geometria. Solo superada por la Biblia, los Elementos
es la obra que maés ediciones y traducciones ha tenido, tanto en
copias anteriores a la imprenta como, con mas de mil ediciones
posteriores, en forma impresa.

Los Elementos estan estructurados en trece libros. Los cuatro
primeros se dedican a la geometria plana bésica: 1a congruencia de
tridngulos, la igualdad de 4reas, la proporcién durea, el circulo, los
poligonos regulares, algunas cuadraturas y, cémo no, el teorema
de Pitagoras (Libro I, Proposicién 47). Asf, la propiedad pitagérica
se sitiia en un contexto geométrico de areas de figuras. Pitdgoras
reaparece en el Libro VI en relacién con las proporciones y tam-
bién en el Libro X, en el que se tratan las raices cuadradas.

En la proposicién 47, Euclides afirma que en los tridngulos
rectangulos el cuadrado del lado opuesto al angulo recto es igual
a la suma de los cuadrados de los lados que lo forman La expre-

sién visual de esta proposicion se
conoce con el nombre de «molino
| de viento» (véase la figura).

La demostracién se lleva a
cabo por medio de areas. Consiste
en establecer que los tridngulos
BFA y BCE son isométricos y que
el doble de su drea es igual por un
lado al area del cuadrado CBFJ y
por otro al area del rectdngulo
BIHE. Del mismo modo, el cua-

. drado CKGA tiene igual 4rea que el

. rectdngulo AIHD. De ello se de-
duce el teorema de Pitagoras, que
puede enunciarse asi: el drea del

| cuadrado BADEF es igual a la suma
de los cuadrados CBFJ y CAGK.
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides esta considerado el padre
de la geometria. Aunque probable-
mente ninguno de los resultados de
los Elementos sea original del mate-
matico griego, sin duda a €l se de-
ben la organizacion del contenido vy
su exposicion. De su vida se sabe
poco mas de lo que menciona el fi-
I6sofo Proclo (siglo v d.C.) en sus
comentarios al Libro | de los Elemen-
tos. Proclo asegura que el geémetra
nacié alrededor del 325 a.C,, vivid y
ensefié en Alejandria y murié en tor-
no al afio 265 a.C. Dice también, y
parece muy probable que asi fuera a
juzgar por la naturaleza de su obra, i e st i

que pudo educarse en la Academia  representados en uno de los relieves

de Platén o con discipulos del maes-  realizados por Andrea Pisanc en el siglo xiv
tro. De este modo, Euclides habria (Museo dell'Opera del Duomo, Florencia).
vivido durante el periodo helenistico;

sin embargo, lo mas usual es situar su obra en la Grecia clasica, ya que sus
libros refieren lo producido en aquella época anterior. Asi, Euclides estruc-
turod los descubrimientos dispares de los griegos clasicos, como puede com-
probarse comparando sus libros con trabajos mas antiguos. El mismo Proclo
explica gue reunio aportaciones del filésofo y matematico Eudoxo (ca. 390-
337 a.C.) en relacién a la teoria de la proporcién y del también matematico
Teeteto (ca. 417-369 a.C.) respecto a los poliedros regulares, y que, en ge-
neral, proporciond demostraciones irrefutables de numerosos resultados
insuficientemente demostrados por sus predecesores. No se dispone de
manuscritos de su mano, por lo que sus textos han tenido que ser recons-
truidos a partir de los comentarios y notas de autores posteriores, sobre
todo cédices bizantinos y traducciones latinas y drabes.

El teorema también muestra cémo obtener un cuadrado cuya
drea sea igual a la suma de dos cuadrados dados, es decir, cémo
hallar x tal que x*=a®+b? siendo asi otro ejemplo de dlgebra
geométrica.

Si la proposicién 47 supone el momento culminante del pri-
mer libro de los Elementos, todavia mas sorprendente resulta
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FIG. 10

comprobar cémo, a continuacién, el ge6-
metra demuestra el inverso del teorema
de Pitagoras. Es la proposicién 48, que
habitualmente suele pasar desapercibida,
pero tiene un gran valor légico-deduc-
tivo, que Euclides reivindica. En ella se
afirma que si en un tridngulo rectingulo,

FIG. 1

¢ el cuadrado de un lado es igual ala suma

de los cuadrados de los otros dos lados,

el angulo que estos forman es recto (fi-

gura 10). La demostracién consiste en trazar un segmento CD per-
pendicular a AC e igual a CB. Por hipétesis:

BC*+AC*=AB?,
y por ser rectangulo el tridngulo ADC:
AC*+CD*=AD>

Como BC=CD, tiene que ser AB?>=AD?y, por tanto, AB=AD.
De manera que los tridngulos ADC y ABC son congruentes, y el
angulo ACB, igual al ACD, debe ser recto.

Euclides también presenta una aproximacién grafica al pro-
blema, transformando cada cuadrado sobre un cateto en su pa-
ralelogramo de igual area (puesto que tienen igual base e igual
altura), para luego recolocar estos paralelogramos en el cuadrado
sobre la hipotenusa. Esta genial prueba aclara la parte que ocupa
cada uno de los cuadrados sobre los catetos (figura 11).

.

..4..____)’
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FOTO SUPERIOR;

El papiro
Oxyrhynchus 29,
parte de una copia
de los Elementos
datada entre los
siglos n-iv d.C.
(Universidad

de Pensilvania,
Filadelfia).

FOTO INFERIOR:
Un nuevo detalle
de La escuela de
Atenas, de Rafael:
la parte en la que
aparece Euclides
(con el compas).
El matematico
estd situado en el
mismo plano que
Pitdgoras, pero
en el extremo
opuesto de la
obra (Museos
Vaticanos, Roma).
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FIG. 12

De hecho, el teorema de Pitagoras es
uno de los que cuenta con un mayor nu-
mero de demostraciones diferentes me-

D' diante los métodos mas diversos. Una de

- las razones de ello es que en la Edad

: Media se exigia realizar una nueva de-
\ mostracién del teorema para alcanzar el

i grado de Magister matheseos, 0 «maes-
} tro de matemaéticas», y, en cierto sentido,
n la tradicién acabé convirtiendo esa gesta
: en una muestra de magisterio del conoci-
B8 miento universal.

| El genio Leonardo da Vinci (1452-
: 1519) fue el més notable de los polimatas
del Renacimiento italiano, pues cultivé
con igual brillantez disciplinas de los mas
diversos campos del saber, tanto en el te-
rreno cientifico como en el artistico. El mismo hombre que impri-
mio su enigmaética delicadeza ala Gioconda y concibié innumerables
maquinas sorprendentes e ingeniosas también fue capaz de desa-
rrollar una sobresaliente prueba del teorema de Pitdgoras.

Leonardo tomé como base el famoso «molino», es decir, el
tridngulo y sus tres cuadrados sobre los lados. A estos afiadié un
tridngulo ECF en la parte superior y colocé estratégicamente otra
copia del tridngulo A'C'B' en la parte inferior (figura 12). Trazando
DD'y CC', que resultan ser perpendiculares, se observa que DD'
divide el hexdgono superior ABDEFD' simétricamente y que las dos
partes se pueden girar y colocar tapando el hexagono ACBA'C'B'.
En consecuencia, los dos cuadrados sobre los catetos deben sumar
un area igual que el cuadrado situado sobre la hipotenusa.

EL TEOREMA DE PITAGORAS HOY

Dos milenios y medio después de su descubrimiento, el teorema
de Pitdgoras sigue manifestindose en multiples aplicaciones ma-
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tematico-cientificas, en lo que se
dirfa un ejercicio de eterna juven-
tud asombroso y envidiable.

Este resultado matematico,
quiza tan ubicuo por lo sencillo,
resulta esencial en el calculo de
longitudes, areas y volimenes de
figuras. En un cuadrado de lado x,
la diagonal vale 2+/2; en un rectén-
gulo de lados x, y, 1a diagonal vale

2*+y*; en un paralelepipedo,
esto es, por ejemplo, una caja de
zapatos, de aristas x, y, 2, la diago-
nal vale \/z* + y* + 2°; en un cono
de altura h y radio de la base 7, la
generatriz vale h*+7*... Y seria
posible continuar asi durante pagi-
nas y paginas.

Pitagoras también estd pre-
sente cuando se introducen coor-
denadas cartesianas en el plano, y
en el espacio, para definir la dis-
tancia d(P,Q) entre dos puntos

v FIG. 13
4
=¥
X Xa "X
B FiG 14
c
a
-
c I3 A

P=(x,y)y Q=(x,y¥,), tal como se muestra en la figura 13. Apli-

cando el teorema:

Distancia (P,Q) = J(xz

_xl)g"'(yz_yl)z'

En todo célculo en el que se usan funciones, es decir, en el
céalculo funcional, aparece la relacién pitagérica, al considerar las
grificas y =f(x) en referencias cartesianas. Del mismo modo, el
teorema se encuentra en la totalidad de la trigonometria. A la me-
dida de los dngulos de un tridngulo rectangulo se asocian las fun-
ciones seno, coseno, tangente... (figura 14), siendo

a
senA=—
c

cosAu---EZ

tanA=2.
b
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De ese modo, en términos trigonométricos, el teorema de Pi-
tédgoras se expresa como la relacién sen’A + cos?A =1,

Por ese motivo, asimismo, es posible hallar la presencia del
teorema en la topografia, en la cartografia, en la navegacién mari-
tima o aérea y, por supuesto, en la arquitectura, la ingenieria y
todos aquellos Aambitos de la actividad humana que pongan en
juego medidas y célculos técnicos.

Para comprobar la importancia capital del teorema en la tri-
gonometria, considérese la figura siguiente. Ademas de contener
el circulo unidad y el tridngulo rectangulo que tiene por catetos el
seno y el coseno, la figura muestra muchos otros segmentos que
corresponden a las demds funciones trigonométricas. Puede ha-
llarse la tangente, que es cociente del seno y el coseno; pero tam-
bién las tres razones reciprocas: la secante, que es 1 dividido por
el coseno, la cosecante, que es reciproca del seno, y la cotangente,
reciproca de la tangente. Una vez més, gracias al omnipresente
teorema de Pitdgoras, la variedad de tridngulos rectdngulos que
aparecen en la figura permite obtener de manera inmediata una
larga serie de relaciones interesantes entre esas seis funciones
trigonométricas:

tan?0 + 1 =sec?0,
cot’0+1=csc?6,
(tan®+1)*>+(cotB +1)*=(secH+cschH)>

sen 0 tan 8

- cos 6

)

cot 8 1
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EL TEOREMA DE PITAGORAS EN OTROS POLIGONOS

No cabe duda de que la relacién pitagérica griega esta relacionada
de forma intima con una figura geométrica muy concreta, el tridn-
gulo rectangulo. Pero, considerando la clisica representacién del
molino de viento, en la que tres cuadrados prestan sus lados para
componer los catetos y la hipotenusa del tridngulo rectangulo,
surgen de inmediato algunas preguntas. ;Qué ocurriria si se apli-
caran los cuadrados para componer un tridngulo cualquiera? Es
maés, ;qué ocurriria si se aplicaran sobre un paralelogramo?

Si se afiaden tres segmentos al tridngulo rectdngulo con sus
cuadrados, se forma un hexidgono donde aparecen tres nuevos
tridngulos de dreas T, T, y T, (figura 15). ;Qué valor tienen las
nuevas dreas? En todos los casos son iguales y valen exactamente
el drea T de la figura inicial: 7\ =T,=T,=T. Sirva la figura 16 para
demostrar que se deduce 7'=T al girar T, ya que la base y la altura
de los dos es igual. Para los otros tridngulos, el procedimiento es
el mismo.

FiG. 15

T2

Ts - KL
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Si ABC es un triangulo cualquiera, sigue teniendo sentido
construir los tres cuadrados sobre los lados y preguntarse qué
relacién existe entre las dreas de estos cuadrados. Supéngase, por
ejemplo, el caso de un tridngulo agudo (A <90°). La solucién se
contiene en la figura 17.

FIG. 17

FiG. 18

EL TEOREMA



En ella se han trazado las tres alturas del tridngulo. A conti-
nuacién, estas alturas se han prolongado hasta dividir los cuadra-
dos situados sobre los catetos en dos rectidngulos. Considerando
las medidas de sus lados, resulta que el area del rectangulo supe-
rior derecho es c¢-(acosB). Lo asombroso es que esta area es la
misma que la del rectangulo inferior derecho. El drea de las sec-
ciones izquierdas es b (acos (). Ademas, aparecen los dos frag-
mentos b-(ccosA), lo que arroja el resultado:

@?=b*+c*-2-b-c-cosA,

y esta es nada menos que la ley del coseno.

Por tanto, si A=90°, el cos90° =0y resulta b*>+ c*=a? la cele-
bérrima relacién pitagérica. De este modo, la ley del coseno es
una extension del teorema de Pitdgoras.

Otra propiedad sorprendente se manifiesta en los cuatro cua-
drados que pueden generarse sobre los lados de un paralelo-
gramo. Tal y como se aprecia en la figura 18, la suma de las dreas
de los cuatro cuadrados es igual a la suma de los dos cuadrados
que pueden dibujarse sobre las diagonales. Se trata de la ley del
paralelogramo.

DIVERTIMENTOS MATEMATICOS

Para poner fin al comentario sobre las manifestaciones contem-
poraneas de uno de los mas venerables resultados matematicos
de la historia de la ciencia, vale la pena considerar un par de di-
vertimentos, que a pesar de serlo, no estan en absoluto exentos de
utilidad.

En primer lugar, el teorema de Pitdgoras permite responder -

a una pregunta que el ser humano se hizo desde el mismo mo-
mento en que conocié la curvatura de la Tierra: ;Hasta qué dis-
tancia es posible ver en el horizonte? Para calcularlo, inicamente
es preciso saber la altura sobre el nivel del mar en la que se en-
cuentra el observador. A modo de ejemplo, en el caso de que el
observador esté admirando el paisaje en lo alto de una montana
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FIG.19

FIG. 20

de 1000 m de altitud, es posible aplicar el teorema de la manera
siguiente (figura 19):

R+h)=R*+~
Por consiguiente:
v*=(R+h)*~ R*=(R*+2Rh +h*)-R?=h*+2Rh=h(h+2R),
siendo R el radio de la Tierra.

Como 2R +h es aproximadamente 2R porque k es muy pe-
quefio respecto a R, resulta:

v’=~h-(2R)
v~~/2Rh.
YconR=6371 kmyh=1 km,
resulta:
v=112,88 km.

Para finalizar, una pequefia
vuelta de tuerca. El teorema de
Pitagoras es una tipica propiedad
de los tridngulos rectangulos del
plano. ;Seria posible proyectarlo
en el espacio tridimensional?
La respuesta a esta cuestién es

afirmativa. Ademéds, es posible

hacerlo de varios modos. Un mé-
c todo conocido y muy intuitivo es
considerar una caja de aristas a,
b, ¢, y expresar el valor d de la
diagonal de la caja mediante el

a teorema pitagérico: d*=a®+ b* + ¢
(figura 20).
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CAPITULO 3

La secta de los pitagoricos

En el cenit de la colonizacién griega
Pitagoras puso a prueba su proyecto de sociedad
utépica, de base espiritual y filosé6fica, en la Magna
Grecia. Alli fundé una secta en la que se admitian hombres
y mujeres en igualdad y la propiedad era comin. La
hermandad se estructuraba mediante el acceso al
conocimiento magico-matematico. Es la primera
sociedad de estas caracteristicas de la que
se tiene conocimiento, una auténtica
secta del nimero.






El pitagorismo era una forma de vida. La comunidad de seguidores
del maestro Pitdgoras vivia sometida a una rigurosa serie de regla-
mentaciones que alcanzaba todos los aspectos de su cotidianidad,
incluso los més précticos. El acceso a la verdad y a la salvacién
dependia del cumplimiento estricto de esas normas, del mismo
modo que sucedia en las doctrinas de las religiones mistéricas.

La ética de la comunidad primitiva estaba determinada por la
idea de la inmortalidad del alma, que tefiia la vida pitagérica de un
cardcter religioso y ascético. Por ese motivo, las reglas estaban
encaminadas en su mayoria a que los miembros de la hermandad
dominaran su caricter, se alejaran de las pasiones e ignoraran las
necesidades del cuerpo, lo que era imprescindible para alcanzar
el conocimiento supremo. En ese contexto, la misica se conside-
raba «medicina para el alma» por su efecto balsamico, y la virtud
maxima era la armonia del alma, un estado de perfeccién al que
solo era posible elevarse mediante las sucesivas reencarnaciones.
Por lo que parece, en vida del maestro, aunque el nimero ya hu-
biera manifestado sus propiedades en el sentido més puramente
matematico, aiin no habia extendido su influencia en la ética pita-
gorica ni habia impregnado su cosmologia.

Para los pitagéricos la existencia tenia un objetivo mistico: el
contacto con lo divino. Por ese motivo estaba estructurada en
forma de ascenso por etapas. Al modo del orfismo, que daba al
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hombre un origen divino y concebia la vida como una lucha por
recuperarlo, Pitdgoras consideraba el alma como la parte divina
del hombre y su tinica esperanza de supervivencia.

Por otro lado, no hay que tener reparos en calificar la es-
cuela que fundé el sabio de Samos como una secta. La vida pita-
gorica, tal y como la han transmitido los cronistas, cumple punto
por punto todos los elementos que definen a una secta religiosa
en un sentido puramente sociolégico, sin matices peyorativos. El
maestro, maxima autoridad espiritual, proponia a sus seguidores
un conjunto de iniciaciones y reglas obligatorias para caminar
por la vida, los sometia a una estructura jerarquica con mandos
y categorias y les ofrecia una codificacién del ascenso a la ver-
dad. Los miembros del grupo se distinguian por su vestimenta,
alimentacion y rituales, una forma de vida alternativa a la socie-
dad tradicional.

JERARQUIA PITAGORICA

La jerarquia pitagérica respondia a los diferentes grados de ini-
ciacién de los miembros de la secta. La divisién basica consistia
en dos grupos: los «acusmaticos» y los «matematicos». Los pri-
meros escuchaban las proposiciones basicas de las ensefianzas
del maestro, pero no tenian acceso a una explicacién mas com-
pleta, al razonamiento que las justificaba; mientras que los segun-
dos las razonaban y conocian sus entresijos. Estas ensefianzas
enigmaticas se transmitian a través de mdximas alegéricas llama-
das acusmata, que los iniciados del nivel mas bajo repetian a
modo de oracién. Quiere la tradicién que Pitdgoras aprendiera en
Egipto este método propio de las sectas, pero lo cierto es que las
méximas pitagéricas eran muy semejantes a las sentencias del
oraculo de Delfos.

A esta division bésica, la mas conocida, se afiadian otros esta-
mentos de poder o autenticidad segin el grado de proximidad al
conocimiento razonado. A su vez, el grado de poder dentro de la
secta tenfa correspondencia con el rigor en las costumbres, de
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modo que un mayor conocimiento implicaba normas maés estrictas
y un estilo de vida més severo.

Segun la tradicion, los iniciados atendian a las exposiciones
del maestro desde el otro lado de una cortina que les impedia
verle, formando un circulo exterior. Estos eran los «exotéricos»,
pues se encontraban fuera del circulo del maestro. Los nuevos
miembros debian superar varias pruebas de iniciacién, que con-
sistian en guardar voto de silencio y practicar una vida pura que
incluia el vegetarianismo, el uso de ropas blancas y la meditacién.
A medida que completaban el periodo de prueba, conseguian atra-
vesar la cortina e ingresar en el circulo interior. En ese momento
pasaban a denominarse «esotéricos».

El ingreso en la secta era un proceso muy largo que comen-
zaba con examenes fisicos, morales y de actitud. Algunas fuentes
sefialan que el candidato entraba en un periodo de prueba de tres
afios y que entonces comenzaba el primer grado de iniciacién: un
voto de silencio de cinco afios. El silencio pitagérico procedia
también de los rituales mistéricos, la revelacién de cuyos secretos
estaba prohibida y castigada, y era una prictica preliminar al se-
cretismo absoluto que rodeaba las ensefianzas de la secta. El voto
de silencio y el autocontrol fueron dos disciplinas morales muy
admiradas durante toda la Antigiiedad.

En la jerarquia pitagérica se han identificado otros dos gru-
pos, cuya divisién no siempre queda clara, que recibian el nombre
de «administradores» y «politicos». Los primeros gestionaban la
vivienda y el patrimonio de la comunidad, pues, al ingresar en
la secta, los bienes del nuevo miembro se incorporaban al tesoro
comun. Por su parte, los politicos se encargaban de las relaciones
del grupo con el exterior.

Pero la divisién mas extrema y clara era la que separaba a los
miembros de la secta de la sociedad convencional. El grupo reac-
cionaba de modo hostil frente a aquellos que lo abandonaban o
pretendian ingresar sin ser merecedores de ello. Los desertores se
consideraban muertos. Podian irse libremente y se les reintegraba
lo que habian aportado a la comunidad multiplicado por dos, pero
la hermandad les dedicaba una tumba y a partir de ese momento
se consideraba que no existian realmente.
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Los miembros de la hermandad, que tenian una gran movili-
dad geogréfica, disponian de contactos en las ciudades mas im-
portantes del sur de Italia y Sicilia, donde se articul6é una amplia
red de hospitalidad pitagérica. Los hermanos empleaban una serie
de contrasefas secretas para reconocerse a todo lo largo del
mundo antiguo, y asi poder prestarse ayuda en momentos de pe-
ligro. La tradicion esta repleta de anécdotas sobre pitagéricos en
situaciones de necesidad que son auxiliados por otros comparie-
ros, a los que identifican con ingeniosas sefiales secretas.

«Como los pitagéricos a Apolo, asi sacrificamos, sin comer
cosa alguna que alma tenga.»

— D16GENES LAERCIO CITANDO EL ALCMEON DE MNESIACO EN EL CAPITULO DEDICADO
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A PITAGORAS EN SU OBRA VIDAS DE LOS FILOSOFOS MAS ILUSTRES.

TABUES PITAGORICOS

Se ha dicho a menudo que los pitagéricos eran vegetarianos,
pero hay autores que aseguran que Pitdgoras solo evitaba ciertas
partes de los animales, a saber: las entrafias, las criadillas y los
genitales, la médula dsea, los pies y la cabeza. Este punto es to-
davia hoy motivo de discusion; en todo caso, esta probado que
los miembros de la secta guardaban una serie de tabies alimen-
tarios muy estrictos por influencia de la doctrina de la inmorta-
lidad del alma.

Los tabies alimentarios variaban segin la jerarquia. Los ini-
ciados de nivel inferior podian comer todo tipo de carne, con la
Unica excepcion de la carne de los bueyes, por su desempeio en
el arado, y de los carneros. El consumo de pescado estaba sujeto
a una reglamentacién muy estricta.

El tabi alimentario pitagérico mas célebre y peculiar, por lo
aparentemente arbitrario, es sin lugar a dudas la prohibicién de
comer habas. Un catilogo de razones extravagantes lo justifi-
caba, vinculandolo, en suma, con la cadena de las reencarnacio-
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nes, de modo que quedaban extrafiamente relacionadas con la
carne humana y su ingesta podia llegar a considerarse un acto de
canibalismo.

No menos peculiares son las leyendas que circulaban sobre
la alimentacién del propio Pitdgoras. Se dice que para preparar
su meditacién tomaba alimentos que saciaban rdapidamente el
hambre o la sed, o incluso que dejaba de alimentarse por com-
pleto. La lista incluia ingredientes como semillas de adormidera
y sésamo, flores de narciso y hojas de malva, granos de cebada y
garbanzos. Para beber, reunia semillas de pepino y uvas pasas
desgranadas, queso troceado, harina y crema de leche, y lo mez-
claba todo con miel silvestre.

SACRIFICIOS Y REENCARNACION

El sacrificio animal era uno de los
pilares del culto y la piedad griega
hacia los dioses. Por ese motivo
no debe resultar extrafio que la
religiosidad de los pitagdricos se
expresara en esa forma. Ahora
bien, se diria que el sacrificio ani-
mal se encuentra en contradiccién
con la idea de la reencarnacion.
Para solventar este problema, al-
gunos autores aseguran que los
pitagdricos realizaban ofrendas
incruentas, mientras que otros
ofrecen complejas argumentacio-
nes que pretenden demostrar que
las almas de los hombres no po-
dian entrar en los animales consa-

Iaui Ceramica griega datada en torno al siglo v a.C.
grados. En cualquier caso, pareCe  ayibyida a Epidromos, su decoracién esté

que eran los miembros de los es-  dedicada a un sacrificio animal (Museo del
tratos mas bajos de la secta los  Louvre, Paris).

que se encargaban de sacrificar

animales y cumplir con los rituales de la religiéon convencional, que en oca-
siones parecian contradecir las ensefianzas del maestro.
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MAXIMAS PITAGORICAS

La de Pitagoras fue una edad de prestigio de la oralidad, donde la
sabiduria efimera se equiparaba con la sabiduria verdadera. Quiza
por ello el sabio de Samos «no escribié nada en absoluto, como
Socrates», en palabras del historiador griego Plutarco (siglos 1-n
d.C.). Sin embargo, a lo largo de los siglos diversos autores asegu-
raron que Pitdgoras habia fijado sus doctrinas en algunas obras
escritas. Una tradicién le atribuye tres libros (sobre educacién,
politica y naturaleza), mientras que otra le acusa de haberlos pla-
giado de Orfeo.

Pero la leyenda mas famosa es la que defiende la existencia
de un texto sagrado basico del pitagorismo, que supuestamente
contenia las ensefanzas secretas de la secta y del que se realiza-
ron algunas copias que circularon por el mundo griego al poco de
su muerte. Se trata del denominado Discurso sagrado. No hay
evidencias fiables de su existencia y lo mas probable es que no
existiese. En cualquier caso, todas las descripciones del discurso
que dio el maestro al llegar a Crotona refieren que sus palabras se
consideraron divinas y causaron la adhesién incondicional de nu-
merosas personas, que pasaron a formar una hermandad compar-
tiendo todas sus posesiones.

LOS «VERSOS DE ORO»

El fildsofo neoplaténico Jamblico de Calcis afirmod que, a través de Filolao de
Crotona, llegaron a manos de Platén algunos textos escritos por los pitagori-
cos. En la presunta lista de obras destacaba el Discurso sagrado. Desde el
siglo m a.C. circularon unos Versos de oro que, segun la leyenda, provenian del
Discurso sagrado y en los que se gueria ver la huella directa del propio Pita-
goras. Era un breve compendio en 71 hexametros que fue canonizado como
modelo ético de comportamiento durante largo tiempo, alcanzando incluso
al Romanticismo de la mano del aleman Goethe (1749-1832). Es posible que
parte de las ideas que conforman el texto pudiera encontrarse en la secta
originaria de Pitadgoras, como ocurre con todos los textos tradicionales.
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FOTO SUPERIOR:
Los pitagdricos
saludan el
amanecer, lienzo
del pintor del
siglo xix F.A.
Bronnikov (Galeria
Tretyakov,
Moscu).

FOTO INFERIOR:
Pitdgoras
emergiendo

del inframundo,
pintura del artista
italiano Salvator
Rosa realizada

a mediados del
siglo xvi (Kimbell
Art Museum,

Fort Worth).
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Como se ha dicho, la educacién pitagérica se daba mediante
simbolos de dificil interpretacion, de carécter sentencioso y ar-
caico. Del mismo modo que las palabras de los ordculos, eran di-
ficiles de entender pero, descubiertas sus claves de interpreta-
cién, era posible superar el enigma y acceder a un conocimiento
de orden superior. Las médximas que memorizaban los acusmati-
cos eran lecciones orales similares a algunos preceptos religiosos
griegos o a las normas de las religiones mistéricas, y se clasifica-
ban en tres tipos:

— Definiciones por medio de preguntas, que sefialaban «qué
es» algo:
«,Qué es el ordculo de Delfos? La tetraktys.»
«;Qué son las Islas de los Bienaventurados? El Sol y la
Luna.»

— Definiciones por lo mejor, que designaban «qué es lo méas»:
«;Qué es lo mas justo? Sacrificar.»
«;Qué es lo més sabio? El nimero.»
«;Qué es lo més bello? La armonia.»
«;Qué es lo mas poderoso? El saber.»
«;Qué es lo mas excelente? La felicidad.»

— Normas de comportamiento, que indicaban«qué conviene
hacer y qué no»:

«No pasar por encima de la balanza» (no transgredir la
igualdad y la justicia).

«No herir el fuego con la espada» (no incitar la ira e
indignacién de los poderosos).

«Ayudar a llevar la carga, y no imponerla» (no provocar
que alguien dejara de hacer algo).

«No comer corazén» (no atormentar el 4&nimo con an-
gustias y dolores).

Una de las definiciones clave como medio de aprendizaje por

medio de preguntas y respuestas introducia un concepto funda-
mental en el pitagorismo: la tetraktys, el conjunto de los cuatro
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primeros nimeros, cuya suma daba como resultado el nimero 10,
el nimero perfecto en el pitagorismo posterior.

EL PITAGORISMO POLITICO

En la antigua Grecia a menudo es imposible separar al legislador
del hombre divino. Los dos casos clasicos son Minos y Licurgo,
los legisladores miticos de Creta y Esparta. Minos legislé en
Creta tras recibir las leyes de Zeus, mientras que Licurgo fue
el héroe responsable de las leyes de Esparta, que aprendié pri-
mero en Creta y Egipto y luego Apolo refrendé en el santuario
de Delfos. Incluso las leyes de Solén de Atenas, uno de los Siete
Sabios de Grecia y el primer legislador que contribuy6 a desvin-
cular la politica de la religién, presentan restos de esa relacién,
pues, segiin la leyenda, el ordculo de Delfos podria haber guiado
su labor politica. Por otra parte, el lugar que en la tradicién
griega ocup6 Minos, tuvo su correlato en la antigua Roma con el
rey Numa Pompilio y en el mundo hebreo con Moisés.

Los legisladores-adivinos se extendieron por todo el mundo
griego, y en las ciudades del sur de Italia se manifestaron transfor-
mados en una tradicién cultural de pensadores como Parménides,
Zenén o el propio Pitdgoras. El sabio de Samos fue el ejemplo por
excelencia del santén con influencia politica, el legislador de ins-
piracién divina, fundador de reglas y preceptos universales. De
hecho, la sociedad que fund6é —donde se admitian hombres y mu-
jeres en iguales condiciones, la propiedad era comiin y su modo
de vida, comunitario— se considera la primera comunidad de
tales caracteristicas de la que se tiene noticia.

No es posible saber con certeza si los viajes de aprendizaje
de Pitagoras fueron reales o hasta qué punto el sabio dedicé su
primera escuela, el Semicirculo de Samos, a poner a prueba sus
ideas. Como fuere, la estancia en Creta que refieren algunas de
sus biografias con motivo de su aprendizaje politico podria tener
ciertos visos de realidad y haber sucedido durante su periplo por
Grecia antes de establecerse en Crotona. Creta se consideraba
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un lugar de maximo prestigio para aprender la excelencia en las
leyes, ademas de ser la puerta de entrada en Grecia de las ideas
procedentes de Egipto, permanente y antiquisimo ejemplo para la
cuitura griega.

La colonizacién griega favorecié la concordia social, porque
permitié poner a prueba en lugares remotos diversas formas de
utopia politica y religiosa que las clases dominantes ahogaban en
las metrépolis. Pitdgoras abandond su isla natal empujado por el
clima politico del régimen del tirano Policrates, que debia de ser
contrario a su proyecto de desarrollar un gobierno basado en prin-
cipios espirituales. Algunos autores afirman que Pitdgoras tuvo
que huir por haberse significado en la arena politica a peticién de
sus conciudadanos, lo que parece sugerir que debié de encabezar
alguna resistencia a las injustas leyes del tirano.

A partir de ese momento, fuentes diversas refieren las visitas
de Pitagoras a oriaculos y ciudades como Delos, Delfos, Esparta y
Fliunte, donde algunos aseguran que intenté poner en practica su
sociedad utopica. Los ensayos fracasaron en las poleis griegas y
asi decidi6 probar suerte en las colonias griegas de Italia.

¢Qué razones llevaron a Pitagoras a elegir la ciudad de Crotona
como destino? Por un lado, era una ciudad préspera y famosa por
ser el hogar de numerosos atletas vencedores en los juegos olim-
picos. Pero sobre todo se habia convertido en un gran centro de la
ciencia griega, principalmente en la medicina. Sus médicos reco-
rrian todo el mundo griego, y algunos de los mas notables, como
Demécedes de Crotona (siglo vi a.C.), llegaron a prestar sus servi-
cios en la corte persa, la maxima expresion de la sofisticacién y el
boato orientales para la mentalidad de los griegos arcaicos.

EDUCACION PITAGORICA

Los discursos que dio el maestro a su llegada a Crotona debian de
contener cierta idea del universo sociopolitico de los pitagéricos.
Dice la leyenda que los notables de la ciudad encargaron al sabio
recién llegado que instruyera a los jovenes con sus nuevas ense-
nanzas. Pitdgoras dio cuatro discursos presentando sus normas de
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LA COLONIZACION GRIEGA

Entre los siglos vin y vi a.C. tuvo lugar la colonizacién griega del Mediterraneo,
un proceso que fue a la vez parte y motor de los grandes cambios que se
produjeron en las ciudades griegas. La partida de grupos de ciudadanos en
busca de nuevos territorios donde refundar su civilizacién solucionaba los
problemas de carestia, regulaba la poblacién o simplemente hacia de valvula
de escape para la conflictividad social o politica. El proceso de colonizacion
potencié el comercio e hizo posible importar alimentos de regiones mas fér-
tiles, donde se podian obtener en mayores cantidades y con menos esfuerzo.
Para pagar las importaciones de alimentos, las ciudades griegas se dedicaron
a la industria: fabricaron armas, tejidos o ceramica para intercambiar por los
cereales, aungue también desarrollaron la agricultura especializada, produ-
ciendo vino y aceite de oliva, para los que la tierra griega es apropiada.

comportamiento, en los que estableci6 las bases de sus normas
éticas y politicas y dibujé las lineas de lo que seria la forma de vida
pitagérica.

Los primeros dos discursos versaron sobre cuestiones politi-
cas. El primero lo dio en el gimnasio, frente a los jévenes de
Crotona. Les aconsejé honrar a los mayores y a los dioses y llevar
a cabo una politica de alianzas con sus vecinos. A continuacién
dirigi6 un discurso al senado, presentando la idea pitagérica de la
armonia politica y del Estado como una herencia que se debe pro-
teger y administrar con rigor por la mayoria y para la mayoria.

Los dos discursos siguientes se centraron en la educacién
religiosa. El discurso que dirigi6 a los nifios es un compendio de
informacidn sobre rituales. Y el tdltimo discurso, pronunciado
frente a las mujeres de la ciudad, permite extraer informacién
muy significativa sobre el interés por la mujer de la secta pitagé-
rica, que promovia el matrimonio dentro de su hermandad.
Como resulta patente, el contenido de estos discursos contra-
dice el supuesto igualitarismo de la hermandad pitagérica, pues
parece que Pitdgoras concebia la politica como el terreno de los
hombres y relegaba a las mujeres y a los nifos a las cuestiones
religiosas.
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ORIENTACION POLITICA

Atin hoy la orientacién politica de los pitagéricos es motivo de
debate. ;Era un grupo demdcrata o aristocratico? Las fuentes
ofrecen afirmaciones contradictorias: a veces Pitdgoras parece un
campeodn de la libertad, pero en otras ocasiones los pitagéricos
figuran como un grupo elitista que seleccionaba sus miembros
entre las mejores familias de Crotona.

Desde el primer momento, la secta fue objeto de todo tipo de
acusaciones sobre sus pretensiones politicas. En un discurso al
senado de la ciudad, uno de sus opositores afirmé que los pitagéri-
cos planeaban someter al pueblo, al que comparaban con ganado.
El historiador Diégenes Laercio recoge a su vez que los crotoniatas
se levantaron contra los pitagéricos por su tendencia a la tirania.
Pero hay que tener en cuenta que esa acusacién era muy habitual
en la época y solia emplearse como excusa para emprender una
revuelta.

Frente a las calumnias, se levantan otro tipo de evidencias.
Varias fuentes atestiguan que los pitagéricos estaban tan bien con-
siderados como modelo de virtud por sus convecinos que a me-
nudo eran designados como arbitros, y los ciudadanos se some-
tian a sus juicios sin problemas. Hay textos que los presentan
como politicos y legisladores, a veces como meros consejeros o
incluso llevando las riendas de algunas ciudades italianas, pero
siempre negandose a recibir un sueldo piblico. Por desgracia, los
unicos datos determinantes avalan solo la actuacion de Pitadgoras
y sus seguidores como consultores politicos en asuntos de rele-
vancia de algunas ciudades.

Los indicios son muchos y contradictorios, pero, en conclu-
sidn, las evidencias histéricas apuntan a la tendencia aristocratica
y elitista de los pitagéricos, una opcién que no es extrafar en un
modelo de hermandad iluminada dirigida por un lider incontesta-
ble. Por ejemplo, parece que los seguidores de Pitadgoras se capta-
ban entre las clases nobles. De ellos se componia el niicleo de la
comunidad, los trescientos hombres mas préximos al maestro,
que no so lo tenian acceso directo a sus ideas filoséficas y politi-
cas, sino que las llevaban a la practica. Cuando las sociedades
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LA RETORICA POLITICA

Para algunos autores, la retérica politica nacié con los cuatro discursos que
Pitdgoras pronuncié ante diferentes sectores de la poblacién crotoniata. La
leyenda dice que la retérica pitagoérica utilizaba una gran variedad de tonos
y argumentaciones para adaptarse a cada tipo de auditorio, pues el objetivo

;" del discurso era la seduccion de las almas a través del poder de la palabra,
| mas alla del propio contenido del discurso. La forma de pensar contempora-
f nea no puede por menos que rechazar esta idea, pero, para comprender en
] su dimension la mentalidad griega, vale la pena recordar el éxito de los sofis-

tas Gorgias y Protagoras en la Atenas democrética, donde se consideraba

sefial de sabiduria el hallar el discurso adecuado a cada individuo.

pitagéricas se extendieron a otras ciudades de la zona, Sibaris,
Metaponto o Tarento, siguieron el mismo modelo.

Bajo esta luz quizi resulte maés ficil entender las razones que
acabaron desembocando en la sublevacién contra los pitagoricos.
En la antigua Grecia la idea de la tirania se relacionaba con el
hecho de que un gobernante hubiera tomado el poder mediante un
golpe de fuerza, més que con que fuera un gobernante cruel, aun-
que al final los tiranos lo acabaran siendo, pues, como régimen de
poder absoluto, la tirania se convirtié en el sistema politico al que
recurrian los autoritaristas. En ese sentido es posible que los pita-
gbricos fueran una sociedad de caracter aristocratico y a la vez
antitirdnico, pues la tirania podia ser impulsada por una revuelta
popular de cardcter reaccionario.

LA REVUELTA ANTIPITAGORICA

Durante el desarrollo de la escuela pitagérica y 1a extension de sus
ideas, Crotona vivié una época de esplendor politico. De hecho, el
comandante de las triunfantes tropas crotoniatas en tiempos de
Pitdgoras tenia por nombre Mil6n, y algunos autores han querido
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ver en €l al propietario de la casa donde tuvo lugar el legendario
incendio que sell6 el fin de la secta. Paraddjicamente, el auge de
la ciudad finaliz6 con la sublevacién antipitagérica.

El grupo cerrado y elitista de los pitagéricos extendié su in-
fluencia politica hasta ejercer una fuerte presién en la sociedad de
la Magna Grecia. En Crotona un grupo popular se reuni6 alrededor
de Cilén, un hombre acaudalado de tendencias tiranicas, y se le-
vanto6 contra la sociedad de los pitagoricos.

Al final violento de la secta en su ciudad natal sigui6 la perse-
cucién de las congregaciones pitagéricas en las demads ciudades,
en medio de brutales disturbios. La liquidacién stibita de las cipu-
las dirigentes de aquellas poleis abrié un terrible periodo de gue-
rra civil en toda la regién, con caidas de gobiernos en cascada. Los
sublevados ya no actuaban solo contra los pitagéricos, sino que
extendieron sus ataques a todas las aristocracias gobernantes. Las
ciudades de Grecia enviaron embajadas y, finalmente, el orden fue
restablecido.

Mas alla de los motivos de la sublevacion, tanto los disturbios
como la muerte de Pitdgoras en Metaponto, seguramente poste-
rior, acabaron con la actividad publica de los pitagéricos. La secta
no renacié jamés ni como organizacién de importancia politica ni
como forma de vida, aunque eso no significa que se extinguiera,
sino solo que no se volvié a reunir publicamente. Algunos nota-
bles supervivientes volvieron a las metrépolis, y en algunos casos
desempeiiaron papeles politicos, siempre a titulo individual. Entre
ellos se cuentan Filolao y Arquitas.
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CAPITULO 4

Un universo basado en el numero

Pitagoras creia que los niimeros eran la esencia
de todas las cosas y que el mundo era armonia. Sus
discipulos méas dotados se dedicaron a descubrir las
propiedades y relaciones numéricas y establecer analogias
entre los nimeros y las cosas. El producto de su esfuerzo
cientifico tuvo como resultado una mistica numérica que
influy6 en todo el mundo antiguo y que puso la dltima
piedra de un largo proceso: la fundacién de las
matematicas como ciencia.






Pitdgoras de Samos pasa por ser el padre de las matemaéticas
segin una parte de la tradicién, si bien voces no menos autoriza-
das le obligan a compartir el honor con otras grandes figuras, a
veces muy préximas en el tiempo y el espacio, como Tales de
Mileto, cuyo valedor es nada menos que Aristoteles.

Lo cierto es que los primeros progresos matematicos relevantes
se desarrollaron en Mesopotamia y Egipto y comenzaron a registrarse
hacia el afio 3000 a.C. Los rudimentos basicos de la futura ciencia son
incluso anteriores. Las matematicas aparecen de manera espontanea
como emanacién de las actividades del ser humano en su continua
lucha con la naturaleza que lo rodea, produciendo resultados analo-
gos en lugares y tiempos distintos, fruto de la necesidad del hombre
primitivo de desarrollar instrumentos para resolver problemas prac-
ticos. Para contextualizar adecuadamente la aportaciéon matematica
de los pitagdricos, se hace pues pertinente un viaje por la historia de
esta disciplina en tiempos anteriores al pensamiento griego.

CONTAR Y ORDENAR
La primera etapa en el camino hacia el concepto de nimero fue el

reconocimiento de diferencias como «mucho» y «poco», cantidad
«grande» y cantidad «pequeiia», o la diferenciacion intelectual
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entre lo uno y lo miiltiple. El siguiente paso fue la aparicién de los
sistemas binarios y ternarios. Algunos pueblos primitivos distin-
guian precariamente entre 1, 2 y, luego, «muchos», mientras que
otros conocian niimeros mas elevados con los que llegaron a rea-
lizar operaciones. Més tarde, algunas culturas introdujeron el uso
de una base como el 10, el 20 o el 5 para representar una unidad
de orden superior al ir contando.

En su mayoria, las primeras civilizaciones no consideraban los
nimeros como conceptos abstractos. Los nombraban con palabras
relacionadas con el objeto numerado y los representaban con sim-
bolos semi-méagicos. La distincién entre las palabras que designan
los niimeros y los conjuntos particulares numerados fue un pro-
ceso muy largo. Asi, ciertas cantidades representativas (los cinco
dedos de una mano, los diez dedos de ambas manos) desempefiaron
un papel fundamental en la formacién de las operaciones aritméti-
cas y en la eleccién de una base para el sistema numérico.

Estos pueblos conocian ya las cuatro operaciones aritméticas
elementales, que usaban toscamente y con niimeros bajos. También
tenian la idea de fraccién, por lo comiin limitada a 1/2, 1/3 y poco
més, que expresaban con una palabra. Con toda seguridad desarro-
llaron las nociones geométricas bésicas: recta, circulo, 4ngulos...
Su conocimiento matematico alcanzaba hasta donde requerian sus
aplicaciones: célculos comerciales muy simples, céalculo aproxi-
mado de dreas de campos, disefios de decoracién geométrica para
la ceramica o los tejidos y, sobre todo, la medida del tiempo.

|
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En la fase final del desarrollo de las sociedades més tempra-
nas se registraron progresos numéricos que comportaron una
avanzada capacidad de abstraccién: la correspondencia entre ni-
meros abstractos y la cantidad de cosas concretas, la construc-
cién aditiva de la sucesién de niimeros y el uso de un nimero
como base de un sistema numérico.

Pero el disparo de salida de las matematicas, y de todas las
ciencias en general, estd ligado de modo indisoluble a la sedenta-
rizacién y el desarrollo de las primeras ciudades. Hacia el afio
10000 a.C. dio comienzo un cambio decisivo en la relacién del hom-
bre con la naturaleza y también en la de los hombres entre si. Las
culturas primitivas abandonaron poco a poco su economia basada
en la caza y la recoleccion y se establecieron en zonas selecciona-
das; construyeron viviendas estables y se dedicaron a la agricul-
tura, a la domesticacién de animales y a la cria de ganado. Con la
consiguiente divisién del trabajo, la sociedad humana se estratificé
en clases basadas en la produccién agraria; aparecieron la propie-
dad privada y el Estado; nuevas y més complejas necesidades obli-
garon a afinar los conocimientos matematicos y astronémicos.

En numerosas civilizaciones las matematicas ocuparon el lugar
mas destacado entre las ciencias que estaban dando sus primeros
pasos, aunque también existian muchas culturas que desconocian
por completo este progreso. La forma concreta y el nivel de los
conocimientos que alcanzaron las matemaéticas de aquel periodo
seminal dependié de la concepcién del mundo que dominaba en
cada uno de los pueblos en los que se manifestaron. En general, la
ciencia de la sociedad agraria se mantuvo en el nivel que resultaba
necesario, sin aventurarse mas all4, y en el caso de las matematicas,
se cifié a operaciones elementales con magnitudes constantes.

LA TIERRA ENTRE DOS RIOS
Mesopotamia fue la primera de las civilizaciones antiguas en con-

tribuir a la evolucién de las matematicas, en las que, gracias a los
sumerios, alcanzarian un desarrollo superior al de los egipcios.
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MESOPOTAMIA

El adjetivo «mesopotamico» se aplica a todos los pueblos que ocuparon la
vasta regién del Creciente Fértil, comprendida entre los rios Eufrates y Tigris
hasta las montanas del Libano, que hoy forma parte del Irak moderno. De
hecho, Mesopotamia no alude a ninguna ciudad, pais o cultura en concreto,
sino que significa «tierra entre dos rios». Los pueblos que vivieron en esta
region construyeron ciudades como Babilonia, Ur, Susa, Uruk, Lagash... Afor-
tunadamente, a pesar de los frecuentes cambios de gobernantes, el desarro-
llo de las matematicas en Mesopotamia experimenté una continuidad de co-
nocimientos y practicas desde su inicio.

Los primeros textos matematicos que se poseen —inscritos en
tablillas de arcilla con escritura cuneiforme— proceden de la ciu-
dad sumeria de Uruk. También aparecen contenidos matematicos
relevantes en las tablillas del antiguo imperio babilénico, sobre
todo durante el apogeo cultural que se produjo durante el reinado
del rey Hammurabi, como ya se ha sefialado. Hacia mediados del
siglo v1 a.C. los persas aqueménidas comandados por Ciro el
Grande conquistaron el poder en el Proximo Oriente, y algunos
matemadticos persas de la época, como Naburiano y Kidinnu,
cuyas peripecias sitian los expertos entre los siglos vi y m a.C.,
llegaron a ser conocidos por los griegos.

Mesopotamia se hallaba en el cruce de las rutas comerciales
mas importantes, por lo que la economia ejercié gran influencia
en el desarrollo de la aritmética antigua. Las culturas mesopota-
micas utilizaron sus conocimientos de aritmética y algebra ele-
mental aplicAndolos a longitudes y pesos, intercambios de moneda
y mercancias, cdlculo de intereses, pago de impuestos, divisiones
de campos... De hecho, la mayoria de los textos cuneiformes que
tratan de matematicas se refieren a problemas econémicos. Por
otro lado, también la construccién de canales y conductos de
riego exigia numerosos calculos; el uso de ladrillos planteaba pro-
blemas numéricos y geométricos, y también habia que resolver
problemas de voliimenes de graneros.
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Las caracteristicas mas peculiares del sistema numérico ba-
bilénico son el principio de notacién posicional y la base 60. Se
cree que la base 60 se desarrollé en relacién con los sistemas de
medidas de peso babilonios y que la notacién posicional pudo pro-
ceder del sistema monetario, pero se desconoce como ambos llega-
ron a generalizarse. Sea como fuere, el avanzado sistema posicional
sexagesimal resulté muy util y superé a todos los sistemas numéri-
cos de la Antigliedad. Los matematicos helenisticos lo usarian am-
pliamente para llevar a cabo sus complicados cilculos, sobre todo
en astronomia, donde lo impuso Ptolomeo (ca. 100-170 d.C.), ha-
ciendo que se difundiera por toda Europa. De este sistema proviene
la particion del d&ngulo completo en 60 grados, del grado en 60 mi-
nutos y el minuto en 60 segundos. Pero el sistema sexagesimal
tenia un grave inconveniente: la tabla de multiplicar llega hasta el
b9 por 59. Por tanto, el sistema numérico tenia un alto valor prac-
tico, pero solo en el caso de disponer de suficientes tablas de mul-
tiplicar. Y lo cierto es que esas tablas se han encontrado.

Las culturas mesopotamicas llegaron a alcanzar suficiente ha-
bilidad numérica y algebraica como para resolver ecuaciones com-
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Numeros naturales
expresados

en escritura
cuneiforme.

El sistema
utilizado en
Mesopotamia era
el sexagesimal.
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NOTACION POSICIONAL

La notacién posicional es un modo de escritura numérica en el que el valor de
cada digito depende del lugar relativo que ocupa en relacién a los demas, a
fin de disminuir la cantidad de simbolos distintos necesarios para la escritura
de todos los numeros. Esta determinada por la base, que es el nimero de
digitos necesarios para escribir cualquier nimero. Existe una infinidad de sis-
temas de numeracién de posicién, y para las bases superiores a 10 es preciso
introducir otros simbolos distintos a las cifras 0,1, 2, 3,4,5,6, 7,8y 9. Los
sistemas mas difundidos en la actualidad son el de base 10 (sistema decimal),
adoptado casi universalmente para los usos cotidianos, y los de base 2 (bina-
rio), 8 (octal) y 16 (hexadecimal), usados en informatica.

plejas, pero, en general, su aritmética y su dlgebra fueron muy
elementales. Por otra parte, a pesar de que trabajaban con niimeros
y problemas concretos, mostraron un cierto grado de abstraccion
matemética al reconocer que algunos métodos eran propios de de-
terminadas clases de ecuaciones. Pero la pregunta es: jconocieron
en Mesopotamia la idea de demostraciéon matemética? Pues bien,
aunque supieran resolver ecuaciones complicadas mediante proce-
dimientos sistemaéticos correctos, los matematicos mesopotiamicos
se limitaban a dar instrucciones de los pasos a seguir, sin conside-
rar que hubiera que demostrarlos més que por su correcto funcio-
namiento. De este modo, en la matemética mesopotdmica no es
posible encontrar ni el concepto de demostracién, ni laidea de una
estructura légica basada en principios que merecieran aceptacién
general, ni consideracién alguna sobre el método y sus condiciones.

LAS CRECIDAS DEL NILO
En Mesopotamia las culturas que ejercieron el dominio cambiaron

con frecuencia, afiadiendo cada una su influencia, pero la civiliza-
cién egipcia se mantuvo intacta durante milenios. La culminacién
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de la cultura egipcia se produjo en torno a la tercera dinastia,
hacia el afio 2500 a.C., la era en la que los faraones ordenaron la
construccién de las grandes piramides.

Debido a que el papiro se rompe al secarse demasiado, nos
han llegado pocos documentos del antiguo Egipto, excepto las
inscripciones jeroglificas sobre piedra. Los documentos mate-
maticos mas importantes que han sobrevivido son dos extensos
papiros: el papiro de Mosct y el papiro Rhind, mencionados an-
teriormente. Ambos textos datan aproximadamente del afio 1700
a.C., si bien contienen cuestiones mateméticas muy anteriores.
Las primeras palabras del papiro Rhind hacen las veces de titulo
y dan testimonio del prestigio de la disciplina a ojos de su autor:
«Calculo exacto para entrar en conocimiento de todas las cosas
existentes y de todos los oscuros secretos y misterios». Estos do-
cumentos contienen problemas matematicos tipicos y sus solu-
ciones, por lo que probablemente debian de tener un propdsito
pedagdgico. Como los egipcios no establecian ninguna separacién
entre aritmética y geometria, los papiros mezclan problemas de
ambos ambitos.

Se ha dicho a menudo que la geometria egipcia tuvo su origen
en la necesidad que provocaba la crecida anual del rio Nilo de
volver a trazar las lindes de los terrenos cultivados por los agricul-
tores. Lo cierto es que en Mesopotamia se desarroll6 la misma
geometria sin esa necesidad. Y de hecho, es posible que los egip-
cios tuvieran contacto con la civilizacién babilénica, pues en Tell
al-Amarna, en el valle del Nilo, se han hallado tablillas cuneifor-
mes datadas hacia el afio 1500 a.C.

A juzgar por los problemas que contienen los papiros, los egip-
cios utilizaron las matematicas en la administracién del Estado y
los templos, en el célculo de salarios, de volimenes de graneros
y areas de campos, en el cobro de impuestos segiin el drea de la
tierra, en la conversion entre sistemas de medidas y en el cdlculo
del niimero de ladrillos necesario para la construccién de edificios
y rampas. Los papiros contienen también problemas relativos a la
cantidad de grano necesario para producir cantidades dadas de
cerveza, o la cantidad de grano de cierta calidad que se necesita
para obtener el mismo resultado que con otro tipo de grano.
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LOS TRIANGULOS DE AHMES

Observar las ilustraciones del
papiro Rhind produce un senti-
miento de fascinacién al adver-
tir en ellas elementos muy fa-
miliares que eliminan al instante
los milenios de distancia entre
el escriba Ahmes y el lector mo-
derno. El primer triangulo que
aparece dibujado pertenece al  Ei papiro Rhind es el mas antiguo libro de texto
problema 51 del papiro. En él se de matemadticas que ha llegado casi intacto hasta
busca el drea del triangulo de ':r::f::::’;:':::'l“:::’::’;l:;':::: :I"af::’:: del
altura10 jety base 4 jet. Eljet, 0 triangulo.

«vara», era una medida de 100

codos (el codo real egipcio se

dividia en 7 palmos, equivale a 52,3 cm). Por tanto, las medidas del triangulo
serian: 523 m de altura por 209 m de base. La soluciéon de Ahmes muestra
que el triangulo es un isdsceles, dividido en dos por la altura central, luego a
partir de él se puede formar un rectangulo de la misma area.

Del estudio de estos problemas se desprende que los egipcios
disponian de recetas para el cilculo de dreas de rectdngulos, trian-
gulos y trapezoides. Pero, en el caso del drea de un tridngulo, aun-
que multiplicaban un niimero por la mitad de otro, no es posible
saber si el método es correcto, porque no se tiene la seguridad de
que las palabras utilizadas representan las longitudes de la base y
la altura o simplemente dos lados.

;Conocian los egipcios demostraciones o justificaciones de
sus procedimientos? El papiro Rhind estd escrito como un libro
de ejercicios para estudiantes de la época, asi que algunos autores
consideran que, aunque Ahmes no formule ningiin principio gene-
ral, es muy probable que los conociera. Como fuere, el documento
registra los problemas que debian resolver los escribas en asuntos
de negocios y administrativos, y sus métodos de resolucién son
reglas practicas conocidas por experiencia. No parece que los egip-
cios dispusieran de una estructura deductiva basada en axiomas.
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FOTO SUPERIOR
IZGUIERDA:
Fragmento de la
tablilla de arcilla
BM 85194 en el
que se aprecia una
ilustracién para
calcular la
amplitud de la
base de una
tumba con
paredes en forma
de anillo.

FOTO SUPERIOR
DERECHA:

Relieve del muro
sur de la mastaba
de Ptahhotep y
Akhethotep, altos
funcionarios
egipcios del siglo
xxiv a.C, Frente a
la figura
representada,
debajo de la mesa,
se hallan inscritos
en nimeros
egipcios las
cantidades de
alimentos
necesarios para la
vida en el mas
alla.

FOTO INFERIOR;
Detalle del papiro
de Moscu donde
se refiere el
problema
denominado

wel tronco

de pirdmiden.

87



88

LA INDIA

Resulta muy dificil trazar una imagen clara del desarrollo de las
matemadticas en la India antigua. Por un lado, durante mucho
tiempo, la transmisién de conocimientos matematicos y cientifi-
cos se realizé de forma oral, y por otro, la historia politica de la
India de aquel momento estd llena de confusién. Alrededor del
afno 4000 a.C. se formé por primera vez en territorio indio una
sociedad de clases, ubicada en la cuenca del Indo. Las ciudades
més importantes fueron Harappa, Mohenjo Daro, Kot Diji y
Lothal. Eran ciudades-estado con comercio y artesania florecien-
tes que llegaron a establecer relaciones comerciales con Asia
Central, Mesopotamia o Arabia. La escritura de aquellas culturas
todavia no ha podido ser descifrada, pero los hallazgos arqueolé-
gicos en la zona proporcionan informacién sobre sus conoci-
mientos matemaéticos.

Los antiguos indios utilizaban el sistema numérico decimal.
Debian de emplear tableros de célculo para llevar a cabo opera-
ciones numéricas. Se han encontrado restos de un abaco en
Mohenjo Daro. Entre las figuras geométricas que conocian se en-
contraban el cuadrado, el rectidngulo, el tridngulo, el circulo, el
cono, el cilindro y el cubo. De hecho, utilizaban circulos entrela-
zados como ornamentos geométricos. Los adornos en jarrones y
relieves sugieren que poseian conocimientos sobre proyecciones
y semejanzas, que podian dividir segmentos por la mitad y en par-
tes equidistantes, seccionar circulos en dos y cuatro partes y cons-
truir segmentos y sectores circulares, circulos concéntricos y li-
neas paralelas. Sin embargo, se desconoce cémo calculaban las
areas y volimenes de las figuras geométricas elementales.

Las matematicas habian gozado de gran consideracion en la
India desde tiempos remotos. El culto por los niimeros y el bu-
dismo entablaron rapidamente una relacién estrecha. Segin la
tradicién, a los ocho afios Buda ya habia aprendido a leer, escribir
y calcular, y més tarde, para pedir la mano de su esposa Yasodhara,
tuvo que someterse a un examen de matemaéticas y resolver el
problema de obtener los 4&tomos de una milla; en su resolucién
dio con un método de extensién en la sucesién de niimeros: el
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EL SISTEMA DECIMAL

El sistema decimal posicional y la forma
de escritura de las cifras son, sin duda, la The Arabic Ciphers.

mayor aportacion cultural y cientifica de

: i European.
los matematicos indios al desarrollo de =

g
il

la humanidad. Actualmente, en todo el

mundo se calcula siguiendo el método [ A < Sl
i indio. La numeracién india siempre utili- b
f z¢6 el sistema decimal. En sanscrito habia l
i palabras fijas para las cifras 1a 9 y para oo

las potencias de 10. El desarrollo de este
sistema fue posible gracias a la combi-
nacién de dos condiciones favorables: la
I existencia de nueve cifras en el uso esta-
ble de sistemas numéricos y el sistema
de decenas tradicional definido por la
construccién sistematica de la escala de
potencias de 10. En la introduccién del
cero cumple también un importante pa-
pel el hecho de que los astrénomos in-
dios conocieran los signos de vacio pro-
pios del sistema sexagesimal babilonio.
En el siglo vi d.C. el sistema decimal es-
taba ya ampliamente extendido y desde
el siglo vi se usé también el cero, que se
representd inicialmente por un punto vy
mas tarde por un aro pequefo. Los in-
dios llamaban al cero sunya, es decir,
«vacio». La traduccién al drabe de «va-
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cio» era al-sifr, de donde procede la pa-

labra «cifra». Asi, para denominar la gra- 12012 que muestra el desarrollo de los.
" & - numeros ardbigos en Europa y la India;
fia de los nimeros se hace referencia al  jjystracién realizada por el erudito
elemento fundamental, esto es, al cero. briténico del siglo xix Isaac Taylor.

gigantesco nimero buscado lo precisé, segiin nuestro modo de
escritura, como 384. 7,

La transmision de conocimientos matematicos en la India se
remonta hasta los tiempos en los que aparecieron los libros re-
ligioso-filoséficos, los Veda, esto es, en el II milenio a.C. A estas
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primeras fuentes, aunque datadas ya entre los siglos vin y n a.C.,
pertenecen también las llamadas «reglas de la cuerda», los Sul-
vasutra, instrucciones de caricter geométrico para la construc-
cién de altares, para lo que se usaban cuerdas y cafias de bambi.
Estos textos muestran sélidos conocimientos geométricos en los
que aparece la determinacion del area de figuras poligonales, re-
sultados relacionados con el teorema de Pitagoras, célculos de
aproximacion para diagonales (por ejemplo para J2), etc. En
cuanto a la geometria del espacio, los antiguos indios sabian cal-
cular el volumen aproximado de la pirdmide y del tronco de esta,
asi como la superficie del cono. Ademas, para = utilizaron las
aproximaciones 27/8 y 243/80, entre otras.

GRECIA Y LA CIENCIA DE LAS MATEMATICAS

En las primeras civilizaciones que desarrollaron las matematicas
es posible encontrar una aritmética de nimeros enteros y frac-
ciones, incluida la notacién posicional, los comienzos del dlge-
bra y algunas férmulas empiricas en geometria. Pero casi no
habia simbolismo ni existian abstracciones y formulaciones me-
todolégicas generales o ideas sobre la necesidad de la demostra-
cién para confirmar un procedimiento. Aquellos pueblos
carecian, por tanto, de concepcién alguna de ciencia teérica, y
no consideraban las matematicas una disciplina independiente
digna de cultivarse por si misma. Para ellos, era una herramienta
en forma de reglas simples, sin mayor efecto para su vida diaria
que resolver situaciones concretas. El periodo decisivo en la fun-
damentacion de las matematicas tal y como se entienden hoy dia
fue la antigua Grecia.

La civilizacién griega se remonta al II milenio a.C. y se desa-
rroll6 en la Grecia moderna, el sur de Italia, el norte de Africa y
Asia Menor, que fue quiza su lugar de origen. Desde el primer
momento, aquel pueblo de grandes navegantes y apasionados
aventureros entré en contacto comercial y cultural con los egip-
cios y los babilonios, y aunque tomé muchos elementos prestados
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de sus vecinos, acabé erigiendo la civilizacién més original y pu-
jante de su era, y, a la larga, 1a mas influyente en la cultura occi-
dental. La antigua Grecia protagonizé una de las épocas mas
brillantes en la historia del conocimiento.

Los griegos consideraban erréneamente a los egipcios como
los fundadores de la ciencia, sobre todo de la agrimensura, la as-
tronomia y la aritmética. Muchos griegos viajaron a Egipto y Ba-
bilonia para estudiar tales materias. Esta influencia fue muy
sensible en la importante y rica ciudad comercial de Mileto, que
estaba situada en Jonia, el territorio griego que ocupaba las costas
de Asia Menor. A los puertos de Mileto llegaban los barcos de la
Grecia europea, Fenicia y Egipto, y varias rutas de caravanas co-
nectaban la ciudad con Babilonia. Alli nacieron la filosofia, las
matematicas y las demaés ciencias griegas.

Posteriormente, las matematicas clésicas griegas se desarro-
llaron en ciudades diversas de toda la geografia helena, donde
grupos de pensadores se reunian alrededor de un sabio. Se suce-
dieron diversos centros de estudio, cada uno de los cuales se ba-
saba en la obra de los anteriores. Es el mismo funcionamiento que
sigue actualmente la ciencia: cuando un cientifico de primera
linea se establece en una universidad o centro de investigacién, a
su alrededor suelen concentrarse otros expertos destacados y
también jovenes discipulos. La escuela jénica fue fundada por
Tales en Mileto, y discipulos suyos fueron los filésofos Anaximan-
dro y Anaximenes. La leyenda asegura, como ya se mencioné en
el primer capitulo, que Pitdgoras pudo haber aprendido matemé-
ticas de Tales.

Ademés de su obra filoséfica, a Tales se le atribuyen muchos
logros en el terreno cientifico, como el descubrimiento del poder
de atraccién de los imanes o de la electricidad estética, aunque
destacan sus supuestas aportaciones matematicas. La leyenda
dice que, durante un viaje comercial a Egipto, calculd la altura de
las pirdmides a partir de la longitud de su sombra, que comparé
con la altura de su baston. Mediante el mismo uso de los tridngu-
los semejantes, que son aquellos triAngulos de un mismo plano
cuyos éngulos tienen dos a dos igual medida, se asegura también
que calcul6 la distancia de un barco a la costa. Pero sobre todo
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TALES DE MILETO

Tales de Mileto (ca. 630 a.C.-545 a.C.)
consta como el primero y mas famoso
de los Siete Sabios de Grecia, el titulo
que la tradicién griega dio a siete perso-
najes de los siglos vi-vi a.C. por su sabi-
duria practica en disciplinas diversas del
conocimiento. En realidad, no se sabe si
Tales nacié en Mileto o era de origen fe-
nicio, como asegura Herddoto, pero si
esta documentada su actividad en la ciu-
dad primero como comerciante y des-
pués como legislador, matematico y
astronomo. Parte de sus actividades co-
merciales se desarrcllaron en Egipto,
donde, al parecer, aprendié mucho de
matematicas. Segun la tradicién, Tales
predijo el eclipse lunar del 8 de mayo de
585 a.IC..‘ pero, teniendo en cuenta_ los Bkt alocido o s figus Ba Taile
conocimientos de astronomia de la ép0- g Mileto conservado en los Museos

ca, parece un logro bastante dificil de Capitolinos de Roma.

creer. Cuando Aristoteles le atribuyo el

disputado titulo de «padre de la filosofia griega» posiblemente se estaba re-
firiendo a su papel como fundador de la filosofia jonica. Ciertamente las pre-
guntas que se hizo Tales, qué son las cosas y cual es el principio de los cam-
bios, plantearon el problema central de la filosofia y dieron el comienzo
histérico de su madurez.

se le atribuyen las demostraciones deductivas de algunos famo-
sos teoremas que, seguin la tradicién, se usaban desde hacia
tiempo, pero solo entonces fueron enunciados e incluso demos-
trados. Se ha llegado a decir que enuncié y demostré el mismo
teorema de Pitdgoras. En todo caso, Tales dio nombre a dos teo-
remas principales:

— Primer teorema de Tales: si por un tridngulo se traza una

linea paralela a cualquiera de sus lados, se obtiene otro
tridngulo semejante (figura 1).
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— Segundo teorema de Tales: sea B un punto de la circunfe-
rencia de didmetro AC, distinto de A y de C. Entonces el
angulo ABC, es recto (figura 2).

La paternidad mas extraordinaria de todas las que se han con-
cedido a Tales es la definitiva: se le atribuye la transformacién de
las matemadticas en una ciencia abstracta. En rigor, no es posible
afirmar tal cosa, comenzando por el hecho de que la ciencia, segiin
el concepto moderno, no comienza hasta el siglo xvi con la re-
volucién cientifica, pero no cabe duda de que los tres grandes
milesios, Tales, Anaximandro y Anaximenes, fueron los primeros
precursores en el camino de las matematicas.

El silencio de las fuentes documentales da fe de la esterili-
dad intelectual de Jonia desde la muerte del filésofo Anaximenes,
hacia el afio 524 a.C., hasta la toma de Mileto por los persas en
494 a.C. Sin embargo, la escuela de Mileto continué viva. Las
grandes ideas y descubrimientos milesios ejercieron un po-
deroso influjo en los pensadores
posteriores, aunque siguiesen
caminos distintos. La figura cro-
nolégicamente mas préxima a la A
escuela de Mileto es la de Pita-
goras, y de hecho, la historia del
conocimiento considera que los

FIG.1 A

pitagdricos recogieron la antor-
cha de los milesios.

Como se ha dicho, no se sabe FIG.2
con seguridad qué se puede atri-
buir a Pitagoras o a sus discipulos,
asi que cuando se habla de la obra
matematica de los pitagéricos, en

realidad se contemplan las aporta- o
ciones de todo el grupo hasta el

ano 400 a.C. En el conjunto de los

pitagéricos destacan Filolao (ca.

470-385 a.C.) y Arquitas (ca. 435-

347 a.C.).
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EL SAGRADO NUMERO

Los conceptos matematicos y geométricos de todas las civilizacio-
nes prehelénicas estaban ligados a la materia. Por ejemplo, para
los egipcios, una recta era una cuerda tensa o el borde de un te-
rreno. La primera gran contribucién griega a las matematicas fue
el reconocimiento consciente de que los objetos mateméticos, los
nimeros y las figuras geométricas, son abstracciones, ideas pro-
ducidas por la mente, distintas de los objetos fisicos. Este recono-
cimiento se atribuye a los pitagéricos. Pero, en todo caso, se dirfa
que no siempre pensaron asf.

El capitulo V del Libro I de la Metafisica de Aristételes esta
centrado en buena parte en los pitagéricos y en describir y anali-
zar la doctrina de los niimeros. De hecho, el texto del Estagirita es
la exposicién sobre filosofia pitagérica més respetada por los ex-
pertos. El citado capitulo contiene una aproximacion clara y con-
cisa, y por ello magistral:

[Los filésofos pitagéricos] supusieron que las cosas existentes son
niimeros, pero no niimeros que existen aparte, sino que las cosas
estin realmente compuestas de nimeros, es decir, los elementos de
los nimeros son los elementos de todos los seres existentes y la
totalidad del universo es armonia y nimero. Su razén consistia en
que las propiedades numéricas eran inherentes a la escala musical,
alos cielos y a otras muchas cosas.

Es decir, que cuando los primeros pitagéricos decian que to-
dos los objetos estaban compuestos por nimeros o que estos
eran la esencia del universo, lo decian en sentido literal. Salvando
todas las distancias, podria decirse que los pitagéricos concebian
los niimeros como la ciencia actual concibe los dtomos.

Pero, ,a qué se referian exactamente cuando hablaban del
«numero»? Los pitagéricos usaban tres definiciones: niimero es
una «multitud limitada», una «combinacién o amontonamiento
de unidades» y una «cantidad que fluye». Este «xamontonamiento de
unidades» lo representaban mediante puntos en la arena o me-
diante guijarros, con los que dibujaban formas. Algunos autores
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han indicado que los pitagéricos de los siglos vi y v a.C. no distin-
guian los nimeros de los puntos geométricos, que entendian como
esferas mintsculas. En realidad, representar los niimeros me-
diante hileras de puntos, sucesiones de signos o piedras dispues-
tas en dibujos regulares era una costumbre muy anterior y
primitiva, que perduraria durante milenios, dando a la aritmética
la forma geométrica con que se entendié ampliamente en Grecia.
No en vano el propio término «cédlculo» deriva de la palabra latina
calculus, que designa la piedra con que se calcula, y atin hoy ha-
blamos de cuadrados y cubos de los nimeros, términos que pro-
ceden de las representaciones pitagoricas.

Un solo punto era el principio de todas las cosas y carecia de
dimensiones, dos puntos formaban una recta y constituian la di-
mension 1, tres puntos no alineados eran un tridngulo o 4rea de
dimensién 2, y cuatro puntos que no estuvieran en el mismo plano
formaban un tetraedro o volumen de dimensién 3 (figura 3).

Este concepto se aplicaba asimismo a la generacion de figuras
geométricas. No habia més que reemplazar la progresién aritmética
que describia las primeras figuras por la progresion geométrica,
con lo que la secuencia punto, linea, tridngulo, tetraedro, se con-
vertia en punto, linea, cuadrado, cubo (figura 4).

En su concepcién geométrica del nimero, los pitagéricos
identificaban puntos cuya combinacién constituia unidades supe-

| FG.3

A A

| Fic.4 p
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riores, de complejidad creciente: los puntos formaban lineas; las
lineas, planos; los planos, superficies, y las superficies, cuerpos
sélidos. Pero el siguiente paso es el mas caracteristico, osado y
extraio a la mentalidad actual. Para los pitagéricos, el cosmos
y su devenir eran una consecuencia natural de los niimeros. Si
estos eran el medio a través del cual se manifestaba la realidad,
conocer sus propiedades y relaciones equivalia a conocer la me-
canica del universo, una mecanica magicamente arménica, como
demostraban las increibles manifestaciones numéricas que descu-
brian las matematicas. En este «misticismo numérico», el mate-
madtico era el teélogo que debia desvelar el orden divino. En este
salto metafisico se manifiesta la compleja combinacién entre el
Pitagoras religioso, en la linea del pensamiento méagico, y el Pit4-
goras sabio, en la linea del pensamiento l6gico, que tiene como
resultado un Pitdgoras mago de los niimeros.

LA DECADA PITAGORICA

El estudio pitagérico de los niimeros comenz6 como una bisqueda
espiritual, similar a 1a de la cabala hebrea, en la que cada niimero
tenia una identidad simbélica que lo dotaba de virtudes mégicas y
hasta de propiedades vitales. Los diez niimeros pitagéricos, que
no inclufan el cero, pero si el diez, eran la «década».

El 1 era el generador de todos los niimeros, pues a partir de
él puede crearse cada nimero por adicion repetida. Pitagoras lo
llamaba la «ménada» y lo consideraba el manantial infinito de
donde surgian todos los seres. No se trataba propiamente de un
nimero, sino que era anterior a todo nimero, principio y causa
universal. Simbolizaba la razoén, lo definido y lo estable. Se
asociaba légicamente con lo impar, y de manera menos com-
prensible, con el lado derecho. Se tomaba también como sim-
bolo de inmutabilidad aritmética:

(1-1=1,1=1,11 =1).
1
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El 2 era la dualidad, la diversidad, lo indefinido. Pitdgoras lo
llamaba la «diada». Simbolizaba la materia, la imperfeccion y los
contrastes. De él surgia el perpetuo fluir y la generacién, por lo
que se consideraba el principio femenino. Matematicamente, sin-
tetizaba lo par y la divisién. También recibia el nombre de «primer
crecimiento» porque se formaba como 1 + 1. Introducia la primera
dimension, con longitud pero sin anchura ni profundidad, una di-
mension imperfecta, pues no es posible construir una figura con
dos puntos o dos lineas. Se asociaba con el lado izquierdo.

El 3 era la triada y se formaba a través de la accién de la mé-
nada sobre la diada (1 +2=3). Por ese motivo se consideraba sim-
bolo de perfeccién, de armonia entre la unidad y la diversidad, y
se le daba caracter masculino. Se relacionaba con la idea del
tiempo, tomandolo como sintesis del principio-medio-fin o del
pasado-presente-futuro. De ese aspecto sagrado derivaria la cos-
tumbre ritual de repetir algunos gestos o acciones hasta tres
veces. Introducia la segunda dimension.

El 4 era una de las claves de la naturaleza y del hombre. Sig-
nificaba la ley universal e inexorable, puesto que (4=2+2). Eraa
la vez causa y efecto de cuantos grupos de cuatro podian hallarse
en la naturaleza, como los elementos (tierra, agua, fuego y aire),
los puntos cardinales o las estaciones del afio, pero también la
division de las matematicas segiin los pitagoricos (aritmética, ma-
sica, geometria y astronomia), de donde derivé el quadrivium
medieval. Era el cuadrado del primer niimero par y se consideraba
dotado de perfeccion y armonia porque (2 +2=2.2). Introducia la
tercera dimension.

El 5 era la unién de la diada y la triada, de lo femenino y lo
masculino, y asi, simbolo del matrimonio (2 + 3 =>5) y del tridngulo
divino (3? +4%=5%). Cinco eran también los poliedros regulares,
solidos cuyas caras son poligonos regulares idénticos: el tetraedro
(4 tridngulos), el hexaedro o cubo (6 cuadrados), el octaedro (8
tridngulos), el dodecaedro (12 pentigonos) y el icosaedro (20
tridngulos). Ademas, era el centro aritmético de los nueve prime-
ros numeros de la década 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, asi como la media
aritmética de sus equidistantes: 1y 9,2y 8,3y 7,4 y 6. La gran
relevancia de este niimero lo convirtié en el emblema pitagoérico.
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Aun més sagrado que el 5 era el 6, simbolo de la procreacion y
de la familia, puesto que suponia la unién del principio femenino
y el principio masculino a través del producto (6=2-3). Estaba
tefiido de misticismo, pues regulaba los intervalos de tiempo entre
cada reencarnacion. Era, ademas, el area del tridngulo divino 3-4-5.
Pero, sobre todo, constituia el primer niimero perfecto, una tipolo-
gia de nimeros de los que se hablara en breve.

El 7 era la «virgen sin madre», pues no podia engendrarse por
ningin otro niimero de la década ni él engendrar niimero alguno.
Asociado a la salud y la luz, siete eran las notas musicales y los
astros que daban nombre a los dias de la semana. Era un niimero
con singularidad geométrica, porque el circulo no puede ser divi-
dido en siete partes iguales por ninguna construccién conocida.

El 8 simbolizaba la amistad, la plenitud y la reflexién. Ejercia
su influencia en todo el cosmos a través de las ocho esferas que
podian verse desde la Tierra (Luna, Mercurio, Venus, Sol, Marte,
Jupiter, Saturno y las estrellas fijas). Se trataba del primer nimero
cubo (2%) y su plenitud provenia de ser la suma de dos cuadrados
iguales (8=4+4).

EL PENTALFA

El pentagrama mistico, o pentalfa, era
una estrella de cinco puntas. Los pita-
goricos utilizaban este emblema se-
creto para identificarse porque sus
muchas y hermosas propiedades lo
habian convertido en uno de los tépi-
cos geomeétricos mas importantes de
la hermandad. La mas curiosa de ellas
era la unicursalidad, es decir, que po-
dia ser trazado por el movimiento de
un punto sin pasar dos veces por el
mismo lado. El pentalfa se obtenia al
trazar las diagonales de un pentagono
regular, o prolongando sus lados.

UN UNIVERSO BASADO EN EL NUMERO




El 9 era el simbolo del amor y de la gestacién, pues esos son
los meses que generalmente dura la gestaciéon humana. Se relacio-
naba con la justicia porque sus factores son iguales (9=3-3). Era
el cuadrado del primer nimero impar (3?).

«jLo juro por Aquel que ha dado a nuestro alma la tetraktys,
fuente y raiz de la naturaleza eterna!»

— JURAMENTO PITAGORICO RECOGIDO POR LOS VERSOS DE ORO.

Finalmente, el 10 era el simbolo de Dios y del universo. Puesto
que los cuatro primeros niimeros contenian para los pitagéricos
el secreto de la escala musical, su suma (10=1+2+3+4) se con-
sideraba la perfeccién, la sintesis de la naturaleza toda del ni-
mero. Su contenido matemaético es insondable: contiene tanto
pares como impares y es el primero que contiene tantos niimeros
primos (1, 2, 3, 5, 7) como compuestos (4, 6, 8, 9, 10).

Como principio y fundamento de todo, el 10 era la maxima
expresion del misticismo numérico de los pitagéricos. Lo repre-
sentaban mediante diez puntos o guijarros dispuestos en forma de
tridngulo equilatero (figura 5). A este anagrama, representacién
visual y geométrica de que 10=1+2+3 +4, lo llamaron «la tetrak-
tys de la década». Tetraktys significaba «tétrada» o «cuatedrad»,
en referencia a su constitucién por medio del 4, 1o que permitiria
entender la palabra como «cuaterna basica». Tenia una significa-
cién mistica similar a la del pentalfa y se usaba para hacer el jura-
mento pitagorico.

LOS NUMEROS POLIGONALES

La representacién pitagoérica de los nimeros mediante puntos o
guijarros produjo una clasificacién segin las formas poligonales
de sus distribuciones. De este modo los niimeros poligonales aso-
ciaban el nimero con la forma geométrica de un poligono regu-
lar, abriendo un nuevo mundo de propiedades y relaciones. Esta
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clase de algebra geométrica fue la precursora de la actual dlgebra
simbdlica.

Asi, los niimeros 1, 3, 6, 10, 15... se denominaban triangulares
porque los puntos podian distribuirse en forma de tridngulo equi-
latero (figura 5).

El cuarto nimero triangular era el sagrado 10 y su represen-
tacion también expresaba la maravilla de su «cuatredad», pues,
como se puede comprobar en la figura 5, tiene cuatro puntos en
cada lado. Los pitagéricos comprobaron que las sumas, 1, 1+2,
1+2+43,14+2+3+4, 1+2+3+4+5 tenian como resultado los ni-
meros triangulares. En general,

(n+1)
g

142+...4n=n"

Los nimeros 1, 4, 9, 16, 25... recibieron el nombre de niime-
ros cuadrados debido a que sus puntos pueden distribuirse for-
mando cuadrados (figura 6). Se formaban a partir de los niimeros
de la serie impar: 1, 4 (1+3), 9 (1+3+5), 16 (1+3+5+7), 25
(1+3+5+7+9)... Los niimeros compuestos (0 no primos) que no
eran cuadrados perfectos recibian el nombre de oblongos.

A continuacion se contaban los niimeros pentagonales, 1, 5,
12, 22, 35..., que componian pentigonos (figura 7). Se formaban
a partir de la serie 1, 4, 7, 10, 13... del siguiente modo: 1, 5 (1 +4),
12(1+4+7),22(1+4+7+10),35(1+4+7+10+13)... El nimero
pentagonal n es

3n-n
2

Obviamente, los niimeros hexagonales, 1, 6, 15, 28, 45... com-
ponian hexigonos (figura 8). Se formaban a partir de la serie 1, 5,
9, 13, 17..., como se muestra a continuacién: 1, 6 (1+5), 15
(1+45+9),28 (1+5+9+13),45 (1+5+9+13+17)... Y, en general,
2n2-n.

A partir de las distribuciones geométricas de los puntos, apa-
recian como evidentes ciertas propiedades de los nimeros ente-
ros. Por ejemplo, trazando una linea recta en la forma del niimero
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cuadrado 9, como aparece en la figura 9, se des-
cubre que la suma de dos nimeros triangulares
® consecutivos es un nimero cuadrado. Es posi-
ble comprobar que tal cosa es verdad en general,
aunque no es probable que los pitagéricos pudie-

¢ ran demostrar esta conclusiéon, que se presenta a

continuacién en notacién moderna.

@ °
n(n+1)+(n+1)(n+2) —(n+1).
2 2

Para pasar de un nimero cuadrado al si-
® o guiente, los pitagéricos seguian el esquema re-
producido en la figura 10. Unian los puntos a
® ° la derecha y abajo con una linea quebrada en

forma de angulo recto que ellos llamaban gno-
mon, un término que significaba «escuadra de
i e carpintero». El gnomon estd formado por los

puntos situados en el borde, que aumentan de

dos en dos a cada paso de la serie. Si a un nid-

mero cuadrado cualquiera se le afiade su gno-
mon mas la unidad, se obtiene el nimero cuadrado de valor
superior siguiente. Asi, lo que los pitagéricos descubrieron era
que 7+ (2n+1) = (n+1)% Ademas, si se parte del 1 y se afiade el
gnomon 3y después el gnomon 5, y asi sucesivamente, resulta
que 1+3+5+...+(2n+1) =0

CLASES DE NUMEROS

El mundo numérico de los pitagéricos era muy rico. Pitdgoras y
sus seguidores identificaban muchos tipos de nimeros, que cla-
sificaban de manera meticulosa, y les atribuian caracteristicas
morales y fisicas. Por ejemplo, los niimeros impares eran mascu-
linos, y los pares, femeninos. Algunos niimeros eran amistosos y
compatibles, pero otros eran malvados y no se llevaban bien con
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los demds; podian traer mala fortuna a la humanidad. El re-
sultado de esta clasificacién era una construccion intelectual
impenetrable, solo posible de comprender desde la éptica de la
mistica pitagérica. En el Libro VII de los Flementos, Euclides
intenté recoger todo ese mundo y presentarlo con la maxima
claridad de que fue capaz. Las categorias y definiciones que se
presentan a continuacién corresponden al gran compilador y
geémetra.

La primera gran familia era la de los niimeros pares e impares,
la definicion pitagorica de los cuales es indiscutible: un niimero
par es el que puede ser dividido en dos partes iguales o desiguales
(excepto la diada, que solo puede dividirse en dos partes iguales),
siendo estas partes de la misma especie, par o impar. Un niimero
impar es el que solo puede dividirse en partes desiguales y de es-
pecies distintas, una par y la otra impar. Estos niimeros se subdi-
vidian en cuatro clases:

— Parmente pares: aquellos cuya mitad es par.
— Imparmente pares: aquellos cuya mitad es impar.

— Parmente impares: aquellos que, al ser divididos por un
nimero impar, dan uno par.

— Imparmente impares: aquellos que no tienen méas que divi-
sores impares.

A continuacién se abria el linaje de los niimeros incompues-
tos y los secundarios, una manera pitagérica, y por tanto abstrusa,
de decir nimeros primos y nimeros compuestos, y de tratar, en
general, los niimeros divisores de otros o miiltiplos de otros. Para
mayor claridad, a continuacién se presentan los nimeros primos
en términos modernos, pues la definicién original pitagérica, en
términos de mensurabilidad, es algo complicada:

— El nlimero primo (incompuesto) es el que solo puede divi-
dirse por la unidad y por si mismo.
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— El nimero compuesto (secundario) es aquel que no es
primo.

— Los niimeros primos entre si son los que tienen la unidad
como divisor comun.

— Los niimeros compuestos entre si son los que tienen algin
divisor comiin mayor que la unidad.

Seguian los niimeros lineales, los planos, los sélidos, los cua-
drados y los ciibicos. Los lineales son aquellos que no tienen divi-
sores; los planos son el producto de dos niimeros que son sus lados;
los sélidos son el producto de tres niimeros que son sus lados; los
cuadrados son el producto de un niimero por si mismo; los ctibicos
son el producto de un niimero por si mismo dos veces. A estos se
pueden afadir los oblongos, que son niimeros planos que difieren
en una unidad.

Se llam6 nimeros perfectos a aquellos iguales a la suma de
sus divisores, incluido el 1, pero no el propio niimero, como por
ejemplo el 6, pues sus divisores propios son 1, 2 y 3. Los griegos
conocian solo cuatro nimeros perfectos. Los siguientes tres son
28(=1+2+4+7+14),496(=1+2+4+8+16+31 +62 + 124+
+248)y8128(=1+2+4 + + 8 + 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 +
+ 1016 + 2032 + 4064). Actualmente, se conocen 43, todos pares.
No se sabe si hay niimeros perfectos impares ni si la cantidad de
nimeros perfectos es finita o infinita.

Junto a los perfectos se encontraban los nimeros abundantes
y los deficientes: los que excedian a la suma de sus divisores eran
abundantes, y a los que eran menores que dicha suma, deficientes.

A dos ntimeros se los llamé amigos cuando cada uno de ellos
era igual a la suma de los divisores del otro. Los pitagoricos solo
conocian el 220 y el 284:

—220=1+2+4+71+ 142 (la suma de los divisores de 284).

—284=1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110 (lasuma de
los divisores de 220).
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Ademis de las relaciones numéricas que estructuran esta
clasificacién, los pitagéricos también estudiaron todo tipo de
razones y proporciones que contenian para ellos la belleza méas
singular. Por ejemplo, la media aritmética, la media geométrica, la
media arménica... Si se considera que p y ¢ son dos nimeros,
la media aritmética A es

p+q
2

2

la media geométrica G es /pg y la media arménica H, que es el
reciproco de la media aritmética de 1/p y 1/q, es

2pgq
(p+q)

A continuacién, es posible comprobar que G es la media
geométrica de A y H; es decir, que la media geométrica de dos
numeros es la media geométrica de sus medias aritmética y armo-
nica. A la hora de armonizar las tres medias, la proporcién

A G

G H

recibi6 el nombre de proporcion perfecta por su claridad y simpli-
cidad, y la proporcién

2pq

_b+q
p+q ¢
2

se llamé proporcién musical por la belleza matematica de su plan-
teamiento y su desarrollo, un auténtico goce estético para el ini-
ciado.
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CAPITULO 5

La armonia del cosmos

En busca del fundamento matemaético de la
armonia musical, los pitagéricos se convirtieron en
los primeros que aplicaron las matematicas a la descripcion
de las leyes naturales. El vinculo que establecieron entre
aritmética, geometria y musica convirtio el arte musical
en una rama de las matematicas. Ademas, al trasladar
al cosmos las relaciones numérico-musicales construyeron
una cosmologia en la que los movimientos de los
astros emitian tonos musicales en la mas perfecta
armonia: la «musica de las esferas».






Las civilizaciones anteriores a la griega concebian la naturaleza
como un mundo cadtico y terrorifico. Los sucesos naturales esta-
ban manipulados por dioses con los que solo podian comunicarse
sacerdotes-y magos. Parece que alrededor del ano 600 a.C. pudo
comenzar a surgir una actitud intelectual nueva, de cardcter racio-
nal y critico, que, no del todo satisfecha con las explicaciones
mitologicas de los fendmenos naturales, especulé con la idea de
una naturaleza ordenada y bien disenada, que la potente mente
humana podia desentranar,

Como se ha visto, fueron los filosofos jonios los primeros en
emplear el uso de la razén para intentar determinar la naturaleza de
la realidad, que ellos centraron en una sustancia que permanecia
inmutable a través de todos los cambios aparentes. Con todo, en
ningin momento la filosofia natural sustituy6 a los mitos. La nueva
forma de pensar asomo con timidez en el seno de pequenos grupos
de intelectuales, que, aun asi, tampoco podian dejar de expresarse
segun los mitos y de seguir los rituales de sus mayores, inscritos en
su cultura, como la mayor parte de la poblacion, que continuaba
siendo profundamente religiosa y aceptaba las supersticiones.

En general, aquellos primeros intelectuales griegos no invir-
tieron demasiado tiempo en dar explicaciones sobre los motivos
que les habian llevado a construir sus teorias y se concentraron en
presentarlas con el maximo rigor deductivo. El historiador de la
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ciencia actual se encuentra falto de recursos a la hora de intentar
precisar con rigor por qué los griegos desarrollaron un instru-
mento cientifico tan poderoso como las matematicas. Por lo que
parece, su motivo fue el deseo de comprender el mundo fisico; sus
investigaciones en astronomia, 6ptica y miisica sugirieron proble-
mas que impulsaron el desarrollo de las matemaéticas para su apli-
cacién a estas dreas. Durante largo tiempo los limites de las
matematicas no fueron propiamente matematicos.

El primer grupo importante que presenté una filosofia mate-
matica de 1a naturaleza fue la secta de los pitagéricos. No hay duda
de que su pensamiento religioso era mistico, pero su filosofia natu-
ral era claramente racional. Sus miembros se asombraban ante el
hecho de que fenémenos que eran de muy diferente indole desde
el punto de vista cualitativo, presentaran propiedades matematicas
idénticas. Por tanto, estas propiedades debian ser la esencia de
tales fenémenos. Como pensaban en los niimeros a la vez como
puntos y como particulas elementales de materia, el niimero erala
materia y la forma del universo y la causa de todo fenémeno.

MUSICA PITAGORICA

La palabra «miisica» tiene su origen en el término griego musiké,
que se traduce literalmente como «el arte de las musas». En la
mitologia griega las musas eran las diosas inspiradoras de la mi-
sica, la danza, la astronomia y la poesia. Por otra parte, el hecho
musical es efimero, y tiene su existencia en la memoria; ocurre en
el tiempo y es aparentemente inaprensible. Estas caracteristicas,
entre otras, dotan a la misica de un aura magica que ha inducido
al hombre a emplearla en sus rituales desde el principio de los
tiempos, y la ha convertido en un vehiculo privilegiado de adora-
cién a la divinidad. La misica acabé adoptando una posicién cen-
tral en el concepto del cosmos de Pitagoras y los pitagéricos.

La leyenda dice que un dia, caminando por la calle, el sabio de
Samos escuché los martillazos que provenian del taller de un he-
rrero. Se acercé a observar y vio que el sonido se originaba por las
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vibraciones del metal golpeado por el martillo; las piezas més largas
producian sonidos mas graves. A partir de ahi, experimenté con
campanas y vasos de agua e investigé las vibraciones de las cuerdas
en la citara, la lira y el monocordio —un instrumento de una sola
cuerda cuya invencion se le atribuye— hasta lograr definir una re-
lacion general entre su longitud y la altura del sonido que producen.

Lo maés probable es que los hechos no sucedieran como la fa-
bula pretende, pero se ha sefialado repetidamente que Pitdgoras era
un entendido en el arte musical, al que otorgaba propiedades bené-
ficas. El sabio estudi6 las leyes de la aciistica y fue el primero en
encontrar una relacién entre los niimeros y los sonidos armoénicos,
es decir, aquellos cuya manifestacién simultinea causa una sensa-
cioén agradable al oido. Con ello regalé al mundo la primera teoria
matematica de la musica, y, a la vez, dio el paso decisivo para elimi-
nar la arbitrariedad de la investigacién sobre la naturaleza y reducir
la apariencia de caos a un modelo comprensible y ordenado. La
trascripcién de la miisica a una relacién entre niimeros fue posible
para los pitagoricos cuando descubrieron dos hechos:

— El sonido producido por una cuerda pulsada depende de la
longitud de la cuerda.

— Los sonidos arménicos son producidos por cuerdas igual-
mente tirantes cuyas longitudes respectivas estén en razén
igual a las razones de nimeros enteros.

Los pitagéricos estudiaron con detalle el tanido de la tnica
cuerda del monocordio, cuya longitud modificaban del modo en el
que se pisa la cuerda de una guitarra moderna. Al variar la longitud
de la cuerda, esta generaba distintas notas musicales. Cuanto mas
corta era la cuerda, mas «alta» o aguda era la nota resultante. A
continuacién, compararon parejas de sonidos producidos con dis-
tintas longitudes de cuerda y descubrieron algo sorprendente: los
sonidos provocados por cuerdas de largos relacionados con niime-
ros pequenos, dividiendo las cuerdas a la mitad, a la tercera parte,
a dos tercios de la longitud original..., generaban los sonidos mas
agradables, es decir, los mas arménicos al oido. De este modo, las
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longitudes relativas en toda combinacién arménica de cuerdas pul-
sadas se podian expresar como una razén de nimeros enteros. Gra-
cias a estas observaciones, los pitagéricos lograron establecer un
modelo matematico de un fenémeno fisico, pero teniendo la mirada
puesta en lo estético, algo similar a lo ocurrido con la proporcién
aurea y el concepto de belleza en el Renacimiento.

Las relaciones armoniosas que encontraron los pitagéricos son
las mismas que se ensefian hoy dia en cualquier escuela de miisica:

— La octava: la relacién mas sencilla es la que se obtiene al
pisar la cuerda en la mitad de su longitud, es decir, pul-
sando dos cuerdas igualmente tensas si la longitud de una
de ellas es igual al doble de la de la otra. Esta relacion se
expresa numéricamente como 2:1. En lenguaje musical, el
intervalo entre las dos notas es una octava; por ejemplo, la
distancia existente entre un do y el siguiente do.

— La quinta: es aquella combinacién arménica en la que la
cuerda se pisa en un punto situado a un tercio de la longi-
tud total, es decir, que esta formada por dos cuerdas cuyas
longitudes estan en la relacién de 3 a 2, o 3:2. En este caso,
la més corta da una nota llamada la quinta inferior de la
dada por la primera cuerda, lo que en lenguaje musical se
denomina simplemente una quinta (la distancia do-sol).

— La cuarta: aquella en la que se pisa la cuerda a un cuarto
del total, lo que numéricamente se expresa con la relacién
4:3, mientras que en el Ambito musical corresponde a un
intervalo de cuarta (la distancia do-la).

octava,
]

quinta

T 1

cuarta,
i
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-
-
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De este modo emerge un patrén segiin el cual los intervalos
de sonidos relacionados por fracciones de la forma

n+l

n

son armoénicos y agradables. Los pitagéricos elevaron este hecho
a la categoria de confirmacion oficial de que existia una relacién
directa y comprobable entre el nimero y lo arménico, lo bello.
Organizaron sus escalas basandose en simples relaciones numéri-
cas entre los distintos sonidos. Asi, 1a escala pitagoérica se estruc-
tura sobre los dos intervalos més sencillos: la octava, que presenta
una relacién de frecuencias entre las notas de 2/1, y la quinta, de
relacién de frecuencias 3/2. Los pitagoéricos obtuvieron los diferen-
tes sonidos de la escala encadenando quintas, y apelando luego a
lo que se denomina «cancelacién de octavas», es decir, dividiendo
o multiplicando por 2, para situar esas notas en el rango buscado.

El proceso es como sigue (tomando como punto de partida el
do por costumbre cultural, pues es posible recorrer toda la escala
comenzando por cualquier nota). En primer lugar, se calcula la
relacién de la primera quinta ascendente, para obtener un sol. Un
nuevo encadenamiento nos llevara a un re, para seguir con un la,
un mt y, finalmente, un si. Tomando ahora una quinta descen-
dente desde el do inicial, se consigue el fa. De este mado, se ob-
tienen los siete sonidos de la escala:

Ja < do — sol = re = la — mi — si.

Si se continiia con el encadenamiento de quintas es posible
alcanzar los doce sonidos de la llamada «escala cromatica», tam-
bién llamada «dodecafona», que contiene los doce semitonos de
la escala temperada occidental. Este es el sistema de afinacién
mas utilizado actualmente en la misica occidental y se basa en el
semitono temperado, igual a la doceava parte de la octava y de
raz6n numérica raiz doceava de 2, con una amplitud intervalica
de 100 cents (un cent es una centésima de semitono),

solb < reb<lab < mib < sib < fa « do — sol —
re— la — mi — si — faf.
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LOS CENTS

En acustica musical, el cent es la menor unidad de medida logaritmica que se
emplea para medir con precision absoluta intervalos musicales. Equivale a una
centésima de semitono. Un intervalo de 1 cent es tan pequefio que escapa a
la percepcion humana. Como, a su vez, 12 semitonos conforman una octava,
el cent es un numero ¢ tal que:

(c0)2 =2 = N0 2 9 C-mﬁ‘

donde los simbolos bemol (b) y sostenido (§) designan ajustes de
un semitono inferior y superior, respectivamente.

Obtenidas las doce notas mediante sucesivos encadenamien-
tos de quintas, bastara luego con situar los sonidos en la misma
escala en el rango de una tinica octava mediante el procedimiento
de cancelacién de octavas.

MATEMATICAS SONORAS

Habiendo presentado los conceptos previos necesarios, ya es po-
sible determinar la afinacién de cada nota por encadenamientos de
quintas y «cancelaciones» de octavas, de modo que, como no debe
olvidarse, el valor de sus frecuencias relativas se encuentre siem-
pre entre 1, que es la relacién que mantiene el do consigo mismo,
y 2, que es la relacién que mantiene el do con el do de la siguiente
escala. Primero se determina el sol, que esta a una quinta del do:

sol = 8 del do,
2
circunstancia que escribiremos, para simplificar:

3
sol =—.
2
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A continuacion se determina el re, que se encuentra a una
quinta del sol. Ello se consigue multiplicando por 3/2, pero te-
niendo que cancelar una octava, lo que resulta de multiplicar por
1/2 o dividir por 2. La distancia de do a re se llama «tono». De
hecho, el tono es la distancia tipica entre dos notas, que en sistema
temperado es igual a un sexto de octava y, I6gicamente, equivale a
dos semitonos. Efectuando una elemental multiplicacién obtene-
mos el intervalo del e con respecto al do:

31 3.3 1 9
re=sol-—— re=—-—-— re=—.
2 2 222 8
Luego se determina el la, que se encuentra a una quinta del re:
I4rx--='re°é La-gé m-ﬁ.
2 8 2 16

El mi esti a una quinta del la, pero teniendo que «cancelar»
una octava:

3 31 . 27 3 1 . 81

mi=la-— = Mmi=—-—-= 1=—

2 2 16 2 2 64

La escala se completa con el si, a una quinta del mi, y el fa,

una quinta por debajo del do, y subiendo una octava (multipli-

cando por 2). Asi se conforma lo que se conoce como el «circulo
de quintas», representado en la figura.

Do
Fa — Sol

sib £ Re

Mmib |

La

Lab '\ /- Mi

Reb S
Solb// Fai
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En suma, tomando el do con valor normalizado a 1, se esta-
blece la siguiente tabla:

Nota Do Re Mi Fa Sol La Si Do
Relacién de
frecuencias 1 9/8 | 81/64 | 4/3 3/2 | 27/16 | 243/128 2
Este proceso se puede continuar para determinar las afinacio-

nes de las teclas negras de un piano, o bemoles, descendiendo por

quintas desde el fa.
Nota Reb M."b SO!I? Lab Sf{'.‘
Relacién de
frecuencias 256/243 32/27 1024/729 128/81 16/9

Al ascender una quinta de si, se llega al fa§, que deberia ser
el mismo sonido que el sol b alcanzado en el otro extremo tras
hacer las cancelaciones de octava correspondientes. Pero estos
dos sonidos no son exactamente iguales: la diferencia entre el fa#
y el sol b se denomina «coma pitagérica». Del mismo modo, tras
hacer las cancelaciones de octava correspondientes, los sonidos
extremos falf-reb no se encuentran a la distancia de una quinta
justa, sino que forman un intervalo que difiere de ella en una
coma pitagérica. Esta quinta ligeramente méas pequefia se deno-
mina la «quinta del lobo».

El armado del circulo de quintas involucra el encadenamiento
de doce quintas, llegando a una nota que es «casi» la misma que
la del comienzo, solo que a una distancia de siete octavas, tal y
como muestra el teclado de la pagina siguiente.

Esa distancia de siete octavas es la coma pitagérica. Se puede
calcular su valor, al que se llamara CP, partiendo de una frecuen-
cia fy comparando el encadenamiento de doce quintas a partir de
S con el encadenamiento de siete octavas:
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=1,013643265.

7

La diferencia es entonces de algo méas de un 1% de una octava
0, de modo equivalente, casi un cuarto de semitono. Esta diferen-
cia se debe a que el célculo de la fraccién que define la quinta es
incompatible con la octava, como se demuestra sin dificultad.
Para ello, se puede estudiar si existen dos exponentes cuales-
quiera, x e ¥, que permitan «casar» las dos fracciones:

(g) =2'= - 2= F=2%2v= 3T=2%+¥,
2 2"

De la dltima expresion se deduce que seria lo mismo que hallar
un nimero que fuera a la vez potencia de 2 y de 3. Sin embargo, y
dado que tanto 2 como 3 son niimeros primos, tal cosa entraria en
contradiccién con el teorema fundamental de la aritmética, segin
el cual todo entero positivo tiene una tnica representacién como
producto de niimeros primos. Este teorema, postulado por Eucli-
des, fue demostrado de forma completa por primera vez por el
matemético Carl Friedrich Gauss (1777-1855). De él se sigue que
los intervalos de quintas y octavas definidos por los pitagéricos
nunca se emparejaran, o lo que es lo mismo, que no es posible la
existencia de una escala cromética sin coma pitagérica.

LOS NOMBRES DE LAS NOTAS
Los griegos nombraban las notas siguiendo las primeras letras del

alfabeto jénico, asignando letras diferentes para un mismo sonido
alterado en medio tono o doblemente ascendido. Por ejemplo, el
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LAS TRES MEDIAS

Pitdgoras no solo se aferraba ciega- ' f | |

mente al misticismo de los numeros 3.4 12
naturales, sino que también estaba
muy marcado por sus descubrimien-

tos sobre las medias aritmeética, | I
geométrica y arménica. Como puede 1 23 12
apreciarse en la figura de la derecha.

De este modo, 3:4 es la media aritmé-

ticade 1y 1/2:

3 31

7 D S L)

44 2

Mientras que 2:3 es la media armdnica de 1y 1/2:

1-2 21
-
1

N —
L¥)

Pitagoras comprob¢ de modo experimental que cuerdas con longitudes de
razones 1:2, 2:3 (media armonica de 1y 1/2) y 3:4 (media aritméticade 1y 1/2)
producian combinaciones de sonidos agradables, y a partir de ellas construyé
la escala que se ha visto. A estos intervalos los llamo «diapasén», «diapente»
y «diatesaron», que hoy conocemos como octava, quinta y cuarta. Pero, se
observara la ausencia de la media geométrica en estos célculos. Tal vez fue
rechazada por que entrafiaba un problema de orden superior, y muy grave,
como se vera mas adelante. El calculo con la media geométrica pone en jue-
go numeros inconmensurables y corresponde exactamente al fa sostenido de
la escala cromatica.

Jfa era a (alfa), el fa sostenido era f§ (beta), y el fa doblemente
sostenido era y (gamma). Para los griegos la escala se organizaba
de manera descendente, al contrario de como se emplea en la
actualidad.
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una «mano
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dibujada a partir
de las ensefianzas
del monje
benedictino.
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También los romanos utilizaban las primeras letras del alfa-
beto para nombrar los sonidos de su escala. El filésofo romano
Boecio (480-525 d.C.), autor de Consolacion de la filosofia, que
emprendié el propésito de unificar las escuelas filosoficas de Pla-
ton y Aristoteles, escribid un tratado sobre teoria de la musica. En
él, conocido por su titulo en latin, De musica, consideré una escala
de quince notas que abarcaba dos octavas, y a cada una de ellas le
asignd una letra distinta, ignorando el concepto ciclico de octavas.

El concepto ciclico volveria a recuperarse mas tarde, desig-
nando con una misma letra las notas iguales de octavas distintas.
Asi, la denominada nomenclatura alemana o inglesa designaba las
siete notas de la octava principal con letras de la A a la G, en ma-
yusculas; en la siguiente octava, de la «a» a la «g», en minisculas,
y la tercera, con dobles letras mintsculas (aa, bb, cc, dd, ee, ff,
gg). De ese modo, siete de los doce sonidos, los correspondientes
a las teclas blancas del piano, adquirieron nombres propios. Los
otros cinco, relacionados con las teclas negras, fueron nombrados
mas tarde, tras la aparicion del concepto de bemol, becuadro y
sostenido. Sus nombres deriva-
ron de los siete basicos.

En el siglo x1, el monje tos-
cano Guido d'Arezzo (ca. 995-
1050 d.C.) dedicé buena parte de
sus estudios musicales a crear re-
glas mnemotécnicas para los in-
térpretes. Probablemente, la mas
conocida es la llamada «mano
guidoniana», que ordenaba las
notas en su notacion alfabética
asimilandola a un recorrido porla
palma de la mano. Guido d’Arezzo
rebautizé también las notas, asig-
nando a cada sonido la primera
silaba de los versos de un himno
a san Juan Bautista muy cono-
cido en aquella época («Para que
puedan cantar con toda su voz
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tus milagros estos siervos tuyos, perdona los pecados de nuestros
labios impuros, san Juan»), que en latin original es:

Ut queant laxis
Resonare fibris
Mira gestorum
Famuli tuorum
Solve polluti
Labii reatum
Sancte Iohannes.

Finalmente, tras el cambio de ut por do, nacieron los nom-
bres de las siete notas de la escala segiin aparecen en las lenguas
romances, como, por ejemplo, el italiano, el francés o el espaiiol.

LA MUSICA DE LAS ESFERAS

En su bisqueda de la armonia del universo, la escuela pitagérica
disefié modelos astronémicos, actsticos y musicales, y estudié
miuisica y aritmética en forma conjunta. Los pitagoricos redujeron
los movimientos de los planetas a relaciones numéricas. Creian
que los cuerpos, al moverse en el espacio, generaban vibraciones
armoénicas, la «musica de las esferas». Se ha dicho que pudieron
comenzar a considerar esa idea al escuchar el zumbido que pro-
duce un objeto sujeto al extremo de una cuerda cuando es cim-
breado, como sucedia en algunos rituales religiosos.

Asimismo, los pitagoricos consideraban que un cuerpo que se
moviera con mayor rapidez debia dar necesariamente una nota
mas alta que otro que se moviera con mas lentitud. Por otro lado,
segin su astronomia, un planeta se movia mas rapidamente
cuanto mas lejos de la Tierra se encontraba. Luego los sonidos
que producirian los planetas —que el hombre no podia escuchar
con el oido desnudo, pues estaba acostumbrado a ellos desde el
mismo momento de su nacimiento— debian variar con su distan-
cia ala Tierra, y todos estaban armonizados.
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LAS SIETE ARTES LIBERALES

Las civilizaciones grecorromanas, en general, cultivaban el conocimiento teé-
rico como un saber aparte de las actividades manuales. Las disciplinas supe-
riores se distribuian en dos grandes grupos: el primero, denominado trivium
(«las tres vias»), estaba formado por la gramética, la dialéctica y la retdrica;
el segundo, llamado quadrivium («las cuatro vias»), estaba integrado por la
aritmética, la geometria, la astronomia y la musica. El conjunto de ambas «vias»
constituia los siete caminos que llevaban al hombre al equilibrio con el univer-
5o armaonico: eran las «siete artes liberales».

para la Capilla de los Espafioles de la basilica florentina de Santa Maria Novella. Cada arte

!
E Las siete artes liberales, segun el fresco de Andrea de Bonaiuto realizado hacla 1365

toma la figura de una mujer y junto a ella se situa un pensador eminente, entre ellos Pitdgoras,
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i a los ples de la Aritmética (en primer lugar, a la izquierda).
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Pitdgoras y sus discipulos no buscaban solamente observar y
describir los movimientos celestes, sino también encontrar alguna
regularidad en ellos. La idea de un movimiento circular uniforme,
aparentemente obvia en el caso de la Luna y el Sol, indicaba que
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todos los movimientos planetarios
tenian que ser explicables en tér-
minos de movimientos circulares |
uniformes. De acuerdo con esta |
manera de pensar, los ltimos pi-
tagéricos llegaron a una conclu- |
sién revolucionaria que suponfa
una verdadera ruptura con algu-
nas de las creencias més antiguas
del hombre: fueron los primeros
en considerar que la Tierra tenia
que ser una esfera. Tal vez esta
pueda considerarse la intuicién
mas brillante de la cosmologia pi- |

tagoérica, pero, como se verdacon- T
tinuacion, los pitagéricos también

hacfan trampas para encajar por la fuerza la realidad observable
en su universo numérico.

Como el 10 era para ellos la expresién numérica de la perfec-
cién maxima, estaban convencidos de que habia diez cuerpos en
movimiento en el cielo. En el centro de lo que entonces se consi-
deraba el universo, nuestro sistema solar, existia un fuego central
alrededor del cual se movian los cuerpos celestes girando en 6rbi-
tas circulares perfectas. La Tierra era la méas cercana al fuego cen-
tral. La Luna no giraba a su alrededor, sino que describia su propio
circulo, como el Sol, que era el siguiente cuerpo. A continuacién
giraban los cinco planetas conocidos, y més alla las estrellas, en-
garzadas como joyas en una béveda celestial (véase la figura).

Una simple suma revela que los cinco planetas, ademés de la
Tierra, el Sol, la Luna y la esfera a la que estaban sujetas las estre-
llas, daban un total de nueve cuerpos méviles. Asi que los pitagéri-
cos inventaron un décimo cuerpo que también giraba alrededor del
fuego central: la Antichton, cuya traduccién literal es Anti-Tierra.

La idea de la Anti-Tierra solo tenia un problema: ningin as-
trénomo, ni siquiera los grandes sabios de Mesopotamia, habia
observado jamas ese objeto en el cielo. Pero tampoco ese detalle
escap6 a la penetracién de los seguidores de Pitagoras. De hecho,

‘ OSaturno
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el mismo nombre con que bautizaron al hipotético planeta era una
suerte de justificacion. El décimo cuerpo no podia verse porque se
movia exactamente a la misma velocidad que la Tierra en el lado
opuesto del fuego central, y ademas, porque la parte habitada de
la Tierra se encontraba de espaldas al fuego central.

Desafortunadamente, aunque los pitagoricos disefiaron la pri-
mera teoria que puso a la Tierra en movimiento, no fueron capa-
ces de advertir la rotacién de la esfera, sino que, bien al contrario,
creian que era la esfera de estrellas fijas la que giraba alrededor
del centro del universo. Como fuere, el pensamiento griego incor-
pordé la mayoria de estas doctrinas, esencialmente el movimiento
circular uniforme y la distincién entre cuerpos celestes y subluna-
res. Algunos expertos consideran que también pudo tener su ori-
gen en los pitagoricos la creencia en que los cuerpos celestes eran
eternos, divinos, perfectos e inmutables y que los objetos sublu-
nares, como la Tierra y, segun los griegos, los cometas, estaban
sujetos a cambios, decadencia y muerte.

UN MODELO EN ETERNA CRISIS

Los pitagéricos mezclaron el pensamiento riguroso con doctrinas
sorprendentemente acientificas. Su fijacién por los niimeros dio
como resultado una filosofia natural que al final no se correspondia
con la naturaleza y tuvo consecuencias de todo tipo, algunas bene-
ficiosas para el progreso del conocimiento, y otras, desastrosas.

A la lista de los aciertos que ya se han presentado hay que
anadir una cuestion de conjunto. La aportacion de los pitagéricos
supero la limitacién mas importante de los jonios. Ambos afirma-
ban que el verdadero sentido de los datos estudiados debia ser un
orden armonioso de la naturaleza, pero los jonios defendian la
idea de la sustancia tinica como elemento esencial del universo.
Los pitagéricos sustituyeron esa nocién por la de la estructura
formal de relaciones numéricas. De hecho, la ciencia moderna
coincide con el énfasis de los pitagéricos sobre el niimero, aunque
obviamente de una manera mucho més sofisticada.
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EL MONOCORDIO CELESTIAL

La extrapolacion cosmoldgica del
misticismo numeérico por mediacion
de la musica era, y sigue siendo, una
idea tan poderosa y poética que em-
briagé durante siglos a incontables
pensadores vy artistas. Fue uno de
los aspectos de la cultura clasica
que el humanismo se afané en re-
cuperar. En el Renacimiento algunas
catedrales se disefiaron siguiendo
proporciones musicales 2:1, 3:2 y 4.3,
En 1623 el fildsofo hermético Robert
Fludd (1574-1637), seguidor del mé-
dico y alguimista Teofrasto Paracel-
so (1493-1591), publicé la obra Ana-
tomiae Amphiteatrum, que contenia
una ilustracion que se haria célebre,
mostrando la mano de Dios en el
acto de afinar un monocordio celes-
tial. La mano divina tensa la cuerda
en una tabla alrededor de la cual las |, 4epre jiustracion del monocordio
orbitas planetarias se superponen a  cgjestial incluida en la obra Anatomie
los intervalos de la escala musical. Amphiteatrum.

Ahora bien, el aspecto fanatico de su pensamiento cerré a los
pitagéricos a ideas méas aptas para explicar los fenémenos natura-
les y subyugé las leyes de la naturaleza a los ideales de belleza,
simetria y armonia. No cabe duda de que la creencia inflexible en
la supremacia de los nimeros frené durante siglos el progreso que
hubiese supuesto formular otro tipo de modelos més adecuados
para describir la complejidad del mundo.

El ejemplo mas claro de esta ceguera es la cosmologia griega.
Ya en el siglo m a.C. las 6rbitas circulares no encajaban con los
datos observados. Entonces fueron reemplazadas por epiciclos, pe-
quenos circulos que se movian alrededor de una érbita circular cen-
tral. Con el tiempo, el niimero de epiciclos fue aumentando hasta
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que el sistema estuvo tan sobrecargado que resultaba ridiculo y, por
supuesto, completamente inttil. La posibilidad de que los cuerpos
celestes siguieran cualquier otra 6rbita que no fuera circular era
inaceptable para los griegos: tenia que ser un circulo, la més per-
fecta de todas las formas.

Incluso cuando Nicolds Copérnico (1473-1543), en su gran
obra De revolutionibus orbius celestium (Sobre el movimiento
de las esferas celestiales, publicada en el afio de su muerte), des-
troné a la Tierra de su posicién en el centro del universo y la reem-
plazé por el Sol, atin se mantuvo fiel a aquellas viejas 6rbitas
circulares. No fue hasta 1609 cuando Johannes Kepler (1571-1630)
las reemplaz6 por elipses.

Pero el revolucionario Kepler no supo escapar del todo al in-
flujo poético de un cosmos en equilibrio musical. Aunque fue una
figura clave en la revolucion cientifica, el gran astrénomo y ma-
tematico aleméan también era un mistico. Invirtié treinta afios de
su vida en demostrar que el movimiento de los planetas cumplia
las leyes pitagéricas de la armonia. En busca del principio funda-
mental que explicara el porqué de las excentricidades orbitales
de los planetas, Kepler midi6, para cada uno de ellos, la velocidad
méxima en el perihelio (el punto mas cercano al Sol) y la veloci-
dad minima en el afelio (el punto més alejado). Para deleite del
astrénomo, los cocientes entre una velocidad y otra se correspon-
dian con intervalos arménicos, por lo que represent6 los cocientes
en forma de notacién musical, un rendido homenaje a la melodia
de las esferas pitagérica. Kepler expuso su teorfa en la obra Har-
monice mundi (La armonia de los mundos), publicada en 1619.
En sus péginas llegé a plantear escalas y acordes asociados a cada
planeta. En momentos muy poco frecuentes, segun el autor, todos
los planetas podrian tocar juntos en perfecta concordancia, lo que
pudo haber ocurrido una tnica vez en la historia, quizé en el mo-
mento de la creacién.
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CAPITULO 6

El fracaso de la aritmética
universal

El perfecto cosmos musical de los pitagéricos,
basado en el sagrado nimero, tenia un grave problema:
para que todo encajara, el nimero debia ser necesariamente
entero. Aunque las fracciones ya existian, la aritmética
griega las rechazaba. Pero el propio teorema del maestro
contenia el germen de la destruccion, y desvelarlo solo
requeria realizar un célculo pequenio pero fatal. La aparicién
de los nimeros inconmensurables hundi6 el paraiso
pitagoérico de la aritmética universal.






Afirmar que los pitagéricos no tenian nocién alguna de lo que ac-
tualmente conocemos como fracciones es una imprecisién. Los
seguidores del sabio de Samos manejaban un concepto equiva-
lente: las relaciones entre niimeros enteros, que les permitieron,
por ejemplo, explicar sus descubrimientos sobre la armonia de los
sonidos de dos cuerdas comparando sus longitudes relativas: 2:1,
3:2, 4:3... De hecho, las fracciones eran conocidas desde los avan-
ces realizados en Mesopotamia, siendo utilizadas en la vida coti-
diana; se empleaban en el comercio para expresar partes de la
unidad monetaria, por ejemplo. Ahora bien, las matematicas, en
tiempos de los pitagoricos, las consideraban algo imperfecto e
innecesario con lo que no habia que perder tiempo.

La creencia tal vez més firme de los seguidores de Pitagoras,
el pilar de su universo aritmético en armonia, era que dos medidas
cualesquiera siempre eran conmensurables, es decir, podian ser
comparadas apelando a dos niimeros enteros. El concepto de con-
mensurabilidad estd relacionado con lo que hoy llamamos niime-
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ros racionales. Un nimero racional es lo que cominmente se
conoce como fraccién: la divisiéon o relacién o razén entre dos
nimeros enteros (siendo el segundo no nulo). La conmensurabi-
lidad pitagérica podria definirse como la ley por la cual puede
establecerse con precision, cuintas veces mayor (o menor) son
dos medidas A y B una con respecto a la otra. En términos mate-
maticos actuales, se diria que dos medidas cualesquiera A y B son

CLASIFICACION DE LOS NUMEROS

Las matematicas actuales definen el nimero como un elemento de un con-
junto que debe verificar ciertas propiedades. Asi es como se han definido los
conjuntos N, Z, Q, B o C, que se construyen por etapas sucesivas a partir
del conjunto M de enteros naturales.

Primos
M Naturales
. Compuestos
- . Z Enteros "
‘ E Reales @ Racionales 0 Cero
C Complejos ¢ Enteros negativos
Fraccionarios
Irracionales
Imaginarios

— Complejos (C): suma de un ndmero real y un numero imaginario.

— Reales (): conjunto de los racionales y los irracionales.

* Racionales (0): los nimeros que pueden representarse como el cocien-
te de dos enteros (en concreto, un entero y un natural positivo), es
decir, una fraccion comun m/n, con numerador m y denominador n
distinto de cero. El término «racional» alude a que es la parte de un todo.

* [rracionales: los numeros que no pueden ser expresados como una
fraccion m/n, donde m y n son enteros, con n diferente de cero, y don-
de esta fraccidn es irreducible, como 3,14159... (), 2,7182... (e), 1,6180...
() 0 1,4142135... (2, que se vera con mas detalle a continuacion).
Irracional es cualquier nimero real que no es racional,

— Imaginarios: numeros complejos cuya parte real es igual a cero, por ejem-

plo 5/ (notese que 7 =+/2 -1). En otras palabras, un nimero de la forma
z=x+|y, donde x=0.
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conmensurables si existe una tercera medida C y dos niimeros
enteros p y g tales que C cabe p veces en A y g veces en B.

Pero este mundo encajado a la perfeccién no podia aguantar
los embates de la realidad. Paradéjicamente, un sencillo calculo
con el propio teorema del maestro podia reducir a escombros toda
la construccién. Siendo los pitagéricos matematicos tan capaces,
era cuestion de tiempo que alguno de ellos realizara el cdlculo fatal.

Dentro de los racionales se distinguen:

— Enteros (Z): conjunto de nimeros que incluye a los naturales distintos de
cero, los negativos y el cero.

— Naturales (M): cualquiera de los numeros que se usan para contar los
elementos de un conjunto. Reciben ese nombre porque fueron los prime-
ros que uso el ser humano para la enumeracién de manera natural. Son
ell,234.

— Cero: el signo numeérico de valor nulo, que en notacion posicional ocupa
los lugares donde no hay una cifra significativa.

— Enteros negativos: numeros reales inferiores a cero. El opuesto de un ne-
gativo es un numero positivo y al revés. El dnico numero positivo y nega-
tivo a la vez es el cero.

— Fraccionarios: numeros que expresan una cantidad dividida entre otra,
es decir que representan un cociente no efectuado de nimeros.

Dentro de los naturales se distinguen:

— Primos: todo numero natural mayor que 1 gue tiene tan solo dos divisores
distintos, él mismo y el 1. Por ejemplo, 2, 3,5,7,11,13,17,19, 23... El 2 es el
unico primo par.

— Compuestos: todo numero natural no primo, excepto el 1y el O, que tie-
ne uno o mas divisores distintos a 1y a si mismo. También se usa el tér-
mino «divisible» para referirse a ellos. Por ejemplo, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15,
16, 18...
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UN MUNDO (CASI) PERFECTO

En general se acepta como una certeza histérica que el descubri-
miento en términos cientificos de la existencia de segmentos mu-
tuamente no comparables, es decir inconmensurables, tuvo lugar
en el seno de la escuela pitagérica, no més tarde del afio 420 a.C.
Como los pitagéricos se habian dedicado a estudiar las ternas de
nimeros enteros que podian ser lados de un tridngulo rectangulo,
se ha tendido a considerar que debieron descubrir estas nuevas
razones en el mismo contexto, aunque algunos estudios sefialan
otras posibilidades, como veremos mas adelante.

Por lo comiin, la investigacién histérica en matematicas sigue
a la tradicion al atribuir el desconcertante descubrimiento de los
irracionales al pitagérico Hipaso de Metaponto. Como castigo por

HIPASO DE METAPONTO

El matematico y filésofo Hipaso nacid en
torno al aro 500 a.C. en la ciudad de Me-
taponto, situada en el golfo de Tarento,
en el sur de la peninsula italiana. La fecha
de su muerte es desconocida, lo que qui-
z4 haya contribuido a las leyendas sobre
su muerte. Ademas de la inconmensura-
bilidad, se le atribuyen otros dos impor-
tantes descubrimientos: la construccion
de un dodecaedro como aproximacion a
una esfera y la determinacién de las rela-
ciones numéricas de las consonancias
bésicas a través de experimentos de so-
nido. Se tiene constancia de que realizé
exhaustivos estudios sobre acustica y
resonancia, por lo que se le considera un
tedrico de la musica. La leyenda no solo asegura que probd la existencia de
los numeros irracionales, sino que rompid la regla pitagdrica de silencio al
revelarlos al mundo. Los documentos de la época dan versiones distintas de
su final y no es posible tomar ninguna como cierta.
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haber introducido en el universoel |
elemento que negaba el principio 1
inamovible de la secta —que todos

los fenémenos del universo se po-

dian reducir a nimeros enteros y V2
Sus razones—, se cuenta que algu-
nos miembros de la hermandad lo

lanzaron por la borda de un barco. T

La realidad es que ni siquiera - l 2
se sabe a ciencia cierta en relacién
con qué tema de las matematicas
surgieron los irracionales. La tradicién continia su relato asegu-
rando que Hipaso estudiaba el cuadrado. A pesar de ser una figura
muy simple, los pitagéricos no conocian de nadie que hubiera cal-
culado su diagonal. Hipaso lo hizo empleando el teorema del
maestro.

En busca de una demostracién universal, el matematico pro-
b6 a calcular considerando que el lado media solo 1. Era una
operacion simple: se trataba de descomponer el cuadrado en dos
tridngulos y aplicar el teorema del maestro para calcular la hipo-
tenusa (véase la figura). En un tridngulo rectangulo isésceles, el
cuadrado de la hipotenusa es el doble del cuadrado de cada ca-
teto. Si los catetos miden 1 metro, ;qué longitud tendra la hipo-
tenusa? El resultado de este planteamiento inocente no era ni un
nimero entero ni una fraccién..., no era conmensurable. En la
terminologia matemaética actual se expresaria diciendo que un
tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 1, tiene una hipote-
nusa que mide V2 y es irracional. En tiempos de Hipaso signifi-
caba el hundimiento absoluto de los principios més béasicos del
pitagorismo.

Pero este resultado no solo demostré que la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo isésceles no es conmensurable con los cate-
tos, sino que también planteé un problema central en las matema-
ticas griegas.

Los pitagéricos habian establecido una identificacion abso-
luta entre niimero y geometria, pero la existencia de razones in-
conmensurables también hacia saltar por los aires esa relacién.
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No por ello dejaron de considerar toda suerte de longitudes,
dareas y razones en geometria, pero ciertamente se cifieron de
modo estricto a considerar razones numéricas solo para los
casos conmensurables. A causa de ello, con el tiempo las magni-
tudes geométricas se distanciaron de las cantidades numéricas,
que comenzaron a trabajarse por separado. La aparicién de la
inconmensurabilidad convencié a los matematicos griegos de
que la geometria debia establecerse de manera independiente
de la aritmética; se rompia asi la tradicién pitagérica que no
hacia distinciones entre ambas ramas del saber. En los didlogos
de Platén parece probarse que la consideracién por separado de
la geometria era corriente en su época.

:,Como tardaron tanto en percatarse los penetrantes pitagori-
cos de la existencia del punto de fractura por el que podia estallar
su sistema? ;Qué hubieran esperado encontrar en la diagonal del
cuadrado? De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, en un cua-
drado de lado 1, el cuadrado sobre la diagonal deberia tener drea
2y, por tanto, la longitud d de esta diagonal deberia ser un niimero
que, al elevarse al cuadrado, diese 2 (es decir, d?=2). Sin embargo,
en este punto vuelve a aparecer la /2.

La +/2 era una longitud de un segmento que se podia esbozar
con facilidad a partir de un cuadrado con la ayuda de una regla y
un compas. Asi que, ;no era razonable pensar que si se fijaba una
unidad cualquiera «u» (menor que 1), se pudiese medir a la vez el
lado (1) y la diagonal (~/2) del cuadrado? ;No era razonable creer
que el lado y la diagonal de un cuadrado tenian que ser necesaria-
mente conmensurables? Pues bien, aunque pensar de ese modo
era lo més légico, el hecho invariable es que el lado y la diagonal
de un cuadrado no son conmensurables.

Este planteamiento del problema condujo a la necesidad de
que, repitiendo la unidad comin % con un niimero entero n de re-
peticiones, se midiese el lado 1 =nu, y con otro niimero entero m
de repeticiones, se hallase J2 =mu. Es decir, lo que dividiendo de-
beria ser:

EL FRACASO DE LA ARITMETICA UNIVERSAL



Asi, la conmensurabilidad se reduciria a que v/2 fuese una
fraccion m/n de enteros positivos.

Mis alld del camino que emprendieran para acabar llegando
al sorprendente resultado, lo cierto es que los pitagéricos se topa-
ron con la desagradable evidencia de que habia niimeros no ex-
presables como relacién de mimeros enteros. Y esa certeza era
incompatible con su idea de una aritmética universal. Los segui-
dores del maestro llamaron «razones conmensurables» a las que
se podian expresar por medio de niimeros enteros, lo que signifi-
caba que las dos cantidades venian medidas por una unidad
comin, y a las otras las llamaron «razones inconmensurables».
Asi, lo que las matematicas actuales expresan como

V2

2

es una razon inconmensurable.

EL PENTAGRAMA DE HIPASO

La bien estructurada historia de Hipaso, con final dramatico in-
cluido, combina elementos que envidiaria cualquier novelista: la
candida sencillez del cuadrado, que alumbraba en su seno la semi-
lla de la destruccién, y el insensato hermano de la comunidad que
abrié la caja de los truenos. No existen evidencias de estos hechos
ni se tiene la certeza absoluta de que Hipaso descubriera la incon-
mensurabilidad en el cuadrado. De hecho, una leyenda alternativa
le otorga una demostracién diferente de la irracionalidad. La his-
toria le presenta describiendo en piblico la esfera compuesta de
doce pentagonos. Ciertamente, el pentigono regular es una figura
matematica en la que resultaba relativamente sencillo demostrar
la inconmensurabilidad, sobre todo utilizando el antiguo método
de cambio de camino.

El método conocido como «el cambio de camino» desem-
pené un papel central en la matematica griega. Con él se determi-
naba, por ejemplo, la mayor medida comin, es decir, el maximo
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comtn divisor, de dos niimeros. El

método consiste en lo siguiente:
dadas dos magnitudes diferentes
(a,b) con a<b serestalamenorala
mayor; de entre la nueva magnitud
obtenida b-a y a, se vuelve a restar
la menor a la mayor, y asi, sucesi-
vamente. Este procedimiento no es

Demostracién de
la existencia

de segmentos
inconmensurables
en el pentagrama.
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aplicable a la pareja de magnitudes
(a,b) si las magnitudes son incon-
mensurables.Cuando a y b son ni-
meros naturales, puede definirse el
- méximo comin divisor de ambos,
o Wi ok denominado cominmente como
mcd (a,b), y el procedimiento, lla-
mado algoritmo de Euclides, es siempre finito y proporciona in-
faliblemente un resultado. Si el proceso no es finito, es que no hay
maximo comiin divisor posible, y @ y b no son conmensurables.
El teorema —que no reproduciremos— lo demostré Euclides en
el Libro X de los Elementos: «Cuando, dadas dos magnitudes dis-
tintas, al quitar alternativamente la mas pequefia a la mayor, el
resto nunca coincide con la magnitud precedente, entonces di-
chas magnitudes han de ser inconmensurables».

Como se ve en la figura, las diagonales de un pentdgono regu-
lar forman de nuevo un pentidgono regular, y asi sucesivamente.
Para la cadena de pentagonos obtenidos en este proceso se tienen
las relaciones AE=AB'y B'D=B'E', de donde AD-AF=B'E'y, de
manera andloga AE=ED'=EA'y B'E'=B'D=B'E; por consiguiente,
AE-B'E'=B'A', y asi sucesivamente, sin llegar a finalizar nunca. Ex-
presado en términos verbales, de ello se deducen tres conclusiones:

— La diferencia entre las diagonales y los lados del pentdgono
mayor es igual a las diagonales del pentdgono menor.

— La diferencia entre los lados del pentdgono mayor y las

diagonales del pentidgono menor es igual a los lados del
pentdgono menor.
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— La diferencia entre las diagonales del pentdgono menor y
sus lados respectivos es de nuevo igual a las diagonales del
siguiente pentdgono menor, y asi de manera indefinida.

El proceso de cambio de camino se puede continuar y, por
ello, no es posible encontrar una medida comin maxima para las
diagonales y los lados del pentdgono regular: existen segmentos
mutuamente inconmensurables.

Algunos estudios indican que la demostracién de que el lado
y la diagonal de un cuadrado son inconmensurables podria perte-
necer a una época posterior a los pitagéricos, puesto que resulta
mas sofisticada que si se lleva a cabo un procedimiento como el
del cambio de camino. El cuadrado con las diagonales habria ser-
vido tan solo a posteriori como medio de constatar una situacién
ya observada en otros Ambitos, como el pentagrama.

INCONMENSURABLE EUCLIDES

En el Libro X de los Elementos Euclides emprendié la tarea de
clasificar los irracionales en tipos. Hay 115 proposiciones en este
libro, aunque las ediciones mas antiguas afiaden las proposiciones
116 y 117. La 1ltima de ellas ofrece una demostracion de la irra-
cionalidad a partir de la teoria de pares e impares, empleando el
teorema de Pitdgoras, con el mismo desarrollo que, salvo diferen-
cias de lenguaje, se explica hoy en muchos libros de texto.

Tal y como lo presenta Euclides, por el teorema de Pitagoras,
en un tridngulo rectdngulo is6sceles el cuadrado de la hipotenusa
es el doble del cuadrado de cada cateto. Si cada cateto mide 1,
;qué longitud tendr4 la hipotenusa?

Supdngase que su longitud es m/n metros, entonces

m2

—=2,
2

Si m y n tienen un factor comiin, higase la division, y enton-
ces m on deben ser impares. Ahora es m?=2n?, por lo tanto m? es
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par, m es par también, y entonces n es impar. Supéngase que
m =2p. Entonces 4p* = 2n? por consiguiente n° = 2p* y por lo tanto,
n es par. En consecuencia, ninguna fraccién de m/n medira la hi-
potenusa.

Este argumento demuestra que, sea la que sea la unidad de
longitud que se adopte, hay longitudes que no guardan relacién
numérica exacta con la unidad, en el sentido de que no hay dos
enteros m, n tales que m veces la longitud en cuestién sea n veces
la unidad. El procedimiento de Euclides se emplea actualmente
para demostrar la irracionalidad de V2, pero hoy se cree que no
aparecia en el texto original, sino que fue un anadido posterior.
Las ediciones modernas suelen omitirlo, dando punto final al
Libro X con la proposicién 115.

Como se ha dicho, la aparicion de los irracionales subrayé la
independencia de la geometria respecto a la aritmética. En el
Libro II de sus Elementos, Euclides demostré geométricamente
muchas cosas que en la actualidad se demostrarian por dlgebra,
por ejemplo, (a+b)*>=a?+2ab + b La dificultad de los inconmen-
surables le obligd a emplear este método, y mientras no existio
una teoria aritmética adecuada para los inconmensurables, el mé-
todo de Euclides fue el mejor posible en geometria.

LA RAIZ DE DOS

El niimero +/2 fue el primer irracional que se descubri6, un suceso
cientifico de la maxima importancia que marcé durante siglos el
desafio matematico de construir los niimeros reales. A pesar de lo
que parece sugerir la enigmética y trepidante historia de Hipaso y
el derrumbamiento del cosmos pitagorico, encontrar la V2 no es
dificil; lo dificil es saber tratarla. Para hallarla basta con trazar un
cuadrado en un papel, como el que se muestra en la figura 1.

El cuadrado principal debe dividirse en cuatro cuadrados de
lado 1, y luego marcar sus cuatro diagonales. De este modo se
obtiene un cuadrado interior de area 2 que ocupa la mitad del
cuadrado de lado 2. El lado de este cuadrado interior multipli-
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cado por si mismo debe valer 2.

Asf{, ya se ha obtenido la raiz cua-
drada de 2, o, segin la notacién
moderna, /2.

Después de trazar esta figura
sobre el papel no es posible obser-
var la tablilla mesopotdmica que se

conserva en la prestigiosa Universi-
dad de Yale, numerada como YBC
7289, sin sentir un estremecimiento
de asombro. 1

La pieza estd datada entre los
anos 1800 y 1600 a.C. y muestra el 1

cuadrado con dos diagonales que
permite localizar con sencillez la
V2. El dibujo est4 acompaiiado de
una serie de nimeros marcados
con punzones con la notacién de
Babilonia, de base 60. Los investi-
gadores aseguran que esos datos
numéricos corresponden a una
aproximacién de J2 con sus pri-
meros decimales:

FIG.1

o £--1,41421296.

lé—t— s
60 60° 60

En el libro hindu de los Sulva-
sutra, de tiempo muy posterior,
entre los afios 800 y 500 a.C., aparece también la observacién de
que el lado del cuadrado de lado 1 y su diagonal no pueden ser
conmensurables. Los historiadores de las matematicas interpre-
tan las siguientes palabras contenidas en el libro como una aproxi-
macién de v/2: «...se aumenta la longitud del lado por un tercio y
este tercio por su cuarta parte y se resta la parte treinta y cua-
troava de este cuarto». La expresién numérica de esta formula-
cién es la siguiente:
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Los investigadores
han podido
identificar,

como se observa
en la fotografia,
las incisiones
cuneiformes

que presenta la
tablilla YBC 7289,
conservada en

la Universidad

de Yale.
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Garsle L1 577 4 414915686,
373.4 3-4.31 408

Ahora bien, por espectaculares que puedan parecer estas ma-
nifestaciones, los babilonios, los indios y, por supuesto, también
los egipcios, daban a las fracciones un uso meramente practico,
que no fue trascendido, como se ha dicho, hasta el desarrollo de
la matematica griega. Los babilonios no podian saber que sus
aproximaciones sexagesimales fraccionarias jaméas serian exac-
tas, asi como tampoco los egipcios llegaron a reconocer el caric-
ter de los irracionales. A su pesar, el mérito de los pitagéricos fue
reconocer que las razones inconmensurables son de un tipo com-
pletamente distinto que las conmensurables. La teoria de propor-
ciones para razones inconmensurables y para todo tipo de
magnitudes se debe al posterior Eudoxo de Cnidos (390-337 a.C.),
filésofo, matemadtico, astréonomo y médico, que fue discipulo de
Platén (ca. 427-347 a.C.).

DEFECTOS DE LAS MATEMATICAS GRIEGAS

Los increibles logros de la civilizacién griega cldsica siguen
siendo motivo de maravilla aiin hoy dia. Pero a pesar de ello, sus
matematicas no fueron capaces de superar algunos destacados
defectos que legarian a las generaciones futuras problemas por
resolver de importancia considerable. Al final, aquello que en
principio habia sido su principal virtud, la insistencia de los grie-
gos en la exactitud de los conceptos y las definiciones, acabé
suponiendo un lastre gravisimo para el desarrollo sereno de ma-
tematicas creativas.

El defecto fundamental de las matematicas griegas fue, obvia-
mente, su incapacidad para admitir el concepto de nimero irra-
cional. Con ello se vio retrasado el desarrollo de la aritmética y el
algebra, y se causaron dificultades atin mayores, pues los griegos
redujeron sus matematicas a la geometria, ya que el pensamiento
geométrico evitaba una presentacion explicita de lo irracional
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como un nimero. No dejaron de trabajar con todo tipo de longitu-
des, areas y razones en geometria, pero solo consideraron validos
los casos conmensurables. Asi se forz6 también la distincion entre
nimero y magnitud, que mantendria al dlgebra y la geometria
como disciplinas sin relacién mutua durante siglos.

Ademds, la geometria griega ya tenia considerables limitacio-
nes, Los griegos solo admitian como véilidos aquellos conceptos
geométricos que se pudieran construir en la realidad, es decir,
que pudieran existir, y que pudieran dibujarse usando solo una
regla y un compaés (por si esto fuera poco, no se admitia el uso de
la regla con marca alguna sobre ella). Por tanto, la geometria se
limitaba a las figuras que se podian obtener a partir de la linea
rectay el circulo. Las tinicas superficies admitidas eran las que se
podian obtener haciendo girar lineas rectas y circulos alrededor
de un eje, como por ejemplo el cilindro, el cono y la esfera, for-
mados por la revolucién de un rectdngulo, un tridngulo y un cir-
culo, respectivamente, alrededor de una recta; asf como el prisma,
que es un cilindro especial, y la pirdmide, que resulta de la des-
composicion de un prisma. Las secciones cénicas se introdujeron
al cortar conos mediante un plano.

Todas estas restricciones a figuras claramente definidas die-
ron lugar a una geometria simple, ordenada, armoniosa y bella,
pero demasiado rigida. En su insistencia en la unidad, la comple-
titud y la sencillez, y en separar el pensamiento especulativo de la
utilidad, la geometria clésica griega restringi6 la visién de sus ma-
temaéticos, les cerrd la mente a nuevos pensamientos y métodos,
y puso un limite infranqueable a sus logros.

El fracaso a la hora de aceptar los irracionales como nimeros
dej6 abierta la cuestién de si se podia asignar un niimero a razo-
nes inconmensurables, con lo que estas podrian estudiarse desde
la aritmética. Con el niimero irracional, el dlgebra se hubiera am-
pliado también. En lugar de regresar a la geometria para resolver
ecuaciones cuadraticas, o de otro tipo, que podian tener raices
irracionales, estos problemas se hubieran podido abordar en tér-
minos numéricos, y el dlgebra se hubiera desarrollado a partir de
la situacién en que la dejaron los egipcios y los babilonios. Incluso
para los niimeros enteros y las razones de niimeros enteros, los
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EL INFINITO GRIEGO

Otra peculiar limitacién de los griegos fue que nunca consiguieron compren-
der lo infinitamente grande, lo infinitamente pequerio y los procesos infinitos.
Los pitagdéricos asociaban lo bueno y lo malo con lo limitado y lo ilimitado
respectivamente. Para evitar cualquier afirmacién acerca de la infinitud de la
linea recta, Euclides decia en sus Elementos que un segmento lineal puede
prolongarse todo lo que sea necesario. La relacién entre punto y recta abru-
maba tanto a los griegos que Aristételes insistid en separar ambos conceptos.
Por un lado, admitia que los puntos estaban sobre rectas, pero por otro decia
que una recta no podia estar formada de puntos, porgue lo «continuo» no

I puede construirse a partir de lo «discreto».

i =

griegos no tenian ninguna base légica; la sustituyeron por algunas
vagas definiciones de Euclides. La necesidad de un fundamento
légico del sistema de niimeros se volvié critica cuando los alejan-
drinos comenzaron a usar libremente los nimeros, incluidos los
irracionales, siguiendo en este punto la tradicién empirica de egip-
cios y babilonios.

Asi, los griegos legaron a la humanidad dos ramas de las ma-
tematicas distintas y desarrolladas de modo desigual: una geome-
tria rigurosa, deductiva y sistemética, y una aritmética poco
formalizada y empirica, con su extension al dlgebra. La carencia
de un 4lgebra deductiva hizo que hablar de rigor matematico sig-
nificara hablar de geometria hasta los siglos xvi y xvm, cuando el
algebra y el calculo ya se habian desarrollado.

Finalmente, la restriccién de la geometria euclidea a concep-
tos que se pudieran construir con regla y compés dejé dos grandes
tareas a las matematicas. La primera de ellas era la resolucién de
tres problemas que ejercerian una gran fascinacién durante siglos
y que incluso hoy en dia llaman la atencién, aunque se resolvieron
en el siglo xix: probar la cuadratura del circulo, la triseccién del
dngulo y la duplicacién del cubo con la regla y el compés. La se-
gundo tarea consistia en ampliar los criterios para la existencia de
un concepto geométrico. Que la tinica manera de probar la exis-
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tencia de un concepto geométrico fuera la posibilidad de ser cons-
truido era una condicion demasiado restrictiva. Ademas, como
algunas longitudes no se pueden construir, la recta euclidea es
incompleta; es decir, no contiene las longitudes que no se pueden
construir. Para ser completas y verdaderamente ttiles en el estu-
dio del mundo fisico, las matematicas debian liberarse de esta li-
mitacién técnica.
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CAPITULO 7

Pitagoricos y neopitagoricos

En las doctrinas que hoy se conocen como
«pitagoéricas» es imposible diferenciar un nicleo de
ensefianzas que pueda atribuirse exclusivamente a

Pitagoras de Samos de las ideas que se fueron divulgando
por escrito un siglo después de su muerte. El conocimiento
matematico de los pitagoricos acerca de la armonia y el
numero ha llegado hasta la actualidad de la mano
de Filolao de Crotona y Arquitas de Tarento.






La mayoria de los autores antiguos afirmaron que, tras la muerte
del maestro, la escuela de pensamiento de Pitdgoras se escindi6
en facciones, aunque no siempre coinciden en su nimero exacto
ni en su nombre. La divisién mas célebre establecia dos grupos:
los «pitagéricos» y los «pitagoristas», considerando los primeros
como misticos y los segundos como matematicos, quizd un eco
de la diferencia entre acusmaticos y matematicos. Pero hasta el
momento ha sido dificil encontrar evidencias que avalen o desa-
crediten esta divisién.

En general se considera que los llamados «pitagéricos» fue-
ron los primeros partidarios de Pitdgoras, y por ello son conoci-
dos como los «viejos» 0 «antiguos pitagéricos». Sus dos figuras
més destacadas fueron Filolao de Crotona y Arquitas de Tarento.

Uno de los pocos autores de los que la historia de la ciencia
se vale para reconstruir el pitagorismo primitivo es Aristételes. El
estagirita dedica el capitulo quinto del Libro I de su Metafisica a
criticar y exponer las doctrinas de «los llamados pitagéricos»,
segun sus palabras. Pero algunos estudiosos actuales consideran
que el filésofo se refiere a personajes muy posteriores, cuyo pen-
samiento no se puede identificar con Pitdgoras y la primera gene-
racion de pitagéricos. Otros investigadores van mas alld afirmando
que las diferencias entre Pitdgoras y sus seguidores fueron maxi-
mas, pues aquel solo se ocup6 del aspecto religioso mientras que
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la investigacién matematica fue el centro de interés de sus pupi-
los. En cualquier caso, resulta dificil establecer una distincién ta-
jante entre los primeros pitagéricos y los posteriores. Ademas, el
pitagorismo no se restringe a las doctrinas de los pitagéricos es-
trictos; incluye también las influencias ejercidas por ellos, sobre
todo en Platén.

Como Pitagoras no escribié ningun libro, es dificil discernir
hasta qué punto los escritos atribuidos a la tradicién pitagérica
reflejan la visién del fundador. Parece que al principio los pitago-
ricos se esforzaron en mantener el secreto y la pureza de sus en-
sefianzas, pero las generaciones siguientes fueron divulgando sus
conocimientos. Los testimonios sobre pitagéricos «auténticos» y
«falsos» y las acusaciones de traicién sugieren que hubo un con-
flicto interno en el pitagorismo antiguo y en la transmisién de su
legado tras la disolucién de la secta.

;De qué circulos pitagéricos procedio la tradicién que con-
sagraria al maestro Pitagoras como fundador de las matematicas y
de la cosmologia numérica? Por lo que es posible saber, la idea de
la aritmética universal se fue asentando, e incluso poniendo por
escrito, en el pitagorismo posterior al maestro por lo menos en un
siglo, cuando la antigua escuela religiosa se mezclé con la tradi-
cién metodolégica y especulativa de la filosofia jénica. A partir de
Platon se fue imponiendo una percepcién del pitagorismo como
escuela de matematicas y astronomia. La cuestiéon del nimero se
afianz6 con Aristoteles, que dio por cierto que los «llamados pi-
tagéricos» creian que los niimeros eran los principios materiales
de las cosas.

FILOLAO DE CROTONA

Filolao de Crotona (470-385 a.C.) fue posterior a Pitdgoras en un
siglo y emprendio la tarea de recoger y ordenar las doctrinas pi-
tagdricas, comenzando por la cosmologia. En la primera mitad
del siglo v a.C. estableci6 la teoria acerca del cosmos, que giraria
sobre un gran fuego central. Fij6 la fisica pitagérica en general y
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EL PROBLEMA DE LAS FUENTES

Paraddjicamente, las fuentes de las
que procede el conocimiento actual
sobre matematicas griegas son me-
nos directas y fiables que las que se
dispone sobre Egipto y Mesopota-
mia, aungue estas son mucho mas
antiguas. No ha llegado hasta la ac-
tualidad ningun manuscrito original
de los matematicos griegos impor-
tantes. Una posible explicacion se
encuentra en la fragilidad de los so-
portes, pero sobre todo se debe
responsabilizar a las destrucciones
que sufrieron las grandes biblio-
tecas de los antiguos griegos. La
fuente principal de las obras mate-
maticas griegas son, en primer lu-
gar, los cédices bizantinos manus-
critos en griego, posteriores a las
obras originales entre 500 y 1500
anos, y, después, las traducciones al
arabe y las versiones latinas de esas ~ Manuscrito perteneciente al Tratado del cielo de

traducciones. El problema de estas Aristoteles en la edicién latina realizada en 1502

obras es que no son reproduccio- " Helanda.

nes literales, sino ediciones criticas,

y es dificil aislar las aportaciones de los editores o incluso tener la seguridad
de que se entendieron correctamente los originales. Para completar el cuadro
de las matematicas griegas clasicas, los estudiosos cuentan también con las
fuentes no estrictamente matematicas pero si proximas, que han resultado ser
de un enorme valor. Los filésofos griegos, especialmente Platon y Aristoteles,
tenian mucho que decir sobre matematicas, y sus escritos han sobrevivido. De
una u otra forma, disponemos de las obras de Euclides, de Arquimedes, y de
otros matematicos griegos, aunque la reconstruccién de sus obras ha sido una
tarea formidable que todavia presenta lagunas y cuestiones en debate.

defendi6 la imagen de Pitdgoras y su secta como maestros del ni-
mero, la misica y la armonia astronémica. La armonia era un prin-
cipio de equilibrio césmico mencionado antes por algunos preso-
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craticos, lo que sugiere la pregunta sobre si el sistema de Filolao
fue una reconstruccién estricta de las ensefianzas de Pitdgoras o
el refundido de aquellas con ideas posteriores.

(Quién fue Filolao de Crotona? Quizad un superviviente del
hundimiento de la escuela en aquella ciudad, que huy6 a Grecia.
Platén lo presenté en Tebas con el oficio de maestro hacia el afio
399 a.C. y situé su muerte de vuelta a Crotona. Si las fechas son co-
rrectas, fue contemporineo de Sécrates y pudo conocer a Platén
en Italia. Platon afirmé que Filolao habia sido el primero en publi-
car doctrinas pitagoricas y que él disponia de ejemplares de sus
obras. Existen varios textos de su supuesta autoria que se dan
por auténticos y lo cierto es que sus doctrinas dejaron una huella
profunda en su época.

Filolao sostenia que toda materia estd compuesta por nime-
ros en dos formas; nimeros limitantes y niimeros ilimitados. A
ellos se afiadia un tercer estado de la materia, derivado de la mez-
cla, la «<armonia». El alma era una mezcla arménica de los elemen-
tos del cuerpo. La armonia como equilibrio del cosmos y los seres
que hay en él es el concepto clave del pensamiento de Filolao,
segun aparece en los que se consideran sus propios textos. Tam-
bién es gracias a Filolao que nos ha llegado la idea pitagérica de
que los nimeros estan armonizados en proporcién segin las tres
consonancias bésicas de las escalas musicales: la octava (2:1), la
quinta (3:2) y la cuarta (4:3).

Platén recogi6 las ideas de Filolao para formar su cosmo-
logia. Convirtié los tres principios césmicos del crotoniata en
cuatro: el limite, lo indeterminado, el resultado de la mezcla (la
materia del cosmos) y la causa de la mezcla (el demiurgo). El
concepto platénico del cosmos estaba bafiado de la idea pitagé-
rica de armonia: el cosmos era una obra hermosa y bien acabada,
la mejor obra de arte posible, un engranaje de precisiéon hecho de
partes perfectas.

Algunos fragmentos relevantes de los didlogos de Platén pa-
recen aludir al pitagorismo de Filolao, como el concepto de la
geometria como medio para entender el cosmos. La geometria de
Filolao era el fundamento de los demads saberes, el instrumento
imprescindible para sistematizar el conocimiento del nimero. El
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pitagorismo tradicional tiene tanto de platénico y Platén tanto
de pitagorico, que incluso Aristételes se pregunté quién influy6
sobre quién.

ARQUITAS DE TARENTO

Arquitas de Tarento (ca. 435-347 a.C.) fue discipulo de Filolao. Ha
pasado a la historia como astrénomo y matematico, pero sobre
todo fue un filésofo que llevé a la practica el ideal del sabio poli-
tico. Arquitas dio origen a la idea del buen gobierno pitagérico
respaldado por la accién politica directa, pues, ademas de fil6sofo
y cientifico, fue estratego (comandante en jefe militar) de Tarento
siete veces (de 367 a 361 a.C.). Las fuentes le hacen responsable
del esplendor de la ciudad y del triunfo de la democracia en ella.
El éxito politico de Tarento es un hecho histérico confirmado, y
también lo es que su sistema democratico basado en la armonia
social se convirtié en el maximo ejemplo de la excelencia en el
gobierno y del buen resultado que podia lograr la aplicacién del
calculo, las matematicas y la geometria a la politica.

El tarentino defendia la aplicacién del calculo a todas las dis-
ciplinas, en la linea de las ideas matematicas de Filolao. Para él, a
través del célculo y su aplicacién en el espacio, la geometria, se
podia solucionar cualquier problema. Hablaba de la ciencia del
célculo, que estudiaba las propiedades de los niimeros y era la
base para el analisis de las proporciones, y establecia una relacion
entre el pensamiento 16gico, la educacién y la justicia. Segiin esta
idea, el estudio de las proporciones numéricas resultaba en una
mejor distribucién de la riqueza y el poder en la comunidad hu-
mana. La geometria era el procedimiento didactico para guiar el
alma en todos los aspectos de la vida a través de las demostracio-
nes del cilculo. Esta idea de la geometria ordenadora, aplicable a
la astronomia, 1a miisica, los negocios o la politica, se enmarcaba
en un contexto historico en que se intentaba hallar la concordia
después de largos periodos de revueltas. Arquitas refundé la poli-
tica pitagérica para basarla menos en el carisma de un lider y mas

PITAGORICOS Y NEOPITAGORICOS

151



152

en la extensién de la armonia entre las clases sociales. El pensa-
dor fue el vinculo directo de los pitagéricos con Platén, pues la
amistad entre ambos filésofos estéd bien documentada a través de
su correspondencia personal.

La tradicién suele presentar a Arquitas como el artifice del
dltimo florecimiento de la escuela pitagérica, mientras que la in-
terpretacion actual le identifica como el refundador del pitago-
rismo, que desnudé de su sentido més mistico y religioso y racio-
nalizé para convertirlo en una ciencia de ciencias, basada en las
matematicas y en la musica.

El tarentino logré avances muy notables en las matematicas
que més tarde recogeria y admiraria Euclides, como la demostra-
cién de las proporciones irracionales y de la irracionalidad de las
raices cuadradas, usando el mdximo comiin divisor y el algoritmo
que seria conocido como «de Euclides», aunque ya lo habia em-
pleado Arquitas.

En musica, intenté dotar a la armonia de una base matema-
tica y estudié las proporciones de las consonancias de octava,
quinta y cuarta, También presenté una teoria de la actstica y el
sonido, cuya causa vio en el movimiento de los cuerpos en el aire
y sus variaciones de velocidad, segiin la idea de la armonia de las
esferas.

Como gedémetra, hizo aportaciones puramente matematicas.
Se le atribuye la invencién de una solucién tridimensional al pro-
blema de la duplicacién del cubo, planteado anteriormente por
Hipécrates de Quios (ca. 470-410 a.C.), gracias a su desarrollo de
los estudios de geometria en el espacio tridimensional, la estereo-
metria. Arquitas fue el primero en describir una solucién geomé-
trica de este problema, uno de los enigmas irresolubles para la
construccién con regla y compés, como la cuadratura del circulo
o la triseccién del 4ngulo. La solucién encontrada por Arquitas es
geométricamente impecable, aunque muy complicada, pero tam-
poco era aceptable para los estrictos criterios griegos del uso de
la regla y el compas.

Finalmente, se dice que Arquitas recogio la tradicién del teo-
rema de Pitdgoras, procedente del propio maestro, aunque no hay
pruebas de ello. Fue el neoplaténico Proclo (410-485) quien atri-
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LA DUPLICACION DEL CUBO

La duplicacién del cubo era
también llamada el «problema
délicon. La leyenda que expo-
ne el problema ilustra también
la visiéon que se tenia de Ar-
quitas y de su idea de las ma-
tematicas como medio para
lograr la convivencia politica.
Cuenta la historia que la peste
invadio la isla de Delos, lugar
de nacimiento de Apolo, y sus
habitantes acudieron al oracu-
lo de Delfos para saber como
librarse de ella. El oraculo res-
pondié que debian construir
un nuevo altar para Apolo con
un cubo cuyo volumen fuera el
doble del que ya existia. Para
construirlo, los delios duplica-
ron las dimensiones del cubo,
y consiguieron una figura con
un volumen ocho veces ma-  Reconstruccién virtual del toro (gris claro),

yor. Entonces consultaron a el cono (tone intermedio) y el cilindro (més oscuro).
Platon, que les dijo que Apolo

en realidad solo les lanzaba

una advertencia: que se dedicaran al estudio de la geometria como solucién a
todos los problemas, desde la politica a la medicina. Cuando el problema llegé
hasta Arquitas, este fue capaz de resolverlo con su dominio de la geometria
gracias a la llamada «curva de Arquitas». El tarentino habia introducido la idea
de considerar una curva como generada por un punto en movimiento y una
superficie generada por una curva en movimiento. Usando esa idea resolvio
el problema hallando dos medias proporcionales entre dos cantidades dadas.
En la notacioén actual, ddndole, para simplificar, el valor 1 a la arista del cubo,
y siendo x e y tales que

LK X
S

Xy

entonces x2 =32 , que es la respuesta deseada, aunque no puede construirse
con regla y compas. Estas medias se construirian geométricamente hallando
la interseccién de tres superficies: un toro, un cono y un cilindro.
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buy6 el teorema al sabio de Samos en su comentario a los Ele-
mentos de Euclides. Tal vez Pitdgoras fuera solo el padrino mitico
de un hallazgo llevado a cabo por alglin genio anénimo de la edad
arcaica.

PLATON

Los filésofos situados cronolégicamente entre los pitagéricos y
Platén estudiaron la naturaleza de la realidad pero no emplearon
las matematicas de manera directa. Parménides, Zen6én, Empé-
docles, Leucipo de Mileto (ca. 500430 a.C.) y Demdcrito de Abdera
(ca. 460-370 a.C.), hicieron grandes afirmaciones que pocas veces
basaron en la observacién, pero aun asi todos consideraron que la
naturaleza era comprensible y que podia descifrarse a través del
pensamiento. Cada uno de ellos fue un eslabén de la cadena que
condujo a la investigacion matematica de la naturaleza.

La influencia de las ideas pitagéricas en Platon dio enorme
resonancia a las teorias sobre el niimero y la armonia de Filolao y
a las ideas sobre geometria y politica de Arquitas. Platon fue el
mayor propagador de las matematicas como medio exclusivo de
comprension de la realidad, sin duda disefiada matematicamente.
Consideraba que los sentidos nos engafian y que el conocimiento
fisico no es importante porque los objetos materiales son muta-
bles. Por tanto, el estudio directo de la naturaleza y las investiga-
ciones estrictamente fisicas eran iniitiles. E1 mundo fisico es una
copia imperfecta del mundo ideal, y era este el que debian estu-
diar los matematicos y los filésofos. La geometria era la raiz de la
fisica y del movimiento del cosmos hacia el bien. Su estudio era el
camino para aproximarse a la divinidad.

La astronomia de Platén también parece proceder del pitago-
rismo. El filésofo recupero la antigua y prestigiosa filosofia pita-
goérica que relacionaba el vuelo del alma con el de los astros en un
movimiento circular y afirmé que el alma estaba inmersa en el giro
circular de los astros en una armonia musical. La astronomia pita-
gorica de su tiempo, la de Arquitas, habia mostrado que los plane-
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PLATON Y LA ACADEMIA

Platon (ca. 427-347 a.C.) nacid en el seno de una familia noble, y en su juven-
tud albergd ambiciones politicas, pero pronto se convencié de que la politi-
ca no era lugar para un hombre de conciencia. Viajé a Egipto y visitd a los
pitagoricos en el sur de Italia. No era matematico, pero si un entusiasta de la
materia, convencido de su relevancia como ciencia de las ciencias. Algo de
ello tiene que haber en el hecho de que todas las obras matematicas impor-
tantes de su época se deban a sus amigos o sus discipulos. El filésofo fundd
en Atenas la Academia, una escuela de ensefianza superior que disponia de
lo que actualmente se entiende como campus, grandes terrenos que alber-
gaban los edificios donde daban clase Platon y sus ayudantes. El estudio de
la filosofia y las matematicas fueron sus materias preferentes a lo largo del
periodo clasico. La denominada Academia antigua fue destruida por los ro-
manos en el afio 86 a.C., pero la institucion, en sus diversas reencarnaciones,
alcanzd los 900 afios de historia, hasta que el emperador cristiano Justiniano
la clausurd en el afio 529 d.C. bajo la acusacion de que en ella se ensefiaban
conocimientos paganos y perversos.

Mosaico del siglo
1 d.C. procedente
de Pompeya
cuyos personajes,
situados bajo

un reloj de

sol, conversan
alrededor de

una esfera.

La tradicién

ha asociado

esta obra a

la Academia
ateniense

de Platén
(Museo Nacional
de Napoles).
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tas se movian por reglas geométricas y, en consecuencia, los pla-
netas debian tener alma y eran divinos.

El rastro de las matematicas pitagéricas puede encontrarse
también en el proyecto educativo de Platén: la dialéctica platé-
nica es la etapa final de una serie de disciplinas matematicas que
comienzan con la aritmética y la geometria de planos; el estudio
de la misica y la armonia musical, asi como el movimiento ma-
temadtico de los astros, son la prueba de su disefio divino. En la
Repiiblica se insiste en la relacién entre la justicia y la proporcién
matematico-musical. Las matematicas se convierten asi en un modo
de determinar que el orden natural constituye también un orden
moral, ya que en todo se encuentra la presencia del nimero, que
es la huella del origen divino del cosmos.

Pero Platén fue mucho mas alld que los pitagéricos en sus
suefios maés atrevidos al pretender no solo descifrar la naturaleza
a través de las matemadticas, sino sustituir la naturaleza por las
matemadticas. Consideraba que, tras una ojeada al mundo fisico
para recabar algunas certezas, la razén podria continuar sin méas
ayuda. Desde ese punto de vista, la naturaleza no existia, solo
existian las matemadticas; y la geometria sustituia a la fisica. Platén
explicaba su postura poniendo como ejemplo la astronomia. La

IDEAS PLATONICAS

El punto de vista de Platdn acerca de las matematicas formaba parte integral
de su filosofia, que afirmaba que existia una realidad objetiva constituida de
formas e ideas, y que, en verdad, esta era la Unica realidad. Las ideas platoni-
cas eran independientes de los seres humanos, inmutables, eternas e intem-
porales. Habian llegado a nosotros por la reminiscencia, algo asi como un
recuerdo latente, pues, aunque estaban presentes en el alma, debian ser es-
timuladas para hacerlas resurgir. Eran la bondad, la verdad, la justicia, la be-
lleza... Las ideas matematicas estaban comprendidas dentro de esas ideas,
pero ocupaban una posicién inferior, ya que suponian un estado intermedio
entre el mundo sensible vy las ideas superiores. En esta filosofia, las matema-
ticas tenian un papel doble: por un lado formaban parte de la realidad y por
otro ayudaban a organizar la mente para alcanzar las ideas eternas.
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ordenacion de las estrellas en el cielo y sus movimientos eran
hermosos, pero la astronomia debia tratar de las leyes del movi-
miento de las estrellas en un cielo matemaético. Platén animaba a
la astronomia teérica. Las figuras del cielo debian ser solo diagra-
mas para ayudar a la investigacién de verdades superiores.

LA CRITICA DE ARISTOTELES A PLATON
Y LOS PITAGORICOS

Aunque adopté inicialmente ideas de su maestro Platén, Aristé-
teles tenia una idea tan distinta sobre la realidad y la relacién
entre las matematicas y la naturaleza que casi podria decirse que
tenian pensamientos opuestos. En su obra El pensamiento mate-
mdtico de la Antigiiedad a nuestros dias, el prestigioso historia-
dor y divulgador de las matematicas Morris Kline caracteriza a
Aristételes como un fisico frente a Platén. Aristételes crefa en las
cosas materiales como sustancia primera y origen de la realidad.
Para él, el mundo era materia y forma. La materia era indeter-
minada y solo se convertia en algo cuando se organizaba en una
forma concreta. Asi, los hechos interesantes de la realidad, que
debian ser motivo de estudio cientifico, eran la forma y el cambio
de la materia. La ciencia debia estudiar el mundo fisico. Obvia-
mente, Aristételes no podia més que criticar el mundo de Platén
y sureduccién de la ciencia a las matematicas, y lo hizo en su obra
capital, la Metafisica.

La celebérrima Metafisica de Arist6teles es un compendio de
catorce libros que tradicionalmente se han editado como un tra-
tado unitario, cuando en realidad son escritos independientes
agrupados més tarde. Su objetivo no era la lectura sistemética, sino
servir de apoyo a la ensefianza, de modo que cada libro era una
serie de lecciones sobre un tema concreto. El Libro I era la intro-
duccioén al curso. En él, Aristételes explicaba qué es la sabiduria y
cémo se adquiere. Los capitulos 1 y 2 versaban sobre las causas
y los principios primeros. A partir del capitulo 3, el estagirita expo-
nia las doctrinas de los filésofos anteriores y las criticaba por insu-
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ficientes, a la vez que presentaba su propia teoria. La critica de los
pitagéricos se encuentra en el capitulo 5, donde se establece un
paralelismo entre el pensamiento pitagérico y la filosofia eleata.

«Los llamados pitagoricos, que fueron los primeros en cultivar
las matematicas, no solo hicieron avanzar a estas,

sino que, nutridos de ellas, creyeron que sus principios

eran los principios de todos los entes.»

— ARISTOTELES, METAFisICA, LiBro 1.

158

Fue Aristételes quien presentd la llamada «lista pitagérica de
los contrarios», diez pares de opuestos que suponian los elemen-
tos del universo. Tal y como lo expone el estagirita, los pitagéricos
empleaban estos opuestos para sefialar todos los fenémenos que
se originaban por la interaccion de dos fuerzas césmicas o princi-
pios antagonicos.

Parece que también estos [los llamados pitagéricos] consideran que
el Numero es principio, no solo como materia para los entes, sino
también como afecciones y habitos, y que los elementos del niimero
son lo Par y lo Impar, siendo uno de estos finito y el ofro infinito, y
que el Uno procede de estos dos elementos (pues dicen que es par
e impar), y que el nimero procede del Uno, y que el cielo entero,
segin queda dicho, es nimeros. Pero otros, entre estos mismos,
dicen que hay diez principios, que enumeran paralelamente: Finito
e Infinito, Impar y Par, Uno y Pluralidad, Derecho e Izquierdo, Mas-
culino y Femenino, Quieto y En movimiento, Recto y Curvo, Luz y
Oscuridad, Bueno y Malo, Cuadrado y Oblongo.

»Qué lugar tenia la matematica en el universo aristotélico,
que tan critico se habia mostrado con los pitagéricos a través de
Platén? Las matematicas ayudaban a la fisica a describir propie-
dades como la forma y la cantidad, y proporcionaban explicacio-
nes de hechos observados en fenémenos materiales, pero eran
una abstraccion del mundo real. Los objetos matematicos existian
en la mente humana y no tenian una realidad independiente.
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ARISTOTELES Y LAS MATEMATICAS

Aristoteles (384-322 a.C.) nacid en Esta-
gira, en la Macedonia griega. Durante
cerca de veinte afos fue discipulo de
Platén y durante tres, del 343 al 340 a.C,,
fue tutor de Alejandro Magno. En el afio
335 a.C. fundd su propia escuela, el Li-
ceo, que contaba con un jardin, un aula
y un altar dedicado a las Musas. El esta-
girita escribio sobre numerosos temas,
tanto en el terreno de las ciencias como
en el de las letras, y aunque no dedico
ningun libro especifico a las matemati-
cas, la materia aparecia constantemente
en sus textos, pues la usaba para presen-
tar ejemplos. De este modo, se ocupo de
los principios basicos, distinguiendo en-
tre los axiomas o las nociones comunes,
que son verdades comunes a todas las
ciencias, y los postulados, que son pri-
meros principios aceptables para una
ciencia concreta. Pero uno de sus logros mas importantes fue la fundacién de
la ciencia de la |6gica. Los griegos habian puesto los cimientos de la disciplina
al producir razonamientos matematicos correctos, pero Aristoteles sistema-
tizé en una materia independiente las leyes que siguen esos razonamientos.

Aunque las matematicas podian proporcionar muchas definicio-
nes, no podian decir nada sobre diferencias cualitativas. Los dis-
tintos colores, por ejemplo, no podian reducirse a diferencias
geométricas. Aristételes distinguia formalmente entre matemati-
cas y fisica, y ponia una al servicio de la otra.

LA HERENCIA PITAGORICA

El pitagorismo fue renovado a partir del siglo1 a.C. y ejercié nota-
ble influencia durante los tres siglos siguientes en una forma tar-

PITAGORICOS Y NEOPITAGORICOS

159



160

dia que se conoce como «neopitagorismo». Los neopitagéricos
recuperaron la figura de Pitdgoras, considerdandolo el fundador de
su forma de pensamiento, y proclamaron a menudo su autentici-
dad, asegurando que pretendian revivir las doctrinas pitagéricas.
No obstante esta ambicién de pureza, ademds de las doctrinas
puramente pitagéricas, en el neopitagorismo se dan cita elemen-
tos platénicos, aristotélicos, estoicos y orientales.

Las ideas neopitagéricas se encuentran tan dispersas en fuen-
tes tan dispares que es dificil reducirlas en un sistema tinico. Las
principales tesis comunes a todos los pensadores neopitagéricos
son las siguientes:

— La realidad suprema es una unidad, de la que la unidad
numérica es una manifestacién.

— Esta unidad engendra las realidades restantes por medio
de movimiento, que mas tarde se describird como «emana-
cién».

— La unidad es absolutamente pura y trascendente.

El neopitagorismo fue tan solo un timido refluir, sin especial
calado, de la herencia pitagérica en la historia de la ciencia y el
pensamiento. Pero los efectos de aquellas antiguas doctrinas se-
rian muchos y duraderos. Desde los tiempos de los pitagoéricos,
los més importantes filésofos y cientificos que moldearon el mun-
do intelectual griego, sobre todo durante el periodo helenistico,
especularon con el disefio matematico de la naturaleza. La teoria
quedo establecida durante el periodo clasico, y la investigacién de
las leyes matematicas quedd institucionalizada. La mayoria de los
grandes matematicos aceptaron aquellas ideas y las siguieron con-
cienzudamente. La doctrina imperd hasta finales del siglo xix, y
durante todo ese tiempo la investigacién del disefio matemaético
se identific6 con la biisqueda de la verdad. Algunos griegos, como
Ptolomeo, sostenian que las teorias matematicas eran solo inten-
tos humanos de proporcionar una descripciéon coherente del
mundo, pero la conviccién en que las leyes matematicas conte-
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nian la verdad natural atrajo hasta las matematicas a los cientifi-
cos y pensadores més importantes de la historia.

" Dice la tradicién que los pitagéricos fueron los primeros en
llamar kosmos al universo y en entenderlo como un orden regido
por leyes matematicas. De ser asi, este logro ya bastaria para si-
tuarlos en un lugar preferencial en el Olimpo del conocimiento
humano. Por la originalidad y la potencia de su pensamiento, no
es extrario que aquellos sorprendentes personajes —politicos, ma-
teméticos, filésofos, pero también magos y ascetas— influyeran
en la obra de Platén y de Aristételes, y a través de estos, en todos
los grandes pensadores, filésofos y cientificos de la humanidad.
Las doctrinas y la ciencia de los pitagéricos imprimieron una hue-
lla tan intensa en la historia de la cultura occidental que puede
considerarse a Pitdgoras como uno de los hombres mas influyen-
tes en el campo del pensamiento, lo que le da el triunfo en su ob-
jetivo més ansiado: alcanzar la inmortalidad. Y esta victoria, aun-
que simbélica, certifica la fuerza de su genio, porque Pitdgoras,
como dijo Bertrand Russell, fue tan sabio que acert6 hasta cuando
estaba equivocado.
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