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El poder de las matemdticas

El que domina las matematicas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con légica en la vida cotidiana,
por fanto, domina al mundo.

ING. ARTURC SANTANA PINEDA






Prefacio

1 Colegio Nacional de Matemdticas es una instilucion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de

regularizacion en las dreas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.

Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidid plasmar
y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendide en todos estos afios y cuyo
principio fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, analiza, razona y por tanto actiia
con logica,

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con €l que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en €l drea, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucién
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender Matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mds basica posible, sdlo se
abordan los conceptos elementales para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacién de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendra la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro esta formado por diecisiete capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta
siempre que el estudio de las Matematicas se va construyendo, es decir, cada capitulo siempre va ligado con
los conocimientos adquiridos en los anteriores.

Cada capitulo esta estructurado con base en la teoria, ejemplos y gjercicios propuestos. Los ejemplos son
desarrollados paso a paso, de tal forma que €l lector pueda entender el procedimiento y posteriormente resolver
los ejercicios correspondientes, Las respuestas alos ejercicios se encuentran al final del libro, de tal formaque el
estudiante puede verificar si los resolvid correctamente y comprobar su aprendizaje, Por otro lado, en algunos
capitulos aparece una seccion de problemas de aplicacion, la cual tiene como objetivo hacer una vinculacién
con casos de la vida cotidiana en donde se pueden aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacién se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética que se
encuentran en un anexo al final del libro, a fin que el lector haga un diagnostico de sus conocimientos
en Aritmética, los cuales son fundamentales para poder iniciar el aprendizaje del Algebra. De tener algin
problema con dichos ejercicios, se recomienda retomar los temas correspondientes y consultarlos en el libro
de Aritmética.
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Peracio

El primer capitulo aborda la teoria de conjuntos y logica, temas clave en el estudio de las Matematicas,
Se dan definiciones basicas, operaciones con conjuntos, diagramas de Venn, proposiciones logicas y algunos
problemas de aplicacion.,

En el segundo capitulo se presentan los conceptos bésicos del Algebra, simplificacién de términos
semejantes, lenguaje algebraico, operaciones con polinomios y algunas aplicaciones de estos temas.

En los capitulos 3 y 4, se analizan los productos notables y la factorizacién respectivamente, temas que
son herramientas utiles en el desarrollo de los siguientes apartados, por lo que su estudio debe ser completo
para poder facilitar el aprendizaje de otros temas. Ambos capitulos nos ligan directamente al capitulo 5,
fracciones algebraicas, en el cual se incluyen temas como el maximo comiin divisor y €l minimo comiin
muiltiplo, para pasar asi, al estudio de las fracciones desde su simplificacion hasta sus operaciones.

El capitulo 6, comprende ecuaciones de primer grado, en donde el objetivo es que el estudiante resuelva
ecuaciones con una incognita en sus diferentes formas, y pueda llegar a una de las grandes aplicaciones que
tiene el Algebra: el poder representar un problema de la vida real con una ecuacién, la cual, al resolverla, dé
solucion a dicho problema. Al final hay una seccién para despejes de formulas.

La funcion lineal y algunas aplicaciones se estudian en el capitulo 7, para dar paso a los sistemas de
ecuaciones en el capitulo 8, en el cual se ven los métodos para resolver un sistema de dos y tres ecuaciones
oon sus respectivos problemas de aplicacion; termina el capitulo con solucion de fracciones parciales.

En el capitulo 9, se estudia la potenciacion, desde las definiciones y teoremas basicos como el desarrollo
de binomios elevados a una potencia “n”, ya sea por el teorema de Newton o por el de triangulo de Pascal.
En el capitulo 10, se simplifican radicales y se resuelven operaciones con ellos, dando pauta al capitulo 11
que corresponde a los mimeros complejos con su suma, resta, multiplicacion y division,

El capitulo 12 corresponde a las ecuaciones de segundo grado —con sus métodos para resolverlas—,
aplicaciones y sistemas de ecuaciones que contienen expresiones cuadraticas.
En el capitulo 13, estudiamos las desigualdades lineales, cuadraticas, racionales y con valor absoluto,

Los logaritmos se introducen en el capitulo 14, desde su definicion, forma exponencial, propiedades,
aplicaciones, ecuaciones con logaritmos y exponenciales, forman parte de éste capitulo.

En el capitulo 15, se estudian las progresiones, aritméticas y geométricas. Al final, se da una aplicacion
financiera con el tema de interés compuesto.

El capitulo 16, analiza el tema de matrices, las cuales se abordan por medio de su definicidn, operaciones
y aplicaciones, También se da una introduccién a los determinantes,

El contenido del capitulo 17, es el de raices de un polinomio, en donde se estudia como obtenerlas, los
teoremas de residuo y del factor, asi como la obtencion de la ecuacion dadas sus raices.
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CONJUNTOS Y LOGICA
Teoria de conjuntos
SR - Y eorg Canfor fue un matemdtico alemdn,
- - unien con Dedekind inventé la teoria
— de conjunios, base de las matemdticas

modernas. Cracias a la presentacién axiométi-
ca de su teoria de los conjunios, fue el primero
capaz de formalizar la nocién de infinito, bajo
lo forma de nimeros transfinitos (cardinales y
ordinales).

Cantor descubrié que los conjuntos infinitos no siempre tienen el mismo
tamafio, el mismo cardinal: por ejemplo, €l conjunio de los racionales es
enumerable, es decir, del mismo famafio que el conjunio de los naturales,
mienfras que el de los reales no lo es: existen, por fanto, varios infinitos,
mas grandes los unos que los ofros.

Légica matemdtica

Hasia casi finales del siglo X se pensaba que la validez de una demos-
fracién, de un razonamiento matemdtico, consistia principalmente en que
“nos convenciera”, en que se presentara como evidente a nuestra mente

y lo aceptaramos como wélido. Esfa era, por ejemplo, la forma de entender
la argumentacién del mismo René Descartes (1506-16.50).

Se cila, como ejemplo, la frase del matemdtico francés Jean Marie Duhe-
mel (1797-1872): "El razonamiento se hace por el sentimiento que nos
produce en la mente la evidencia de la verdad, sin necesidad de norma
o regla alguna”.

Giuseppe Peano (1858-1932) se levantd contra esta forma de argumentar
y, en esencia, defendia que “el valor de una demosiracién, de un proceso
argumentativo, no depende del gusto o sentimientos interiores de nadie,
sino de que el argumento tenga una propiedad de validez universalmente
comprobable”.

Para Peano lo légica matemdtica era, realmente, la légica de la matemé-
fica, un insirumento cuyo objetivo era dar el rigor y adecuado valor a las
argumentaciones del quehacer de lo matemdtica.

Georg Cantor (1845-1918)




1 Cariulo

AiGERRA

Simbologia
Estos son los simbolos que se utilizardn en el capitulo:
{ } Conjunto.
€  Es unelemento del conjunto o pertenece al conjunto.
€ No es un elemento del conjunto o no pertenece al conjunto.
| Tal que.
n(C) Cardinalidad del conjunto C.

U Conjunto universo.
b Conjunto vacio.
c  Subconjunto de.
c  Subconjunto propio de.
@  No es subconjunio propio de.
> Mayor que.
< Menor que.
S Mayor o igual que.
= Menor o igual que,
M Interseccién de conjuntos,
w  Unidn de conjuntos,
A’ Complemento del conjunto A,
= Simbolo de igualdad.
# No es igual a.
El conjunto contina.
=  Entonces.

&  Siysodlosi

- No (es falso que).
A ¥
v o



Cariuio 1

Conjuntes y logica

Conjuntos

Un conjunto es una coleccitn de cosas u objetos con caracteristicas definidas. Los conjuntos se representan con letras
maytisculas y sus elementos se delimitan con llaves y separan con comas.

Ejemplos
a) El conjunto de las vocales.

A={a,e,i,ou}
b) El conjunto de los digitos.
B={0,1,2,3,4,56,7,8,9}
¢) Elconjunto de los nimeros naturales,
N={1,23,4,586,..}

Observacién: los puntos suspensivos indican que el conjunto continia y que los elementos siguientes conservan la
misma caracteristica.

d) El conjunto de los dias de la semana,
§ = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdibado, domingo}
¢) El conjunto de los nimeros naturales entre 5y 10,
P=(6189}
Para indicar que un elemento pertenece o no a un conjunto se utilizan los simbolos € y .

EJEMPLOS .

1 @2 Sea el conjunto A = { a, e, i, 0, u }, entonces
s i u pertenece al conjunto A y se representa u €A.
o x no pertenece al conjunto A y se representa x €A,

2 ®e:Seaelconjunto B={2,3,4,5,8,9, 10}, entonces

2eB,5eB,1eB.11eB

EJERCICIO 1

Dados los conjuntos: A= {a, &, i, o,uly B={1, 2,3, 4, 5} coloca € o ¢ segin corresponda:
L a B Todos A

Ze_ A B.o___B

& Ze w B 9 e

43 A 10.8__ B

5 u A 11.__ B

6. 5 B 12.1__ A

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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Conjuntos de nimeros

© Nimeros naturales: N={1,2,3,4,5,6...}

2 Nimeros enteros: Z={...—,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

< Nimeros racionales: Q={xlx=£, p,qezgqaﬁﬂ}
q

Ejemplos
B2 f S el
5 7 4 9
© Niimeros irracionales. Nimeros que no pueden expresarse como el cociente de dos nimeros enteros.

Ejemplos
V2,¥5, {64, e, 1....

© Niimeros reales., Fs la unitn de los niimeros racionales con los iracionales.

Tipos de ndmeros

© Nmeros digitos, Forman la base del sistema decimal

0123456789

© Namero par, Son los divisibles entre 2.

Ejemplos
0,24, 6 8, 10, 12, 14, 16, ...

© Niimero impar. Son los no divisibles entre 2,

Ejemplos
L357911,13,15,17, 19, ...

© Nimero primo. Sélo tiene dos divisores, entre si mismo y la unidad.

Ejemplos
2308, 711, 13,17, 19, ...

2 Nimero compuesto. Tiene dos o més divisores primos.
Ejemplos
4,6 89,10, 12, 14, 15, ...
© Muiltiplo de un niimero, El miltiplo de un niimero k, es nk, donde n es un natural,

Ejemplos

Miltiplos de 3: 3,6, 9, 12, 15, 18, ...
Miltiplos de 5: 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...
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Conjuntes y logica

Escritura y representacién de conjuntos

Los conjuntos se representan de dos formas:

© Forma descriptiva o por comprensién, Se hace mencitn a la caracteristica principal de los elementos del
conjunto.

EJEMPLOS
g_ 1. @+ Representa en forma descriptiva el conjunto S = { x € N xes divisor de 6 }.
- ' Solucién
Este conjunto se lee:
x pertenece al conjunto de los nimeros naturales, tal que x es un divisor de seis.
xes una variable que cumple con las caracteristicas del conjunto .
2 ®.5i0=(2,3,5,7, 11} representa su forma descriptiva,
Solucién
Q= {ge Nl ges primo menor que 12}
2 Forma enumerativa o por extension. Se enlistan los elementos del conjunto, si algin elemento se repite se
considera una sola vez.
EJEMPLOS .
'g_ 1 ®# Representa en forma enumentiva el conjunto M = {m € N1m <5},
i.§' Solucién

Hl conjunto se lee:
los niimeros naturales que son menores que 5 y su representacion en forma enumerativa es:

M={1,2,3,4]

2 ®s-Representa en forma enumerativa el conjunto: A= {xe Zlx+8=10}.
Solucion

Este conjunto lo forman los nimeros enteros que sumados con 8 dan como resultado 10, por tanto, su forma enume-
mtiva es:

A={2}

Yaque2+8=10
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EJERCICIO 2

—
=

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

o opo =l o b g W o

Transforma a la forma descriptiva o enumerativa los siguientes conjuntos:

1.
. A={xeNl1<x<9)
. B=[(xeNlx+3=7}
. C={1,2,4,510,20}

R={1,2510)

V={yeZl-2<y<3}
0 = { x | x es una vocal de la palabra nimero )
T={ xes un digito de la cifra 453 425 }

. §={ xes un digito primo de la cifra 729 634 }
. U={4,81216,...}
. M={xe N|xes divisor par de 50 }

Cardinalidad

Es el nimero de elementos que contiene un conjunto.
Ejemplo
;Cuil es la cardinalidad del conjunto A = { x | x es compuesto menor que 10,x e N }7
Solucién
El conjunto A, en forma enumerativa, es:
A={4,6,8,9}
Entonces su cardinalidad es 4 y se denota: n(A) = 4

Conjunto finito. Es aquel conjunto con cardinalidad definida.
Ejemplo
¢El conjunto B = { x| xes un dia de la semana } es finito?
Solucién
El conjunto B en forma enumerativa es:
B = { lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo }
Fl conjunto tiene 7 elementos, es decir su cardinalidad estd definida, por tanto es finito,

Conjunto infinito. Es aquél cuya cardinalidad no estd definida, por ser demasiado grande para cuantificarlo.

Ejemplo

¢(El conjunto C= { x€ Nl xes miiltiplo de 3 } es infinito?
Solucién

El conjunto C en su forma enumerativa es:

C={3,691215...}
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Hl conjunto continia indefinidamente, no se puede determinar su niimero de elementos, por tanto, su cardinalidad es
infinita y se escribe como:

#(C) ===
Conjunto vacio o nulo. Es aquel que carece de elementos y se denota con el sfmbolo ¢ o bien { }.

EJEMPLOS .

£ 1 @+ ;Elconjunto D = { xe N1 2x- 1= 0} es vacio?

E i Solucion

T El tnico valor de x que satisface la igualdad es % pero no pertenece al conjunto de los nimeros naturales, por tanto,
e conjunto D es vacio.

D={ }= ¢ sucardinalidad es n(D)=0

2 ®9-,El conjunio E = { x | xes un nimero par e impar } es vacfo?
Solucién
El conjunto E es vacio, ya que no hay ningiin nimero que sea par e impar a la vez.

EJERCICIO 3
Encuentra la cardinalidad de los siguientes conjuntos:
1. A={xeN|xes undivisor de 30 }

. B = { xesvocal de la palabra casa }
. §={ x| xes una estacion del afio }

. R={xeNIx+3=1}

2

3

4

5. 0={xeNlx>6)

6. T={xeRlx=6}
7. M={xeNlx<1}
8. L ={xe Nlxes par divisor de 20 }
9, J = { x es natural }

10. O = {x | x es un mes del afio }

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiante

Conjuntos equivalentes

Sean A y B conjuntos no vacios, se dice que A es equivalente a B si y s0lo si tiene la misma cardinalidad; se denota:
A= By selee Aes equivalente a B,

Ejemplo

SiA={xeNlxesdivisorde 6 } yB={ a,e. i, 0 } comprueba que Aes equivalente a B.
Solucién

Las cardinalidades son: n{A) = 4, n(B) =4, por tanto, se concluye que ambos son equivalentes. A = B.
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Conjuntos iguales
Son aquellos que tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos.
Ejemplo
¢ Son iguales los conjuntos A = { x€ Nlxes divisorde 6  yB={1,2,3,6 )7
Solucién
Los conjuntos en su forma enumerativa son;
A={1,236}yB={(1,236}

Sus cardinalidades son: n(A) = n(B) =4

Ambos tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos, por tanto, los conjuntos son iguales, es decir, A= B.
Conijunios disjuntos
Son aquellos que no fienen elementos comunes,
Eijemplo
¢ Son disjuntos los conjuntos R = { xe Nlxes divisorde 5 } yS={xeNl2<x<5}7
Solucién
Los conjuntos en su forma enumerativa son:

R={L,5}y §={34,)

Los conjuntos no tienen elementos en comiin, por tanto, los conjuntos R y § son disjuntos,

EJERCICIO 4

Sean los conjuntos:

A ={xeNlx<5} D={12428]}

B ={xeNlxesdivisorde 8 } E={aeio}

C=(1234} F = { x| x es una vocal de la palabra murciélago }
Verifica si son equivalentes, iguales o disjuntos los siguientes pares de conjuntos:

1. AyC

DyE

ByF
FyD
AyD
EyB
CyE
FyC
Ay F
. ByD

Lo U

—
=

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Subconjuntos

Dado un conjunto S se dice que A es subconjunto de S, si todos los elementos de A estin contenidos en el conjunto §
y se denota por A c S, El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

Ejemplo
Dados los conjuntos § = { x | xes digito } yA={ 2, 4,6, 8 }, verifica que A c 8.

Solucién
El conjunto §en forma enumerativaes: §={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ]
Los elementos de A estdn contenidos en S, por tanto, A c 8.

Subconjunto propio. Dados dos conjuntos A y B, se dice que B es subconjunto propio de A si todos los elementos de
Bestin en A y no son equivalentes,

Ejemplo

Sean los conjuntos L={2,4,5,6, 8 } yM={2,4,6 }, verifica que M c L.

Solucién

Los elementos de M estdn contenidos en L, y M no es equivalente a L, por consiguiente, M C L,

Niimero de subconjuntos de un conjunto. El nimero de subconjuntos estd dado por la férmula:
N(s) = 2" con n = cardinalidad

Ejemplo
Determina el nimero de subconjuntos del conjunto:

R={abecd}
Solucién
La cardinalidad del conjunto es 4, entonces n = 4 y al aplicar la formula se obtiene:

Niimero de subconjuntos = 2* =16

Conijunto potencia
Se le llama asf al conjunto que forman todos los subconjuntos de un conjunto,

Ejemplo
Encuentra el conjunto potencia de:
T'={24,6}
Solucién
El nimero de subconjuntos de Tes:
N(s)=2"=8

H conjunto potencia estd formado por 8 subconjuntos de cero, uno, dos y tres elementos, los cuales son:

{l M2h{4k{6}{24}{2.6}.{4.6.{2.4,6}}
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Conjunto universo

Sean A, B, C, ..., subconjuntos de un conjunto U, a este ltimo se le llama conjunto universo de los conjuntos dados.

Ejemplo
Seal/={0,1,23,4,5,6,7,8 9 } ylos conjuntos A, B y Ctales que:

A={2,4,6,8),B=(1,2,3,4}yC={1,26,7)

ComoAc U, Bc U, C c U, siendo U el conjunto universo.

EJERCICIO 3
Resuelve lo que se indica en los siguientes ejercicios:

1.
2
3
4
5.
6
T
8

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

3
£

Si W={ x,y z), halla el niimero de subconjuntos de W.

. 8iT={xeNI|1<x<7}, determina el nimero de subconjuntos de T.

. SiA={xeNlxes par menor que 10 }, halla el nimero de subconjuntos de A,

. Sea el conjunto L = { e, @}, determina el conjunto potencia.

Sea el conjunto M = { a, ¢, ¢, [}, determina el conjunto potencia,

. Sea el conjunto N = {1,2,3,6 }, halla el conjunto potencia.

. Sea el conjunto P = { x € Nl xes un divisor de 9}, determina el conjunto potencia.

. Sea el conjunto 0= {xe N|4<x <7 }, determina el conjunto potencia.

Diagramas de Venn

Es la representacidn de un conjunto o conjuntos y sus operaciones, que delimitan figuras planas como circulos o
rectdngulos; por lo general los circulos delimitan a los elementos del conjunto o conjuntos dados y los rectingulos
delimitan al conjunto universo.

P
&

1 @+ Representa en un diagrama de Venn el conjunto A ={ 1,2,3,4 },

T

Solucién

2 ®s-Representa en un diagrama de Venn el conjunto:

B =[x Nl xes miltiplo de 3 menor que 17 }

12
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Solucién

El conjunto B en forma enumerativa es: B=[ 3, 6, 9, 12, 15 } y el conjunto universo son los nimeros naturales.
Por tanto, el diagrama es:

3 ®e-Representa en un diagrama de Venn los conjuntos @={1,3,5} yP={1,2,3,4,5 }.
Solucién
Hl conjunto O es un subconjunto propio de P, ya que todos los elementos de 0 son elementos de P, por consiguiente,
la representacitn de ambos conjuntos en un diagrama de Venn es:

P

4 ®eRepresenta en un diagrama de Venn los conjuntos U = {2.4,6,810,1214,1617,18,19}, A = {2,6,10,12} y
B= {4,6,3,1(],17}
Solucién
Los elementos que se repiten se colocan en la regidn comiin de los conjuntos A y B, Los elementos faltantes de cada

conjunto se colocan, respectivamente, en la regién sobrante. Los elementos del universo que no aparecen en los con-
juntos se colocan fuera de ellos.

19
18

14 16

5 ®e-Seanlos conjuntos U={3,4,6,9,10,12,1317 }, P ={3,6,9,10 } y Q = { 4,12 }, represéntalos en un diagrama de Vern.
Solucion
No hay elementos en comiin; en el diagrama los conjuntos estin separados con sus respectivos elementos y los ele-
mentos que no pertenecen a los conjuntos se colocan fuera de ellos.

U P ()
13
17

13
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6 ®¢:Dibujaen un diagrama de Venn los conjuntos U={ 2,4,5,6,9,10,1112,13,16,21,23} , M= { 2,5,9,10 , N={ 2,4,6,9}
yL={2.4,516,21}
Solucién
Los elementos que se repiten se colocan en la regién comiin de los 3 conjuntos y los demés elementos se colocan en
sus conjuntos correspondientes, de la misma forma que en los ejemplos anteriores,

U M N 13

A
N

Unién de conjuntos
Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la unién de A y B, se define:
AuB={xlxeAoxeB}

Su diagrama de Venn se representa sombreando ambos conjuntos,

U A B

La unién de dos conjuntos es el conjunto formado por los elementos de ambos conjuntos.

EJEMPLOS
1. ®+-Sean los conjuntos A={3,5,6,8, 10 } yB={2,6,8,10,12 }, halla AU B.

E | Soluciéon

o El conjunto solucién de la unién de los conjuntos A y B son todos los elementos de ambos conjuntos, los elementos

que se repiten solo se escriben una vez.
Por tanto, el conjunto es:

AUB=(23,56810,12}

14
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2 ®+-8iS=(xeNlxesdivisorde 20 } y T= { x € Nl x es divisor de 6 }, halla y representa en un diagrama de Venn
SuT,

Solucién
La representacitn en forma enumerativa de los conjuntos es:
§={1,24,510,20}
T={1236}
El conjunto solucién de la unién de los conjuntos § y Tes:

SuUT={1,234,56,10,20}
Diagrama de Venn

3 ®e-Para los conjuntos U= x| xes undigito }, P={xeUlxespar ) y Q= xeUl xes impar }.
Determina y representa en un diagrama de Venn P U 0.

Solucién
La representacitn en forma enumerativa de los conjuntos es:

U=(0123456789)1.P={0,2468}y@={13579}
El conjunto solucién de la unién de Py Q es:
PUQ={0,1,273,4,56,7,89]
Diagrama de Venn

Interseccién de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la interseccion de A y B se define:

AnB=[xlxeAyxeB}

15
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Su diagrama de Venn se representa sombreando la regién comiin de ambos conjuntos.

v A B

En esta operacion se toman inicamente los elementos que se repiten en los dos conjuntos.

EJEMPLOS
w

]| ®# Sean los conjuntos UV={1,2,3,4,5,6, 7,8, A={1,2,56 }yB={1,4, 56,7}, precisa y representa en un
| diagrama de Venn A n B.

iﬂ.
Solucién
Para encontrar el conjunto solucién de la interseccitn de los conjuntos A y B, se toman tinicamente los elementos que
se repiten en los conjuntos.

Por tanto, el conjunto es

AAB={1,56)

Diagrama de Venn

2 ®e-Encuentra la intersecci6n de los conjuntos C= { x| xes undigito }, D={x e N|x>6} y su diagrama de Venn,
Solucién
La transformacién en su forma enumerativa de los conjuntos es:

C={0123456,78,9}..D=(678091011.1}

Para hallar el conjunto solucidn de la interseccion de los conjuntos C'y D, se toman inicamente los elementos que se
repiten en los 2 conjuntos.
Por consiguiente, el conjunto solucién es:

CnD={6,7,819])

Diagrama de Venn

16
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3 ee-Para:U={0,1,2,3,4,56,7,89),5={xelUlxespar } yT={ xell xes impar }. Determina y representa en
un diagrama de Venn SN T,

Solucién
La forma enumerativa de los conjuntos es:

§={0,2,4,6,8)
T=(1,3579}

Los conjuntos no tienen elementos en comin,
Por tanto, el conjunto solucién es vacio:

AnB={}=¢
Diagrama de Venn
El diagrama de Venn no se sombrea

Conjunto complemento

Sea U el conjunto universo y A un subconjunto de U, el complemento de Ase define:
A'={xlxeUyxeA)}

El conjunto solucién contiene a los elementos que pertenecen a I y no pertenecen al conjunto A y se representa
como A’ 0 A,

Su diagrama de Venn se representa sombreando la region fuera del conjunto A,

v A

EJEMPLOS *

],' .Et-Detchimelcumplenrntuysu diagrama de Venn del conjunto A={ 2,3, 5,7 }.si el universoes U={xeN|x<10 }.
S Solucién
w

El conjunto & en su forma enumerativa es:
U={1,23456,7282910}
(continda)

17
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(continuacidn)
Por consiguiente, €l complemento de A es:

A'=(1,4,6809,10}

Diaggrama de Venn

2 ®e:SealU=(xeN|xes unnimero compuesto menor que 16 }. Determina el complemento del conjunto
M={xelUlxes impar }.

Solucién

Los conjuntos en su forma enumerativa son:
U={4,6,829 10,12 14,15}
M={915}

Por tanto, el conjunto complemento de Mes: M' ={ 4,6, 8, 10, 12, 14 }
Diagrama de Venn

3 ®#-Sean los conjuntos

U={23,56,8910,12 13,14}
A={256,912}
B=(3,56,809])

Determina A’ M B,
Solucién
Se obtiene el complemento de A:

A'=(3,8,10,13,14 }
Se obtiene la interseccién de A" con el conjunto B:

A'NB={3810,13,14}1(3,56,89}=(38)

Por tanto, el conjunto solucién es:
A'nB=(3,8)

4 ®¢-Sean los conjuntos:

A={xeNlxes par menor que 10 |
B={xeNl6<x<10}
C={xeNI|xesimpar }

Halla (Aw B)ynC

18
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Solucién
Los conjuntos en forma enumerativa son:

A={24,68},B=(6789}yC={13,57,911,13,15, ... }
Se halla AU B;
AUuB={2,4672819}
Con el conjunto Cy el conjunto anterior se halla la interseccitn;
AuUBINC={2,4,67.89}n{1,3,57911,13,15,..}={7.9}
Finalmente, el conjunto solucidn es:
{(AUB)NC={(T7,9)

Diferencia de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacfos, se define la diferencia como el conjunto que contiene a los elementos que pertenecen
a A y que no pertenecen al conjunto B. La diferencia se representa como A - B,

A-B=AnB={xlxeA yxeB}

Su diagrama de Venn se representa de la manera siguiente:

U 4 B

Ejemplo
SiA=[{a.be,de)lyB=[a,e i o,ul, hallar A - By su diagrama de Venn.

Solucién
El conjunto solucién contiene a los elementos que pertenecen a A y que no pertenecen al conjunto B, entonces:

A=-B={ab,c.d,e)={a,e,iou}

Por tanto, el conjunto es:
A-B={bec,d]}

Diagrama de Venn
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EJERCICIO 6
Sean los conjuntos:

U={xeZl-4<x=<T]
A ={xelUlx<3)}
B ={xeUlxes un nimero par mayor que 1}

Representa en diagrama de Venn y determina:
1. AuB 34 5. A-B
2 AnmB 4, B 6. B=A

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

En los siguientes ejemplos, se combinan las operaciones de conjuntos.

EJEMPLOS %

1 @+ Dados los conjuntos U= {xeNIx<9},A={xeNI3<x<8}yB={1,4,7,9 }, encuentra el conjunto solucién
ﬁ_ ; de:A' N B’
=7 Solucion

Se escriben los conjuntos I/ y A en su forma enumerativa:

U={1234567819} A={4,567)
Se buscan los complementos de ambos conjuntos:
A'={1,2389]} B'={23,56,8}

Se efectiia la operacién y el conjunto solucion es:
A'nB'=(12389)}n{2356,8]

={238}
2 @+ Paralos conjuntos:
P={xeN|-3<x<6)} R ={xeNlxes par menor que 16 }
Q={xe Nlxes divisor de 20 } §={0,1,2,3,4,6,7,8,9}
Determina (P - QYU (RN 8)
Solucién
Los conjuntos en forma enumerativa son:
P={=2,-1,0,1,2,3,4,5,6) R=(24,6,810,12, 14 }
0={1,24,51020} £={0,1,23,4,6,7,8,9}

Se obtiene la diferencia entre los conjuntos P y O:
P—Q=[—2,—1,U, 1:13:4:516}_[ 11254151 10120}
P=0={=2-1,0,3,6)

Se determina la interseccién de Ry 8:

RNAS={24,68101214}1{0,1,2,3,4,6,7,8,9}
RNAS={24,68)
Se determina Ia unién:
P-Q)URNS)=(-2,-1,0,3,6} U{2 4,68}
P-Q)U(RNS)=(-2,-1,0,2,3,4,6,8)

20
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EJERCICIO 7

EJEMPLOS

=

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Sean los conjuntos:

U=(012345678910 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}
A ={xeUlxes par menor que 10}

B ={xeUlxesdivisorde 12 ]
C=(xelUlx<6}
D={xelUl2<x<6}

E ={xeUlxesundigito }
F=(xeUlx>13}

G ={xeUlxes par mayor que 10 }

Determina:
1. AUB
2. BucC
3. CubD
4 DUB
5. AnB
6. AnD
7. CNE
8. BnC
9. A
10. B’
11, &

12,
13,
14,
15,
16.
17.
18,
19.
20,
21,
22,

D’
A-B
c-D
E-B
B-A
A'"NnB
AUB
B'~E'
A -G
(AUBY
(AnBY

g 8
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(AUF)NC
BU(F-G)

(F-G)nE
(FANG)uD
En(AUG)

. (EUF)A(AUG)

(CUEYA(FUG)
(BUD)U(FNG)

. (BuDY -(Eug)
3z,

(A'AB)=(E'NF)

Operaciones de conjuntos con diagramas de Venn

&

1‘ ﬁi-llcprcscnta en un diagrama de Venn la siguiente operacitn (A U B)":

1T} {

Solucién

Se determina el diagrama de la unién del

conjunto A con B,

v

AUBRB

El complemento es todo lo que no pertenece a la unidn,
por tanto, su diagrama de Venn es:

U

A B

{AUBY
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2 @+ Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A U B)n C.

Solucién
Diagrama de Venn de (AU B) Diagrama de Venn del conjunto C
U A B U A B

[ &

(AU B) C

La interseccitn de la unién de A con By el conjunto C, es la regién comiin entre las dreas sombreadas,

U A B

C
AuB) nC

3 ®@e-Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A m B) U (A - C).

Solucién
Diagrama de Venn (A M B) Diagrama de Venn (A - C)
A B
U A B b
C C
AnB A=C

Finalmente, el conjunto solucidn es la unién de las dreas sombreadas.

U A B

C
AnB)LA-0)
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EJERCICIO 8
Realiza el diagrama de Venn de cada una de las siguientes operaciones:
1, A 4 AnBnC 7. (AuC)N(B-C) 10, AnB)UBNC)
2, (AnBY 5 (AuBYNC B. (A-B)U(ANC) 1. ((A-Byu(BnC)
3. A'nB 6 BndA-C) 9, (AnBnC)Y 12, (A’ UB)-(A'uC)

e Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ejemplo

Sean los conjuntos:

U={a,b,c.dfighi) B={b,dgh}

A={ab,c,d) C={bfgh}
Representa en diagrama de Venn y halla el conjunto solucién (A" - B) n C.

Solucién

Para determinar el conjunto se procede de la siguiente manera:

Se halla primero A’, se realiza la diferencia con el conjunto B y, finalmente, con esta (ltima operacidn se realiza

la interseccidn con el conjunto C.

(A'-B)nC=(f)
EJERCICIO @
Sean los conjuntos:
U= {x|xes un digito } B={xelUlxsea primo }
A=[{xelUlx<5} C={24528)
Representa en diagrama de Venn y determina el conjunto solucién.
1. AUB 4, A'B' 7. (A -B)YnC 10. (AnBY n(A' " B")
2, AnB 5 (AUB)NC 8. (A-BY n(BnC) 11 (A-BY n(B-C)
3 AAUR 6. (AuBULCY 9. (A-BYyucC 12, (A" UB)—(A"u )

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Se realizd una encuesta a 82 alumnos sobre el tipo de miisica que ms les agrada; los resultados fueron los siguientes:
a 32 de ellos les gusta el pop, a 33 les agrada el rock, a 36, el reggae, a 10 les gustael pop y el rock,a 11 el pop y
el reggae, a 9les agrada el rock y el reggae, a 4 les gustan los 3 estilos y inicamente a 7 otros tipos de miisica.

{Cudntos estudiantes sélo prefieren rock?

A cuiintos alumnos solo les agrada el reggae?

(Cudntos estudiantes prefieren inicamente pop y reggae?
/Cudntos alumnos prefieren solamente rock y reggae?

Solucién
Se construye el diagrama de Venn, de la siguiente manera;
Se inicia con la zona enla que se intersecan los 3 conjuntos.

4
Se obtienen los alumnos de la zona donde se inferseca el pop y el rock tGinicamente.
10-4=6
Se obtienen los estudiantes de la zona donde se interseca el pop y el reggae, solamente.
11-4=7
Se obtienen los alumnos de la zona donde se interseca el rock y el reggae dnicamente.
9-4=5
Se obtienen los estudiantes de la zona que dnicamente escuchan pop.
R2-(6+4+7)=15
Se obtienen los alumnos de la zona que tnicamente escuchan rock.
33-(6+4+5)=18
Se obtienen los estudiantes de la zona que tinicamente escuchan reggae.
36-(T+4+5)=20

Los alumnos a quienes les gusten otros estilos, se colocan en la zona que no corresponde a los conjuntos anteriores.
El diagrama de Venn que se obtiene es:

U  Pop Rod

A
(T35

5 Remw

Los alumnos que sdlo prefieren rock, son 18

Los alumnos que sélo les agrada reggae, son 20

Los alumnos que prefieren inicamente pop y reggae, son 7
Los alumnos que prefieren inicamente rock y reggae, son 5

Finalmente:
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2 En una preparatoria se obtuvieron los siguientes datos de 350 estudiantes:

200 alumnos aprobaron la materia de célculo diferencial;
160 estudiantes aprobaron fisica;

187 aprobaron historia;

112 aprobaron cdlculo diferencial e historia;

120 aprobaron célculo diferencial y fisica;

95 aprobaron fisica e historia;

80 alumnos aprobaron cdleulo diferencial, fisica e historia.

Indica cudntos de estos 350 alumnos aprobaron:
1. S6lo una materia
2  Exactamente 2 materias
3. Al menos una materia
4 Cuando mucho 2 materias
Solucién
Otra forma de resolver este tipo de problemas es la siguiente:
Se denotan los conjuntos de los estudiantes
U: Conjunto universo
C = [ alumnos que aprobaron cdlculo diferencial |
F = { alumnos que aprobaron fisica }
H = { alumnos que aprobaron historia }

Cardinalidad de los conjuntos:
n(U7) =350 n(C) =200 n(F) =160 n(H)=187
mCnH)=112 €N F)=120 n(F ~ H) =95 WCAFnH)=80

Para construir el diagmma de Venn se obtienen los siguientes datos:

Se coloca el mimero de estudiantes que aprobaron las tres materias; es decir, la interseccidn de los tres con-
juntos: n{(C N F m H) =80

Se completa el mimero de estudiantes que aprobaron dos materias inicamente; es decir, la interseccién de dos
conjuntos;

nCNH) -nCNFNH)=112-80=32
RCAF)—plCNFnH)=120-80=40
nFNH)-pCNFnH)=95-80=15

Se completa el nimero de estudiantes de cada conjunto, el cual es el nimero de estudiantes que aprobaron
una sola materia,

Para el conjunio C:
n(C) - [n(CnF)-n(CnFNH)] - [n(CaH)-n(CAFNH)] - n(CnFNH) =
=200 — 40 — 32 — B0 =48 alumnos sélo aprobaron célculo diferencial.
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De una forma andloga se obtiene para los conjuntos F y H.
n(F) - [a(CaF)-n(CAFnH)] - [n(FAH)-n(CAFAH)] - n(CAFNH) =
=160 — 40 - 15 — 80 = 25 alumnos sdlo aprobaron fisica.
n(H) - [n(FnH)-n(CNnFnH)] - [n(CnH)-n(CNFNH)] - n(CAFnH) =
= 187 — 15 — 32 — B0 = 60 sdlo aprobaron historia,

Para completar el diagrama se determina el niimero de alumnos que no aprobaron ninguna materia,

Es la diferencia del total de estudiantes, de los cuales se obtuvieron los datos y el total de alumnos de los

conjuntos.

350 - [n(C)+n(F)+n(H)=n(C NF)=n(CnH)-n(FNH)+n(CNFnH)]
350 —( 200 +160 +187 —120-112 —95 +80 ) =350~ 300 = 50

Diagrama de Venn
L F
0 \*
Finalmente:
Sélo una materia;

Suma de los alumnos que aprobaron una sola materia de cada conjunto;

WC) + n(F) +n(H) 2mC A FY=2n(CnH)-2 f{iFnH) +3n(CnF N H)

200 + 160 + 187 - 2(120) — 2(112) — 2(95) + 3(80) = 133
Exactamente 2 materias:
Suma de los estudiantes que aprobaron 2 materias Gnicamente:
n(CnH)+n(C AF)+n(FAH)-3-n(CAFNH) =112+ 120 + 95 - 3(80) = 87

Al menos una materia:
Son los estudiantes que aprobaron 1, 2 0 3 materias:

n(C)+n(F)+n(H)-n(CnF)-n(CAH)-n(FNH)+n(CnFnH) =300
Cuando mucho 2 materias:
Son los estudiantes que aprobaron 0, 1 o 2 materias:

350-n(CAFNH)=270
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EJERCICIO 10

Resuelve los siguientes problemas:

1. Una empresa realizé una encuesta a 250 personas para saber qué programa de televisién prefieren ver en domingo,
Se les dieron 3 opciones: deportes, peliculas o musicales. El resultado de la encuesta fue: 130 personas prefieren
deportes; 80 prefieren ver peliculas; 40, musicales; 25 prefieren deportes y peliculas; 20, peliculas y musicales; 10, de-
portes y musicales; y s6lo a 6 personas les gustan los tres tipos de programas,

a) ;Cudntas prefieren ver sélo deportes?
b) ;Cudntas prefieren ver sélo un programa de televisitn?
¢) ¢Cudntas prefieren ver peliculas o musicales?

2. A los nifios de una organizacién civil se les apoya para que hagan deporte. Una encuesta reveld que los deportes
que més les agradan son: natacidn, futbol, béisbol, entre otros. Los resultados de la encuesta fueron: 7 sélo prefieren
natacicn; 28 sélo quieren jugar futbol; uno sélo quiere practicar béisbol; 30, nataci6n y futbol; 18, natacidn y béisbol;
20, futbol y béisbol; 12, los 3 deportes de mayor preferencia y 20, otros deportes.

a) ;Cudntos nifios quieren béisbol o natacion?

b) (Cudntos nifios prefieren futbol o béisbol?

¢} ¢Cudntos nifios fueron encuestados?

d) ;Cudntos nifios prefieren inicamente 2 deportes?

3. Una empresa concede como prestacién a sus empleados la asistencia a su club deportivo; en éste hay canchas de
squash, un gimnasio, un boliche y una cafeteria, donde se pueden divertir con juegos de mesa o simplemente platicar,
A 70 personas se les aplicd una encuesta para saber Ia actividad de esparcimiento de su preferencia y se encontrd que:
20 prefieren boliche, 27 el gimnasio, 24 squash, 8 boliche y gimnasio, 10 squash y boliche, 15 squash y gimnasio y,
por tltimo, 6 prefieren squash, gimnasio y boliche.

a) ¢Cudntas tnicamente prefieren jugar boliche?

b) ;Cudntas Gnicamente quieren jugar squash?

¢) ;Cudntas personas s6lo desean estar en el gimnasio?
d) ;Cudntas personas prefieren otras actividades?

¢) ;Cufintas prefieren el squash o el boliche?

f) ¢Cudntas no quieren boliche o squash?

4. En un supermercado se hizo una encuesta a 60 personas, para saber qué tipo de bebida alcohdlica que esté en oferta
prefieren. Los resultados fueron: 12 comprarian whisky y tequila; 16 vodka y tequila; 14 whisky y vodka; 29 whisky;
30 tequila; 29 vodka y sélo 9 personas las 3 bebidas.

a) ;Cudntas personas contestaron que otras bebidas?
b} ;Cufintas prefieren 2 tipos de bebida inicamente?
¢} ¢Cudntas quieren al menos una de las tres bebidas?
d) ;Cudntas quieren s6lo un tipo de bebida?

5. Enuna fiesta infantil a los nifios se les pidié su opinidn acerca del sabor del helado que preferirian comer, Los resul-
tados fueron los siguientes: 9 quieren de chocolate, vainilla y fresa; 12 de fresa y vainilla; 13 de chocolate y fresa;
15 de chocolate y vainilla; 18 de fresa; 26 de vainilla; 29 de chocolate y 8 nifios prefieren de otros sabores,

a) ;Cudntos nifios habia en la fiesta?

b) ;Cudntos quieren sélo de 2 sabores?

¢) ¢Cuéntos sélo de un sabor?

d) Cudntos no quieren de chocolate o fresa?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Algebm de conjuntos

En el siguiente cuadro se muestran diferentes operaciones con conjuntos. Sean los conjuntos U, A, B y C'tales que
AcU,BcUy CcU,donde Ues el conjunto universo.

Operaciones con conjuntos

1 (A=A B. AUA=A
2. 6'=U 9. AUA'=U
3. A-A=¢ 10, U=¢
4 A=hp=A 1. AnU=A
5. A-B=AnB 12, And=¢
6 Aug=A 13, AmA=A
T AuU=U 14, AnA'=¢

Asociativas Conmutativas
15, (AUB)UC=AU(BUC) 19, AUB=BUA
16, (ANB)NC=An(BNC) 20, AnMB=BnA

Distributivas Leyes de De Morgan
17. AUBNC)=(AUBINAUC) 2l. (AUBY =A"NnE
18. An(BuC)=AnNnBlUuAnC) 22, (AnBY =A'"UF’

1. ®+-Aplica las definiciones de las operaciones con conjuntos y demuestra que:
(AUBY=A"NnEB

Solucién
Sixe(AuBy
Entonces xe Uyx e (AUB) Definicién de complemento
Sixe (AU B) entoncesx € Aoxe B Definicién de unién de conjuntos
Six¢ Aoxe B,entonces xe A" yxe B’ Definicién de complemento
Entonces x € (A’ mB") Definicién de interseccitn de conjuntos

Por tanto, (AU B)' =A’ N B’

2 ®s-Aplica las definiciones de las operaciones con conjuntos y demuestra que:
(ANBY=A"UPF’

Solucién
Sixe (AnBY
Entonces xe Uyx ¢ (AN B) Definicion de complemento
Sixe (AnB), entoncesx e A yxeB Definicién de intersecci6n de conjuntos
Sixe Ayxe Bentoncesxe A'oxe B’ Definicitn de complemento
Entonces x € (A" U B") Definicién de unién de conjuntos

Por tanto, (AN B) =A"U B’
Es miés prictico realizar las demostraciones utilizando las leyes y operaciones de conjuntos.
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3 ®e:Aplica las leyes y demuestra que (AN B) U(ANB') = A,
Solucién
ANBUANB)=An(BUB) Ley distributiva (18)
=AnU Operaciones con conjuntos (9)
=A Operaciones con conjuntos (11)

4 ®e-Aplica Ias leyes y demuestra que (AN B) U C=(A U C) N (BUC).

Solucién

AnBuC=Cu(AnB) Ley conmmtativa (19)
={CuA)n(CUB) Ley distributiva (17)
=(AuC)n({BuC) Ley conmutativa (19)

5 ®e-Aplica lIas leyes y demuestra que A (B C)' =(A=B) U (A=C).

Solucién
AnBNCY=An(BuC") Ley de De Morgan (22)
=AnNnBYuAnC) Ley distributiva (18)
={A=B)u{A=-0C) Operaciones con conjuntos (5)
EJERCICIO 11

Aplica las leyes y demuestra las siguientes identidades:
L A—-(BNnCO)=(A-B)u(A-C)

2, A-(BUC)=(A-B)n(A-C)
3 A'n(BuC)Y=AuBuUCY
4 (AnBnCY=A"uB uC
5. (AUB)NA'=A" B
6. A'-(AUC)Y=C-A
7. AUBnA"Y=AUB
B. A-(A-BY=A-B

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Légica

La ldgica se ocupa del razonamiento a partir de las premisas, las cuales son proposiciones que dan la pauta para el
proceso deductivo e inductivo. Analicemos algunos conceptos:

Inferir. Proceso de unir ideas para llegar a conclusiones verdaderas a partir de proposiciones verdaderas,

Proposicién légica. Es un enunciado que se califica como falso o verdadero, pero no ambos a la vez.
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Ejemplos
a="Cuba esti en América™ Verdadero (v )
b ="4 es nimero impar” Falso ( f)
¢ ="El elefante es un ave” )
p ="Los perros ladran” (r)
g ="Hermosa tarde” Noes una proposicion 1ogica

Negacidn. Se obtiene negando o afirmando el enunciado y se denota por el sfmbolo (~).

Ejemplo
Sea la proposicion:
a ="5 es nimero primo”
La negacion de la proposicion es:
~a ="5 no es miimero primo”
Tipos de proposiciones

Proposicién légica simple. Es aquella que esté formada por un solo enunciado.

Ejemplos
t ="El delfin es un mamifero™
r="4 gs nliimero par”

Proposicién légica compuesta. Es aquella que forman 2 o méds proposiciones simples unidas por uno o més conectivos
logicos.

Ejemplos

a="8 es mimero par y 5 es mimero primo”

b =*China estd en Asia 0o Colombia estd en América”

¢ =*8i un volcdn estd en Peri, entonces estd en América”
p ="8 es nimero par si y sélo sies divisible por 2”

Proposiciones compuestas

En el siguiente cuadro se muestran las distintas proposiciones compuestas con su respectivo conectivo légico y

sfmbolo.
Nombre Conectivo légico Simbolo
Negacion No o
Disyuncion 0 v
Conjuncitn ¥ A
Implicacitn entonces =
Doble implicacitn Si y sdlo si =
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EJEMPLOS @
- ]. @+ -Sean las proposiciones:

.‘§. ] a="El tucdn es un ave”
b ="El le6n es un mamifero”

La disyuncitn entre las proposiciones es:
av b="El tuclin es un ave o el ledn es un mamifero™

2 ®e-Sean las proposiciones:

p="4 es nimero par”
g ="4 es niimero natural”,

La conjuncidn entre las proposiciones es:
p A g="4 es nlimero par y es nimero natural”

3 ®e-Sean las proposiciones:

p=“x<8,xeZ"
p Ag="2es divisor de 6 y es primo”
p v ¢ ="8 es niimero impar o es compuesio”

La negacidn entre las proposiciones es:

~p="x%8xecZ"0'x>8xec 2"
~{p A q)="No es verdad que 2 es divisor de 6 y es primo”
~(p v g)="Noes verdad que 8 es niimero impar o es compuesto”™

4 ®9-Sean las proposiciones:

p ="30es miltiplo de 10"
g ="30es miltiplo de 5"

La implicacién entre las proposiciones es:
p = g ="8i 30 es miiltiplo de 10, entonces es miiltiplo de 5"

5 ®e#-Sean las proposiciones:

p ="China estd en Asia"
g ="Cuba estf en América”

La doble implicacién entre las proposiciones es:
p & ¢ ="China estf en Asia si y s6lo si Cuba estd en América™
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EJERCICIO 12

Sean las siguientes proposiciones:

p =“Espaiia estd en Europa”
g ="“Jap6n estd en Asia”

Escribe las siguientes propaosiciones:

. pag 6. pe=g
2 pvgq T.~pnrg
3. ~p B pv-~g
4, ~g 9 ~{(pvy
5 p=g 10. ~(prg)

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

La representacitn de una proposicitn simple o compuesta se ilustra con los siguientes ejemplos:
Ejemplos
Sean los siguientes enunciados:

p="9 es miiltiplo de 3"
g ="5 es divisor de 10"

Escribe en forma simbdlica los siguientes enunciados:
1. 9es miltiplo de 3 y 5es divisor de 10

prg
2, Noes verdad que 5 es divisor de 10

=4
3, 5es divisor de 10 0 no es verdad que 9 es miiltiplo de 3

pv-q

EJERCICIO 13
Sean las siguientes proposiciones:

a="“La guacamaya es un ave”
b ="A Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones”

Escribe en forma simbélica los siguientes enunciados:
1. La guacamaya es un ave y a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones
. La guacamaya es un ave y a Luis nole gusta escuchar a los Rolling Stones
. La guacamaya no es un ave oa Luis no le gusta escuchar a los Rolling Stones

2

3

4. A Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones ola guacamaya es un ave

5. La guacamaya no es un ave y a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones
6

. Noes verdad que la guacamaya es un ave y que a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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Leyes de De Morgan

La negacitn de una disyuncitn es la conjuncién de las negaciones de sus proposiciones.
~(pvql=~par~gq
La negacitn de una conjuncitn es la disyuncion de las negaciones de sus proposiciones.
~(pvg)=~pv~¢q

EJEMPLOS .

g_ ], ®#-Niega la siguiente proposicidn;
s | a="4 es niimero par o Japin estd en Asia”

.

e Solucién

~a="4noes nimero par y Japin no esti en Asia”
2 ®e-Niega la proposicién:
b ="La guacamaya es un ave y el delfin es un mamifero™
Solucién
~b="La guacamaya no es un ave o el delfin no es un mamifero™
3 ®«-Niega la proposiciém:
¢ ="El leén es un mamifero y el tiburén no es un pez”
Solucién
~¢ ="El ledn no es un mamifero o el tiburdn es un pez”

EJERCICIO 14

Niega las siguientes proposiciones compuestas:
1. a="Espaiia estd en Europa o 6 es nimero par”
2. b="Los perros ladran y 12 es miiltiplo de 3"
3. ¢="5es un nimero par y no es miiltiplo de 15"
4. d="7no es primo o es divisor de 21"
5. e="6no es niimero impar y el tucdn no es un ave”

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Proposiciones condicionales

Conversa de la implicacién. Si p = ¢,1a conversa se define como g = p.

Ejemplo
Hallar la conversa de la proposicidn:
p =+ g ="5i un volcdn estd en Perii, entonces estd en América”

Solucién
La conversa de la proposicion es:
g = p =“5i un volcin estd en América, entonces estd en Perd”

33



1 Cariulo

AiGERRA

Contrapesitiva de una implicacién. Si p = g,la contrapositiva se define como ~ g = ~p.
Ejemplo

Determina la contrapositiva de la proposicién:
p = g ="5i un volcin estd en Peri, entonces estd en América”

Solucién
La contrapositiva de la proposicitn es:
~g =~ p ="8i un volcén no estd en América, entonces no estd en Peri”
Inversa de una implicacién. 5i p = ¢, la inversa se define como ~p = ~ q.
Eijemplo

Determina Ia inversa de la proposicién:
p=> g ="5i 8 es miiltiplo de 4, entonces es miiltiplo de 2"

Solucién
La inversa de la proposicion es:
~ p =~ g="3i 8 no es miiltiplo de 4, entonces no es miiltiplo de 2"
EJERCICIO 15

Determina la conversa, contrapositiva e inversa de las siguientes implicaciones:

L.

s wop

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

p=>q="8i3es divisor de 6, entonces no es par”
p =+ q="5ixes miltiplo de 5, entonces es divisor de 25"
p =g ="5iun trifngulo es un poligono, entonces no es un cuadrilitero”

. p =g ="38iMarte no es un planeta, entonces la Luna es un satélite”

p=»gq="8i17 es un niimero primo, entonces no es miltiplo de 50

Relacién de proposiciones abiertas con conjuntos

Proposicién abierta, Es aquélla en la que el sujeto es una variable. Toda proposicién abierta representa un conjunto,
que recibe el nombre de conjunto solucién de la proposicidn.

Ejemplo

Encuentra y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucién de la proposicitn;
p ="xes un nimero par menor que 10”; xeN

Solucién
Conjunto solucion:
P={24,68}
Diaggrama de Venn
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Conjuntes y logica

Conjuncién. La conjuncién se relaciona con la interseccién de conjuntos.
Ejemplo
Determina y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucién de la proposicién:
p="xesprimoyx<T7T,xeN
Solucién
La proposicién se representa de la siguiente forma;
P={238 T 1513 1T oo vl 1.2 3, 4.5, 6.7
Por tanto, el conjunto solucidn es:
P={2,3,57}
Diagrama de Venn

Disyuncidn. La disyuncifn se relaciona con la unién de conjuntos.
Ejemplo
Encuentra y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucién de la proposicitn:
g ="“xes par menor que 10o0x<6"; xeN
Solucién
La proposicion se representa de la siguiente forma:
0=(2468]uU(1.2345]
Hl conjunto solucitn es:
0={1234568}
Diagrama de Venn

Negacion, La negacitn se relaciona con el complemento de un conjunto.

EJEMPLOS .

3

E ,! @4 Cudl es el conjunto solucién y el diagrama de Venn de cada una de las siguientes proposiciones?
- #

a = “xes un digito par” ~ a="*xno es un digito par”
Lt
Solucién

El conjunto solucién de la proposicién a,es: A={0,2,4,6,8}
(continda)
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Diagrama de Venn

El conjunto solucién de la proposicién ~ g, es: A"’ ={1,3,5,7,9 }
Diagrama de Venn

2 ®+;Cuil es el conjunto solucién de la negacién de la siguiente proposicién?
a="xyes primo menor que 15 o xes divisor de 15"; xeN

Solucién
A={23,5711,13)u(1,3,515)
Por consiguiente, el conjunto solucién es:
A={1,2,3,51711,13,15}

La negacion de la proposicion es:
~a="xnoes primo menor que 15 y x no es divisor de 15"
El conjunto solucién es:
A'=({4,6,8910,12 14,... }
Diagrama de Venn

3 @+, Cuiles el conjunto solucitn de la negacion de la siguiente proposicitn?
b ="xes divisor de 6 y xes par menor que 10”; xeN

Solucién
B={1,236}Nn{2468}
Por consiguiente, el conjunto solucién es:

B=(26)
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La negacién de la proposicitn es:
~ b ="xno es divisor de 6 0 x no es par menor que 10"; x e N

Hl conjunto solucitn es:

A'={1,3457829..}

Diagrama de Venn

Implicacién. La implicacidn se relaciona con el subconjunto de un conjunto.

Ejemplo
Representa en un diagrama de Venn la siguiente proposicidn:
a =*si un animal es un delfin, entonces es un mamifero™

Solucién

Animal
mamifero

delfin

EJERCICIO 16

. Determina el conjunto solucidn y diagrama de Venn de las siguientes proposiciones:
1. a="xesparyx< 10" xeN

2, b="xes par menor que 12yx<5";x eN

3. c="xesmiltiplode 3ox< 8" xeN

4, d="“xes primo menor que 11 o xes par menor que 10”; xeN

Representa en un diagrama de Venn las siguientes implicaciones:
5. e ="5i un cindadano es duranguense, entonces es mexicano”

P R R I I N

6. f="Si un mimero real es primo, entonces es entero”
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En las siguientes proposiciones determina la negacién y represéntala en un diagrama de Venn.

7. g="“x<T";xeN

B, h="xesparox<8",xeN
9. i="xz4yxespar;xeN
10. j="x<5yxes primo”;x eN

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Célculo proposicional

Cuando una proposicion se construye a partir de otras proposiciones, mediante conectivos logicos, el valor de verdad
lo determinan los valores de verdad de las proposiciones originales,
Dadas las proposiciones p y g, los valores de verdad de las proposiciones pv g, pag.p=g.p&qgy~p,los

determinan los valores de verdad de p y q.

El mimero de valores de verdad estd dado por 2" donde n representa el niimero de proposiciones.
Para verificar el valor de verdad de una proposicién compuesta se utilizan las siguientes tablas,

Tabla de verdad para la disyuncion

La disyuncitn es verdadera, si una
0 las dos proposiciones z son verdaderas.

P

v

rvy
v
v
4

f

Tabla de verdad para la implicacion

La implicaci6n es falsa, si la primera proposicién
es verdadera y la segunda es falsa.

v

L I o I [

T

P

v

r=q
v

v

f
f

e T I L I I -
o | e |,

Tabla de verdad para la negacion

En la negacién de una proposicion, su valor
de verdad es el contrario del original.

P|-P
il
flr

Tabla de verdad para la conjuncion

La conjuncitn es verdadera, silas dos proposiciones
son verdaderas.

P\ g|P T

v | v ¥

vlgl f

|

AL

Tabla de verdad para la doble implicacion

La doble implicacitn es verdadera, si las dos
proposiciones son verdaderas o las dos son falsas.

2

v

had |

v

b T I O R -]
oy -

v =Verdadero
Jf=Falso
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EJEMPLOS °
%_ 1. @+ Construye una tabla de verdad y determina el valor de verdad de la siguiente proposicién:
.‘§- f a ="3 es divisor de 15 0 3 es miiltiplo de 2"
Solucién

Se hallan los valores de verdad de las proposiciones:
p="3 es divisor de 15" ¥
g ="3 es miltiplo de 2" I
Se construye la tabla de verdad para la disyuncitn ya que el conectivo légico es “o”.

rl|a|pve
v F| P

Finalmente, el valor de verdad para la proposicion “a” es verdadero ( v ).

2 ®#-Determina el valor de verdad de la siguiente proposicién:
b ="*15 no es miiltiplo de 3 y 3 es primo”

Solucién
Se determinan los valores de verdad de las proposiciones:
p="15 no es miiltiplo de 3" I
g ="3 es primo” v
Se construye la tabla de verdad para la conjuncidn;
Plg|PrG
Elx|F

Finalmente, el valor de verdad para la proposicién es falso (f).

3 ®e-Encuentra el valor de verdad de la siguiente proposici6n:
¢ ="5i 2 es nimero par, entonces 4 es divisor de 107

Solucién
Se determinan los valores de verdad de las proposiciones:
p="2 es nimero par” v
q ="4 es divisor de 107 i
Se construye la tabla de verdad para la implicacidn:
Pl|2|P=14
vifl f

Por consiguiente, el valor de verdad para la proposicidn es falso ( f).
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EJERCICIO 17
Indica el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

L

2
3
4,
5
6

EJEMPLOS
1 ®# Construye Ia tabla de verdad para p A ~ qy realiza una conclusién,

-

a="4 es nimero par y 5 es miltiplo de 2"

. b ="La vibora no es unreptil o el canario es un pez”

. ¢ ="8i 21 es miiltiplo de 7, entonces 21 es miltiplo de 2"

d="La guacamaya es un pez si y sdlosi el tiburén es un ave”

. e="5i el oro es un metal, entonces es un buen conductor de la electricidad”
. b="3es divisor de 18 o 18 es miiltiplo de 24"

Construccion de las tablas de verdad

Una tabla de verdad se construye paso a paso, al establecer los valores correspondientes de cada suboperacion invo-
lucrada, hasta llegar a la expresitn dada.

Después de construir una tabla de verdad, el resultado puede ser una tautologia, una contradiccion o una contin-
gencia. Analicemos estos conceptos:

Tautologia. Proposicién compuesta en la que todas las combinaciones de valores son verdaderas.
Contradiccién, Proposicién compuesta en la cual todas las combinaciones de valores son falsas,

Contingencia. Proposicién compuesta en donde las combinaciones de valores son verdaderas y falsas.

Y

Solucién
El niimero de proposiciones es 2, por tanto, el niimero de valores de verdad es 2" =27 = 4, el resultado indica el nimero
de renglones de la tabla,

Primero se determina la negacion de la proposicién ¢. Finalmente la conjuncién se realiza tomando la proposicién
p ¥ la negacitn de g antes obtenida.

p 4q ~4q pr—4q
¥ v f f
v I v v
flv| f f
g S v f

Se concluye que la tabla de valores de verdad es una contingencia.
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2 ®e-Construye y da una conclusi6n de la tabla de verdad para (p A g) = (p v q).

Solucién

Primero se encuenira la conjuncitn de p y g, después se determina la disyuncion de p y g.
Por 1ltimo se realiza la implicacién de la conjuncitn y la disyuncién antes obtenida.

P | 9| Pnrg pvq prg=(pvye
L ¥ v ¥ ¥
v I F v v
I v f v v
fF1r f f v

Se concluye que la tabla de verdad construida es una tautologia.

Conjuntes y logica

3 @ Realiza una tabla de verdad y verifica si la siguiente proposicién (p A ¢) A ~pes una contradiccién,

Solucién

Primero se realiza la conjuncién de las proposiciones p y g, simultineamente se niega la proposici6n g, finalmente se

determina la conjuncidn de los valores de la primera conjuncidn con la negacion de p.

La proposicitn resultd falsa para todos los valores, por consiguiente, es una contradiccidn.

Pl4g]| prg ~p (prga-p
v | v f I
v S f f f
flvy f v f
flel f v f

4 ®e-Construye la tabla de verdad para p v (g A r).

Solucién

El niimero de proposiciones es 3, por tanto, el niimero de valores de verdad es 2 =2* =8, el resultado indica el nlimero

de renglones de la tabla.

Primero se encuentran los valores de verdad de la conjuncién de las proposiciones ¢ y r, finalmente se determina

Ia disyuncién de la proposicién p con la conjuncién antes determinada.

Finalmente, la tabla indica que se trata de una contingencia.

P q r gar pvigar
v v v v v
v v I I v
v f v f v
. RAWi f v
I v v ¥ L
g v | T f ¥
L I L ¥
gl S f L ¥
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5 ®e Construye Ia tabla de verdad para —p v ~ g.

Solucién

Los valores de verdad de la tabla indic

& ®«-Construye la tabla de verdad para ~p v ~ (~p v g).

P 4q 2 ~d At ]
v v f f i
v ¥ b v v
HE v £ v
r f v v v

an

que €5 una contingencia.

Solucién
LK ~p ~pvgq | =(=pvg) | =pv=(=pvg)
v v f v F I
v || f f v v
flv v v f 1
fle| v v f v
La tabla es una contingencia.
7 ®o Verifica si la siguiente proposicién es tautologia p v (~ p v ¢).
Solucién
plg| -p (~pve) pvi-pvg
v|v f v v
vlr] r ¥ v
JFly Vv Vv v
gl S v v v

La proposicion resulto verdadera para todos los valores, por tanto, es tautologia.

8 ®e Verifica si la siguiente proposicion es tautologia (p A ¢) = (p < g).

Solucién

Pl4| prg pe prg=(pe=9
¥ L L ¥ v
vI|f f f v
flv £ i v
fl1f f ¥ v

La proposici6n result6 verdadera para todos los valores, por consiguiente, es tautologia.
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@ ®e-Construye la tabla de verdad para ~(p A g) v ~ (¢ & p).
Solucién

Conjuntes y logica

gep ~(pag) ~(gep)

~(parglv~(gsp)

-
~,
~,

i

v

¥

S

- e |

2 |5 |5
<
<

La tabla es una contingencia.

EJERCICIO 18
Construye la tabla de verdad para cada una de las siguientes proposiciones:

pv~gq

pr~q

“p=-q
~“pvg=-~4g
Apagiepve
pvgla~(p=q)
(p=qgvig=p
- (palp=q)=p
s =pA—g=~{pvq)
. (pvgin(pvr)
11, ~pv(~g&r)

I - Y I N

—
=

O Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente

Producto cartesiano de conjuntos

Dados 2 conjuntos A y B no vacios, el producto cartesiano es el conjunto (A x B} que contiene a todas las parejas
ardenadas, cuyo primer elemento pertenece al conjunto A y su segundo elemento pertenece al conjunto B.

AxB={(a.b)lacAybeB]

EJEMPLOS .
] ®=SiA={1,2)yB={(xy), determina A x B,
5. i Solucién

Se asocia a cada uno de los elementos del primer conjunto, con todos los elementos del segundo conjunto:

AxB={(1,x) (1, (2 x) (2, M}
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Representacitn grafica:

Ba

btk Lt R
i L]

o usad
! '
| | b
g L4
1 2 A

La representacidn grifica también se conoce como diagrama sagital.

2 ®08iA={1,2}yB=(23,4}yC={3,4,6),halla(AUB)X(BNC)
Solucién
Se halla el conjunto solucitn de las operaciones indicadas y posteriormente se realiza el producto cartesiano;
AUB={1234}
BnC={3,4}

(AUB)x (BN C)={(13),(1,4),(2.3),(2.4).(33).(3.4).(4.3),(4.4)}

3 ®+SiM={abec}N=({12,3)yQ@=(xy) encuentra M x Nx(Q
Solucién
El producto cartesiano M X N x ( se define como:
MxNxQO={(m.nqlmeM, neNygeQ}

Entonces:
(atx)(atly) (a2x)(a2y)(a3dx)(ady)
M xNxQ@={(b 1x), (b 1Ly),(b 2x), (b 2y).(b3x) (b 3y)
(elx)(ely)(e2x)(c2y)(e3dx)(cidy)
EJERCICIO 19
Dados los siguientes conjuntos:

A ={1,2,3),B=(2,4)yC={3,5,6}
Realiza los siguientes productos cartesianos y verifica que el resultado del inciso & es igual al obtenido en el inciso 7:

1. AXB 6 AX(BxC)
2, AxC 7. (AxB)xC
3 BxC B. (AUBI=X{ANC)
4, BxA 9. (A-B)xC
5. CxB 10. (A-C)%x(ANC)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente
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CONCEPTOS BASICOS DE AIGEBRA

HISTORICA
o
3
&
&
Q
. — E:: al-Khwarizmi
L &
- h‘.- M atemdfico drabe, conocido como el
Q,h\ padre del dlgebra.
L Sus obras incursionan en las ramas de los mo-

temdticas, astrologia, astronomia, geografia e
historia. Una de sus obras imporiantes por su
contenido algebraico es la que lleva por fitulo
J‘-1|f:'$ag algabr wa'lmuggabala, considerada uno de los primeros libros de
dlgebra.

Es el autor de uno de los métodos geométricos mds anfiguos para resolver
ecuaciones de segundo grado, el cual se conoce como complefar cuadrado.

En los ecuaciones llamaba “cosa” (xay en castellano] a la incognita, a él
se debe que se ufilice |a lefra “x" para representarla.

Sello ruso dedicado a alKhwarizmi
(780-850 d.C.)
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Algebm

Rama de las mateméticas que trata a las cantidades de manera general.

Expresiones algebraicas

Se conoce asi ala combinacitn de niimeros reales (constanres) y literales o letras (variables) que representan cantidades,

mediante operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién, potenciacion, etcétera,

Ejemplos
3a + 2b ~ 5, en esta expresion son constantes 3, 2, — 5 y las variables sona y b.
(z + B)(5z' —7), en esta expresién son constantes 8, 5 y — 7, variable “z” y 2, 4 exponentes.

Término algebraico. Es un sumando de una expresion algebraica y representa una cantidad. A todo término algebraico

se le denomina monomio y consta de: coeficiente, base(s) y exponente(s).

Ejemplos
Término Coeficiente Base(s) Exponente(s)
-8y’ -8 ¥ 3
%mn‘ % m,n Lx
-%(2x+ 1)* -% 2x+1 -2

Términos semejantes, Dos 0 més términos son semejantes cuando los mismos exponentes afectan a las mismas bases.

Ejemplos
Los siguientes términos tienen las mismas bases con sus respectivos exponentes iguales, por lo consiguiente son
semejantes.
1
~7b con 4b - 8%y con ¥y’ z abc” con abc’

Reduccién de términos semejantes

Para simplificar expresiones que involucren términos semejantes, se suman o restan los coeficientes,

EJEMPLOS .

1. @+ Simplifica la expresién —7a + 3a.

ﬁ. i Solucién

L
Se agrupan los coeficientes y se realiza la operacitn que da como resultado:

~Ta+3a=(-T+3)a=-4a
2 ®e:;Cuilesel resultado de simplificar la expresién —6x)” + 9xy’ = x3°?
Solucién
Se agrupan los coeficientes y se realiza la operacion para obtener el resultado:
-6 +9xy" — 1 = (=6 + 9 - Iiry’ = 259"

Por consiguiente, el resultado de la simplificacién es: 2xy”
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3 ®s-Reduce la expresién —10x™ y* + 5x™ y* — 6™ y* + 11x™ y",
Solucién
Se efectia el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores y se obtiene:
—10x"y" +5x™y" =6y +11x™y" =(-10+5-6+11)x"y" =0x™y* =0
El resultado es igual a 0
4 @e-Simplifica la expresi6n Tx -3y + 4z — 12x + 5y +2z - 8y -3z
Solucién
Se agrupan los términos semejantes:
Tx=3y+dz - 12x +5y+ 2z —By—-3z=Tx—12x - 3y+ 5y -8By +4z+ 2z -3z
Se realiza la reduccion:

=(T-12)x+(-3+5-8By+(4+2-3)
=-5r-6y+3z

Por tanto, el resultadoes: — 5x — 6y + 3z
5 @ Simplifica 0.5a°b-3ab’ - 5a’b+0.75ab” - %a‘b.
Solucién
Se expresan los decimales en fracciones, se agrupan y simplifican los términos semejantes.

054 —3ab’ — 5a°h +0.75ab° —%a’b - %a‘b—Eab‘ —Sasb+§ab3 » %asb
_l 3 3 z 3 3 E 3
—zab Sa'b Sab 3ab+4ab
1 2 3
=|=-5-Z2 3ﬁv+[—3+—]a.tz-s
[z 3]“ 4
o Aa. 8o
= ﬁab 4ab
2 9 4
Entonces, el resultado es: —?a b—zab

EJERCICIO 20

+  Simplifica:
1. 3x-8x
6a’b + Ta’b
-y’ - 3" - 3y’
dry'? - dny'?
-24'b +124°
=3q+ 5a-10a
4x —3x-2x
Tab + 4ab - 3ab

T R T e I I B )

- R

47



2 CapiTuLO

AiGERRA

9, 54 —Ta*+3a - 24

10, =m+n+m+n
1 3 1

1L —ab-Za'b+—a’b
4 5 6

12, =34 +2g™ — g™ + 2¢4™

13, 0.25p-0.4b +0.2b

14. %ab’c—%absc—ab!c

15. 4m™ = 10m"" 4 3m

16, Bx=3y-9x+5y—-2c+y

17. 10a—=7b +4a+ 5b - 14a +3b

18. —=12m+3n—4m—-10n+5m—n

19, 124’ + 3ab’ - 84'b -10ab’ - 3a’b + 6ab’

2. 970 - 5@ - 12a°b%c + 3a°be® + da'be

21, =3¢+ 29 -7 + 10 - 12y" + 15

22, —81m® = 1Tmn + 1507 + 20m* + 3mn — 170" + 53m° +18mn + Tn*
B, A RO T e B I

24, =34" & 1™ + 29™° = W™ - Bg™
25

s, 3 1 55
« ——a ——ab+—-a
4 2 Z

+5ab—3az—%ab

%xn—| _%bné + %xn—| _ Eb_—z L5t 4xn|—!

&

1 2
ﬂr ﬂrix_ z.sy +U.4x— E}l‘— gx

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Valor numérico

El valor numérico de una expresion algebraica se obtiene al sustituir a las literales o letras con sus respectivos valores
numeéricos y entonces se realizan las operaciones indicadas.

EJEMPLOS
1 ® ¢ Determina el valor numérico de la expresion: x'y'z;six=4,y=3,z= %
~ Solucién
Se sustituyen los respectivos valores de x, y, zy se efectian las operaciones indicadas para obtener el valor numérico
de la expresitn:

Ejemplos

'y =(4]"(3)’(%]s =(1$6](9](%) S

Entonces, el resultado es: 288
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5!
2 ®s-Cuil es el valor numérico de ‘; 2;”+§,x Zy——?
Solucién
Al seguir los pasos del ejemplo anterior, se obtiene:
1 1 4 1
)| = = -
E_z_"?+l=ﬂ_i(4]+izﬂ_i+i
3 5 3&x 3 5 3(2) 3 56
20 1,1
= e
3 5 M
_ 800-24+5 _ 781
120 120
781
Por tanto, el valor numérico de la expresitn es igual a: 20
3 ®e-Encuentra el valor numérico de 3m” - 2mn +n'p;sim=-3,n=4,p=—
Solucién
Se sustituyen los respectivos valores en la expresién y se realizan las operaciones:
3’ = 2mn + w'p = 3(= 3" - 2= 3)(4) + (4= 5)
=3(9) - 2(- 3)(4) + (16)(- 5}
=27+24-80
=-29
Por consiguiente, el valor numérico es: =29

EJERCICIO 21
Encuentra el valor numérico de cada una de las siguientes expresiones si:
1 1 1
Lo =31 Sk T =ln! e
M=raBsdfs pdspislidsg
2
T SR 10, ( I—X ) 1, Mmp_ntx
2m+n n m
2. m-n+y - =
11, P+ 2px + ) e R T
3, 8p+x 2n z x
2z+6x 12, m* =3mn+n’ 20, m_ "z
4, T " e 32 P
Py
5. Sm—2n+3y B Somiad 21 (m-n)p -
2 2 2
6. x+z-p 14, ’"T-"?"T 2. (6x-2p)3m’ 7))
7 Ix+4z-9 2, 2
S 15, mp_np o, 2Ap=x) m+n?
Z X m z P
m[y 2 2
8. ;(E+m+6] 16, gi_siq.ﬂ. 24. 3(p-x)”
3 2
m*+n"+1 SVm'n®  3\6+y
Ll Ll e 17, 2p -.|= J_,, 25, -
’ p+x 7 ‘ﬁ, J * ¥ 2 * 4 3\‘&;

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Lenguaije algebraico

Expresa oraciones de lenguaje comiin en términos algebraicos.

Ejemplos
Expresa las siguientes omciones del lenguaje comuin al lenguaje algebraico.

Lenguaje comin Lenguaje algebraico
I Un nimero cualquiera. m
2 Un nimero cualquiera aumentado en siete, i+7
3. La diferencia de dos nimeros cualesquiera. f-q
4. El doble de un mimero excedido en cinco. 2Zx+5
5. La divisién de un niimero eniero enire su antecesor. ﬁ
6. La mitad de un nimero, %
7. El cuadrado de un niimero, y
8 Lasemisuma de dos niimeros, ?
2
9. Las dos terceras partes de un niimero disminuido en cinco es igual a 12, 5(::—5} =12
10. Tres nimeros naturales consecutivos, % x+l, x+2
11. La parte mayor de 1200, sila menor es w. 1200 - w
12. El cuadrado de un niimero aumentado en sicte. b+7
3 1
13. Las tres quintas partes de un nimero mds la mitad de su consecutivo equivalen a 3. §P+E(‘D+ 1)=3
14. La rafz cuadrada de la diferencia de dos cantidades. Ja-b
15. El producto de un nimero positivo con su antecesor equivale a 30, x(x-1)=30
16, El cubo de un niimero més el triple del cuadrado de dicho nimero, ©+3
EJERCICIO 22
> Expresa en lenguaje algebraico las siguientes oraciones:
: 1. Un nimero disminuido en tres,
: 2, El triple de un nimero excedido en ocho.
E 3. Elcociente de dos niimeros cualesquiera.
i 4, La parte mayor de 100 si la parte menor es x.
: 5. Dos nimeros enteros consecutivos.
. 6. Tres nimeros enteros pares consecutivos,
. 7. Elcuadrado de la suma de dos niimeros cualesquiera.
E 8. Lasuma de los cuadrados de dos niimeros cualesquiera,
. 9. Elreciproco de un niimero.
: 10. La raiz cibica de la diferencia de dos nimeros cualesquiera,

L]
—
—

. Lasuma de las rafces cuadradas de dos mimeros cualesquiera.
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12. Diez unidades menos que cinco veces un nimero.

13, La sexta parte de la suma de dos niimeros.

14, La suma de tres niimeros pares consecutivos es igual al triple del menor, més las tres cuartas partes del mayor.
15, Un niimero de dos cifras, cuyo digito de las decenas es el doble del de las unidades.

16. La cuarta parte del producto de tres nimeros cualesquiera menos 4.

17. El cuadrado de la suma de dos mimeros es igual a 49,

18. El drea de un cuadrado de 1ado x unidades.

19. El perimetro de un rectdngulo, si se sabe que el largo es tres veces su ancho,

20. El perimetro de un triingulo rectingulo, si se sabe que el cateto mayor mide tres unidades més que el cateto menor
¥y que la hipotenusa es dos unidades mayor que el cateto mayor.

21. El precio de un articulo disminuido en su 15%.
22. El exceso de 50 sobre el doble de un mimero.

23. Dos niimeros cuya suma sea 80.

24, Tres mimeros impares consecutivos,

25, Eldrea de un rectingulo, si se sabe que su largo mide tres unidades menos que el triple de su ancho.

26. Laedad de una persona hace 10 afios.

27. El exceso del cubo de un niimero sobre la mitad del mismo.

28, Los dngulos de un triingulo, si el primero es el doble del segundo.

29. La cantidad de alcohol en un recipiente de xlitros de una mezcla si la concentracién de alcohol es 30%.
30. La edad de Alberto si tiene cuatro afios més que el doble de la edad de Patricia.

31. Las dos tercems partes de un niimero, mds el triple de su consecutivo, menos su reciproco equivale a 10,
32. El doble de un mimero equivale al triple de su antecesor excedido en siete.

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente
Dada una expresitn algebraica, se representa en lenguaje comin de la siguiente manera:

EJEMPLOS .
], @+ Representa en lenguaje comiin la expresién: 3x — 8.
i. ! Solucién
T Primero se expresa la multiplicacion y posteriormente la diferencia,
3x — 8 =el triple de un niimero disminuido en ocho

2 ®e-Expresa 2x + x" en lenguaje comiin,
Solucién
La expresion queda de la siguiente manera:
2x + x* =la suma del doble de un nimero y su cuadrado
Otra forma de representar en lenguaje comiin la misma expresitn es:
2x + x* = doble de un nimero aumentado en su cuadrado.
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2 4
3 @+ Expresa en lenguaje comiin ;x— I= 3

Solucién
Una manera de la expresidn en lenguaje comiin es:
Dos novenos de un nimero disminuido en la unidad equivalen a cuatro tercios,

EJERCICIO 23
Cambia las siguientes expresiones algebraicas a lenguaje comin:
1. x+3 10. 3y-2=25
2 22-1 11, %z+2=z
1
3. 3 12, -G—(x—y]+3=x+y
5 x 1
4, = 13, Z=—(x-
6" - 5(x-7)
1
5 - 4 -y
¥ ¥
6. (a+b)’ 15, x* -2x
+bY
7. X +y 16. (a_)
2
L axh
B c+l 17. b
9. 5x=30 18 ¥+ (x+1)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Polinomios
Expresidn algebraica que consta de varios términos algebraicos,

Suma
En la suma los polinomios se escriben uno seguido del otro y se reducen los términos semejantes.

EJEMPLOS .
] ®+-Suma los siguientes polinomios: 5x° — 3x” — 6x — 4; — B¢ + 20 — 3; T’ — 9x +1.
E 5 Solucion
Los polinomios se escriben de la siguiente forma y se realiza la reduccion de términos semejantes:
(=3 =6 =)+ (=8 + 2 =N+ (T =W+ 1) == 3 + 6 = 15x -6
Por tanto, el resultado es: — 3" +6%° = 15x =6
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2 ®e-Efectia la siguiente operacion: (2x — Ty — 3z + 6) + (- 9x +42) + (- x + dy + z— B),

Solucién
Con un fin més préctico, se ordenan los polinomios haciendo coincidir los términos semejantes en columnas; asimismo,
= reducen los coeficientes término a término.

2x=Ty-3z+6
+ =0y +4z
- x+4y+ z—8

—Bx=-3y+2z-2

Hl resultado de la suma es: — Bx =3y +2z - 2

1 3 1 3 1 1
3 ®e-Realiza la siguiente operacion: [Ex'”' =y -—]+[Exﬂ+’ +§y*-' +E}

4 6
Solucién

Se acomodan en forma vertical los términos semejantes y se realiza la operacién columna por columna:

5 . 1
Por consiguiente, el resultado es: 2x*" -Ey'“ ’+E

EJERCICIO 24
Realiza lo siguiente:

I T R I T I I N I B I A I

i el e el el el
& R B3R EFEB

o R R

. Suma los polinomios 3x — 8y — 2z; Tx+ 3y +2

¢Cudl es la suma de — 5m — 3n + 6 con 2m +2n — 87
Realiza (1la—b+c)+(—Ba-¢)

Efectia (3p — 5¢ — 6r)+ (2p +3g = 2r) + (= 12p + 4g + 1)
Suma 6x° + 3x—2con - %" + Tx +4

(8¢ — 64’ +4a)+ (4d" +a’ —4a—5)

(5 =3¢ + 6 =D+ (= 2+ + 5 = Tx+ 3)

Realiza (50" = 5x+6) + (27 — Tx + 4) + (— &* + 10x - 10)

. Suma y* —y; 2y° - 5y + T: 4y’ = 5¢" + 3y -8

. Cudl es el resultado de sumar 87" - 9; — 42"+ 27" + 6; 57" = 22" =Tz + 27

. Efectiia la suma de 4x" — 10xy — 12y%; 35" — 104" + Sxy; Bxy — 32" = 2y°

Realiza (¥ - 3x) + (x" +6x) + (- X' - 2)
2 Cudl es el resultado de la suma de — 15x%y — 3%y — 6xy"; — 82y + 2%y — dxy*?

. Suma x* = y% =y + 2% = 7% 3xt + 52y — Ay — Ay + 30y - 3y

Realiza (3a° — 4a”) + (7a' + 6a7) + (- 3a” + 7a) + (- a'- 4a")
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o § I . S - I
16, S S Y S PR e T e N 1o R YO
umaluspnlmmmszx XY+ 3y Sx’+2;y i 2x+2;y =1

1 1 1 1 1 5 2 3 3
17, Efectip | — =g+ =p* == ok S ek N B iyl ealt b 2 Sl —at
( ﬁa +3b 2asb)+ ( 30 +4b +6ab)+ ( 3.“;: +4ab+6a ]

1 3 1 1 2 1 2
18, § T N LT R
umga los polinomios 6x’}r 5y‘+8.xy’ X=Xy ¥ 3* 4:@’ sy’

1 1 5 1
19, Efectia | x2 == Zxi=2 it e
ec (x 2;p)+ (Bx }']+ ( 5% 3}]

1 3 1 3 5
20. Sumax -y" Ex’y’ —Exy" —Ey’; Ex"y—gx’y’ -

1 s aa, 2 32 1
g7 Yy sxy’ 33’5

1 3 1 1 3 1 3 2 1
3, [ L C L P L I

(zx 4Jr’+i.‘]+(|ﬁx’+2:(: 4)+(3x"+x X% 1]+( 3* +2x]
22, ;Cudl es el resultado de sumar (5a™ — 2a™ + Ta") + (— 2a™ + da™ — 6a")?

o Suma 3 = Sx e 4o xR e e Y <3 T e e

&

1

Ix x 2 2x
+b* —— =b"+2
4b b 3.6 ¥ b7

3 5
24. ;Cuél es el resultado de sumar Ebz’—gb’+b, o
1 5 1 2 1 1
25' P L2y TR +| == I—_'r+_ 1-3p + 1-2y +| = I-y = -1y
(sx' R x ) ( rad 3* x ] (zx 3* ]

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resta

En esta operacitn es importante identificar el minuendo y el sustraendo, para posteriormente realizar la reduccidn de
términos semejantes.

EAEMPLOS *
-é_ ] e Realiza la siguiente operacion: (4a—2b —5¢c) ~(3a—5b - Tc).
Bk Solucién

Ll
En este ejemplo 4a —2b — 5¢ representa al minuendo y 3a — 5b — 7¢ al sustraendo. Se suprimen los paréntesis y se
procede a efectuar la reduccion de términos semejantes,

(4a—2b-5c)—(3a-5b-Tc)=4a-3a-2b+5b-5c+7c
=q+3b+2c

Por consiguiente, el resultado de la resta es: a+3b+2¢

2 ®e:De 16¢° - Tx - 8 restar 6x° — 3x + 6,
Solucion
El minuendo es 16x"— 7x — 8 y el sustraendo es 6x" + 3x — 6, entonces al sustraendo se le cambia el signo — (6x" —3x +6) =
—6f+3x—6yscacomudanlm polinomios en forma vertical para realizar las operaciones entre los términos seme-

jantes:
16 - 7x- 8
-6 +3x— 6
10x" —4x - 14

Por tanto, el resultado es: 105" - 4x — 14
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3 1 1 1
3 @#:Resia —Eazb—ﬁba+2a3—5abz de Eas—ib’+§azb—abz.

Solucién

1
3
con respecto a los exponentes es: —%azb —6b* +24° - %abz

1
En este caso el minuendo es Eas -2p° +

Se acomodan los polinomios y se reducen los términos semejantes:

1 3 1 2 3
—a’+=db- ab’ -2b
3973

3 1
i+ b+ —ab” +6°
a ﬂzb ab b

54,13, 1 , 3

= i 4

E,’a+ma.‘&v 2ab+b
13

Finalmente, el resultado es: —%rf +Eazb—%abz +4p°

Conceptos basicos de dlgebra

—(—%azb—ﬁb3+2as—%abz] = -24° +§a2b+%ab2 +6b°

a’b—ab” yel polinomio sustraendo al cual se cambia el signo y se ordena

EJERCICIO 25

Realiza las siguientes operaciones:
1. De 54" - 3a +2resta 8a’ - Sa+7
2 Cuil es el resultado de (3" — 5¢" — ix + 3) — (2 +4x — B)?
De 4a' - 104’ + 22" —3a — 4 resta 54’ - 3a” + 6a -3
Efectiia (4x°y’ - 55y +6x'y - 8xy*) —(12¢)° - 3xy* + 4y’ - 9x'y)
De 7 -8a’b +3a'h® - 6a'b* + 2ab” resta 5a°h’ — 3ab’ + 8 - Ta’b — 2a°0°
Realiza (3x™ - 7x ™' — 8x” + 3x ™) — (4x™ + 6" = Tx" - ")
De Saz"_’ +6az»-_ Ea"” —34!]"_31'651;3 uah_sah—l _3anl+l_4au|—3

b I Ol

: A L e sy e S 8
B ¢Cu§lesclrcsultadodc(2x 4xz 6x+3] (zx’ TRy 1]‘3’

1 2 1 3
9. De Emzns +6mn’ + m"n—gnfnz resta Em"n +Emzm:3 +8mn’ =m0’

:;

2 1 3 1
10. De Zx%y? +3xy—dx*+—y* resta — —x*+ _x"y +
5 ¥ 6_‘? res X Sxy Y

- y‘+%x’y’
11. Resta Bx—3y—-6de Sx+4y -1

12, Realiza (@ +a-1)-(@-a+1)

13. Resta— & +6x"—3x—2de 10x" - 12¢" +2x -1

14, ;Cuél es el resultado de restar 12¢* — 34 + a — 8 de 14a* - 54" - 37
15. Resta 162"y' - 3x"y" + By’ de 4x™y" + 95" + 10x%y*

16. Resta 3™ —Tm™ + 8™ — 12m™" de 4m™® — 6m™ + 2m™" — 8!
17. Resta 154"° =34™' - 84" + 104" de 4a"” - 54" = 3¢"* + 24"
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O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

3. A 5 ol I 5 P |
19, = —— —— - — T —— e +—
9. Resta 4xy 2J‘: Xy +3y de —x x’y 3.1}‘ 4;v

20. Resta lasb g

AiGERRA

1 4 5 3 1
18. il —— - = —ff——
Rcstasm jn p de ﬁm n ﬁp

2
1

3 3

6 3 2

: 3 2~ 6a*h® de 3ab— Basb—%a"b’ + %azb"

Signos de agrupacién

Los signos de agrupacitn se utilizan para indicar que las cantidades en su interior se deben considerar como una sola. Los
signos son:

a) Corchetes [ ] b) Paréntesis( ) ¢) Llaves { } d) Vinculo = —

Reglas para suprimir los signos de agrupacién
Si el signo de agrupacidn estd precedido por el signo “+", éste se suprime y las cantidades que estdn dentro de él
conservan su signo.
+(~g+b-¢)=—aq+b-c¢

Si el signo de agrupacitn estd precedido por el signo “~”, éste se suprime y cambia el signo de cada una de las

cantidades que se encuentren dentro de €1,
—(x=2y+37)=-x+2y-3z
—2x-3y=—(2x-3y)=-2x+3y

Si en una expresion existen varios signos de agrupacion se suprimen aquellos que no contengan otros. Este proceso
se repite hasta llegar a una expresién que carezca de signos de agrupacion,

EJEMPLOS .
"E 1. @« Simplifica 2x+ (- [Sy+ (3x -2 + 2 —(—x+y— z+4)] - (-x +»)}.
i;i f Solucién

Se suprime el vinculo:

2+ (- [y + G- +2=(-x+y= 2+4)] - (- x+)))
=2Zr+[-[Sy+Bx-+2=(-x+y-z=d)] = (=x +)}

Se suprimen los paréntesis:

=2x+ (- [Sy+3x—z+2+x-y+z+4]+x-y}
Se suprimen los corchetes:

=2x+ [-Sy-x+z-2-x+y-z-4+x-y}
Se suprimen las llaves:

=2x=Sy-3x+z-2-x+y-z-d+x-y
Se agrupan y reducen los términos semejantes:

=2x-3x—x+x-Sy+y-y+z-z-2-4
Por tanto, el resultado es: — x— 5y -6
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imolifica: & x— 42 x— O] DI O e
Sunph.ﬁca.zx {4:: 2y+[2x Sy [x+4y x y]]}

Solucién
Se sigue el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior:

1 3 2 1 —
Ex—{zx—zy +(2x— 3)*— [—x+;y—x—y:|]}—
1 3 2 1

= Ex—{Ex—2y+[1x—§y—[—x+zy—x+y]]}

1 3 2 1
= Ex—{gx—2y+(2x—§y+x—Iy+x—y)}

3 2 1
= _y=- _x_2y+2x__ +rx—=—y+x—

[

—

3 2 1
= —x—1x+2y—2x+§y—x+zy—x+y

[

1 &
PR

1 4
Por tanto, el resultado es: —%x+l—;y

EJERCICIO 26

Sim plifica:

L 3x— (2y-(5x + 3y)}

2, —(6a—-3b) - [Sa—9b - (2c - 9b)}

3. - 10x — (8x — dy + 22) + (5x— dy — 27) —(10x - 3y - 4)

4, dm + [(6m —3n) — (9n - 5m) + (Bm — 2n)}

5. 2a - (Ta - (3a—Tb) +(10a - %)}

6. = (x+y) +[3x - 2y + (- 8x = 5y — (6x — 8y = Ty} } = x]

7. & - (3¢ — 6y — 2x—3y — [9x"— 6y — 4x] — (2" = 9y + 6x) — %)
8. — (—6x+3y— (8 —[2y — 4r— 2x—6y + 10x] - 9y) + 12x]

9. -9y +3z—(5x— 10y - 82— (2x -6y +7z— [2x - 3y])}

10. - 6x + {8y — (2x - [4x - 9y — 62] - Tx) - 6y} - (Bx — [3y — 22] -9%y)

11,

12,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente

2 1 3 2 1
—a—3——b—|2a—=b|+-ai——
SG { Sb ( ¢ Sb) 30} ib

2 1 1 1 1
4x—gx—(ix—y]+{5x—§y—(gx—§y]}
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Multiplicacion
Para realizar esta operacitn es conveniente recordar las reglas de los signos.
Regla de los signos
B =+ @X-)=- QOES )=+

Ley de los exponentes para la multiplicacién. En la multiplicacién de términos con la misma base los exponentes
se suman,

Monomio por monomio
Al multiplicar monomios, primero se multiplican los coeficientes y después las bases.

E‘gEMPLOS -
-é_ 1. @s-;Cudl es el resultado de (- S¥Y'2(3%)?
| Solucién
Se multiplican los coeficientes y las bases:
(= YYD = (-5 ¥y y 22
Se aplican las leyes de los signos y de los exponentes:
=— 15*0
= - 156"

Eje

Por tanio, el resultado es: — 152%"'7”
2 ®s-Realiza la siguiente operaci6n; [—%aﬁbscs](—%azbc"]-

Solucién
Se efectiia el producto de las fracciones y se aplica la ley de los exponentes para las bases,

_Eﬁss](_gz 4]_ _E _2] 642 SHSH_ESEB_EEEQ
(4abc 3abc =13 3“ (- N —uabc—ﬁabc

| P 3 2 a
Por consiguiente, el resultado es: EP be

3 ®s-Realiza (- abc)(3ac).

Solucién

En este ejemplo, la base & no se repite en ambos factores, por tanto, se pasa igual en el resultado.

(= abe)(3ac) = - 3abe'" = - 3B
resultado de la multiplicacitn es: — 3a’hc”

A ®e Realiza (3x™7y™ )(-2x*7y>),

Solucién

Se aplica el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores, no importa que los exponentes de las bases sean

expresiones algebraicas.
(33-’2 n—iyia ]{_zan—syza] s _6x¢2a—l}+{-|a—3]y3a+zs - _ﬁxﬁs4y5s

Por tanto, el resultado es: —6x%~*y™
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5 ®e-Efectia (—3a'bc)(2d°c* )(-5ab’c*).

Solucion
(_habc)(zazcs )(_Sabscz] =(_3]{2]{_5]ad+1+lbl+!cl+5+2 o 30&754(:’

Hl resultado del producto es: 30a’d*c*

EJERCICIO 27

Resuelve las siguientes operaciones:
L (5x)(=3x) 16. (6m™*n™)Y- Tm*°n’)
2. (4y'2)(6xy"2) 17. (927" )4xY)
3. (<Ta’cX2a'be™) 18, (=377 (— 2yt 5)

3 2, T ara2:4 3
4, (Em](—-;z) 19, (-'ﬁ-ﬂ b e ](-'l'zﬂ bfj)
5. (_ lﬂmﬁp] (_5 mzps] 20, (__;xaa—lyza ](4x2—3ﬂyl—1a]
6. (‘J'cim”pz](—%cﬁm] 21. (Sab)(-3a'b)(2a’bc)
7. (~xy202) 2. (-T2 - 25 ) dxy2)
8. (ac)(—4a’b) 2. (=590~ 2)
9, (—%mn]{—%m"np] 24, (Ax'y)- 27 X328 yH- )

T G 8 2 2 2, 5 1 3,2 2 4 2 10 442
10, (-ja b'c ](ga b c] 25, ('3"“ b c](ga be ](ﬁac](?a b ]

4 i P 3 )2 1 1.1
11. [—Em](?x » ] 26. (—Ea b](gﬂjbﬂ)(—im](—% c ]
12, (%mpz](—ISMEp] 27. (4a'bc)-5a"bc) - 24"'b™c")
6.5 Z2 1 3a-1_ da 2 a+2 _ a+l 1 Ia

13. (U.Sm p]((].im n] 28. (Ix ¥ ][gx ¥ ](—Exy J
14, (0.4abe)(0.12xyz) 29. (B3x )= Axy)(- 2x47y)
15, (5a"b"c)—24'b ¢) 30, (2a"BN-2m" N~ 5am’'n™)

EJEMPLOS

-E
L2

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Polinomio por monomio
Se multiplica cada uno de los términos del polinomio por el monomio o viceversa, como lo ilustran los siguientes
ejemplos:

1 @ Resuelve (50" = 3x*y'z + dxz' )= 3xy).
f Solucién
Se multiplica cada uno de los términos del polinomio por el monomio:

(55y' = 3x'yz + 4z} (= Ix'y) = (5 )= 3x'y) + (- 32y = Ay) + (@AY= xy)
=—15¢% + 9xy'z - 12¢%2*

Por tanto, el resultado es: —15x°y" + 9x%y"z - 12¢yz"
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Solucién

(= 7a™b' " da™ " B> - 5™ 7B + 307 BT
=i 28‘24.[+2b + 35au|.l+|b2 o 21“‘“&3
Luego, el resultado es: — 284" *°b + 354" " 'b” - 214"’
3 ®e-Resuelve el siguiente producto: (%x —%x""’ +%x""3][—§x"+'].
Solucién

Se multiplica el monomio por cada uno de los elementos del polinomio:

i -1 2 m=2 é m—!]( 3 nl+l]
(sx"' 3x +4x 3x

1

__i L] E m—l_l 2m-2
= L,,:cz +';.Jr2 3%

Por consiguiente, el resultado es: —%x"‘ + gx""’ - %xz""

L AR i

2 ®s-Realiza el siguiente producto: (- 7a™b' ~Yda™ " 0™ - 54" B + 34" 6™,

Se realiza el producto del monomio por cada uno de los elementos del polinomio:

x"‘s)[__

2
3

o (_ -}- +3bl—2l)(4a$r—lbb} + (_ 701+3bl—21)(_ SaSJ—ZbZ:+I} + (_ Ta:+3bl —Zl}(Sall—Sbll+2)

”

EJERCICIO 28

Realiza los siguientes productos:
1. (4" - Tab)(2a’b)
. (= 3m)(5m* = 3m* + 6m - 3)
. (3% 7% = x)(ny)
. (= 3ab)(2a’ — Tab + 8b")
(6a°0* — Ta’b’ + 4ab*)(4a’t’)
. (= 5072 (T2 -3¢y - dx)
(5m’n = 3m'p + 6m")Bmp”)
. (da’c =Ta’b - 2c)- 3ac*)
. (5m’n = 3mn’ + 2mn)(3m™ n™%)
L (=2 T - B+ —9x + 2)
. BabY = T ™ — A Y= 34D
SETYEEY - 26y — 4 P
. Ba™ ™ -3a™P ' + 247 (- da'b ')

1 3 35020,
(Ge-3-3e) 5

W ope =l B L g WP

—
=

p—
|

[
e
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O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

15.

16,

17.

18.

1

b=l

20,

EJEMPLOS

i
[ |

Ejemplos

Conceptos basicos de dlgebra
4 3 ;1 )
= Zxt -y 4+
sxy](4x 3}*’ 6xy
EE_ZHZ Ezq_l (Ez
Sa zab +sab lﬁb) Sabc)

4 " {.] ? ! m
Eaﬁ Hp* -3¢ % )(—.‘Sasc"]
1
=3 +Zx"* ](—Gx"]
T e dm 4 el 3p+2]
. (4 el £
( ab](3a b e+<a™'b

[_im;na] imhﬂnh _gmznzr‘:H —Im”n)
5 3 4 2

Polinomio por polinomio
Para multiplicar polinomios por polinomios, se siguen los pasos indicados en los siguientes ejemplos:

1, @+ Efectia la siguiente operacién: (5x* — 3x — 2)(4x — 3x - 6).

Solucién
Se escriben los factores de la multiplicacidn en forma escalonada (como en las multiplicaciones aritméticas), y se
ordenan los polinomios con respecto a los exponentes en forma ascendente o descendente, segiin se quiera.

S -3x-2
X =3 +4x-6
Se multiplica el primer término del polinomio de abajo por cada uno de los términos del polinomio de arriba.
5 -3 -2 (= 35" = - 15¢*
X -3 +4r -6 (-3 )-3) =+ %"
- 152 + 9 + &F (= 3%)(-2) =+ 6¢°

A continuacidn se multiplica el segundo término del polinomio de abajo por cada uno de los términos del polinomio
de arriba y los resultados se colocan debajo de sus respectivos términos semejantes del primer resultado.

55— 3x -2 (4x)(5x%) = 20¢°
x -32+ 4x -6 (@x)(- 3x)=- 12¢
-15¢+ 9+ 64 (4x)(-2)=-8x
+ 20x° = 12%° = Bx
Se repite el paso anterior para cada uno de los términos siguientes (si es que existe).
5% —3x -2
X =3¢ +4x -6 (- 6)(5x") = - 30¢°
- 158+ 9+ 6x (-6)(-3x) =18¢
+200° — 124 - Bx (-6)-2=12
—30x" + 18x + 12 (continia)
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(continuacidn)
Por iiltimo, se realiza la suma.

5 -3x-2
X =3 +4y-6
=15+ %'+ 6
+208° - 124 — Bx
=30 + 18x + 12

- 15x* + 29x" - 36¢" + 10x + 12
Por consiguiente, el resultado es: —=15¢* + 29x° =36¢" +10x + 12

2 ®e Efectia la siguiente operacitn: (5x%y — 3x°y" — 6xy)(3x’y - 46y° + 3xy),

Solucién
Se acomodan los polinomios de manera vertical y se realiza el procedimiento descrito en el ejemplo anterior.
Sx'y- 3¢y - 6xy
X 3y 45+ 3y
15257 - 9xy* - 18
- - 20x% +12¢Y° + 240y
+ 150 - 9y - 182"

15¢%° = 29" = 3y + 126 + 1507 - 186
Por tanto, el resultado es: 152"y — 20x%* — 3y + 12¢%" + 15x°Y - 188

3 ®e;Cuilesel resultado de (%m’ —3m+§n’](%m—%n]?

cion
Este es un producto de un polinomio por un binomio, los resultados de los productos se acomodan de manera horizontal
y se realizan las reducciones de términos semejantes.

5 1 2 1 5 2 5 3 1
(—mz =3mn +§n’](~m--—n]=~m’-2mzn+~mnz ==m*n+=mn* -Enﬁ

2 3 2 3 9 4 2
5o M 8.5 13
= —_—— + — e
3m 4Mﬂ lsmn ﬁﬂ

5 13
El resultado de la operaci6n es: ng —E-m’n+—-nm -—n

4 ..‘Ohtén el ICSII]thD * (ha+] +5xn+2 _xa+! +xa—2 {xs-i-! +2xa _xa—l).
Solucién
Se acomodan los polinomios verticalmente y en orden decreciente y se obtiene como resultado:
zxa+3 +5xa-ﬂ _xa+l +xﬂ—2

x #7425 -
zxZnH + 5x2a+3 i x2n+2 +x2a—l
A% +4x2a+3 + 10x29+2 e zx!a-ﬂ + zxZn—Z
_2x2ﬂ+2 — Sxia+| +x1a _xZn—S

zxzaﬂ +9x2ﬂ+3+?’x2ﬂ+2 _?xZEH +x2f! +x2ﬂ—| +2x2a—1_x2a—3
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EJERCICIO 29

Efectlia los siguientes productos:

L (x=Tix+2)

. (m+9(m-8)
L(—x+DB-0

L (B + T +4)
(Zx=53x+2)

. (Sx = dy)(5x +4y)
L (Gx+29)(3x-y)
L+ H-T)

()
o Gt i)

o (i
2?3 NS

12, (¢ = 209+ y)x =)

S - Y O )

13. (o + 2y + y)x + %)

14. (M’ —mn+n)(m+n)
15. (m*+ mn+ ')Ym —n)
16, (5x* = Ty — dxy)3x— 2y)
17. (46" - 94" - 4ab)(3a - Tb)
18. (20 -3a+4)(2a—-1)
19, (5¢* =3¢ = 6)(3x—4)

20, (¥ -3x+ 1)@ - 1)

21. (éa* —3ab +1b’ ](Ea —Ib]

3 3 2

5
22, (Ef +gyz —Ixy][tlx——y

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Divisién

23

24,
25,
26,
27,
28,
29,
30,

3L

32,

33,

34,

35,

36,
37.
38,
39,
40,
41,

42,

44

Concaptos basicos de dlgebra

; (?S-f —:ll-yz +%,xy](2y—%x]
(™ = w7 Y = n)

(B"= '+ "N b+ 1)

(2™ 4 x™ = XY™ = )
O = 2% + 30+ )
(3% - 5x—2)(2F - Tx +4)
(dx— 6" = N3 + 2+ 1)

(4x" - 2y + 6" )&y - x)7 - 2y)

(m+n-pm-p-n)
(2m=3n+35p)Xn+2p-m)

{atb—-ca-b+c)
OF =2x+ D' =2 +2)

1 3 5
(Exz —5x+5)(ﬁf—4x—2}

@™+ = "= ™+

2 +3°" -+ e+ 1)

(@F - a'b+a*—3ab® + ') — 2" + ab)
G = 2m™ + m*Yon® + 2m - 1)
Gx + X = 5N - - @)
(m*=m+ " + 1)+ ot = 2m = 1)

15 3 152 %4 1
e W - ISy | [P MG O e
(23:2 i 3x)[3x’ +4x]

@ - 20" - P NG - v D)

. (@ + 4g™ - a7 W + d™ + a™)

A continuacion se muestra la regla de los signos de esta operacitn:

Regla de los signos
H+H)=+

)+ ()=-

O+ =- @@=+
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ley de los exponentes para la divisién
En la division los exponentes de las bases iguales se restan.

Monomic entre monomio

Cuando se dividen monomios, primero se realiza la division de los coeficientes y después se aplica la ley de los expo-
nentes para las bases. Si la division de los coeficientes no es exacta, entonces se deja especificada; silas bases no son
iguales, entonces se deja expresado el cociente,

-

m

JEMPLOS

Spd 6
1. @+ Realiza la siguiente tlpm'an:itfulﬂn:M

Ba'bc

Eiﬁ‘l‘)kﬂ

Solucion
Se dividen los coeficientes y las bases para obtener:
-16a’b'c® _-16 54 45 o, 3, 5
e - —2
Ra'b'c 5 a b e a be
Finalmente, el resultado es: —2a’b¢®

-10x"y%¢

®e-;Cydl es el resultado de ————
2 (Cuél es el res o

?

Solucién
La divisién de los coeficientes no es exacta, por tanto, se deja expresada como fraccién, la cual se simplifica y se
efectiia la divisién de las bases.

=10xlye 105w 8 5
:!;;c =€x1 Zyﬁ 2.1 |=§x5chu=§xsya

Por tanto, el resultado es: %fy"

3 ®e-Realiza 2%,
-xyz

Solucién
Se aplica la ley de los signos para la division y se dividen las bases.
T gyt = Aty = () (1)(D) =1

Hl resultado es: 1

4 ®e-;Cuiles el resultado de Bx™'y™~* + 2x™*%y* 7
Solucién
Se dividen los coeficientes y se restan los exponentes para obtener como resultado:

EISHJ’SE_‘ a4 }{2a +2)_ |5 a-4}{3a-1) —1-Za-3 _ Sa—d-3at] —4_Ta-3
a a + i [ a—1-2a-! a— i a o
W = 4,{‘ ¥ = 413 ¥ =4y ¥
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EJERCICIO 30
Realiza las siguientes divisiones de monomios:
L 9a%b" 12x'y’2"
' 30 % T&xyz
2 A2XY 10, 22
. '_? B —--&—
%y Bx'y
_zﬁaibﬁ lzf Cln—-!y5#—2
T e Sy
SZPSQE _mas:—sba-ﬂ
4, Z10a7 b
_szqz 12 —2g*™pErs
5 %alﬂbs 13 48a21+3b3.r—2c|1
1 —120257 " _lﬁa.ﬁlbll—'icﬁ
¢ 25q"7p° i _mxs-—zym 7"
S * 61" ys 7z
? _ﬁxal ? 15 xZa—lySa—!zi
" lsxdy'l' - xZn—lfﬂ—df
—44a°p" T 158 S .5
16, —— -
66a°b° AP woghe

Conceptos basicos de dlgebra

i. 4 ,
17, —— g ———
7 Sab Sab

2

18,
3

1
5 3

[ Ep——
z IE'z’
19,

20, —%x"ys +=2

4.5

n &

21, 3m*n’p +—%m"np5

22, —-:—csds + %d‘

Eaﬂl—zbn—ﬁ + Eam—sbn—'!

2

3
7°

23,

2

3

24> nl+lbn+2 - a!—!mb-l—n

c Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Polinomio enire monomio

Se divide cada término del polinomio entre €] monomio, como se muestra en los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS o
° 2x*5x 42"
'§_ ]1_ @+ Efectia —
|
y Solucién

Se divide cada término del polinomio entre el monomio,

6 5 4 653 3 0
2 ®e-Determina el cociente de: lﬁxyz—lixzyz s, :
=Ax’y
Solucién
Al aplicar los pasos del ejemplo anterior se obtiene:
16x°y'z 12x'y°7"  6x'y
—4x'y  —dx'y  —dx'y

Hl resultado es: —dx*y*z+ 3x'y* 7 _gxys

65

2x'5x e’ _2x' 5x*
-x -x? =x’
==2x"+5x—

- iz =-2x"" 455" —x™?
-x

x'=2x" +5x-1

= _4xﬁ—1y5—lz+ 3xd—2yﬁ4zz i %xS—ZyB—|

=_4qu.|z+ 3.1'2}'522—%1}‘8
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3 @+ ;Cuiles el cociente de
Solucion

4x2u-H + SxSu—Z t lzxm+!

6x"" 1

El monomio divide a cada uno de los términos que conforman el polinomio,

datmtl gatmd gymH =£x(z..-u}-b..-z} +Ex{3"‘2}'{ﬂ'z} _Ex{n+3Hll—2]‘
6 6

+ =
61"_2 ﬁxm—z ﬁxm—z

6
wd 2 - —mm+2 i m—2—m+2 i +3—m+2
= 3Jt'2 + 3.1:S 2"
=§f+3+%x2-_2x5
. . 2 +3 4 2 5
Por consiguiente, el resultado es: 5:6' 3 " —2x
EJERCICIO 31
Realiza las sigulentes divisiones:
1. xz:b‘ 11, (%aw—;a‘b -a’h* )+6asb’
dx? +2x° | 355143] 3 2
2 e 12, (4ab zab +6ab + 4ab
Bx’y—20x" 3,5 2 4 4
3 — 135 9_L B 7, % 45 Pt
ax’ Cia A il A M T
2 —x" +x 1 6
4r Sy SEW e 14 Pty | '.'l‘__ e N |
x (ﬁxy 3xy+xy ]+ ij'
2x* +6x° —Bx’ [1 R e | 5
g TP T 15. | =x"y =Zx%y +-x°y - —2x?
6 Bxﬁ—lﬂx‘—llxs 16 al‘rb}yclz +6a1rb!yciz_sa-|:rb5ycﬁx
4 _4xz : 1 be!y dz
3
T zl-’[mdnﬁ — lsminﬁ + sz 17 x!a-|y!a+5 = lhaﬁyin—ﬁ
J 3.‘?1#2 d 6xa+2y:n—?
32a"p° +484°h! —a'b® 162" 3p 1 _ 124 2 ptm=s 4 g j3m—t pSm
B, Babs 18, _4az-—5b4ma
Zsfyﬁ—f-ﬂx?f—?xzy i maﬁm—dbsnlﬂ _ma?m—zb&—l +Eas.-bs
9' -:_.xzy g' _IUGZHZbZ'
3 1. i |
10 [%az__a ) Ea 2[] Exl—ay!—bzl—e+ xl yz—azs g y bzd
N 1 - -
x:! -3, y:—zazl

e Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS
] ®¢ Efectiia la siguiente operacién:

w

§

Concaptos basicos de dlgebra

Polinomio entre ofro polinomio
A continuacion se enlistan los pasos a seguir para realizar esta operacion;

3" =5x+2
-2

Solucién

1.

Se colocan los polinomios como en la divisién con niimeros reales, y se ordenan seglin convenga con respecto a
los exponentes:

3x-2 [3¥ -5x+2

Se toma el primer término del dividendo, se divide entre el primer término del divisor y el resultado se coloca en
o A
Ia parte de arriba: = =x.

X
3x-2 [3x —-5x+2

Se multiplica el resultado de la divisién por cada uno de los términos del divisor; a cada resultado se le cambia el
signo y se acomoda debajo del dividendo con su término semejante: (x)(3x) = 3x% (x)X- 2) = - 2x.

x
3x-2 [3x?-5x+2
-3x" +2x

Sereducen los términos semejantes y se baja el siguiente término del dividendo, a la expresion resultante se le llama

primer residuo,
-2 |32 -Sx+2
=3 +2x
=-3x+2
Se repite el primer paso, es decir, se divide el primer término del primer residuo que resulté de la reduccion anterior

entre el primer término del divisor y se escribe el resultado arriba: 198 -1

3x
-1
3x-2 Sﬁ =-5x+2

=3x" +2x
—-3x+2

Se multiplica el resultado de la divisitn anterior por cada uno de los términos del divisor y se escribe el resultado deba-
jo de cada término semejante del residuo anterior (no olvides cambiar el signo): (=1)(3x) == 3x; (=1}(-2) =2

x=1
3x—2 (3 -5x +2
=3x"+2x
-3x+2
Ix=-2

Se realiza la suma y si el residuo es cero como en el ejemplo, la divisién termind; en caso contrario, se siguen los
pasos anteriores hasta obtener cero como residuo o algiin polinomio de grado menor al del divisor.

=1
3x=2 1 3? -5x+2

=3¢ +2x
T —3x+2
3x-2
0

Por tanto, el resultado del cociente es: x =1

&7
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S5a° =21p" +8
2 ®+-Efectiiala siguiente operacién: %.

Solucién
Al emplear los pasos del ejemplo anterior:
Sa=T7b .

a+3b [54+ 8ab-218 38 _ 5a-(5a)(a+3)=5¢> +15ab
54" = 15ab a
- TJab-21b* =Tab __ & e _ At
e e ha Tb— (=1b)(a+3b)==Tab -21b
_"_ 0

Por consiguiente, el cociente es: 5a —7b

&

En una divisién de polinomios, si al dividendo le falta uno de sus términos, se deja indicado el espacio que ocupa dicho
término o se escribe con coeficiente 0.

Ejemplo

{Cudl es cl resultado de ——4*9 —4 ~1,
a+a +1

Solucién

Se ordena tanto el dividendo como el divisor en orden decreciente con respecto a los exponentes y, en el caso del
dividendo, se deja el espacio correspondiente al término de exponente 3:

Sta+l| d*+0a°-a"-22-1

Se realiza la divisidn como en los ejemplos anteriores:

2
a-a-1
] = e at
a’+a+1_lzq-:ﬂis_ ‘:; a=] E—,—=a2—>(a2](a2+a+1]=a"+a3+a’
N T 3
- a-2a- -a
fs+2ﬁz+22 —=-a—(-a)(a’ +a+1)==a"-a’ -a
-a-a-1 -a’
Tran (e sasl e oo
0
El resultado de la divisién es: " —a - 1
EJERCICIO 32
:  Determina el cociente de las siguientes divisiones:
: x 43342 4 X +Tx+12
5 " ox+1 " T x+4
: x +4x+3 g X—dx-12
: x+3 i x+2
! 3 x* +5xy+6y° 6 x +3x-18
2 " x+2y T x-3

é8
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10.

11,

12,

13.

14,

15.

16,

17.

18.

19.

20,

21,

22,

23,

24,

m? =11mn+28n"
m=Tn
x’ =9xy—10y’
x+y
' +2n* —48
n+8
m° —m’ -20
m=5
2 +11x" +18
*+9
X2 =9x%+14
xf -2
Ox? —6x-35
Ix+5
16m* —4m -6
dm+2
15¢* —a—-28
3a+4
Ba® —6ab 270"
4a-9b
49m” = 56m+15
Tm-5
15a* —ab — 280
Sa-Tb
Tm® =3mn+12n0°
m=—4n
12x* - 5xy -2y
dx+y
18m* = 21m*n* —=15n"
6m” +3n"
9m* —-9m” —40
Im’ —8

20m° -9m” -18
dm +3

15m> =34m* +9m+10

3m -5

69

28,

3L

32,

33,

37.

38,

41.

42,

Conceptos basicos de dlgebra

12x* +13x* —=59x+30
4x-5

Ba' —44a’ + Ma+ 42
40 —Ba—6

(x*=y")+(x-)

(8x™ +27y%) +(3y +2x)
("~ 8y") (" -2y")
(a* -a)+(a-1)

X +d48x—64-12x
X +16=8x
4x' +x'y" =5x° —6y*
zxz _xy_zyI
6x' -8 —x* +x+2
2" -x-1
3x* +2x* +3x—-6x?-2
X +x=2
4x' —dx" =137 +11x +4
2% —d+x
6x' —19x° =12 +43x +30
3 =5y —6
4g' +264° =79a" = 20a + 42
a +8a-6
12x* —=36x" — 202" + 38x + 24
2x?=5x-6
28x* —17x* +18x+23x" =24
4y’ =3 +6

Sxt =09y — 232" +36x +12
2
x' -4

12x* +9x° = 11x* —6x +2
3’ -2
10a* —41a’b +9a’b’ +38ab’ +14b°
2a-=-Tb
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Aucesra,
- Bx® —32x" +16x* +19x" + 34x* +19x-10 49 a™—ab™' —a™ b +b*
' 2x=5 ' a-b
13 2 4 M =m0+ 2
i, (L2 )( . 2 so, MO -2mtAmT
(5" gk [+ ek m o+ 2m el
4 , 203 2 1.3 m +dm ™ e = 2m™
45, | =P -—=xgy+= —x=-= 51.
5F 15 Y 15"1]"[5“ 3"] mEm™
1 3 1 m21'+5 +2mlr+-l _3m21+3_4m21+2+2m21'+l
46, | 6m* —=mn+—n" (— s 52
(’" § g ]+ 2" 4" m —2m™
Eal EGZ _Ea_i 53 _3umSl+l +46m51 +5m5.|~—| _Bmix—Z +3m51—3
47. B 2 18"~ 3 ) m> 7 = 8m>? +6m™!
3.2,
2
48. (xﬂ$+xa]+(x+1] 54 _x2lr|-3+2x2n+2 +2x2nﬂ_4x2u_x2u—l+x2n—2

xm—! _xm—l +xl!l—2

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

 PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Una empresa construye estructuras predisefiadas para casas y edificios. Si x representa el nimero de estructuras y
los costos de produccién son: x” + 12x — 1200 para las casas y 3x” +x + 2000 para los edificios, jcudl es el costo

total de produccidn de la compadiiia?
Solucién
El casto total se obtiene al sumar el precio de las casas yel de los edificios.

i X +12x=1200
3+ x+2000
4x +13x+ 800

Por tanto, la empresa gasta: 4x” +13x +800

2 El largo de un terreno en metros lo determina la expresién 2a” +3a+2 y suancho lorepresenta 22 — 1, jcudl esla
superficie del terreno en metros cuadrados?

Solucién
Para obtener la superficie del terreno se multiplica su largo por su ancho,
2a’ +3a+2
% 2a-1
4a’ +6a’+ 4a
+ —2a"-3a-2

Entonces, la superficie del terreno es de: 4a” +4¢” +a —2 metros cuadrados,
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3

Concaptos basicos de dlgebra

Al adquirir 2x + 3 articulos se paga un importe de 10x” + 29x + 21 pesos, ;jcuél es el precio unitario de los articulos?
Solucién
Para obtener el precio unitario, se divide el importe total entre el nimero de articulos.

Sx+7

2x+3 | 10 + 29x + 21
—-10x" - 15x¢

14x + 21

= ldx - 21

0

El costo de cada articulo es: 5x + 7 pesos.

Observa el siguiente plano de distribucién de una casa, la cual se proyecta en un terreno rectangular.

— Sx+2 b3 -1+ Sx+2 —]

Baifio 3x+1

3r+2 Recdmara |-\ Recdmara
a i

Sala Estancia Comedor 4r -3

o !!Almged!ar! Cocina -1
L HEER L

I fix+ 1 fox - H Sx+3  —]

De acuerdo con €l, calcula la superficie que abarca la construccitn, excepto el corredor,
Solucién
Se calcula el largo y ancho del rectingulo que abarca la construccion:
Largo=(6x+ 1) +(2x= 1)} +(Sx+ 3} = 13x +3
Ancho=(3x+2)+x+(Sx-3) +(2x- 1) = 11x-2
Se obtiene el firea del rectdngulo que ocupa la casa y la del corredor:

Area del rectingulo Area del corredor

Area = (Largo)(Ancho) Area =(Largo)(Ancho)
=(13x+3)(11x - 2) = ((6x + 1) + (2¢ - D) 2x - 1)
=143" - 26 +33x - 6 = (Bx)(2x - 1)
=143 +7x-6 =162 - 8x
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Para saber cudl es la superficie, se resta al drea del rectingulo el drea del corredor:

A =(143¢" + Tx — 6) - (16" — &x)
=143+ Tx -6 - 162" + Bx
=127 + 15x -6

Por tanto, la superficie es: 127x" + 15x — 6

EJERCICIO 33

Resuelve los siguientes problemas.
1.

Una particula recorre 5¢” + 41 + 7 metros, después recorre 1” —4 y, finalmente, —5¢ +3 metros, ; Cudl es la distancia
total de su recorrido?

. Una empresa obtiene con la venta de un articulo un ingreso de 3x* —7x +6 400 y sus costos de produccién son de

2x" —=9x +2000. ;Cudl es la utilidad que obtiene dicha compaiifa?

. Un obrero pinta una barda, cuya superficie es de 8x” + 6xy +9y” metros cuadrados, si le faltan por pintar 3x* + 8y”

metros cuadrados, ;qué superficie lleva pintada?

. Un producto tiene un precio en el mercado de 5y + 3 pesos, si se venden 3y + 1 productos. ;Cudl es el ingreso que

se obtuvo?

. Si un terreno rectangular mide 4x — 3y metros de largo y 5x + 2y metros de ancho, jcudl es su superficie?
. Las dimensiones de una caja en decimetros son: 2w = 3 de largo, 3w + 1 de ancho y 2w + 1 de altura. ;Cuil es su

volumen?

. Se tienen 12x” —5xy —2)” litros de aceite y se van a envasar en botellas de 3x — 2y litros de capacidad, ;cuéntas

botellas se van a emplear?

. Un mévil se mueve a razén de 3° —1* + 41— 2 metros por segundo, calcula la distancia que recorre en un tiempo de

2t + 1 segundos (distancia = (velocidad)(tiempo)).

Utiliza el plano del ejemplo 4 de la pagina anterior, para caleular lo siguiente:

9.
10.
11
12,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

La superficie de las recdmaras,
Elrea del baiio.

La superficie de 1a cocina.

El drea del comedor.
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PRODUCTOS NOTABLES

El trinomio cuadrado perfado
si se denomina al resultado de (a + b)*, que se obtiene mediante
un cuadredo de lado [a + b); al que conforman dos cuadrados
de drea “a™ y "b**, asi como dos rectangulos de drea “ab’, por
tanto, el desarrollo de la expresién [a + bl* es:

[+ b)?=a” + 2ab + b

Hl cubo perfecto

Es la denominacién del resultado de [a + b}*; para su desarrollo se propone
un cubo de arista [a + b) cuyo volumen serd la expresion (o + b)°. A este
cubo perfecio lo conforman des cubos de volumen *a™ y “b* respeciiva-
mente, fres paralelepipedos con volumen “a’b" y ofros res con volumen
“ab™, lo que da el desarrollo de la expresion:

o+ b)®=a’+ 3a’b + 3ab’ + &

a+h

— -ﬂ‘l‘b e ——




3 Carlulo

AiGERRA

Definicién
Los productos notables se obtienen con un simple desarrollo, sin necesidad de efectuar el producto.

Cuadrado de un binomio
El desarrollo de la suma de dos cantidades al cuadrado es igual al cuadrado del primer término, més el doble producto
del primer término por el segundo, més el cuadrado del segundo; esta regla general se expresa con la férmula;
@+b)=a"+2ab+ 1"
A la expresitn resultante se le conoce como trinomio cuadrado perfecto.

Demostracidn
La expresitn (a + bYes equivalente a (a + b)a + b), entonces al realizar el producto de los binomios, se obtiene:

(a+bY=(a+b)a+b)=a"+ab+ab+ b =d + 2ab +b*

EAEMPLOS -
'é_ 1 ®@# Desarrolla (x +7)",
2 Solucién
Al aplicar la regla general:
— El cuadrado del primer término: (x) = ¥

— El doble producto del primer término por el segundo: 2(x)(7) = 14x
— El cuadrado del segundo término; (7)° = 49

Se suman los términos resultantes y se obtiene:
(x+7 =¥ +14x+49
2 ®e;Cudl es el resultado de desarrollar (3m + 5n)’7
Solucién
Se aplica la férmula con 3m como primer término y 5n como segundo término

Gm+ 50 = 3my + 2(3m)5n) + (5n)
= 9n + 30mn + 25n°

Por tanto, el resultado es: 9m* + 30mn + 257°
1 2
3 ®e-Desarrolla (Ea+3] i

Solucién
Se sustituyen los términos en la férmula y se efectfian las operaciones, para obtener:

1 ¢ 1 : 1, 6 B
[Ea+3] —(Ea]z+2[-ia}3]+(3] =79 +5a+9=2a +3a+9
A ®e Desarrolla (5m™ = + n*Y.
Solucién
En este ejemplo los exponentes de las bases son expresiones algebraicas, entonces, al aplicar la férmula, se obtiene:
(™7 4+ Y = (Sm™ 7Y + 25m™ ) n®) Hn'"Y = 25m" "+ 10m™ 7 " 4 0™
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5 ®s-Desarrolla (- 2x - 3y)-
Solucién
El binomio se expresa de la siguiente manera; (— 2x — 3y)* = ((—2x) +(-3y))’", se aplica la formula:
(26 =3 =((-22) +(-3y))" = (- 20" + 2= 20 3) + (- HY'
=45 + 12y + 9
Por tanto: (— 2x — 3y)* = 4% + 12xy + 9

Hl desarrollo del cuadrado de una diferencia de dos cantidades, es igual a:
(a-b)y =a’-2ab+b’

En este desarrollo los términos se sustituyen con signo positivo, como lo ilustran los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS .
1 @+ ;Cudl es el resultado de desarrollar (4x* —9y*)*?
i§' | Solucién
Se aplica la formula anterior y se obtiene:

(@x" = 9)" = ()" - 2(4x )9 + 9y
=16x" - 72x"y" + B1)"

2 ®e-Desarrolla (3x'y — 2¢°z).
Solucién
Se aplica la férmula de la misma manera que en el ejemplo anterior y se obtiene:
(3xy = 262" = (3 - 23x%y) (2¢2) + (26%7)° =9y — 12¢%z + "7
Finalmente, el resultado de la operacion es: 9y = 12x*yz + dx'%7"

Cuadrado de un trinomio

Hl desarrollo de la expresidn: (a+ & + ¢)° es igual a la suma de los cuadrados de cada uno de los términos, mds los
dobles productos de las combinaciones entre ellos:

(@a+b+ci=a"+b*+c + 2ab + 2ac + 2bc

Demostracion
La expresi6n (a + b + ¢)’ es equivalente al producto (a + b +¢) (a + b + ¢), entonces:

(a+b+cl=(a+b+cla+b+c)=a"+ab+ac+ab+b" +bc+ac+bc +c’
Al simplificar los términos semejantes:

(a+b+cP=a+b+c*+ 2ab+ 2ac + 2be
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EJEMPLOS ]
1. ®¢-Desarrolla (x +2y + 32",

ﬁ_ J Solucién

i Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:

(x+ 2y +32F = (1) + (290 + (32)" + 2(x) (2y) + 2(x) (32) + 2(2y) (32)
=x +4y" + 97 +4dxy +6xz + 12yz

2 ®e-Obtén el resultado de (4m — Tn - 57
Solucién

El trinomio se expresa de la siguiente manera: (4m — Tn — 5)° = (4m + (= Tn) + (- 5))° y se aplica la férmula para
obtener como resultado:

(4m —Tn = 5Y =(@m) + (- Tn)’ + (=5)" + 2(4m)}~ Tn) + 2(4m)—5) + 2(— Tn)}(- 5)
= 1607 + 491 + 25 — S6mn — 40m + T0n

2
3 ®e-Desarrolla (%x"*’ +2x™ +x™ ] :

Solucién
Al aplicar la férmula se obtiene:

O 1 Lot Yo o [ £
=[zf‘*’]+{zx CSRE E }zx"lﬂ(?‘ w2y
= % XA T 2T T

Se reducen los términos semejantes y se acomodan de forma decreciente, respecto a los exponentes:

- if""" + 2™ 4 527" 4 dx™ 4

EJERCICIO 34
: Desarrolla las siguientes expresiones:
; 1 (x+8) 10, (4 -m)* 19. (2x +3y)*
£ 2 m-10 11 (y+9)° 20, (x+02)°
; 3. @-3) 12, (x-12) 21, (4x’ + 5y)
: 4. (y+17 13. (p+15)° 22, (9a" - a'by
: 5 (y+5) 4. (2a-17 23, (6mn* +3m'py
. % 1 i
: 6. (p-6F 15, [Ix—g]z 24, (@' - b
2 @ 16. (3ax— 1y 25, 1-%@]
8. x-5) 17. (mn + 8a)’ 26, %x—zf]
3 1.7
; 9. (24n) 18. (7a-3b} 27, 5_4_)']
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28, (3 + 4n’) 38, (6x™ 7+ 5y"7) 48, (x'—2x+ 1)
29. (Sab - 3%y 39. (03x™-08y"")" 49. (x+y-2)
2
30, (m’ +12yY 40, %f*ﬁ%y“‘“] 50, (Za-3b+ 1)
By
31 (3% - 9 41. xz +3yh]’ 51. (4m+5n+p)
da dx_ a+l ™2
32, (@ - b 42, xs 32 3' ] 52, 3P+ - 1)
b
33, (3% + 2%y 43, (x+2y+3) 53, [%a+%b+c]
34, (" - any 4. (3x-2y4+1) 54, (éx_ﬁﬂz
1 " 2.3 1)
a5 [3‘],_'__‘!3:&4;«] 45, {a+6.~&r—5h:']2 55, [....'.A_“]
2 x ¥y z
4 2m-1 3 ¥ 2 2 x 2
36, ga ——2~b 46, (@ +5Sa+4) 56, (@' = b +c)
37. (0.6m™ - 0.50") 47. (@ +3a-27 51, (@'-2a -a*" 'V

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiante

Binomios conjugados

Son de la forma (g + &)@ — b) y su resultado es la diferencia de los cuadrados de ambas cantidades, como se ilustra

enla férmula:
@ +b)a-b)=a-p
Demostracidn
Se realiza el producto y se obtiene:
(a+b)a-b)=a'-ab+ab-b'=d - b
EJEMPLOS *

'|,_ @s- Desarrolla (x + 6) (x = 6),
E | Solucion
o)

Ambos términos se elevan al cuadrado:

— El cuadrado del término que no cambia de signo: (x)’ = ¥*
— El cuadrado del término que cambia de signo: (6)° = 36

Finalmente, se realiza la diferencia y el resultado es: ¥ — 36
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2 ®@e-Desarrolla (m = 4) (m + 4),

Solucién
Al aplicar la férmula se obtiene:
(m—4(m+4) =) - @ =m-16

3 e®e-Resuelve (- 26+ 7) (- 2¢' = 7).

Solucién
Los binomios se expresan de la siguiente manera para aplicar la férmula:
28+ -2 - D= [ 2+ TN [ 26 - T1= (- 260 - (' =" - 49

3 2 2 3

4 ®e-Desarrolla [E— Md][sma +E}

Solucién
Se ordenan los términos y se aplica la formula para obtener:

10_3m')(3m' 10} _ (10 3m')(10 3" (E) ') _ 100_9m*
3 2 )02 "3) 1tz 213 2] \3 2 ) 9 4

5 ®e-Resuelve (5x™ %+ y*™) (52 - y*).

Solucién
Al aplicar la férmula se obtiene:
(Sfa—i +y-ln}(5fa—3 —}I“"}: (th—}}! S (ynln}z o Z.Sx-la ] _y&n

Productos donde se aplican binomios conjugados

EJEMPLOS .

38
:

1 @+ H resultado de (m +n —p) (m + n + p)es:
f Solucién
Los elementos de ambos factores se agrupan de la siguiente manera;
(m +n=p)em +n+p)=[(m+n)=p] [(m+n)+p]
Se aplica la férmula para los binomios conjugados:
=(m+ny-p°
Se desarrolla el binomio y, finalmente, el resultado es:
=m"+2mn+n"-p°
2 @< Desarrolla (x +y —3) (x—y+3).
Solucién
El producto se expresa de la siguiente manera y se procede a aplicar el producto de binomios conjugados:

(x+y=-3)x-y+3) =+ (y-Ix-(y-3)
=() - (y -3
=x"-y +6y-9
Por tanto, el resultado es: x* —y* + 6y -9
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Solucién

3 ®@e-;Cudl es el resultado de (2x — 3y — z+ 5) (2x =3y +z-5)?

Praductos notables

Se agrupan los términos y se aplica la férmula para binomios conjugados:

(2x-3y-2+5) 2~ 3y +2-5) =[x~ ) - 2= 9] [~ H) + &= )]
=(2x-3y) - (z-5)’

Se desarrollan los binomios, se eliminan los paréniesis y se ordenan los t€rminos:
= (dx" - 12xy +9y") - (2" - 10z + 25)
=4’ - 12xy +9y" -2 + 10z - 25
= & +9y -7 — 12xy + 10z - 25

Finalmente, el resultado es: 4x” + 9" — 2" — 12xy + 10z - 25

EJERCICIO 35

1. (x+3)x=-3)

2, (a=-1}a+1)

3. (b+2)Xb-2)

4, (k—8B)k+8)

G5+
. (9=-aX9 +a}

=1 hn Ln

. {m = n)(m+ n)
B. (y—2)oy+2)
9. (3x+ 5y)(3x - 5y)

Desarmolla los siguientes productos:

12,
13,
14,
15,

16,

10,
11.

(4m — n)(4m +9n)

(2b = 3c)X3c + 2b)

(6 + 1)(6x° = 1)

(3m° - 8)(3nr’ + 8)
(Sx'y + dz2)( — 4z + Sx'y)
(9ab* —"Y9ab" + ¢7)

(78’ = ed™¥7a'V + cd”)

79

17,

20.

=

21
22,
23,
24,
25,
26,
27,
28,
29,
30,
31

32,

[

5 2

L.ul
e
.,
U-}‘QI!—-

+
r
o
e’

(
(&
s (30~
3

](]

(3a™ + ™) (3a" - b*)
(B~ 4 )4x" + 8y™7)
{a+b-cla+b+c)
(g=b+clatb—-c)
{(m+n+p)m=—n-p)
(x+y=3)x+y +3)
(dx+3y - z)(dx -3y +2)
& = xy+ ¥ X2 47 +29)
(m* =" = m)m* +m* + m)
(2x+ 5y -32) (2¢ + 5y + 3z)
Xx+2y-D(x+2y+1)
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33, (%f+%xy+§yz](§xz —%xy+§y’] 37, (m=-2n+3p-5(m+2n-3p-5)
34, (—Ix""—lx'+lx’")(lx’"+lx'—lx"’] 38, x-y+z-4(x-y-z+4)
3 6 2 3 6 2
35 (a+b+c+dla+b-c-d) 39, x+3y+4z-T(2x+W—4z+T)
36, x+y+z=-D(x=-y+z+1) 40, (x=y=3z=5)(x=y+3z+5)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Binomios con término comidn

Son de la forma (x +a) (x + &), su resultado es un trinomio cuyo desarrollo es el cuadrado del término comiin, méds la
suma de los términos no comunes por el término comin, més el producto de los no comunes.

(x+a)ix+b)=x*+{a+b)x+ab

Demostracidn
Se realiza el producto de los binomios:

(x+a)(x+b)=xX+ax+bx+ab
Se agrupan los términos semejantes y se obtiene la férmula:
(x+a)(x+b)=X+ar+bx+ab=x+(a+b)x+ab

EJEMPLOS *
1 ®# Desarrolla (x —6) (x +4).

! Solucién
Se desarrolla el procedimiento descrito;
— El cuadrado del término comiin; {x)* =x"

— Lasuma de los términos no comunes, multiplicada por el término comin: (- 6 +4)(x) = - 2x
— El producto de los términos no comunes: (- 6)(4) = — 24

Ejemplos

Se suman los términos anteriores y se obtiene como resultado:

(x—6)x+d)=x"-2x-24

2 ®e-Efectia (m—3) (m-5).
Solucién
Al aplicar la formula, se obtiene:
m=3Nm=-5=m+(=3=5)m+(-3) (-5 =m" - Bm+ 15

3 @« Resuelve (5x-4) (5x-2),
Solucién
(5x —4)(5x =2) = (5x)* + (=4 =2) (5%) + (- 4) (-2)
=257+ (- 6) (5x) + 8
=25¢ —30x+ 8
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Praductos notables

4 @« Efectia la siguiente operacion: (7 —x)(7 +3x).
Solucién
El término comiin es 7, con la aplicacitn de la férmula se obtiene:
(T=x)(7+3x) = (7)" +(=x+3x)(7)+(=x)(3x) = 49+14x-3x"

5 ®@e;Cuil es el resultado de (n* + 10) (n* - 8)7
Solucién
Al aplicar la férmula se obtiene:
(n* +10)(n" - 8) = (n*)’ +(10 —8)n* +(10)(-8) =" +2n* - 80

& ®s-Efectia [Ex— l](2x+l)

3 2A3 4
Solucién
Se aplica la formula y se obtiene:
G-)33)-GoJ (33 (&) -5 o3
3 203 4 3 2 4M3 24 9 6 8

7 ®s-Desarrolla (x+y-3) (x+y+ 7).
Solucién
Se agrupan los términos en comiin;
x+y=-3 +y+T=[x+y)-3] [x+y)+7]
Se aplica el desarrollo para el producto de binomios con término comn;

x+y=-3(x+y+T}=[x+y -3 [x+y)+7]
=(x+3) +(=3+T) (x+)) + (=3} ()
=(x+yF+@) (x+y) +(-21)
=x"+2y+y +dx+4y-21

8 ee Desarrolla (2m + 3n — 4) (2m - 5n +2),
Solucién
Se expresa el producto de la siguiente manera:
(2m +3n—4) (2m =50+ 2) =[(2m) + (3n — )] [(2m) + (- 5n + 2)]
Al desarrollar el producto de binomios con término comiin, se obtiene:

=Q2mF+(Bn-4=-5n+2) 2m)+Bn—-4(-5n1+2)
=4m’ +(-2n=2) (2m) + (= 152" + 6n + 20n - B)
=4m* + (= dmn — 4m) + (- 154" + 26n - 8)

=dm® —dmn —4m — 150" +26n - 8
=4m’ — 151" — dmn - 4m +26n—8
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EJERCICIO 36

1

10.
11,

12

13.
14,
15.
16,
17.
18.
19,

20.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

2

Resuelve los siguientes productos:

(x=8)}x +3)
(m+ THm—4)
(x—10){x-2)
(x=6)(x-3)
(x+ 4)(x +6)
(n=3Nn+4)
{x = I)}(x - 8)
(a+3)a-9)
(x=5)}x+2)
(m = 3)(m +8)

(2x = 6)(2x + 4)

(3m + 6)(3m - 4)
(6x — 4)(6x +3)
(4x - 5)(dx-2)
(1-30)(2-3)
(4 + 5x)(6 + 5x)
(2= Tx)2 +6x)
(5 +26)(5 - 9x)
(o - 10)(x + 6)

m® — H(m* - 8)
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=3

31

32.

33,

B R OB OB OB

(e - 12)

=D+ 2)

(@ =50a'=2)

G T - 5)

@ + b)WY + )

LB HNET -

4

gf-lf](gf»,%f]

(a+b+3)a+db+4)

M, (a-2b+1a-2b+35)

35. x-y+32)(x-y-Tz)

36, Ax+y+2(2x+y-1)

37:

38,

(m +n'=5)m +n’+9)

(a+b-cia—-b-3c)

39, (x+3y-42(x—2y+2)

.{a+3b+cXa-5b+c)
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Praductos notables

Cubo de un binomio

Es de la forma (a + &)°, su desarrollo es un polinomio de cuatro términos al que se llama cubo perfecto y su desarrollo
¢s el cubo del primer término, més el triple producto del cuadrado del primero por el segundo, més el triple producto
del primero por el cuadrado del segundo, més el cubo del segundo.

@a+bP=a"+3a’h+3ab*+ 1’
Demostracidn
La expresion (g +b)’ es equivalente al producto (@ + b)(a + b), entonces:

a+bY=(a+bl(a+b)=(a"+2ab+b)Na+b)
=a'+a’h+2ab+2ab” +ab’ + b
=a'+3a'b +3ab” + b

EJEMPLOS .
1. @+ Desarrolla (m + 5)°.
| Solucién
Se obtiene cada uno de los términos que conforman al cubo perfecto:

Ejemplos

— El cubo del primer término; (m)’ =m’

— El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(m)*(5) = 15m”

— El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(m)(5)° = 3(m)25) =75m
— El cubo del segundo: (5)" =125

Estos resultados se suman y se obtiene:
(m+ 5y =m" +15m" +75m + 125

2 ®e-Desarrolla el siguiente binomio (x — 4)*;
Solucién
El binomio se expresa de la siguiente manera: (x — 4)° = (x + (— 4))’, se obtiene cada uno de los términos del cubo
perfecto:
— El cubo del primer término; (x)* =x*
— El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(x)%(—4) = = 12¢*
— El triple del primero por el cuadrado del segundo; 3(x)}(—4)" = 3(x)(16) = 48x
— El cubo del segundo término: (- 4)° = — 64
Finalmente, el desarrollo es:

(x—4)' =x"— 124" + 48x - 64

3 ®e-Desarrolla (—2m - 3n).
Solucién
El binomio se representa como: (— 2m — 3n)’ = [(— 2m) + (- 3n)]", se aplica la regla general;
(= 2m = 3n)" = (= 2m)" + 3(= 2m)"(~3n) + 3(= 2mX - 3n)* + (- 3n)’
= (= 8™ + 3(dm*)(= 3n) + 3(= 2m)(9n°) + (- 27n")
=—8m" - 36m'n - 54mn’ - 270’

(continia)
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(continuacidn)

4 @+ ;Cuil es el resultado de (3x* —2y")"?
Solucién
Se aplica la formula y se determina que:

(3¢ 297 = (3¢ - 3V 433N - )

Al utilizar la férmula los términos se sustituyen con signo positivo,

El desarrollo del cubo de la diferencia de dos cantidades se obtiene con la férmula:
{@=0) =a -3a’h +3ab* - ¥

=27x" = 3(9x°)(2y) + 3(3x W 4) - 8

= 27x" — 54x*y" + 36x"y° - 8y

EJERCICIO 37
1. (x—17

2, m+6)

3, @-2¢

4, (a +10y

5 (=7

6. (x+3)

7. 1-2°

8. (10 —my

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Desarrolla los siguientes binomios al cubo:
9,

10,

11.

12,

13,

14,

15,

16.

(2x+ 1Y

Ba-4y

(2x + 3y

(1-4m)’

(3x-dy)’

(50 + 20%Y°

(3xy - 27’

(42" + 2xy)°

1Y
18. x+—]

3
19. x—l]

21, §x+§y]3

2, (%x" +y]

2. {th—s _3y-|a-u]3

Multiplicaciones que se resuelven con la aplicacién de productos notables

Se utiliza para resolver una multiplicacién de polinomios, siempre que las caracteristicas de los factores permitan
aplicar las reglas de los productos notables. Se agrupan las expresiones y se desarrolla el producto notable que corres-
ponda a las caracteristicas de los mismos; con los factores resultantes se aplica el mismo procedimiento hasta obtener

el resultado.
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Praductos notables

EJEMPLOS ‘
<. 1 @+ Desarrolla el siguiente producto: (x + 2)(x — 2)(x* +3).
5_ ' Solucién

[

Se eligen los factores (x + 2)(x — 2), los que se resuelven como un producto de binomios conjugados:
(x+2x-2)=x"-4
Entonces el producto inicial se representa como;
x+2Mx =2+ =(" -4 +3)
Por 1ltimo, se aplica el producto de binomios con término comiin;

O - D +3)= 0 + (- 4+ 30D +(- 9(3)
=x'-x-12

Por tanto: (¢ + 2)}(x = 2} +3)=x' - ¥ - 12
2 ®e-Desarrolla el siguiente producto: (x+ 1) (x+ 2) (x— 1) (x - 2).
Solucién
De acuerdo con la eleccitn de los factores es como se procede a aplicar el producto notable, en este caso reagruparemos
los factores de la siguiente manera:

x+Dx=-Dx+2)(x-2)
Al desarrollar mediante binomios conjugados, se obtiene:
x+D(x-D=x"-1 x+2)(x-2)=x -4
La expresidn se transforma en:
E+HDE-DEx+Yx-)=G"-D@E'-4)
Por 1ltimo se aplican binomios con término comiin;

=)+ 1=+ (- D(=4)
=x'-5¢+4

Por tanto; (x + 1) (x +2) (x—- D (x-2) =x"- 5" +4
3 ®e-Resuelve el siguiente producto: (x +3)'(x — 3).
Solucién
Se desarrollan los cuadrados de los binomios:
(x+3V=x"+6x+9; x=3f=x"-6x+9
Luego:
+3 =3 = +6x+ 9" - 6x+ 9 ="+ 9+6x) (x" +9 - 6%)
Al aplicar binomios conjugados se determina que:

O +9+ 607 +9=6x) = [(F + 97 = (6x)°] = () +2() (9) + (9" = 36¢°
="+ 18" + 81 — 36x°
=3 — 18 + 81

Por tanto, el resultado es: x* - 185" + 81
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EJERCICIO 38
Realiza las siguientes multiplicaciones aplicando productos notables:

=D+ D+

. m B m=8)m+ 1) (m-1)
. (B3x = 5)(3x + 2)(9%° - 9x - 10)
(5x—6) (5x + 6)

m+2 (m-2°
—x—6&" - 12+ 36)
(n" = 1)(n" + T)(n"- 60" +7)

@ =) @+

. (2Zm+ 6)/(2Zm—BY4m* +3m+ 1)
. (9 —6x")(6x" +9)(B1 + 36x")

e =d)x+ S)x +4)x—5)

o T TN, .
(3#-57) (3+3)
13, [(2x = y)2x +y)4c" + )T
4, (' =—m-Dim*+m+1)

15, =) &P +y) (x+y)

16. (n = 2)(n — 4 (m + 2)

17. & +y)e = y)x" +y)x" -y
1B, (x+ D(x=3)x=1)x+3)

19, (" + S)m = 2(m” +4)(m +2)
20. [(n+2)n-2)Xn"+ DT

W o = G b g L R e

[E—
=

—
3

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPITULO 4

FACTORIZACION

Pierre de Fermat

atemdtico francés quien nacié en
M Becumont de Lomagne y fallecié

en Toulouse. Fermat participd con
Pascal en la creacién de la teoria matemdtica
de la probabilided; Descartes y Fermat inven-
faron la geomefria andlitica, cada uno por su
lndo. Si todas estas aporfaciones de primera co-
tegorfa no son suficientes para ponerlo a la cabeza de sus contempordneos
en lo matemdtica pura, podemos preguniarnos: aquién hizo mdse Fermat
era creador innato. Era también, en el esricto sentido de la palabra, en lo
que se refiere a su ciencia de lo matemdtica, un cficionado. Sin duda es
uno de los mas grandes dficionados en la historia de la ciencia, y quizé
“seq el primero”. Lo vida de Fermat fue franquila y laboriosa, pues tuvo una
exiroordinaria suerfe.

Pierre de Fermat
(1601-1445 d.C)
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Definicién

Factorizar es expresar una suma o diferencia de términos como el producto indicado de sus factores; éstos se presentan
en la forma més simple.

Factor comdn

Es la expresion comin que tienen todos los términos de una expresidn algebraica.

EJEMPLOS J
1. ®@e-Factoriza; x® —x° +x*.
& | solucisn
Ll
Para encontrar el factor comiin se toma la letra que se repite y de menor exponente (x’] , después cada uno de los
términos de la expresion algebraica se divide entre el factor comiin:
2 x , =5
x!

—=x —_—— =X
2
x

=1

Los resultados se expresan de la siguiente manera:

= +x =x’(x" -x"+1)

2 ®s-Factoriza: 16a%h’c = 12a°h%c® + 20 a°b".
Solucién
Se busca el factor comin de los coeficientes, que es el méximo comiin divisor de ellos y también se busca el factor
comiin de las literales:
MCD (16, 12, 20) =4 Factor comiin literal = a’b’

Se realizan las divisiones término a término y el resultado de 1a factorizacidn es:
16a%c - 12a°b’c’ + 204" = 4a'h’(4ah"c - 3a’c’ +5b°)

3 ®+-Obtén la factorizacién de la expresién: 18x” — 12x + 54.
Solucién
El médximo comiin divisor de los coeficientes es 6 y no existe un factor comiin literal, por tanto, la expresién ticne sélo
un factor comiin numérico y se expresa como:
185" = 12x + 54=6(3" -2x +9)

4 ®e Factoriza: (2a- %) (5a-7b)" —(2a-3)" (5a-7b)".
Solucién
En esta expresion el factor comiin estd compuesto por binomios, por consiguiente, se toma de cada uno de ellos el de
menor exponente y se realiza la factorizacidn de la siguiente manera:

(2a-3b)’ (5a—Tb)" —(2a-3b)* (5a-Tb)" =(2a-3b)"(5a—7b)’ [(5a - b) —(2a-3b)]

88



Cariuio 4

Factorizacién

Se reducen los términos semejantes del ltimo factor:

=(2a-3)"(5a-) [5a b ~2a +3]
=(2a-3b)" (5a-7b)’ [3a—4b]

Finalmente, el resultado de la factorizacién es: (2a—3)’ (5a-7b)" [3a—4b]

EJERCICIO 39

Factorizar las siguientes expresiones:

Ejemplos™

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

L

e
b= B

JEMPLOS

L - L T

a+a

ab’-2a'b
d+a-a
18x" + 30x*

48x° — 12x° — 24x*
255 + 35b* - 45p°
1lax - 121a’x + 334
9a’b — 12 &b’ + 15ab” — 184°p"
9% + 6x + 3

4 - B + 120

6x” — 6xy — 6x

. 14xy’ - 282 + 56x*
13.

3ax’ + 514’y - 68ay’

14, 55mn'x + 1100 0 X = 220m%y*

15, 25¢ - 10¢° + 15¢° - 5¢

16. 94° — 12ab + 15a°b* ~24ab’

17. 12m°n + 24m'n" = 36m'n + 48m'n’*

18, 34% + 6a'p* - 540" + 8a°b* + 4a'b°

19. 16¢%y" - Bx'y - 24x°y — 40Xy

20. 100&’b’c — 150ab’c” + 50ab’c’ — 200abe’
21. 93a’¥y - 62a’x’y’ -124a’x

22, 6x(3x- 1)’ + 2%(1 - 3x)

23, 9(x+ 1) =3(x+ 1)

4. X (x+2)-x(x+2)

25, 4% (2x-5)' + R'(2x - 5)

26. (2x=1)x+4) = (2x=1)3x +1)

Factor com(n por agrupacién de términos

Se agrupan los términos que tengan algin factor en comiin, de tal modo que la expresién restante pueda factorizarse

Como se muestra en los siguientes ejemplos:

1. @+ Factoriza: am +bm + @ +ab.

Solucién

Se agrupan los términos y de los primeros se factoriza “m” y de los segundos “a”.

am+ bm + a*+ ab = (am + bm) + (@ + ab) =mla + b) +a(a + b)

La dltima expresién se vuelve a factorizar tomando como factor comin el binomio a + b y se obtiene como re-

sultado:

89

={(a+ b)m+ a)



4 CAPTULO

AiGERRA

2 e

3 oo

Cudl es el resultado de factorizar 6ax + 3a” — 4bx — 2ab?
Solucién

Se agrupan los términos y se buscan los respectivos factores comunes de cada uno para poder factorizarlos y obtener
como resultado:

6ax + 34" — dbx — 2ab = (6ax + 3@ ) + (— 4bx —2ab) =3a (2x + @) — 2b (2x +a)
=(2x+ a)(3a-2b)
Factoriza: 6a’x+4ab + 2a — 3abx - 2b" - b.
Solucién
Se repiten los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene:

64" x+ dab + 2a = 3abx = 26" = b = (6a’x + dab + 2a) + (= 3abx =20 = b)
=2q(3ax+2b+1)— b (3ax+2b+1)
= (3ax +2b +1)(2a - b)

EJERCICIO 40

e e e e e e e —
b= - < B = R Y - N = B = |

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

© ® N L oA woN

Factoriza las siguientes expresiones:
1.

0t +mn + mx + nx

3 -1-2"+3x

. ax—bx+ay-by

. 2% - 6ay’ -y+3a

am — 2bm - 3an + 6bn
da'x - 5a°y + 15by — 12bx
mzpz _3npz+ mzzz_ 3.&!2

. Smn o+ Smp” + 0"+ e’

3a - 2b - 2by" + 3ay’

. 2mx* + 3nx" +10m + 15n
. bt + by —emt’ — ¢y’

. ¥ =15-5x +3¢

. 3bz —by — 9mz +3my

. d+d +a+

. 1+2a-3d" - 64"

C 3 =T +3x-7

. da-1-4ab+b

. 18m® + 12m° = 15m = 10
. Xyz—xZm+xy'm— yzm’
20.

pr+ma'p’t + ninpt +m'n’
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Factorizacidn
Diferencia de cuadrados
La diferencia de cuadrados es de la forma @” — b” y su factorizacién es:
a’ -b' =(a+b)(a-b)
Lo que da como resultado el producto de binomios conjugados.
EJEMPLOS .
‘g_ 1. ®# Factoriza la expresién: x" - 9.
S | Solucién
Se extrae la raiz cuadrada del primer y segundo términos; los resultados se acomodan como se indica en la férmula.
v?=x ; A9=3
Finalmente, la factorizacion es: x” =9 =(x+3)(x-3)
16 1
(TE iza: —x' ——,
2 ®e:Factoriza 9 >
Solucién

Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:
16 1 4 1)/ 4 1
rd ‘53‘(3“ 5)(3*"‘3]

3 ®e-;Cudl es el resultado de factorizar x™* — y**?
Solucién
Se expresan los exponentes de la siguiente manera:
xz.u—q _yaa - x:qa—z} _yz{sa}
Se extraen las raices cuadradas de ambos términos:

JeTo Dy W]’ —y®
Finalmente, se obtiene:
ey = (x4 2 =)
A ®e-Factoriza la expresién: (2x + 3)" —(x-1)".
Solucién
Se extrae la raiz cuadrada de cada uno de los términos:
B i =l N -
Se sustituyen las raices obtenidas en la férmula:
(2x + 3y —(x-1)’ =[(2x + 3)+(x-1)][(2x + 3)-(x-1)]
Se reducen los términos semejantes de cada uno de los factores y se obtiene como resultado:
=[2¢ + 3+x-1][2x + 3-x+1]
=[3x + 2][x + 4]
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EJERCICIO 41
Factoriza las siguientes expresiones:
1, x'-=1 11, x*-36 21, 1-x™
2, x'-49 12. 16a‘b°® —c° 22, " Y
3, Bl-x* 13, x’-% 23, 16x* —49y*
4, 16x"-9 14, x’—% 24, (x-1) =(y-3)°
5. a'-b* 15. x’—;—'; 25. (2x+1)" =(y+5)’
6. x*'-64 16. x"—% 26. (x-1)' -16y*
7. 100-162° 17, 49;2-122- 27, 4(3x=2) =9(x-1)’
8 36x—1 18, x°—y* 28, —(x+2y) +16(x+y)’
9, 4-25x° 19, ™ -9p" 29. 25(4x-3)" =9(2x +1)’
10. 4q*-9bc’ 20. m'"*-25 30. 49x* -4(x* -3x)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Trinomio cuadrado perfecto

Se conoce asi a toda expresion de la forma:
a’ +2ab +b°

Pasos para factorizar un trinomio cuadrado perfecto

1, Para factorizar esta expresion, se debe verificar que los términos se encuentren ordenados con respecto a los ex-
ponentes de mayor a menor o viceversa.

2. Se extraen las raices cuadradas de los términos extremos (primer y iiltimo términos):
Ja' =a N
3. Para comprobar que la expresién es un trinomio cuadrado perfecto, se realiza el doble producto de las rafces:
Comprobacién =2ab

4. Si el resultado del producto es igual al segundo término del trinomio, entonces éste es cuadrado perfecto y su
factorizacitn es igual al cuadrado de una suma o diferencia de las raices cuadradas de los términos extremos,

a’ +2ab+b* =(atb)’

Ea}EMPLOS
-§_ 1 @+ Factoriza la expresion: x* +6x+9.
& ! Solucién
Se obtienen las raices cuadradas y se comprueba que el trinomio es cuadrado perfecto:
i =x J9=3 Comprobacién = 2(x)(3) = 6x
Al tomar el signo del segundo término, la factorizacitn es:
X +6x+9=(x+3)
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Factorizacién

2 ®e-Factoriza: 4x°+9y" =12xy,
Solucién
Se ordenan los términos de la siguiente manera:
47 +99 = 12xy =48 - 12xy+9y°
Se extraen las rafces de los términos extremos y se verifica que el trinomio es cuadrado perfecto:
Jax =2« Joy* =3y Comprobacién = 2(2x)(3y) = 12xy
Finalmente, el resultado de la factorizacitn es:

427 +9y =122y =4x° =122y +9y" =(2x=3y)’

1
3 @ Factoriza la siguiente expresion: (m +n)" +(m+n)+ 5
Solucién
Se obtienen las mices de los extremos y se comprueba el doble producto:

1 1
Jm+n) =m+n s Comprobacién = 2(m +n](5)= m+n
Por tanto, la factorizacién de la expresidn propuesta es:

=[(m+1'=]+;—,]2 =(m +Jr:+-é-]2

(m+n) +(m+n)+

|-

4 ®e-Factoriza la expresion: 3a—215ab +5b .

Solucién
Las mices de los extremos y la comprobacion de que la expresion es un trinomio cuadrado perfecto es:
V3a y Vb Comprobacién =2(\3a)(56)=2,/(34)(56) =2+15ab
Por tanto:

3a-2V15ab +5b =(v3a - /55 )
L L
5 ®e-Factoriza x* +4x° +4 .
Solucién
Se obtienen las rices de los extremos y se comprueba:

1 1
x* =:¢f’mi =x* Ja=2 Comprobacién = z[xi](2]= dx®

Por consiguiente, el trinomio es cuadrado perfecto y su factorizacitn es:

1o L &
xt +4x5 +4 =[:c‘i +2]
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EJERCICIO 42

1. @+ 8a+16

2. o= 10m+25

3. 7 =8n+16

4, ¥-6x+9

5 F+12x+36

6, 97" -30g 425

7. 36+ 121 - 132
B. 16a” +24ab + 95
9, 44" - 20gb + 25b°
10, 9 + 6ab + b

11. 44 =12ab +9¥°

12, & -24x"a" + 144x'q"
13, 1004" - 60a’b + 9b"
14. & +36b%"+ 12a'bc
15. 121 + 198a° + 812"’
16, 49" = 70ax’y’ + 254y
17. 400" + 402" + 1

18, "+ 18x* + 81

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Factoriza las siguientes expresiones:

94

19.

20,

2L

22,

23,

24,

25,

26,

27.

28,

29.

30,

31,

32,

33

34,

35,

36,

yz

u

2

1+Ep+P—

39
x"—x@’+%

1
+Eb"_b_

2.

25 36 3
1ﬁnf—2m’nz+'1'—6
Ya+xV-12a+x)+4

41 +mP -4 +m¥n—-1) +(n-17
Ha—b)' +12(a - b)a +b) +4Ha +b)’
(m + 1y = 2(m +n)(m — n) +(m —n)’
da’~da(b—a)+(b—a)

(m+ay =2m+ala+b)+(a+b)
x+2,2xy +2y

ax+4d-Jax+4

3

a* -10a? +25

1 1
x3+6x° +9

16x? —8x* +1

2 1
m*+dm*+4

3‘?—6%@+9
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Factorizacién

Trinomio de la forma % + bx + ¢

Esta expresitn resulta del producto de binomios con término comiin, Para factorizarla se realizan los pasos aplicados
en los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS .
1 ®# Factoriza la expresi6n: x* + 11x + 24,
i. f Solucién
T Se extrae la raiz cuadrada del término cuadrético y se coloca el resultado en ambos factores:

X +1lx+24=(x )(x )

Se coloca el signo del segundo término (+1 1x) en el primer factor y se multiplica el signo del segundo término por
d del tercer término (+)(+) = + para obtener el signo del segundo factor:

X +11x+24=(x+ )(x+ )

Al ser los signos de los factores iguales, se buscan dos cantidades cuyo producto sea igual al tercer término (24)
¥y cuya suma sea igual a 11; estos nimeros son 8 y 3, que se colocan en el primer factor, el mayor, y en el segundo
factor, el menor:

x* +11x+24 =(x +8)(x+3)
Finalmente, la factorizacién es: (x +8)(x+3)
2 ®e- Factoriza la expresion: m* —13m+30,

Solucién

La raiz cuadrada del término cuadréitico es “mr”; el primer factor va acompafiado del signo del segundo término (—13m)
y el segundo factor va con el signo que resulta del producto de los signos del segundo y tercer términos (~)(+) =~

m’ =13m+30=(m- )(m- )

Se buscan dos cantidades que multiplicadas den 30 y sumadas 13, estas cantidades son 10 y 3, se acomodan de la
siguiente forma y el resultado de la factorizacion es:

m* =13m +30 =(m —10)(m - 3)

Cuando los signos de los factores son iguales (positivos o negativos), los mimeros buscados se suman (ejemplos 1y 2},
pero si los signos de los factores son diferentes, entonces los nimeros buscados se restan (ejemplos siguientes).

EJEMPLOS .

'g, 1 e- Factoriza; x° —18—=7x,

2 ' Solucién
Se ordenan los términos en forma descendente con respecto a los exponenies y se extrae la raiz cuadrada del término
cuadritico:

¥ =-Tx-18=(x )(x )
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En el primer factor se coloca el signo del término lineal (— 7x) y en el segundo se coloca el signo que resulta de
multiplicar los signos del término lineal (- 7x) y el independiente (- 18)

¥ =Tx=18=(x= )(x+ )

Se buscan dos niimeros cuyo producto sea igual a 18 y cuya resta sea 7. En este caso los nimeros que cumplen esta
condicién son 9 y 2; es importante sefialar que ¢l mimero mayor va en el primer factor y el menor en el segundo.

x* =Tx-18=(x-9)(x+2)

2 ®s-Factoriza la expresién: x* —x* -6,
Solucién

Se extrae laraiz cuadrada del primer término, se escriben los signos y se buscan dos niimeros que al multiplicarse den
6 yal restarse 1 para que la expresion factorizada sea:

x*=x?=6=(x"-3)(x*+2)

3 ®e-Factoriza la expresi6én: x* + xy—20y",
Solucién
Después de extraer la raiz cuadrada, acomodar los signos y buscar los niimeros, la factorizacion es:

¥ 4y =20y =(x +5y)(x-4y)

4 @ Factoriza la expresion: 21-4x—x*,
Solucién
Se ordena el trinomio y se factoriza el signo del término cuadritico:

21-dx-x"=—x"— dx+21=—(x +4x-21)
Al factorizar la dltima expresitn:
—(x* +4x=21) =~(x +7)(x-3)
Se multiplica el segundo factor por el signo negativo y se ordena para que el resultado sea:
—(x+7)(x=3)=(x+T7)(-x+3) =(x+7)(3-x)

5 @+ Factoriza la expresién: 5+4a™ —a™.
Solucién

Se ordenan los términos y se factoriza el signo negativo:
5+4a3n_aﬁn=_aﬁn +4a3| +5=_(aﬁl_4ak_5]
La expresitn encerrada en el paréntesis se factoriza al igual que las anteriores:

—(aﬁ" —4q™ —.'5] =—(a]" —5](03" + 1]
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Factorizacién

Se multiplica el signo por los términos del primer factor y el resultado de la factorizacitn es:

—(as“ —5](03" +1] =(—a3" +5](a3" +1] =(5—as" {as" +1)

Solucién

é ®e- Factoriza: (2x+3) -3(2x+3)-28.

Se extrae la raiz cuadrada del término cuadritico y se realizan los procedimientos descritos en los ejemplos anteriores

para obtener como resultado:

(2x+3)" =3(2x+3)-28 =((2x+3)-7)((2x+3) +4)

=(2x+3-7)(2x+3+4) =(2x—4)(2x+7)

=2(x=2)(2x+7)

EJERCICIO 43

10,
11.
12,
13,
14,
15.
16,
17.
18,
19,
20,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Factoriza las siguientes expresiones:
1.

X +3x+2

2 m=11m+30
3.0 -Tn+12

4. y' =15y+ 56
L
6
7
8
9

+Tx+6

. X+ T+ 12
. @+ 10g+24
. B =Tb+10

. ot =9m + 20

y2+4y+3

X =5x+4
w+6n+8
a—16a-136
¥ +y-=30
x-18-Tx
x' = 18y + 80y°
a - Sab - 500
m* —Tmn — 3007
X +xy = 56y
m* +3n’ - 4

<y
38.
39,
40,

Ly -6y +8
n'-20n" + 64
a'-374" +36
x'-x"-9%
@b’ +ab-12

. (5y) + 13(5y) + 42
Y -5y -14

. m’ = dmn—21n"
S5+4b-b"

L 20+ =20
.y + T’ - 60x°

. (a=by+5(a-b)—24

Xy =20y - 99
. m'nt+m'n’ - 132
. n'=34n + 288

. ¥ +3y-550

¢’ -22 - 968
a®+33a+252
X+ ddx + 363
=991+ 2430

41,
42,
43,

&

24-5x=-x
12+ x-x
40-3x-x
42-¥+x

. 16+ 6(3x) - (3x)°
. 9 - B(2x) - ()
47.
. 143 + 2(5%) - (5x)°

, X =132+ 36

. b 4+ b* -T2

. YU+ 65" + 64

L 2—xt

. 45 + 4P —

e+ 1Y =120+ 1) 432

. (2x=T =32 -T)-B8

. (Sx+ 3+ (Sx+y)—42

. (6a+5) - 15(6a + 5)+ 50
. 22— 9(x +3y)— (x + 3y)

. 24+ 5(1 = 4x) = (1 = dxY

L 10y = 3y(x - 2y) = (x - 2y)°

77 - 4(8x) - (8&)°
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Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

En este trinomio el coeficiente del término cuadritico es diferente de uno.

EJEMPLOS
1. ®# Factoriza la expresién: 6x” — Tx - 3.
i Solucién
Se ordenan los términos segiin la forma ax® + bx+ ¢, se multiplica y se divide por el coeficiente del término cuadrético,
en el caso del segundo término sélo se deja indicada la multiplicacitn.

Ejemplos

6(6x" —7x-3) _36x* -7(6x)-18 _(6x)° —7(6x)-18
6 B 6 - 6
La expresién del numerador se factoriza como un trinomio de la forma x* +bx+c .

(6x)"=7(6x)-18 (6x—9)(6x+2)
6 - 6
Se obtiene el factor comiin de cada binomio y se simplifica la fraccién:
3(2x-3)2(3x+1) " 6(2x-3)(3x+1) (263
6 6
Finalmente, la factorizacién de 6x” — Tx -3 es (2x -3)(3x + 1)

)(3x+1)

2 ®e:Factoriza: 3x" —5x—2.
Solucién
Se multiplica y divide la expresién por 3, para que se transforme el numerador en una expresion de la forma:
X +bx+e
3(3x°-5x-2) 9x -5(3x)-6 _(3x)' -5(3x)-6
3 N 3 B 3
Se factoriza la expresitn y se simplifica para obtener como resultado de la factorizacién:

(3x=6)(3x+1) _ 3(x=2)(3x+1)
3 3

Por consiguiente: 3x” —5x =2 =(x-2)(3x +1)

3y’ —5x-2=

=(x-2)(3x+1)

3 ®e-Factoriza la siguiente expresion: 6a’x” +5ax —21,
Solucién
Se aplican los pasos descritos en los ejemplos anteriores y se obtiene:
6(6a’x" +5ax—21) 364°%" +5(6ax)=126 _(6ax)’ +5(6ax)-126
6 6 6
_ (6ax+14)(6ax—9) _ 2(3ax +7)3(2ax~3) _ 6(3ax+7)(2ax~3) = (3ax +7)
6 6 6
Finalmente, el resultado de la factorizaci6n es; 6a’x” +5ax —21=(3ax +7)(2ax- 3)

6a’x’ +5ax—21=

(2ax-3)

A ®e Factoriza la siguiente expresién: 5+11x—12x",
Solucién
Se ordenan los términos y se factoriza el signo negativo:
5+11x— 12" = =12 +11x +5 =~(12%" - 11x - 5)
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Factorizacién

Se realiza la factorizacién y se obtiene:
_12(12¢ -11x-5)  144x7-11(12x)-60 _ (12x)’ —11(12x)-60
o 12 o 12 o 12
__(lix— 15)(12x +4) _ 34x-5)4(3x+1) » 12(4x-5)(3x +1) L
12 12 12
Se multiplica el signo por el primer factor y se ordenan los términos:

—(4x-5)(3x +1) =(4x+5)(3x +1)=(5—4x)(3x +1)

(4x-5)(3x+1)

Finalmente, el resultado de la factorizacion es: (5—4x)(3x +1)

Por agrupacion de términos

-ﬁ_ 1. @& Factoriza el trinomio: 6x” +13x +5.
i. Solucién
Se multiplica el coeficiente del primer término por el término independiente: (6)(5) =230
Se buscan dos nimeros que multiplicados den 30 y sumados 13, en este caso los nimeros son 10 y 3, por tanto, el
segundo término del trinomio se expresa como: 13x=10x +3x yse procede a factorizar agrupando términos:
6x” +13x +5=6x" +10x +3x +5 =2x(3x+5) +1(3x +5) =(3x +5)(2x +1)

Finalmente, la factorizacién es: 6x” +13x+5=(3x+5)(2x +1)

2 ®e:Factoriza: Bx* —19x" +6,

Solucién
Se multiplican los coeficientes de los extremos de la expresitn: (8)(6) =48

Los nimeros que multiplicados dan 48 y sumados —19 son —16 y -3, por consiguiente, se expresa como:
—19x” =-16x" — 3x” y se procede a factorizar:

8x* —19x7 +6 =Bx* ~16x" —3x" +6 =(8x* 1617 ) +(-3x" +6)
-8 (2 -2)-3(s" -2)=(s"~2)(8°-)
Finalmente: 8x* —19x" +6 =(x” -2)(8x" -3)

3 ®e-Factoriza la expresion: 155" — 2xy - 8y",

Solucién
Se multiplican los coeficientes de los extremos del trinomio: (15)(— 8)=— 120

Se descompone —120 en dos factores, de tal manera que restados den como resultado el coeficiente del término
central =2, estos niimeros son: = 12y 10

La expresion se descompone de la siguiente manera:
15x"— 2xy — 8y" = 15x" — 12xy + 10xy — By = 3x (5x — dy) + 2y (Sx — dy)

=(5x—4y)3x + 2y)

Se concluye que: 15x"— 2xy — 8y” = (5x — 4y)(3x + 2y)
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EJERCICIO 44
Factoriza las siguientes expresiones:
L 5m’+13m-6 11, 44z + 207" - 15 21, 10a"+294* + 10
2. 3¢ -5a-2 12, 26° +29h + 90 22, 64" - 43ab - 151
3, 67 +Ty+2 13, 6y +5y° -6 23, 6-5¢ -6y
4, 27 +3x-2 14, 14m* — 4507 - 14 24, 30" -91x - 30
5 47+ 150+ 9 15. 6a°b* + Sab - 25 25. 6m* = 1lmn +4n’
6, 20 +x—1 16, 15" = by —2b" 26, 64°% = 1laxy = 35"
7. Td' —44a-35 17. 61" - 13mn - 15m° 27. 244" +5ab - 145
B. 27 +5y+2 18. 30 + 13x - 3x* 28, 47y + 3xy— 10
9, 20¢% + 13 +2 19, 15+ 2p" - 8b* 29, 54'F° - 13a’he — 66"
10. 15m® — 8m - 12 20. 30x" + 17xy - 21y 30. 2m*+ 9mn - 11007

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Casos especiales
Estos trinomios también son de la forma ax’ + bx + ¢; sin embargo, algunos coeficientes son fraccionarios o tienen
miz cuadrada.
EJEMPLOS .
-§, 1 @« Factoriza lacxprcsian:zpu%ﬁ%
£ solucién
En este caso se incluyen fracciones, entonces los extremos deben expresarse como una fraccion que contenga el mismo
denominador, por tanto:
1.1 2(12) 111 24 11
2pt+—p+—=""p'+ __p+—="p'+—p+—
4 12'pl 12 12 B 12p 12 12p IZP 12

Se multiplican los coeficientes numeradores de los extremos del trinomio: (24)(1) = 24
Se buscan dos niimeros que multiplicados den 24 y sumados 11, en este caso los niimeros son 3 y 8, por tanto el
trinomio se expresa como:
2p*4+ 11 +1—E IR P W +2 P
PrRP ™ n? TePTR? T TyPTIP
Se procede a realizar la factorizacitn del polinomio resultante:
1 2 1 1 1 1 1 1
2p° +—p+—p+—=p| 2p+=|+=|2p+=|=| 2p+= || p+=
7 ebo T d)odlored)-(e2) 02
Entonces, se conclu T +—1——[2 +1]( +l]
: T T Y

2 3
2 ®s-Factoriza la expresi6n: 6x° —%x— o

Solucién
Se convierten los coeficientes del trinomio en una fraccién con denominador comiin:
6(20 2

207710 20 © 200 10(2) 20 200 20
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Factorizacién

Se multiplican los numeradores de los extremos: (120)(6)= 720, entonces se buscan dos nimeros que multiplicados
den 720 y restados 29, los cuales son: 45 y 16, por tanto, la expresion se representa como:

1) 5 29 6 1A5 9 W6 6 .5 3 J& 6
T T et it Rt T LA T it T S e

Al factorizar se obtiene como resultado:
9 4 6 3y 2 3 3 2
6x° —Ex+ 5% 3" 3::[2):—1]+3(2x—z]—(2x—z](3x+ E]
3 @ Factoriza la expresi6n 3x +2+/x -8,
Solucién

Se multiplican los coeficientes de los extremos: (3)(8) = 24
Se buscan dos nimeros que al multiplicarse den 24 y restados 2, en este caso los niimeros son 6 y 4, entonces:

3x+2Jx - 8= +6/x—4/x -8

Se expresa x = (\.’;]z y se realiza la factorizacitn:

3x+6vr— 45 =8 =3(Vx ) +6:x - 45~ 8 = 3Jx(Vx +2)-4(Vx +2)
=(v{;+2)(3-v';—4]

Por consiguiente, el resultado de la factorizacién es: (vx +2)(3vx -4)

EJERCICIO 45
Factoriza las siguientes expresiones:
L 3:’+%x+% 10. 2x+13Jx+15
iy T 2 11, 12x-5yx-2
157 15
3, 62 +%x+§ 12, 15x-23.x —28
23 1 L
4, 5m2+?m+5 13, 2x—5x7y? =3y
17 1 11
5 dmtp e 14, 6x° —x* —40
RS T T A
1,.17 .1 3 LEE
6, —a +—a+— 15, 3x? +5x¥ -2
6 T2 12 A
2 1.1
7. 3 _Exy_ﬁyz 16, 5(x+y)-6.x+y—8
3 4 g i 21
B. Ef—ﬁx—ﬁ 17. 12x* =17xy? - 40y
1 5 131 % 33 qe.3
9. Exz—ﬁxy+gyz 18. 8x® +2x?y* —15y3

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Suma o diferencia de cubos

Dadas las expresiones de la forma: @* +b* y a® —b", para factorizarlas es necesario extraer la rafz ciibica del primer

y segundo términos, para después sustituir los resultados en las respectivas formulas.
@’ +b* =(a+b)(a’ —ab+b) a*-b* =(a-b)(a’ +ab +b*)

EJEMPLOS -

Ejemplos

1. ®e Factoriza: 27x’ +8.
Solucién
Se extrae la rafz ciibica de ambos términos:

Y275 =3¢ Y& =2
Se sustituye en su férmula respectiva, se desarrollan los exponentes y se obtiene:
27x* +8=(3x+2)((3x)’ ~(3%)(2) +(2)’)
=(3x+2)(9x" - 6x+4)
2 ®s-Factoriza: m® - 216,

Solucién
Se extrmen las raices cibicas de los términos y se sustituyen en la férmula para obtener:
=216 =(n* =) (")’ +(n")(6)+ 6]
=(m* -6)(m* +6m” + 36
3 @« -Factoriza: X' +64y°,
Solucién
Se realiza el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores para obiener:
X +64y° =(x* +4y) ((xf]’ -(f](4y1+(4_-,r]*]
=(f +4y](x'” -4x°y +16y*)
4 @+ Factoriza la siguiente expresion: (x +3)" + (x - y)".
Solucién

Se obtienen las raices ciibicas de los elementos y se sustituyen enla respectiva férmula:

Yx+y) =x+y Y-y =x-y
Al aplicar la factorizacion de la suma de cubos, desarrollar y simplificar se obtiene:
(et y) +(x=5) =((x+3)+(x= ) ((x+ 3F = (x4 ) 2= ) +(x=5)’)
=(x+y+x=y)(x’ +20y+y = +¥ + 2’ =20+y’)
=2x(x? + 3y")
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Factorizacién

5 ®e-Factoriza la siguiente expresién: x -y,
Solucién
Se obtienen las mices ciibicas de los elementos:

Iy 3
Se aplica la factorizacitn para una diferencia de cubos y el resultado es:
==y=[de= 3 [ (=) +(¥)()+(6)']
=(Yr-) (I + P+ )

3 ]
& ®+-Factoriza la expresién: 8a? +27b°.
Solucién
Las mices ciibicas son:
3 o [
3.!;;_ = 2470 = 357 Y2765 =% _ 3%

Se sustituyen las raices en la formula y la factorizacion es:

ot ] -(

! 4
[2(1’ +3b° ][4a —6a’b® +9b5:|

EJERCICIO 46

Factoriza las siguientes expresiones:

L &' -1 13, & + 125p"

2, X+27 14, 8x°+729

3. B +y° 15. 27m® + 3430’

4 0a-b 16, xl§+y%

5. 8a’+ 27 17. aé—sbé

6. 640 =729 18, xi+125y3

7. 512-274 19, x¥*i—y

8 X-g" 20. (x+2y) -(2x-y)’

9. 1-216n 21, (x—y) +8y°

10, & - 125 22, 2Tm* —(3m+2n)’

11. 2707 + 641° 2. (a+b) —(2a+3b)
3

A 251 (2945

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Suma o diferencia de potencias impares iguales

Dadas las expresiones de la forma a" +b" 0 a"—b" siendo n un nimero impar, su factorizacién es de la siguiente

forma:
a" +b" =(a+b)(a"" —a""b+a"b —..—ab" +b"")
a" - =(a-b)(a" +a™*b+a""b" +..+ab"” +b"")
EJEMPLOS .
g 1 ®# Factoriza la expresién: x” +y'.
& I Solucién
b
Se extrae la miz séptima de ambos términos:

U =x U')F=)'
Se sustituye en su férmula y se obtiene como resultado:
x7 +}'T =(x+y](x7—| —x""}r+x7‘3f i 1—4},: +x7—5y g 'r—ﬁys +y6]
=(x+y](xﬁ _xsy_i_quz —x3y3 +xzy.| —xj:5+yﬁ]
2 ®e-Factoriza; x° - 32.
Solucién
Se descompone 32 en sus factores primos y se aplica la formula:
X = 32= 0 =20 = (x=2)( X 42T (2) 42 (2) + 6 (2) +(2))
=(x—2](x" +2x* +4x* +8x +16)

Finalmenie, sc tiene que: x° —32=(x—2)(x* +2x" +4x" +8x+16)

EJERCICIO 47

Factoriza las siguientes expresiones:
1. x*+64y°
. @ -128
. 243-32x°

. X' +1

2

3

4

5. m-n
6. x"'-a'b’
7. 1-4°
B. X’y +3125
9, x"-1

10, x*+512

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS
1 e

Ejemplos

2 oo

Factorizacién

Factorizacién que combina un trinomio cuadrado perfecto
y una diferencia de cuadrados

-Factoriza: X’ — 2xy +y* — ",

Solucién
La expresién x* — 2xy + " es un trinomio cuadrado perfecto y su factorizacién es:
F-Zry+y=(x-yf
Por tanto:

X=2y+y - =(0"-2y+y) - =(x-))-a
Al factorizar la diferencia de cuadrados se obtiene finalmente:
==Y -ad=@E-y+ax-y-a)
+Factoriza la siguiente expresidn: 164" — n" — 8mn — 161°.
Solucién
Se agrupan los términos de la siguiente manera y se factoriza el signo negativo:

164" — nt" — Bmn — 161" = 16@” + (— m* — 8mn — 161"}
= 16a* - (m" + Bmn + 16n7)

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto:
= 16a" = (m + 4n)’
Se factoriza la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:

= [4a + (m + 4n)][4a — (m + 4n)]
={da+m+4n)da - m - dn)

3 ®e-Factoriza: & — 2ab + B — 25m™ + 40m°’ — 161",

Solucién

Se agrupan los términos que forman trinomios cuadrados perfectos y posteriormente se factoriza la diferencia de
cuadrados para que finalmente el resultado sea:

a' - 2ab+b" = 25m" + 40m'n” — 16n" =(a’ = 2ab + b°) - (25m"" — 40m°n’ + 16x°)
=(a - by’ - (5m" - 4n°)’
=[(a— by (Sm” ~ 4n")][(a ~ b) - (Sm” ~ 4n")]
=(a-b+5m"-4n’Ya—b—5m"+4n’)

EJERCICIO 48

1

2
3
4
5

Factoriza las siguientes expresiones:
. +2m+1-dn’ 6. m—6x-9-x"+2am+a’ 1. m' = 16-n"+36+ 12m — 8n
. Y -6y+9-2 7. 1-a"-9n" —6an 12, ¥+ 2y +y - 164" — 24ab” —9%'"
. X =y +10y=25 B, m=-n'+d4+dm-1-2n 13. 100 =60y + 9y* = " + 2amp —a’p’*
. m=nf—6n" -9 9. 2by-y+1-# 14, 255 + 10ab - 9" + a° — 6 — it°
. 49m" = 25m’ - 9" +30mn 10, 259" -2m —m’ -1 15. 4m* - 9a" + 49n" — 30ab - 25b" - 28mn

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante
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Factorizacién para completar el trinomio cuadrado perfecto

© Casol trinomio de la forma x* + bx + ¢
Ejemplo
Factoriza la expresién: x” —3x-10,
Solucién
Se toma el coeficiente del término lineal y se divide entre 2 y el resultado se eleva al cuadrado,
[_é]z .9
2 4

Se suma y se resta 2 al trinomio, se agrupan los términos y se factoriza el trinomio cuadrado perfecto que resulta:

4
2
xz—l’c—lﬂ=x’—3x+2—2—10=[x’—3x+2)—2—10=[x—§) w22
4 4 4] 4 2 4
Se factoriza la diferencia de cuadrados y se reducen términos semejanies:
3) 49 3i.7 3 7
2| -E s x4 L[ x-2 -2 |=(x+2)(x-5
(x 2] 2 (x 2+2](J: 5 2] (x+2)(x-5)
Finalmenie, la factorizaci6n queda como; x* — 3x =10 =(x +2)(x-5)
© Caso I trinomio de la forma ax’ + bx + ¢
Eiemplo
Factoriza; 2x” +5x+2.
Solucién
Se factoriza el coeficiente del término cuadrdtico y se completa el trinomio para la expresion encerrada en el paréntesis:
sY sy
2x2+5x+2=2[x2+2x+1]=2 Padsn 2|_|2] 4
2 2 2 2
=2 xz+£x+(£)z—(£]z+l =2 (f+éx+2—5]—g+l =2 (x+£]z—i
2 4 4 2 1a) 16 4 16
=2[x+£—§][x+i+§]=2[x+l](x+2]
4 4 4 4 2
Se multiplican por 2 los términos del primer factor y se obtiene como resultado;
1
=2(x+5)(x+2]=(2x+1](x+2]
= Caso III por adicién y sustraccién
Ejemplo
Factoriza la expresion: dm* + 3m’n® + 9n*,
Solucién
El trinomio no es cuadrado perfecto, debido a que el doble producto de las raices cuadradas del primer y tercer tér-
minos, es:

202m)(3n) = 12mn?

106



Cariuio 4

Factorizacién

Ya que el segundo término es 3n'n’, se le suma 9m'n” y se obtiene el término que se necesita para que el trinomio
=a cuadrado perfecto, por consiguiente, se resta también 9m'n’ para no alterar la expresion.
4’ + 3’ + 9n' = dm* + 300 + 9m'n" + 9’ — 9"
=(4m' + 12m°n" + In*) = 9’’’
=(2n7" + 30") - 9m’n’
=20t + 317 + 3mn)(2m* + 30" = 3mn)

Finalmente: 4m" + 3m'n" +9n" = (2m” + 31" + 3mn)(2m" + 3n” = 3mn)

EJERCICIO 49
Factoriza las siguientes expresiones:
L ¥-3x+2 6, n+3n-54 1. n*+r+1 16. 121 + 214" +a'b*
2, ¥-x-20 7. 3%+ 10x+8 12, a*-6a"+1 17. 36m* — 109m°n” + 49n *
3.0 -Tm+10 B. 6m*>+Tm+2 13. m® + dm’n* + 16n° 18, x*+xy" +5'
4 ¥ -2x-48 9. 3@ -a-4 14, x*—45¢" + 100 19. a*-7da'b" + 9%'
5. - 6a—40 10, 6x’'-x-12 15, 644" +76a" +49 20, 4m" = 53m'n’ + 490"

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspoendiente

Expresiones algebraicas donde se utilizan dos o mds casos

Existen polinomios que se deben factorizar dos o mds veces con diferentes métodos; a continuacion se ejemplifican
algunos de estos polinomios:

EJEMPLOS *
-g_ 1. ®# Factoriza la expresién: 2x° + 6x” - 8x.
i

] Solucién
Se obtiene el factor comin:

-

2%+ 6 —Bx = (" + 3 — 4)
Se factoriza el trinomio de la forma x” + bx + ¢ y se obtiene:
=2 (x+4)x-1)

2 ®e-Factoriza: 3m® — 243,
Solucién
Se factoriza 3 que es el factor comiin:
Im* 243 =3 (m' - B1)
El binomio se factoriza con una diferencia de cuadrados:
=3 (" -9) (m" +9)
La expresién m® -9 se factoriza empleando nuevamente la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:
=3 (m=3)(m+3) (n'+9)
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EJERCICIO 50
Factoriza las siguientes expresiones:
L X =3 -28 11, x*—25¢" + 144 21, Bx*+6x7 -2
2, 3¢ -3a-6 12, @ —ab +ab -b 22, Smxy’ + 10my" - Smxy - 10m
3. 3m*-3m 13. &’ -ab’ 23. & =729
4, y'-3"-4 14. a(x’ + 1) +3ax(x + 1) 24, ¥ - xy
5. m-m-m+1 15, @ - 254" - 54 25, a(a*-b)—(2a- g -p)
6. 6ax’ - ax—-2a 16. a*-a’+a-1 26, 4a° +44’ + 4a
7 =+ -x 17. 4nf'y’ —dm’ 27. m' —dm—-ni' + 4
B Bax’—2a 18. 3mnp® + 3mnp — 18mn 28, ¥ - 40y + 144y
9. @’+d' -2 19. 256 -a* 29. m'—m
10. 64— 20. o -p* 30. 6m’y—9m’ —my’

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

[
{

Ejemplos

) L

Descomposicién en factores de un polinomio por divisién sintética
Dado el polinomio ax" + ax™" +...4a,_x + a,,su factorizacién es de la forma
{x = x, }x = )...-(x = x,), donde x,, x,, ...x,. se obtienen del cociente:

factores de a,

Posibles factores del polinomio =
ibles s del polinomio SO

&

Descomp6n por evaluacién: x* — 3x” — dr + 12,
Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x*
Divisoresde 12=(+1,+2,43,+4,+6,+ 12} Divisores de 1={ + 1}
Se dividen los divisores del término independiente entre los divisores del coeficiente de x*
[£1,+2,43,+4,+6,+12}

Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.

Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectiian las operaciones indicadas, si
la iiltima operacitn es cero, entonces, se resta a la literal para obtener un factor, este procedimiento se repite las veces
que sea necesario como se ilustra a continuacidén:

x
|-+ - a7 12 2 —» Primer factor (x - 2)
T X1 =2 @)-1)=-2 (20(-6)-12
14— x -1.___* -6 0 | -2 —» Segundofactor (x~(~2)) =(x+2)

\ r‘—““—_._____._//_

=2 ==2  (-2)(-3)=6

] a——x _‘_\‘i_\______j—_ﬂ_________,__.-——- 3 —» Terer factor (x — 3)
1 0
Los x,, X, Xy... son los valores para los que el residuo de la divisidn sintética es cero, y el nimero de factores es
¢l mimero de valores que la cumplen.

Finalmente, la descomposicitn en factores del polinomio propuesto es:
=3 —-dx+12=(x—-2)(x+2(x-3)
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Factorizacién

2 ®e-Facioriza el polinomio; 6x* + x* — 31x + 10,

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x*
Divisores de 10= { £ 1,£2,£5,+ 10} Divisores de 6= { £1,£2, 43, + 6}

1. 1.1 2 5 5.5 10
i 1 poli io; 441, +2,+5,+10,+ =, + = +— +— +— +— +— +—
Pumblcsfacmrcsdcpnhmm{ 3 gttt 3}
Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero,
Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones siguientes:

6 1 =31 10 2 —» Primer factor (x - 2)
12 26 =10 e ;
6 13 -5 0 % — Segundufactur(x— 5]
2 5
6 15 0 =5 ol Termrfacmr(x—(—é)]=(x+£]
2 2 2
=15
6 0

Finalmente, la descomposici6n en factores del polinomio es:

6 +x =31x+ 10 = 6(x—2](x+ %J(x— -;] =(x-2H2x+5)(3x-1)

3 ®e-Factoriza el polinomio: m* — 18 + B,

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de m'*
Divisores de 81 = [ £ 1,43, £9, 427,481} Divisores de 1= { +1}

Posibles factores del polinomio: { £ 1,+3,+9, +27,+ 81}
Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio, se consideran los ceros de los términos cibico y lineal y se efectian

Ias operaciones siguientes:

1 0 -18 0 81 3 —» Primer factor (m - 3)
3 9 =27 =81 —_—

1 3 -9 =27 0 3 —» Segundo factor (m - 3)
3 18 27 -

1 6 9 0 -3 —» Tercer factor (m —(=3)) =(m+3)
=3 0 —

1 3 0 -3 —» Cuarto factor (m — (-3)} = (m +3)
- e

1 0

Finalmente, la descomposicitn en factores del polinomio es;
m* — 18m" + 81 = (m — 3)m — 3)(m + 3)(m + 3) = (m - 3)%(m +3)°
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4 oo

Factoriza el polinomio; 4y* — 9" — 6y — 1,

Solucién

Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de y*.

Divisores de 1 = (1) Divisores de 4 = { + 1, +2, +4}
Posibles factores del polinomio: {11,1%,1:%}

Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio, se considera al cero del término cibico y se efectian las operaciones
siguientes:

4 0 -9 -6 -1 =1 —= Primer factor (y+ 1)
-4 4 5 1 —

4 —4 =5 -1 0 —% . chundufactur(y+%)
-2 3 1 —

4 -6 -2 0 —» Tercer factor (4y” - 6y - 2)

La expresi6n 4y’ — 6y — 2 dinicamente se puede factorizar de la siguiente manera;
4y’ - 6y ~2=202y - 3y - 1)
Finalmente, 1a descomposicitn en factores del polinomio es:

4y' =9y’ —6y—1=(y+ l](y+%)2(2yz =3y—1) =(y+ D2y + 1)y -3y -1)

EJERCICIO 51
Factoriza las siguientes expresiones:
L b-b-b+1 11, n*=2n"-3n" +4n+4
2 W+2w'-w=-2 12 X' -4 +3x7 + dx -4
3. X -d+x+6 13 x'-% -3 +11x-6
4 r+xr-14x-24 14 ¥4+ 108 -x-6
5 4 -Tx+3 15. a° =304 - 254 - 36a - 180
6. nt+2m +m+2 16, 2o¢ — 5x* - 12¢° + 23x* +16x — 12
7. 68 +y —1ly-6 17, %" — 4x +3x" - & +32¢ - 24
B. a'=104"+9 18, 6 + 7x* = 47x" = 13" + T7x =30
9. 3¢ + 4" - 59x-20 19. n° - 14n" + 490" - 36
10. ' + 6m" + 3m + 140 20, 20" -3 - 35" - 27 + 3x+ 35

Q Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente
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CAPTULO §

FRACCIONES AIGEBRAICAS

EISTC\RICA

Nicolds de Cusa (1401-1464)

CGrdenul alemdn nacido en Cusa vy fo-
lecido en Lodi (ltalia). Més fildsofo que
matemdtico, a él se debe la critica @
los conceptos de la nocién de infinito: “...para
alcanzar el moximum y el minimum hay que
frascender la serie indefinida de lo grande y
lo pequefio, y entonces se descubre que el
maximum y el minimum coinciden en la idea de infinito...".

Nicolas de Cusa vio que uno de los puntos débiles del pensamiento escolésti-
co de la époco, en lo que se refiere a la ciencia, habia sido su incapacidad
para medir, mienfras que él pensaba que el conocimiento deberia sustentarse
en la medida. Sus teorias %eoséftcs neoplaténicas sobre la concordancia
de los contrarios, le condujo @ pensar que los maximos y los minimos estdn
siempre en relacion.

Nicolas de Cusa (1401-1464)
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Méximo comin divisor (MCD)

El méximo comiin divisor de dos o més expresiones algebraicas es el término o polinomio que divide exactamente a

todas y cada una de las expresiones dadas.
Regla para obtener el MCD:
© Se obtiene el miximo comiin divisor de los coeficientes.

© Se toman los factores (monomio o polinomio) de menar exponente que tengan en comiin y se multiplican por

el miximo comiin divisor de los coeficientes.

EJEMPLOS ‘

£

1 @+ Encuentra el miximo comin divisor de: 1552, 2dxy’z, 36y'2".
! Solucién

Se obtiene el MCD de 15, 24 y 36

MCD =3

Se toman los factores gue tengan en comtn y se escogen los de menor exponente, en este caso: ¥, 2

Finalmente, el miximo comiin divisor: 3y’z
2 ®¢:0btén el MCD de los siguientes polinomios:

dn’ + 8m =12, 2m" — 6m + 4, 6m” + 18m — 24;

Solucién

Se factorizan los polinomios:
Hm* +2m -3 =dm+Hm-1)
2Am” =3m+2) =2(m—2)(m - 1)
6(m* +3m — 4) = 6(m + 4)(m - 1)
Se obtiene el MCD de 4, 2y 6

El MCD de los coeficientes 2, 4 y 6 es 2.
El MCD de los factores es m— 1
Por tanto, el MCD de los polinomios es: 2(m — 1)

Minimo comin miltiplo {mem)

El minimo comiin miltiplo de dos o méds expresiones algebraicas es el término algebraico que se divide por todas y

cada una de las expresiones dadas.
Regla para obtener el minimo comiin miltiplo:
© Se obtiene el mem de los coeficientes.

© Se toman los factores que no se repiten y, de los que se repiten, el de mayor exponente, y se multiplican por el

minimo comiin miiltiplo de los coeficientes.
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EJEMPLOS .
<. | @+ Determina el mem de las siguientes expresiones 15z 24xy’z, 36y'2.
5. ' Solucién
T Se encuentra el mem de 15, 24, 36
15 24 36 2
15 12 18 2
15 6 9 2
15 3 9 3 mem=2"x ¥ x5=360
1 3 3
1 1 5
1 1

Hl mem de los coeficiente 15, 24 y 36 es 360
Se toman todos los factores y se escogen los de mayor exponente en el caso de aquellos que sean comunes y, los
que no, se escriben igual.

'
Finalmente, el mcmes 360 x%'z’
2 ®e Encuentra el mem de 4m” + 8m — 12; 2m” — 6m + 4; 6m” + 18m — 24,
Solucién
Se factorizan los polinomios y se escogen los factores:

4’ +8m—12=4m" + 2m -3 =Hm+3)m - 1)
2’ —6m+4=2(m" -3m +2)=2(m - 2m - 1)
6’ + 18m — 24 = 6(m” +3m — 4) = 6(m + 4)(m — 1)

Se obtiene el mem de los coeficientes de 4, 2y 6

4 2 6 2

2 1 3 2

1 1 3 3 mem=2x3=12
1 1 1

Elmcmde 4, 2y 6es 12
El mem de los factores es: (m+ 3)(m — 2)(m +4)(m - 1)
Por consiguiente, el mem es: 12(m +3)(m = 1)(m — 2)(m +4)

EJERCICIO 52

Determina el maximo comin divisor y el minimo comin miktiple de las siguientes expresiones:
L 354z 42¢%" 1047
2. 72wy, 96m’y’; 120m’y’
3. &'y; By, 2z 10077
4. 394°bc; 52ab’c; TRabc®

P R R R R
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. 60m’n 75mn" % 105mn"*

22xyh; 33t ddpet y 2

18a°(x - 1), 24a’(x - 1), 30a°(x - 1)’

. 2(a = b)(x +y)"; 45(a - bY(x +y)

. 24(2x + 1)°(x = 7); 30(x + B)(x — 7); 36(2x + 1)(x + BY’
10. 38(a’ +a'p); 57a(1 + b)%; 764°(1 +bY

1L xy+yix+x

120 W =1;m* =1

13. #f +mm; mn + 05 0+ mn

14, @y — 2y + 5

15. 3¢ -6 %" — 45 Xy — 2y, X —x - 2

16. 3¢’ —a;27a' - 1;94" - 6a+ 1

17. o =2m =8, n" —=m—12; n’" — 9m* + 20m

18. 24" = 2a% 30" - 3a; d4a” - 4d"

19, 120° +8Bb+ 1;20" - 5p -3

20, ' -2*—5y+6;2y° - 5°—6y+9, 2§ - 5y-3

O Verifica tus resultados en la secclén de soluciones correspondiente

W P =l v ta

Simplificacién de fracciones algebraicas

Una fraccién algebraica contiene literales y se simplifica al factorizar al numerador y al denominador y al dividir
aquellos factores que se encuentren en ambas posiciones, como a continuacitn se ejemplifica.

EAEMPLOS =
'é_ 1 @+ Simplifica la siguiente expresién: %.
2 ! Solucién

Se factorizan tanto el numerador como el denominador.

Ba’ +12ab _(4a)(2a+3b)
8d’ (2a)(4a)

Una vez factorizados los elementos de la fraccion, se observa que en ambos se encuentra la expresidn (4a) la cual
se procede al simplificar

(4a)(2a+3) 2a+3
(20)(4a)  2a

3m

2 ®e-Simplifica la siguiente expresién; ———.
15m—12m

Soluciéon
Se factorizan el numerador y el denominador, simplificando el término que se repite en ambos (3m)
3m  _ 13m) 1
15m-12m>  (3m)(5-4m) 5-4m
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6x°y—12x"

3 ®e-Simplifica la siguiente expresién: — s
x—dy

Solucién
Se factorizan tanto el numerador como el denominador.
6x’y-12xy" _  6xy(x—2y)
=4y (x+2y)(x-2y)
Una vez factorizados los elementos de la fraccidn, se observa que en ambos se encuentra la expresion (x — 2y) la

cual se procede a simplificar
bxyx-2y) _ 6x
(x+2y)(x-2y) x+2y
X —6x+9
®e-Simplifica ———————.
4 ¥ +ax-3x-13a
Solucién
Se factorizan tanto numerador como denominador

X —6x+9 (x-3) (x—3)°

x +ax-3-3a x(x+a)-3Hx+a) (x-3)(x+a)

En esta fraccién el elemento que se repite en el numerador y denominador es (x — 3), entonces se realiza la sim-
plificacién

(x-3) _x-3
(x=3)(x+a) x+a

5 ®e«-Simplifica la siguiente expresiﬁn:%.
X=x -
Solucién

Se factorizan tanto numerador como denominador

9x-x _ x(9-%*) _ x(3+x)(3-x)
x-x -6 x(x'-x-6) x(x-3)(x+2)

Los factores que se repiten son (x) y (x = 3)

x(3+x)(3-x) ={3+x](—1] " x+3
F(x-3)(x+2)  x(x+2)  x(x+2)

12437 x+2x" =3x°
20+ 51x—26x" +3x°

& ®e¢-Simplifica Ia siguiente expresi6n:
Solucion
Se factorizan tanto numerador como denominador
12437x+ 22" =3° _ (-D)(B3x+1)(x+3)(x-4)
20+51x=26x" +3x*  (x-5)(3x+1)(x-4)

Los factores que se repiten en el numerador y denominador (3x + 1) y (x —4), se dividen, obteniéndose la simpli-
ficacién de la fraccion

12437x+2x" =3x" _(=1)(x+3) _ x+3
20+51x-26x" +3x°  (x-5)  x-5
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EJERCICIO 53
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
24° +2ab y' =27%°
e e L N—— |
3a’hb ¥y —xy-—o6x
6a’h’ 3=
I 17, ————
3a’b-6ab’ ¥ —x—x-2
4a® +12a X =-3y+3n7 -y
- 18 3
Ba x'=3xy +2y
6m’ —18m" —24m 3ax —bx —3ay+by
4. T 19. 2 2 2 2
15m—9m by —bx” =3ay” +3ax
3 2.1 2
5. m:: mzn 20, @ +c:b ad zba'
n-m 2a'b+2ab
6 _4¥-12x g1, Y4y =6y
D 2xt-2x7-12x " 3ay’ +9ay+2y* +6y
x" =3xy-10y" 3 =3y
{ s e me— 2 —
Sy +dxy—-x YZ—XZ—)yw+xw
1
g * +7x-T78 23, w +w=2
X =36 X—Wx—y+wy
A L R |
9. nz Sn+6 24, ;:+1 P zp
n -2n-3 p-p-2p +2
2% —xy — 6y 2a’—2ab’ +a’-b"
I = 25,
3 —5xy -2y 2ab* +b' -2a’ -a’
—=x*+ 3’y -2y’ X 42 —x=2
s s v e W
5x* —4x’y —xy x +dx’ +x-6
3x +10xy + By’ X 4+ax’ +x-6
By 27, F—5——
¥ —xy—6y X +x’-14x-24
13, @& —2ab mn+ab’n’ g Y =9 +26y-24
' abm® —abn® Ty -5yt-2y+24
4 _8=7 40, =1y’ =8y+16)
ST ErTI 9' 2 b
¥ +2x-8 (" -y)(1-¥)
24y (a-2)"(a* +a-12)
15. 3 30, ]
=y (2-a)3-a)

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta de fracciones con denominador comin

EJEMPLOS
1. ®# Determina el resultado de
| Solucién
Se simplifica cada fraccion, sies posible,
2a—a’h _a(2-ab) _2-ab  3a+4a’» _a(3+4ab) 3+4ab
a’b a'b ab ’ a’b a'b ab

2a-a'b 3a+4a’h
3 + 2 .
ab ab

Ejemplos
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Se suman las nuevas expresiones.
2—ab+3+4ab
ab ab
Como los denominadores son comunes, en la fraccidn resultante s6lo se reducen los numeradores y el denominador
permanece igual.
2—ab+3+4ab_2—ab+3+4ab_5+3ab
ab ab ab b
2m+ Sm=-35 -
2 ®e-Encuentra el resultado de it R e R m.
N 2m-n 2m-n 2m-n
Solucién
En este caso ningtin sumando se puede simplificar, entonces el comiin denominador es 2m — n, y s6lo se reducen los
numeradores,
2m+n Sm=5n  n—m _2m+n+Sm—Sn+n-m _6m-3n _3@2m-n) _
2m-n 2m-n 2m-n Zm-n Zm-n 2Zm=n
EJERCICIO 54
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
| 1 1 2 ]
L 2% —sz_'_ﬁx -:x 4, Tm’—6m 12m" —3m 7 12x'-x+5 6+x-x
Bx Bx 4mn 4mn 22x 22x
g 1=d _7-24 5. 3n-7_152-3 g 13x—y S5x-3y 3r+6y
a a 50" -n 5n-n 3x-2y 3x-2y 3x-2y
5, In-1 8n-4 4 11y* =14y 2y +y g, 6a+5b_a+6b 3a-b
" 10n  10n T 6 6y " Ba-2b 8a-2b 8a-2b

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta de fracciones con denominadores diferentes

EJEMPLOS
'é_ 1 @+ Efectiia Ia siguiente operaci6n: ﬁyz 4_}*
2 | Solucién

Se obtiene el minimo comin miiltiplo de los denominadores y se realizan las operaciones correspondientes.

3x, 5y _ H(2)+5v(y) _ 6x* 45y’
2}’2 4.1’2 - 4xzy1 - 4xzyz

2 ®@-Realiza la siguiente operacién y simplificar al miximo; m—i
Solucién
Se obtiene el comiin denominador de los denominadores *x + A" y “x", posteriormente se procede a realizar la dife-
encia de fracciones
1 1 x—(x+h) x-x-h_ -h
x+h x  x(x+h)  x(x+h) x(x+h)
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3x 4
@+ Ffi —_—
L et et
Solucién

Se obtiene el minimo comiin miltiplo de los denominadores y se efectian las operaciones:
x . 4 _3x(1)+4(x=3) _3x+dx-12_7x-12

(x-3 x-3 (x-3) (x-3  (x-3)

1 1
A ®+-Realizala siguiente operacién; ———— - ——.
Biente ope (x+r) -1 x*-1

Solucién

Se determina el comiin denominador, &ste se divide por cada uno de los denominadores y el resultado se multiplica
por su numerador, los productos se reducen al miximo,

1 1 1 1 1(¥=1)-1(< +2xh +h* 1)
(x+h) =1 -1 X +2z+h=1 =1 (& +2h+h -1)(x*-1)
x'=1=x"=2xh=h" +1 “2xh=k*

T (Frznen )(x-1) (P2 -1)(x -1

5 ®e Simplifica la siguiente operacién; x |+(x2 +1]%.
(¥ +1)7

Solucion
A los enteros se les coloca la unidad como denominador:
1
i 1 2 r+1)2
S OB £ +1)7= ¥ +( )

(¢ +1) (Perf !

1
Luego, el comiin denominador es (x* +1), por tanto

2

; +(x’+l]%= x | +{x -;-1]2 _x (1]+(,y‘_-2 +1]zl(x +1)2
{XE+I]E (xz +1]5 (xz+1]5
se aplica la propiedad a™- @" =a™ "y se simplifica al méximo el numerador, entonces:
PO _2 (e 4)_ 24
(x2 * 1];- (xz +1]% I:xz + 1];_

X (-1,

(x*-1)5

6 ®e-Simplifica la siguiente operacién:

Solucién .
El comiin denominador de esta diferencia de fracciones es (J\':3 - 1]5, entonces:

1.1
e V(-1 R —(x-1) el ]

g'(xs'1]3= 2 z z 2
(x*-1)3 (x*-1)3 (-1 (F-1p (-1
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Por tanto, la simplificacién es:

x(+ +1]I=!_! g x(x?- l]l% r
(=17 (F+1)?

7 ®e-Efectia y simplifica la siguiente expresi6n:
Solucién
El comiin denominador es el producto de los denominadores:
1 1
(¥ =17 (5 1)

Se realiza la operaci6n:

x(x* + 1]1:_! &= 1]’% _ x(x+ 1]:!_'_;I—Jx:(x2 —!1];_% _ x(x H]:_ s’ _:l]
(-1 (¥ +1) (x* =1)2(x*+1)2 (x? —1]E (x*+1)2
(2 -1 (2 +1):

2x

(#- 1]% (« +1]%

En el denominador los factores estin elevados al mismo exponente, se pueden multiplicar las bases, las cuales dan
como resultado una diferencia de cuadrados, por tanto:

:':(Jt'2 + 1]1_” :c'(:t:z = 1]% 2

(@off  (PHf (1)

(x- 2]§ _2(x+ 1]1:
3(x+ 1]§ 3x- 2]l§ '

8 ®e-Simplifica Ia siguiente operacién:
Solucién
Se obtiene el comiin denominador y se procede a realizar la diferencia:
4 L L ]
(x—2]s 2(x+1:|3 (x—i]s 3 —2{x+ 1]: 3 (x—i]—z(x+1:| x—2-2x-2
3 [ ] 1 = ] L= 2 1
x+1)F  3(x-2)3 (x+1)3 (x=-2)7 Hx+1)5(x=2)7  3(x+1)3(x-2)3

Por ltimo se simplifica el numerador, entonces:

(=2 _2(x+1) | —x-4  __ x+d
3x41)s H(x-2F a+)i(x=2  3(x+1)3(x—-2)3

1%



5 CaruLO

AiGERRA
; o i a+b a+4b a+5b
{ T E implific - ;
P iy e TR e T T e T
Solucién
Se factorizan los denominadores:

@ —ab - 200" = (a — 5b)a +4b)

a - dab - 5b° = (a - 5b)(a + b)

@' + Sab +4b" = (a + 4b)(a + b)
La expresion con los denominadores factorizados es:

a+b _ a+db + a+5b
(a—5b)(a+4b) (a—-5b)(a+b) (a+4b)(a+b)

Se obtiene el minimo comiin midltiplo de los denominadores: (@ — 5h)a + 4b)a + b)
Se resuelve la fraccidn:

_(a+b)(a+b)—(a+4b)(a+4b)+(a—5b)(a +5b)
- (a-5b)(a+4b)(a+b)

_a* +2ab+b' —a’ —8ab-16b" +a’ - 25b°

- (a—5b)(a+4b)(a+b)

_ a*=6ab=40p’

"~ (a-5b)(a+4b)(a+b)

El numerador se factoriza, si es posible, para simplificar al médximo, entonces

__ (a—108)(a+4b)
(a—5b)(a+4b)(a+b)
___ a-10b
(a-5b)(a+b)

EJERCICIO 55
Efectia y simplifica las siguientes operaciones algebraicas:
x=2 x+5 2 2
1, —— 44— 1. =
4x  10x (x+h) -3 x*-3
2 2
2 x+1+2x+3 g (x+i:] _ =
2x 3x (x+n) +1 x*+1
-4 x-=3 6x X
3. 1x—+— 9, o EPLL
9x*  6x -9 x+3
2x+5 x+6 2 x+2
4, =27 10, =+
6x  4x x+1 ¥ -1
5, A L 11. .
X+h+2 x+2 =4 x+2
P g EEhEl atl 3 . 2
. x+h-1 x-1 2=2x+1 x*-=1
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CaAPITUIO §

Fraccicnes algebraicas
3o tx 1 20 2x' +8  Sx-6-x
: X +6x+9 x* =9 ; I +2x—12 x +2x—8
3 ¥ 4x-5 9 2
14, 2x(x=-2)3 ~———— O T T e ey
3(x-2) X +x- -3x- x +10x+
i 1 6x+7 19
15. lzxs(xz"'l]z' 1 22, % & -
(f.,.l]i 2+ 11x+15 3 +Tx—6 6x> +11x—10
1 1
3x(x2—4]1 x(3x2+2]2 m+n 1 3m?
“ T 5 = W —mntn men mn
(3 +2)7  (¥-4)
2 1
i7 —’lxl:x2 +2]3 4x(5—x2)3 5 3x+2y S5x+y i dx—y
® 2 & 1 Y 5 =3 = = 5
3(5-1:2]5 3(x2+2]§ x +3xy-10y  x +4xy-5y x _3xy+2y
1 1
g (Br-3(4x +3xf (Bre3)(4x” -2 b5 @=b _a=2b & +2ab-6b’
' & 3 : i 3 3
3(4x% - 3x)3 3(4 +32) 3a+3b 6a-6b 94’ -9b
x+1 12 43 357 &
19. - 26, —= e o
- ¥ +x-12 x* +5x-24 s+r =11 g—r

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspoendiante

Multiplicacién de fracciones algebraicas

Regla para multiplicar fracciones:

© Descomponer en factores los elementos de las fracciones que se van a multiplicar.
© Se simplifican aquellos términos que sean comunes en el numerador y denominador de las fracciones que se

van a multiplicar,

< Multiplicar todos los términos restantes.

EJEMPLOS

.I_] .."M],I]llp]_[ca E .Es_xy

i§' | Solucién

3y 4x 2y’

Se realiza la multiplicacidn de fracciones y se simplifica el resultado

h! ﬁyz 53-}' GUxSyS Sny

m +9m+18 5m-25

2 ®+- Simplifica:

Solucién

m=-3

Sm4+15

Se factoriza cada uno de los elementos

m’ +9m+18 5m—25 (m+6)(m+3) 5(m-5)
m=5 Sm+15 m-5 5(m+3)

(continia)
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5 CaruLO

AiGERRA

(continuacidn)

se procede a realizar la multiplicacién y la simplificacién

(m+6)(m+3) 5(m-5) _5(m+6)(m+3)(m-5)

m->5 s(m+3)

_a’-5a+6 6a a =25
" 3a-15 a*-a-30 2a-4°

3 ®e-Efectia y simplifica

5(m=5)(m+3)

m+6

Solucién
(@=3)(a-2) _ 2-3a  (a+5)(a-5)_(a-3)(a-2)2-3a(a+5)(a-5)
3a-5) (a-6)(a+5) 2Aa-2) Ha-5)(a—6)(a+5)2(a-2)

_6a(a-3)(a-2)(a+5)(a-5) ala-3)

Finalmente, el resultado de la multiplicacion es

6

~ 6{a-5)(a-6)a+5)(a-2) a-6

a(@-3)_a'-3a

a—-6

EJERCICIO 56

, 4a” lax 5b°

75 5b* 7a°
2 52
x y 10
I 5 Ta
10y° 14ab 6x°

16ab® 10x° 2a®

T db 2yt X

Sm+25 Tm+7
14 10m+ 50

6b
2b-4 b*-b-30
2m3+2m2_ x -z
2mx” =2mx x+1 mix+n'x
14x" -21x 12x-8

24y —16 42x-63

30x° —18x" 42x+35
6x° +5x° 60x=36

b’ =5b+6 b’-25
B-15

10,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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1

12,

13,

14,

15,

16,

17

18,

19.

Efectiia la multiplicacién de las fracciones algebraicas y simplifica:

7x' +42x 15x-30

3’ —6x 143 +84x

X +x-6 x'-2x-3

X =5x+6 x* —-d4x-5

X =10x+24 x* -2x-—48
30+x-x" x -12x+32

8x" +10x+3 6x" +x-1
4x" +4x+1 9x° +9x-4

¥ =3x-4 X +5x+6
X =Tx+12 x* -3x-18
X +9x+18 2x" +7x+6
2 +9x+9 4x ' +9x+2
x +2x"-3x e+
4x* +8x+3 x-x
x' =27 &' +a+l

a =1 ¥ +3x+9

x' +5r+6 Bx+8 x’-5x
4" +dx x'-9 x+2

20 +5n-3 n*+4n+4 30" +11n-4
n-2n-8 6n° —=Sn+l ' +5n+6




CaAPITUIO §

Fracciones algebraicas

Divisién de fracciones algebraicas
Regla para dividir fracciones:

© Primero se multiplica el numerador de la primera fraccién por el denominador de la segunda, de lo que re-
sulta el numerador de la fraccién solucitn; el denominador de la fraccién solucitn se obtiene al multiplicar
el denominador de la primera fraccion por el numerador de la segunda. De preferencia los productos se dejan

© Se simplifican los términos o factores que sean comunes, en el numerador y denominador, de las fracciones
que se van a multiplicar.

© Se multiplican todos los términos restantes.

EJEMPLOS
: o L
E ] ®@# Realiza lIa siguiente divisién: e +F,
o : Solucién
Se efectiian los productos cruzados y se simplifica la expresicn

=

m'  2m (m*)(w*)_ mew® _mn

W w nl(2m) Gmn’ 6

3’

T2
+1
2 ®e-Simplifica la siguiente divisién: #
(@ +1)
Solucién
Se realiza el producto de medios por medios y extremos por extremos, para después simplificar al miximo,

3x2
(Jrz+1]2 _3f(x’+1]_ ax
g T
41

a’-a_5a’-5a
24" +6a 2a+6

3 ®e-Realiza el siguiente cociente y simplifica:
Solucién
Se factorizan todos los elementos y se procede a efectuar la simplificacidn.

a@-a S5&-5a _a(@-1(a+1) Sa(a—1) a(a-1)(a+1)(2)(a+3) a+l
27 +6a . 2a+6  2a(a+d)  2(a+3) (2a)(5a)(a-1)(@+3) Sa

4 ®«-Simplifica Ia siguiente operacién:
1

(x*+1)2
(x’ +1)

(continda)
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5 CaruLO

AiGERRA

(continuacidn)

Solucién

En este caso se tiene una fraccion sobre un entero, al que se le agrega la unidad como denominador, para después
realizar el producto de medios y extremos, entonces;

1 1
(Jr:2 + 1]% (xz + 1]% 1 |

(Fe1) @ =(xz+1]l*' (x* +1)7

dx’-y' x4+ Txy+2y’
M +xy—y I+ Say+2y

5 @ Resuclve Ia siguiente divisién:

Solucion

Se factoriza cada uno de los factores y se procede a realizar la divisidn
45" -y 6x" +Txy+2y"  (2x+y)(2x-y) (3x+2y)(2x+y)
L = 4=
2 +ay—y' 37 +5xy+2y (2x-y)(x+y)  (3x+2y)(x+y)
_(2x+y)(2x=y)(3x+2y)(x+y) _ ‘
(2x=y)(x+y)(3x+2y)(2x+y)

6 ®e-Efectia y simplifica la siguiente operacidn: (x +4+ x—i—l] + (x— 1- %)
Solucién
Se resuelven las operaciones dentro de los paréntesis:

( 2 ] [ 9 ] [xz+5x+4+2] [f—2x+1—9]
x+d+— |+ x=-1-——|= +
x+1 x=-1 x+1 x-1
[ ¥ +5x46 - x1=2x-8
RUETY x-1
Se factorizan los polinomios resultantes y se resuelve la division:
(x+3]{x+2]+(x-4](x+2] _(x+3)(x+2)(x=1) (x+3)(x-1) x*+2x-3

x+1 x=1 (x+1)(x=4)(x+2) (x+1)(x=4) x*=3x-4

EJERCICIO 57

Realiza las sigulentes operaciones y simplifica al maximo:

6x2
Do e 5, &+
2 3 4
: v 2x
; (2x+3)
12x°
1
, 12a%° 4a’h 5 (26 +1)°
" lsxﬁyS styS 1 h!
1
3 (267 +1)3
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CaAPITUIO §

O Verifica tus resultados en la seccidn de soluciones corraspendiante

10.

11,

12,

13,

EJEMPLOS

Ejemplos

Fracciones algebraicas
3
_4x -121x
- 3
3y’ 23£ 14, X =49x
x x=1lx
=y x+7
x +125
e d
3. T sl 15, X =64 _
-x X =2x+l x =5x"+25x
x“ +x-56
a® —6a
. =9 +x2+6x-2‘! 6. & +3d°
X +2x=-3 x -10x+9 a’ +3a-54
a” +9a
x’—?x+1u+x’+5x—14 17 152" +7x=2 6x +13x+6
X -6x+5 x*+8x+7 255 =x  25x%+10x+1
xz—4x+3+x’z+12x+32 18 (142 ]"{“EJ
x —6x+9 x +3x-40 a+b b
4x"=23x -6 4x’ +25x+6 2
19, | x+— +—
A —14x+8 £ +x-30 2 (x x+3]+(x x+4]
6x* —5x+1 d4x —Bx-5 2n—1] 2 n-1
20, [n- f B
127 —x—1 B +6x+1 (n wz) " Y n

=16 +:c’—x—lz
X =%"+9x  x'+27

b, 2_
i S ﬂr(l_ 1}{”_1_)

16x°-9x  4x + 3x

21,

Combinacién de operaciones con fracciones

La simplificacidn de este tipo de operaciones, en las que se combinan operaciones bésicas, se basa en la jerarquizacion
de operaciones de izquierda a derecha, como sigue:

© Divisiones y productos

© Sumas y restas

1. @+ Efectia y simplifica la siguiente fraccién algebraica

X +2x x+2x- 3, x*=2x-8
C+ax+3 28 —x—1 2x’—'.-'x—4

Solucién
Se factoriza cada uno de los polinomios de la expresién

42z 423 2 -2-8 x(x+2) _(x+3](x—1]+(x—4](x+2]
P +ax+3 2 —x—1 ixz—?x—4_(x+3](x+l] (2x+1)(x=1) (2x+1)(x-4)

(continda)
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CAPITULO

AiGERRA

(continuacidn)
Se realiza el producto

x(x+2) _(x+3](x—1]_ x(x+2)(x+3)(x-1)

x(x+2)

(x+3)(x+1) 2x+1)(x=1) (x+3)(x+1)2x+1)(x=1) (x+1)(2x+1)

Por (ltimo, se realiza la division y se simplifica al méximo;

x(x+2) {x 4)(x+2) x(x+2)(2x +1)(x -4)

X

(x+1)(2x+1) {2x+1]{x 4) (x+1](2x+1](x 4]{x+2] x+1

2 ®e-Realiza y simplifica la siguiente fraccién:

x*+6x+5 x¥*=-3x-10 «x

X +5x+6 X —4x-5 x+1

Solucién
Se factorizan las expresiones y se aplica la jerarquia de las operaciones

(x+5)(x+1) (x=5)(x+2) x _(x+5)(x+1)(x-5)(x+2)

X

(x+3)(x+2) (x=5)(x+1) x+1 (x+3)(x+2)(x-5)(x+1) x+1

_x+5  x  (x+5)(x+1)-

x(x+3)

Cx43 x+1 (x+3)(x+1)

X +6x+5-x"—3x
- (x+3)(x+1)

_ 3x+5
(x+3)(x+1)

EJERCICIO 58

Efectiia y simplifica las siguientes expresiones:
r=x=12 ¥ -x=56 ¥ =5x=-24
F—49 x+x-20 x+5
a’=Ba+7 a -36+a’-a—42
"a’=11a+30 a*-1 a'-4a-5
6a2—7a—3+4a’—12a+9 2a°—a-3
a -1 a =1 30" =2a-1
2045142 142 20 +97 + 4t
4, - +— +
=4r+16  +64 r+1

i 2

2 3x+3 x 4x-2
5. —+ T o+ 7
x+3 x -2x-8 x =1

6 At +3x _x2+2x—8_ 2x
" 3x? —Bx+4 X’ +5x+4 2x-1
6x?—12x +2x’—5x+2 3
2x' +3¢-9 2x +5x-3 x+1
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Fracciones algebraicas

g x'=27x  x"+20x+100 x"-100
Tt +Tx=30 £+ +9x x-3
Bx?=10x-3 4x*-9 +Ex’+14x+3
62 #13x+6 3x7+2x 9xi+12x+4
10 ¥ -x-12 ¥ -6x+8 x’-3r+2
X 4x=2 ¥ =3x=-10 ¥ -2x-15
x*+x=-2 x+3x 2x" -dx
H T2 +
X +5x+6 x'=1 x +x-6
12 xs—Sx’_'_ x* +3x +xz+3x—4_xz—x—ﬁ
" x¥=25x P 45x+6 P +6x+8 ¥ —6x+5

11.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Fracciones complejas

En una fraccién compleja el numerador y el denominador se conforman por operaciones algebraicas.

EJEMPLOS .
1. ®+ Simplifica la expresi6n [m +%]+(n— l]

n
i§' { Solucién

Se realizan las operaciones dentro de los paréntesis,

( m ( 1Y mn+m n -1
m+—|+|n-—|= -—
n n n n

se resuelve la division y se simplifica al méximo:

n(mn+m)  nm(n+1)
n(n?=1) n(n+1)(n-1)"

L.
n-1

5
Fed——s
2 ®e-Realiza y simplifica la frmccién —-?-;3?-
it
s y+3

Solucién
Se resuelve tanto el numerador como el denominador y se factorizan los polinomios resultantes, si es posible

5 (y=1)(y+3)-5 y +2y-3-5  y'+2y-8

_-,r+3= y+3 ” y+3 24 y+3
ys—2> [+5)(y+3)-35 "y +8y+15-35 ' +8y-20
y+3 y+3 y+3 y+3
(r+4)(y-2)
_ +3
(y+10)(y-2)
y+3

(continia)

127



5 CaruLO

AiGERRA

(continuacion)
Se dividen las fracciones y se simplifica al méximo

_+3)(y+4)(y-2) _ y+4
(y+3)(y+10)(y-2) y+10

-1
3 ®e-FEfectia y simplifica: ﬁ
T
b+1
Solucién
Se eligen las operaciones secundarias y se reducen hasta simplificar la fraccitn al miximo:
b-1 _ b-1 _ b-1 B b-1
B +2 b +2 - P+2 b +2
2- 2- - 2-
R B (7 B () ST e Sy e
b+1 b+1 b+l b+1
b-1 b-1
= b-1 = ="—— =ph-1
b+2-(b+1 1
- (b+1)(p* +2) B+l
b +2

4 ®e Simplifica la siguiente expresion:
1 1
(x=2)2  (x+2)

2(x+2]% 2(x- 2]';‘
x=2

Solucién
Se resuelve la parte superior de la fraccién principal

(x=2)1  (x+2) _(x-2)7"7-(x42)77 _ (x-2)=(x+2) _ 4

2(x +2)3 2(x-z]l': Ax+2fi(x-2  2x+2i(x-2)7 2Ax+2)i(x-2)
-2

B (x+2];'(x—2]%

Luego, 1a fraccidn original se escribe como:

(x-2]% _ (x+2]% -2 -2
2 +2f 2Ax-2) _ (x+2)3(x-2)F _ (x+2)3(x-2):
x=2 x=2 x-2
1

Se realiza la divisién de fracciones y la simplificacién es:
=2
T 3
(x+2)7(x-2)z
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Fracciones algebraicas
EJERCICIO 59
Simpilifica las siguientes fracciones complejas:
5b7
a—3b-
1. —11— 9. —fﬁ-}
I+— a-2b-
x at+b
1 Lptgk
2. 0 X2 Y
1 b | x!
14— g
-1 x oy
n
b! b |
i (a—:b+a ][a+2b_a+2b]
3 1- i 11 =
24— 1+—
¥ b
7.2
m+d+— b
4 S 12, |1+ lb %a—g -
et PN 4 2a+3b
m a+b
1 1
i (2c43)7  (x+1)2
e Tk 1
s Y y " 2(x+1)7  2(2x+3)2
' l—l ' 2x+3
¥ 1 e
1+1 11'(::—5]2— T
5 s (x* -5)?
11 i x =5
a b ( ]: ( ]I
3x—1)z  (3x+1)
¥ _x-y e H
7. ¥ Xty 15, Bx+1)F (3x-1)3
. i A 2
u.,.% (3x-1)
¥ 1 4
(S:cz+l]3 10%?
7 .12 Fam 7
et a0 (st
16 ' i
B (522 +1)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPITUIO 6

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

HISTORICA

u :
~ principios del siglo XX fres matemdticos,
B —~ Ruffini, Abel y Galois, encararon el pro-
-_— blema de resolver una ecuacion desde

un punto de vista radicalmente diferente.

Més que a Ruffini y Abel, es Evariste Galois @
quien le cabe el tilulo de fundador del dlgebra
rnodernﬂ.

Galois nacié el 25 de octubre de 1811 en Bourg-la Reine, hasta los 12 afios
de edad lo educd su madre, mujer culta y esclarecida. En 1823 vigja @
Paris para infernarse en el liceo Louis le Grand, insfituciéon famosa por el
rigor de su disciplina.

A principios de 1827 despierta su inferés por la matemdtica, disciplina @
la que de inmediato se dedica por completo, descuidando los estudios de
griego, latin, francés, retérica, considerados mds imporiantes.

Galois publico, en abril de 1829, su primer arficulo cienifico: un teore-
ma sobre los fracciones continuas periddicas. Al mes siguiente presentd a
la Academia de Ciencias sus primeras investigaciones sobre las ecuacio-
nes algebraicas de primer grado, frabajo que fue recibido con frialdad y
desinterés por Cauchy, el mayor matemdtico de la época y presidente de
la Academia. En ese mismo cfio el joven matemdtico entrd en la Ecole
Préparatoire, institucion destinada a formar profesores. Dos meses después
era bachiller en lefras y en ciencias.

- Evariste Galois (1811-1832)
g -




6 CAPTULO

AiGERRA

Co ncepi'os genera IES

Igualdad. Dos cantidades son iguales o equivalentes cuando tienen el mismo valor,

Ejemplos
(2+3°=25 @ +3) =25 J625 =25

Entonces (2 +3)%, (47 + (3%, /625 son expresiones equivalentes ya que todas valen 25
¢(Podriamos decir que x +3 = 8 es una igualdad?

Ecuacidn. Una ecuacidn es una igualdad con una o varias incdgnitas que se representan con letras, Las ecuaciones
pueden ser férmulas que se utilizan para encontrar una magnitud.

Ejemplos

La férmula v=%sc utiliza para encontrar la velocidad constante de un mévil del que se conoce la distancia recorrida

yel tiempo que empled en recorrerla,
La férmula A = 7r” se utiliza para encontrar el frea de un circulo dada la longitud de su radio.

También existen ecuaciones con expresiones algebraicas, en las que se busca el valor de una variable o representan
modelos matemdticos que resuelvan algin problema de la vida real.
Ejemplos

4 2 5
x+2=8 x+y=6 x'-4=0

x—2 -4 z+2

Las ecuaciones estdn formadas de la siguiente manera:
ler miembro = 2do miembro
Solucién de una ecuacién. La solucién o soluciones de una ecuacién son los valores que hacen que la igualdad se
cumpla.
Ejemplos
1. Para la ecuacién x + 2 = 10, Ia solucitn es x =8, ya que al sustituir con 8 a la literal x, se obtiene: 8 + 2= 10

2. Para la ecuacién x + y =8, una solucién es x=3, y=5; porque: 3+ 5=8
3. Para la ecuaci6n x” ~ 4 =0, las soluciones son: x =~ 2, x=2 porque:

(-2’ -4=4-4=0,(2)'-4=4-4=0
Grado de una ecuacién. El grado de una ecuacitn se obtiene del término de mayor grado que contenga a la(s)
incégnita(s).

Ejemplos
1. La ecuacidn 2x + 3 =5, es de primer grado, porque la incgnita tiene exponente 1
2, Laecuacién x - 5x + 6 =0, es de segundo grado, porque la incdgnita tiene exponente 2
3. Laecuacion x + y = 6, es de primer grado, porque las variables tienen exponente 1

Alas ecuaciones de primer grado se les llama lineales.

Ecuaciones de primer grado con una incégnita

Ecuaciones que se resuelven mediante la aplicacion de ecuaciones equivalentes con operaciones elementales (suma,
resta, multiplicacién o divisién) a ambos miembros de la ecuacidn, hasta obtener el valor de la incognita.
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Ecvaciones de primer grado

EJEMPLOS °
5. | ®#-Encuenira el valor de xenla siguiente ecuacién: 2x+3 =7,
5. ' Solucién

[

L
Se agrupan los términos que contienen a la incdgnita en el primer miembro y las constantes en el segundo, se aplican

sumas, restas, multiplicaciones o divisiones, segiin corresponda.

2xk+3=7 — (2x+3)-3=7-3 Se resta 3 en ambos miembros
k=4 Al simplificar
1 1 1
—(2x)=—(4 L ipli -
2( x) 2( ) ¢ multiplica por >
2
272
x=2
Se comprueba la soluci6n al sustituir en la ecuacidn el valor de x, y se verifica la igualdad.
A2)+3=T
4+3=7
7=1

Por tanto, la solucién es x =2
2 ®e-Encuenira el valor de la incognita en la ecuacién m — 25 =3m - 5.

Solucién
m-25=3m-5 — m=3m=-5+125 Se suma 25 y se resta 3m
—Im =20 Al simplificar
20
mzz Se divide entre -2
m==10

Por tanto, m=- 10
3 ®e-;Cudl es el conjunto solucién de Ia ecuacién 20x — 14 — 11x =8 — 6x + 27

Solucién
2 -14=-11x=8-6x+2 =3 20k=11x+6r=8+2+14
15x =24
o A_E
15 8

8
Por consiguiente, €l conjunto solucidn es {E}

Teorema: sea la ecuacidn lineal ax =5

ajy Sia#(],x=f’—lw solucién dnica

Demostracidn:
ax=ph
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Supongamos ahora que x, es solucion, entonces, al sustituir en ax = b obtenemos:

axﬂ:b — l(axﬂ]: l(b] - (l.a)xﬂ 22 — xﬂ:g
a a a a a

Por tanto, x= % es solucidn dnica.

b) 8ia=0perob =0, entonces, ax = b no tiene solucidn

Demostracion:
Sea a =0, entonces, para todo k €R, ak=0sib # 0, entonces, ax # 0, por tanto, k no es solucién de ar = b

c¢) Sia=0yb=0,todok eRes solucitn de ax =k

Demostracion:
Sia=0, paratodo k €R, ak =0, si b =0, entonces, cualquier niimero real k es solucidn de ax =b

EJEMPLOS ]
-§_ ] @9 Determina el conjunto solucién de la ecuacién 2x — 7 — Sy = 11x— 6 — 14x,
.‘§_ Solucién
Al resolver la ecuacitn se obtiene;
2x-7-5=11x-6-14x - 2x-5x-1lx+ldx=—6+7

Or=1
El conjunto solucién es vacfo, ya que todo nimero multiplicado por cero es cero (ver inciso b del teorema),
2 ®e:Determina el conjunto solucién de Ia ecuacién 3y — 8 + Sy + 6 = 10y — 2 - 2y,
Solucién
3y—8+5y+6=10y-2-2y — 3y+S5y-10y+2y=-2+8-6
0y =0
El conjunto solucitn son todos los nimeros reales, ya que cualquier nimero multiplicado por cero es cero (ver
inciso ¢ del teorema).

EJERCICIO 60
Resuelve las siguientes ecuaciones:

: L x+2=5 10, 2-7z=13
2, y-4=6 11. 8x—6=6x+4
© 3.8-z=9 12, 1247x=2c+22
¢ 4. 10-x=12 13, 9-8y=27-2
5, 2%-3=5 14, 2z+9=z+1
. 6. 3y+2=11 15, 3w—3=dw+11
7. 9x-6=18 16. 10x+21=15-2x
B. S5x+7=3 17. 21x-3=3c+6
s 9. 1-dw=9 18, 11y -5y +6=—24 -y
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19, 8x—-4+3x=Tx+x + 14 30. 10z-5+7z-10+8z=2z-6+4z-8
20, -9x+9-12x=4x- 13- 5¢ 31, 3x+ 101 —4x-33=108 - 16x - 100

21 Sy+6y—81="Ty+ 102 + 65y 32, 14 - 12x +39x - 18r=239 — 60x — 6x
22, 16+Tx-5+x=11x-3-2x 33. —Bx+48-30x-51x=3x-31x +170
23, - 12¢-8-3x+10=2r—9 +6x 3. Tx+5-2x+9%=14x-9+2x—11x+8
24, 3z-B+6z-12=z-10+9z-13 35 3w+5-Tw+9w=1lw+13 =16 - 8w
25 Ty=10+2y-8=14y-9 + 8y 36, 62+ 12z-18=5z==12z+dz-11+z2
26, x=6=5r+ 10x=9¢ -8 + 3¢ 37. 10x=8+3x =7 +x=20x-10-6x

27, 2z2-4-8z+9=10z-6+z-12 38, 5x—B-Br+10-3x=9-x+6-5x-13
28, 9y-1-14y+8=y-9+15y -1 39. 2y+7-8y+5-3y=14-6y-2-3y
29, x—7-12x-9+3x=1dx-10-x+7 40, 12;-9-10z+3-Bz=z-9+3z+10-10z

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Con signos de agrupacién y productos indicados

Para resolver este tipo de ecuaciones se suprimen los signos de agrupacitn o se realizan los productos indicados y se
esuelve la ecuacion equivalente que se obtuvo.

EJEMPLOS .
-g_ 1. @9 Resuelve la ecuaci6n: Br— (6x—9) + (3x—2) =4 — (Tx - 8).
§ | solucién
Se eliminan los signos de agrupacidén y se resuelve la ecuaci6n equivalente que se obtiene:
Br—(fx—9)+(3x-2)=4—(Tx-B) - Bx—6x+9+3xr-2=4-Tx+8
Br—6r+3x+Tx=4+8-9+2
12x=35
5
12

5
Por tanto, la solucién es: x = T

2 ®e-Encuentra el valor de la inc6gnita en la siguiente ecuacién:
T(18—x) —=6(3 - 5x) == (Tx+9) —3(2c+ 5) - 12
Solucién
Se resuelven los productos indicados y se determina el valor de x de resolver la ecuacién equivalente;

TAB—x)-6(3-5x)=—(Tx +9) - 3(2c +5)- 12
126 - Tx— 18+ 30x=-Tx-9—-6x-15-12
- Tx+30x+Tx+6x=-9-15-12-126+ 18

36r=— 144
=144
:—:—4
=3

Por consiguiente, x = —4
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3 @+ Determina el valor de xenla siguiente ecuacion;
2x~{3x-(9x+1)-8 }=12x-{9-[3x—(5-2x)-10]+18x }

Solucién

Se suprimen los signos de agrupacidn y se resuelve la ecuacion:

2-{3x-(9x+1)-8 }=12x-{9-[ 3x—(5-2x)-10]+18x }
2x—{3x-9x-1-8 }=12x-{9-[3x -5 +2x -10]+18x }
2x—{3x-9x-1-8 }=12x—{ 9-3x+5-2x+10+18x }
2x=3x+9x+1+8=12x-9+3x-5+2x-10-18x
2x=-3x+9x-12x-3x-2x+18x=-9-5-10-1-8
33_ 11

=-33 — S = ——
9x X 9 3

o 11
Por consiguiente, el valor de x es: -3

4 ®9 Determina el valor de yen la siguiente ecuacién:
~13y—(y—4) +8(2y-3)=8—(y+5)(y=5)-10( y+1)
Solucién
Se realizan los productos notables, los productos indicados y se resuelve la ecuacitn:
~By-(y-4)" +8(2y-3)=8~(y+5)(y-5)-10(y+1)
~By—(y -8y+16 )+8(2y-3)=8-("-25)-10( y+1)
—-13y-y +8y—16+16y—24 =8—y" +25-10y-10
—13y—y" +8y+16y+y" +10y=8+25-10+16+24
21y=63
63

Por tanto, la solucién es: y=3

EJERCICIO 61

Determina el valor de la incdgnita de las siguientes ecuaciones:
1 x=(2Zx+ 1)=8-(3x+3)

2 15x-20=6x-(x+2)+(-x+3)

3. (5-30—-(—dx+6)=(& +11) - (3x - 6)

4 Hx—2)-52x-6)=8x+1)-32x+3)

5 7Gx+ + B2 -3)=43x-1)-T{x-4)
6
7
8

. 30w —(—w+6)+(—5w+4)=—(5w+6) +(— 8 +3w)
=By +8—[-15+6y—(-3y+2)-(Sy +4)]-29} =5
. =2y=3—(—dy+5+[-y+2-By-1)+2y-5]}=—(y-4)
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15.
16,
17.
18.
19,
20,

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

*

9.
10.
11.
12,
13,
14,

2 oo

Ecvaciones de primer grado

—2Ay-D+{-4y-1)-Sly-24-y+Yl-(y+ B} =Y -(-5-y)
w=2[w+51-2w)+dw] - W+ =—w+IHw+2) + Tw
2= 2-G+D+5H1-]=x+(x-N-(x+3)

Tx-4) B(x+ 57 =d(x+ x-1)-2

5(1-%"-6(x"=3x-T)=x(x—3) - 2x(x + 5) -2

(x+ 1y =(x= 1) =6x(x -3)
Hx—ﬂ}z{x+5}=3(x+ l}z(x— N+3
4 Dx+ D=3 =x=2x+1)

2x(x— 4) = (2x + 3)(x — 4) = 4x(2x - 3) - B(1 - %)’

(3x = 2)° - (3x - 4)(6x — 5) — 45x" = 9x"(3x

=5)=10(x+3) = 2(6x - I)}(6x + 1)

h—{lﬂx—[(S—Sx)z 3| +{5x—3}(5x+4}}= 3(6x —4)—9 {3x+(2x—1)(x—3)}
12 —{6x+ [3x+(x—?](x+ 7]]—(2x+ 3]2}=—2x2 +S[(x+ 1)* —3(x+6]]

Fraccionarias

Cuando aparecen fracciones en la ecuacién, se eliminan los denominadores al multiplicar los dos términos de la

igualdad por su minimo comiin miltiplo.

Solucién
Se multiplica por el mfnimo comiin miltiplo

£+.‘5=1—J\': - 6 £+5J=6 l—xJ —
6 3 6 3

Se

Por consiguiente, el resultado es: x =—4

Resuelve la siguiente ecuacitn:

Solucién
Se eliminan los signos de agrupacicn,
2 z 2 10 5 5 =z

[

1
'§, ] ®# Encuentra el valor de xenla siguiente ecuacién: §+5=§—x.
o |

de los denominadores, en este caso 6:

Iﬁ—x+3(]=£—t?u\':
6 3
x+30=2-6x
x+6x=2-30
Tx=-28

simplifica

x=—7
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(continuacidn)
Se multiplican ambos miembros por 12z, y se resuelve la ecuacion que resulta.

127 F—c =S = S
z3z 6 3 2z 12 z 4

8-27—Bz+30-5z=60+3z
—27—8z-5z-3z=60-8-30
=18z=22

(2125551]

11
Finalmente: z=—;

3 ®e¢-Determina el valor de yen la ecuacién:

1+2y 1-2y 3y-14
1+3y 1-3y  1-9)°
Solucién
Se factorizan los denominadores:

1+2y 1-2y  3y-14
1+3y 1-3y  (1+3y)(1-3y)

Se multiplica por el minimo comin miltiplo que es: (1+3y)(1—3y) y se simplifica:
1+2y 1-2y 3y-14
@)= 212
T+3y 13y (1#3y)(1-3)
(1-3y)(1+2y) - (1+3y)(1 -2y)=~(3y-14)
Se realizan los productos indicados y se resuelve la ecuacidn:

142y-3y-6y’— (1-2y+3y—6y") = =3y +14
1+2y—3y—6y =142y -3y +6y" =—3y +14

“2y=-3y+14
—2y+3y=14
y=14
4 ®e Encuentra el valor de ren la siguiente ecuacion:
1 5 3
E+5t4+6 P+X+2 £ +dr43
Solucion
Se factorizan los denominadores:

1 5 _ 5
(t+3)(+2) (t+2)(+1) (t1+3)(e+1)
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Se multiplica por (r +1)(r +2)(z +3),se simplifica y resuelve la ecuacién:

1 5 3
('+1]':”2](’+3][(:+3]{:+2]'(:+2](:+1]_(:+3](:+1]
1t + 1) =51 +3)=3(1+2)
t+1=-5t=15=2+6
t=51=-3r=6+15-1

=Tr=20
20
f==—=
7
EJERCICIO 62
Resuelve las siguientes ecuaciones fraccionarias de primer grado:
1 4 1 3z-1) 2{z+2
1, —x+-x=33 17, x| a2 el 222 0
2Jt:+3Jr: '}'4+(z 3]3(6] z
S 5 4 3 X 1 x
2, Zx-Zx== 18. Z[3-2 |-2[1-2 |=1-|x-2
2"76 3 4( 9] 6( 3] ( 2)
5 2 3 2 4 3
3 R e R T e 1 e ———
6" 3" % e
5 5 3 1 3 7 4 5
.4r — - T e P —— 2(]" ——— e —
9" 3 4% 2 2 5 5% 2
4 2 7 1 3 1 3 7 9
5 —x-S=lx-— oY, e eitum e 2
3 8 & 1 5x 4 2x 5 4x
5 1 3 1 4 7
6, x——=x+— R e E . SO
376 ¢ 2%’ S5x 5x* 4x
S5x 7 2x 5 x 4 2 5 6
. T —=— —_—— —— s — 23" ———— e —
& 6 473 2 12 3 X x 3 x
- ) i ool 2
8. Sx 9+_x_=m 24, Ty-1 5-2y 4y 3=1+4y
3 2 3 2y 4 3y
x+10 x+7 2x+7 i(xz-“] 4x =6 Tx'+6
9, -7 25. - = +
9 3 3 5x 15x 3’
6 3 6 x=5 x+5
Ox+12 3x-2 7 4 6
11. == ; o
s 2 2% T w2 e
py SEEL FA sl eeb o [ B
6 3 3 2 z—4 z+4
3x-2 2x+1 6x-3 3 4 5
13» it = —4 A _ -
5 10 2 = 4’ =1 2Zx+l 2x-1
14, E(Jr:+'ﬂl]+E(Jr:+1]—£=8 30, . 25
6 %4 9 x=1 x+1 x -1
1 1 1 2 1 4
15. —=(z-1)=-(z=3)=—|z+3|+— 31. - =
5= 1)=(z=3) =3z 3]+ Z-4z-12 7 -%—18 7 +57+6
4 7 5 2 1 1
16, —+—=6—— 32 = 3
Ix 4 2x 2y +7y+3 2y"+11y+5 ¥y +8y+15

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Con valor absoluto

En estas ecuaciones se aplica la definicién del valor absoluto.

I —-a si a<0
a si a=0

Para resolver una ecuaci6n con valor absoluto, se tiene que si | x| =a, su solucidn estd dada por:

x=a o —-xX=a

EJEMPLOS *

g, 1 @+ Resuelve la siguiente ecuacién: 16 — 3x| =9,

® Solucion

Se aplica la definicin y se obtienen dos ecuaciones, las cuales se resuelven por separado:

6-3xr=9 -(6-3x)=9
-x=9-6 -6+3x=9

-3x=3 x=9+6
x==1 =15
x=5

Por consiguiente, las soluciones para esta ecuacion son: x=—1ox=35

2 ®e-Encuenira el conjunio solucién de: Bx - 1| = 2x +5.
Solucién
Se aplica la definicitn y se resuelven las ecuaciones:

x-1=2x+5 -(3x-1)=2x+5
Ix—-2x=5+1 -3x+1=2x+5
x=6 -Jx-2x=5-1

4
-5r=4 — x=-—
5

4
Por tanto, el conjunto solucitn es: {— 5,6}

3 @+ Determina el conjunto solucién de: Ca =2,
Solucién
Se aplica la definicidn y se resuelven las ecuaciones:
x+3_, _(x+3]=2 o X¥3_ .
x x x
x+3=2x x+3=-1x
x-2x=-3 x+2x=-3
—x=—3 3x= —3
=3 x==1

Por consiguiente, ¢l conjunto solucién es {-1,3}
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X =5x+6

4 ®e-Determina el conjunto solucién de T =2,
Solucion
Se factorizan las expresiones, se simplifica y se aplica la definicién:
x' —5x+6 —s (x=3)(x-2) _ x=2|
x'=-9 (x+3)(x-3) x+3
=2 _4 _(Lz)zz g R
x+3 x+3 x+3
x=-2=2x+3) x=2==2(x+3)
x=-2=2x+6 x=2==2x-6
x=2x=6+2 X+2x=-6+2
-x=8 Ix=-4
4
==8 = ——
x ¥=-z
Por tanto, el conjunto solucién es: {—E,— g}
EJERCICIO 63
Encuentra el valor de la incognita en las siguientes ecuaciones:
x x
1. 11=8 12, |==1(=—+2
lx+11 3 =
2. 13-2=5 13, -3"'2‘ 1 =
5 2 10
-2 1 3
3. 13m+4|=8 14, x_+_‘__
! I 3 2] 2
4, |5x=-1=14 15. l—§|=2
x 4
5 |4-2y| =4 16, |—*|=1
x=3
6 1-2m-5|=1 17, FX8_s
x=2
7. |x4al=2 18, |21y
2 x
m=1 x?+3x+2
i = 19 ———J=4
‘2m+1 2 x -1
9. |8 +21=2-x 2 ¥ 1-s
x° =Tx
3
10, |2x =5 =x+2 a1, 2R Lg
x° =3x+9

1

15

x+2

11,
5

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Con literales
En estas ecuaciones las incignitas se representan con las letras x, y, z, mientras que las letras @, b, ¢, d m y n, se
utilizan como constantes,
EJEMPLOS
'§_ ]-, @+ Encuentra el valor de x en la ecuacién: 8abex —ab = Babx + 1.
2 f Solucién
Babcx — ab = Babx + 1
Babex — Babx=1+ab Se agrupan términos en x
x (Babc — Bab)=1+ab Se factoriza y se despeja
1+ab
x: v e
Babc —Bab
+ —
2 .O'Determimavalurdcycnlaecuacién:a—$=b—m}'n.
Solucién
¥ y
¥ a_m;n=b_m;n:| Se eliminan los denominadores
ay={(m+n)=by—-{(m-n)
ay—m-n=by—m+n
ay—by=—m+n+m+n Se agrupan términos
Wa-b)=2n Se factoriza
g2
a-b
3 "'Rcsuclvclaccuaciﬁm1+%=E+E;WHZ~

Solucién
Se multiplica la ecuaci6n por az, para eliminar los denominadores:

az [1+E=E+a—]
z a z

az+ab=bz+a’

az—bz=a’ —ab Se agrupan los términos con z
zla=-b)=a (a-b) Se factoriza en ambos miembros y se despeja z
a (a-b) N
= ——— S€
z Cert] simplifica
Z=a
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EJERCICIO 64
Resuelve las siguientes ecuaciones para las incognitas x, yo z, segun sea el caso:
1. 2bQa-x)=x(b - a) + alx + b) 6. %:z-?

x+a_a'+b’ _x+b_,

2 yV+d=(a+y)-ala+1) 7.
a ab b
3. alx+b)=(x+ay=-x 8. (y=m) +(m=n) =(y=n) =0
4, alb-y)=alb=1)=a(ay=b) 9. (z+m)’ +(z-m)’ =2(z* +6m*)
2
5 X=m =(2x—m]  2¥a . z-g ztb z-b
xX=n 2x=n a=-b a+b a+b a-b

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para resolver los signientes problemas debes tomar en cuenta la relacion entre objetos, personas, efc., para establecer
ung incégnita ¥ un modelo matemdtico en lenguaje algebraico que al resolverlo dé el valor de dicha incGgnita y,
por tanto, la solucién del problema.

Problemas sobre nimeros

1 La suma de dos niimeros es 106 y el mayor excede al menor en ocho. Encuentra los niimeros,
Solucion

Datos: niimero mayor: x + 8
Nimero menor; x
Planteamiento:
X+ (x+8)=106 la suma de dos mimeros es 106
2x+8=106
2x=106-8
2r =98
_98
i
x=49
Por consiguiente, el nimero mayor es 49 + 8 =57 y el menor es 49

x

2 La suma de tres mimeros es 200. El mayor excede al del medio en 32 y al menor en 65, Determina los niimeros.

Solucién
: Datos;
Mayor: x Medio: x — 32 Menor: x — 65
Planteamiento:
x+(x—32) +(x—65)=200 la suma de los tres niimeros es 200
3x=200+32+65
3x =297
o
73
x=99

Por tanto, los nimeros buscados son: Mayor=99  Medio =67 Menor = 34
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Para los siguientes problemas se utiliza la notacién desarrollada de un niimero, Por ejemplo, en el niimero
372 =3(100) +7(10) +2, 3 es el digito de las centenas, 7 el de las decenas y 2 el de las unidades.

3 En un mimero de dos digitos, el digito de las decenas es 3 unidades menor que el de las unidades. Si el nimero
excede en 6 al cuddruplo de la suma de sus digitos, halla el niimero.

Solucién

Datos: Planteamiento:

Digito de las unidades: x Niimero = 4(suma de los digitos) + 6
Digito de las decenas: x—3 10(x -3 +x=4x+x-3)+6

Nimero: 10(x — 3) + x
Se resuelve la ecuacion:
10x-30+x=4dx+4x-12+6
10x +x —dx—dx==12+6+30
Ix=24
x=8

El digito de las unidades es B y el de las decenas es 5, por tanto, el mimero es 58.

4 La suma de los digitos de un nimero de dos digitos es 9. Si el nimero se divide por el digito de las decenas, el
cociente es 12, Encuentm el nimero,

Solucién
Datos: Planteamiento:

Niimero
Digito de las unidades: =12

5 " s Digito de las decenas
10(9—
Digito de las decenas: 9 — x —(%%ﬂz
Nimero: 10(9 —x) + x
Resolviendo la ecuacién:

109 = x) + x = 12(9 - x)
90 - 10x +x =108 - 12x
—10x +x + 12x = 108 — 90
3x=18
x=6
El digito de las unidades es 6 y el de las decenas es 3, por tanto, el nimero es 36

EJERCICIO 65

: Resuelve los siguientes problemas:

La suma de tres niimeros enteros consecutivos es 312, Encuentra dichos mimeros,

. La diferencia de dos niimeros es 17 y la suma de ambos es 451. Determina los niimeros.

. Lasuma de tres niimeros enteros pares consecutivos es 276. Determina los nimeros.

La suma de tres niimeros enteros impares consecutivos es 45. Encuentra los niimeros.

La diferencia de dos mimeros es 36 y un medio del mayor excede en dos al menor. Determina los nimeros.

. La diferencia de dos miimeros es 42 y los dos quintos del mayor equivalen al menor. ; Cudles son los niimeros?
. Un niimero excede en seis a otro y el doble del mayor equivale al triple del menor. Encuentra los niimeros,

T Y S S PR
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10.
11,
12,
13

14,

15.

16.
17.
18.
19.

2L

22,

23,

24,

25,

26,

27,

28,

29,

30,

3L

32,

Ecvaciones de primer grado

Un nimero excede en 4 a otro y la tercera parte del mayor equivale a la mitad del menor. Determina los mimeros,
El exceso de un nimero sobre 20 es igual a las tres cuartas partes del mismo mimero. ; Cuél es el mimero?

El exceso de 30 sobre un niimero es igual a las dos terceras partes del nimero, més 10 unidades. ;Cudl es el nimero?
La suma de dos niimeros es 10 y la diferencia de sus cuadrados es 40, ;Cudles son los nimeros?

La suma de dos nimeros y la diferencia de sus cuadrados es 11, ;Cudles son los nimeros?

El cuadrado del exceso de 12 sobre un niimero, menos la mitad del niimero, es igual al cuadrado del niimero, menos
los trece medios del niimero. ; Cudl es el nimero?

Un mimero es el doble de otro, si ambos se aumentan en 6, el triple del mayor equivale a cinco veces el menor. En-
cuentra los niimeros.

Un niimero es la tercera parte de otro, si ambos se aumentan en 10, el mayor serd el doble del menor. Determina los
nimeros.

La suma de tres nlimeros es 45, el mayor excede en 5 al mediano y en 10 al menor. Encuentra los niimeros.
La suma de dos nimeros es 60 y el mayor equivale cinco veces el menor aumentado en 30. Determina los niimeros.
La suma de dos nimeros es 23 y el doble del mayor excede en 6 al triple del menor. ; Cudles son los niimeros?

La diferencia de dos niimeros es 8 y si se divide el doble del mayor més dos entre el menor, se obtiene como cociente
5. Encuentra los nimeros.

Dos nimeros estdn en la relacién 3:4 y el mayor equivale al menor aumentado en 8. Determina los nimeros.

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es igual a 8. Si los digitos se invierten, el nlimero resultante excede
en 11 alas seis quintas partes del nimero original. ;Cudl es el nimero?

En un niimero de dos cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades. Si al niimero se resta 4, el resultado
es el séxtuplo de la suma de sus digitos. Determina el nimero.

En un nimero de dos cifras el digito de las decenas es 4 menos que el digito de las unidades. Si los digitos se invierten,
¢l nlimero resultante es el triple més 6 del nimero original. Encuentra el nimero,

La suma de los digitos de una cantidad de dos cifras es 9. Si los digitos se invierten, el niimero que resulta excede en
9al nimero original, jcufl es el nimero?

La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras excede al de las unidades en 5 y las dos terceras partes de la suma
de sus cifras es 6. ;Cudl es el nimero?

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 11. Si el nimero supera en 5 al triple de la suma de sus digitos,
(cudl es el mimero?

La suma de los digitos de un mimero de dos cifms es 9. 5i se resta 18 al mimero formado al invertir el orden de los
digitos del niimero original, el resultado es la mitad del nidmero original, determina el nimero,

En una cantidad de dos digitos, €l nimero que ocupa el lugar de las decenas es la mitad del digito que ocupa el lugar
de las unidades. El mismo niimero es igual a la suma de ocho veces el digito de las decenas, més cuatro veces el de
las unidades reducido en dos, ;Cudl es la cantidad?

La suma de los digitos de un mimero de dos cifras es 16 y el cociente del niimero original con el nimero que resulta
al invertir los digitos es uno, con un residuo de 18, ;Cudl es el nimero?

2
En un niimero de dos cifras, el digito de las unidades equivale a las 3 partes del digito de las decenas. Si el nimero
se divide entre la suma de sus digitos, el cociente es 6 y el residuo 6, halla los nimeros.

En un niimero de tres cifras, el digito de las unidades excede en tres al de las centenas y la suma de los tres digitos es 7. Si
se invierten los digitos de las decenas y las centenas el mimero resultante excede en 90 al original, Encuentra el nimero.

En un niimero de tres cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades y en 4 al de las centenas. Si se
invierten el digito de las unidades y el de las centenas, el niimero que resulta es 66 unidades menor que el doble del
niimero original. ;Cudl es el mimero?
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33. En un nimero de tres cifras el digito de las decenas es la mitad del digito de las unidades, mientras que el de las

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

centenas es el sucesor del digito de las decenas. Si se intercambia el digito de las decenas por el de las centenas el
niimero obtenido es 44 unidades menor que treinta veces la suma de los digitos. Determina el nimero,

 PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre edades

La edad de Carla excede en 3 aiios a la de Daniel y el doble de la edad de Carla méds 12 afios equivale al triple de
Ia de Daniel. Determina ambas edades.
Solucién
Datos: Planteamiento;
Edad de Carla: x 2(Edad de Carla) + 12 afios = 3(Edad de Daniel)
Edad de Daniel: x =3 2x+12=3(x-3)

Se resuelve la ecuacion:

Zx+12=3(x-3) —  2x+12=3%-9

2x-3x=-9-12
-x==21
x=21
Por tanto, Carla tiene 21 afios y Daniel 18,

4

La edad de Antonio es el doble de la edad de Ramiro y dentro de 6 afios serd de 3

Solucién
Datos: Edades actuales: Dentro de 6 afios: Planteamiento:

.¢Cuiles son sus edades?

5
Antonio 2y 2x+6 2x+6=§(x+6}
Ramiro X x+6

Resolvemos la ecuacion;

32x+6)=5(x+6)

Gr+18=35x+30

6r—5r=30-18
=12

Finalmente, 1a edad de Ramiro es 12 afios y 1a de Antonio es 24

EJERCICIO 66

Resuelve los siguientes problemas:

: 1.

La suma de las edades de Andrés, Carlos y Rodolfo es de 90 afios. La edad de Andrés excede en 4 afios a la edad de
Carlos y en 11 a la de Rodolfo. Determina las edades de los tres.

. La edad de Fabiana es la tercera parte de la edad de Hilda y la edad de Cecilia es el doble de la edad de Fabiana, Si

la suma de sus edades es de 72 afios, determina la edad de Cecilia.

. La edad de Tania excede en 6 a la de Luz, y la edad de Maria es la semisuma de las edades de Tania y Luz. Sila suma

de sus edades es 42, determina las edades de Tania, Luz y Maria.

. Carlos tiene 18 afios y Juan 42, ;en cudntos afios la edad de Juan serd el doble de 1a de Carlos en ese entonces?
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10.
11,

12,

13,
14,

15.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones de primer grado

. La edad de Carlos es el triple de la de Mauricio y dentro de 10 afios serd el doble. Determina las edades actuales de

Carlos y Mauricio.

. La edad actual de Birbam es la mitad de la de Patricia. Si dentro de veinte afios 1a edad de Patricia superari en 8 la

de Birbam, determina las edades actuales.

. Ignacio tiene 70 afios y Alvaro 28, ;Hace cuénto tiempo la edad de Ignacio era el triple de la de Alvaro?
8. Hace 6 afios la edad de Alejandm era el triple de la de Omar y dentro de 4 afios serd el doble. Determina sus edades

actuales.

. Gabriela le dice a Samanta: “Si a mi edad le restas 4 afios y alade Angélica 12 nuestras edades serfan iguales, ;cudntos

afios tengo si mi edad es la mitad de la de Angélica?”

Héctor le dice a Maria: “Mi abuelo es 40 afios méds grande que yo y un cuarto de la suma de nuestras edades equivale
a mi edad. ; Cudntos afios tengo?”

3
La edad de Guillermo excede en 12 a la de Patricia y hace 7 afios lacdadchatncmcra de la edad de Guillermo,
Halla las edades de Guillermo y Patricia hace 7 afios,

3
IacdaddeleﬁlusupcracniﬂaﬁmaladcloaqumycquivalcaE& la edad de Juliéin. Si la suma de las edades de
Camilo, Joaquin y Julidn es de 60 afios, ;cudles son sus edades?

3
La edad de Iviin es Ede la de Antonio y hace 5 afios era la mitad, determina ambas edades,

La edad de Luciana son los tres quintos de la edad de Mariana, si dentro de 10 afios Luciana tendrd siete décimos de
la edad que tenga Mariana en ese entonces, ;cudntos afios tiene Luciana?

Hace 5 afios 1a edad de Juan Carlos era dos tercios de la de Daniel y dentro de 5 afios serd cuatro quintos. Halla las
edades actuales.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre mezclas

Un tanque contiene 80 litros de agua al 5% de sal. ; Cudnta agua deberd agregarse para tener agua al 2% de sal?

Solucién
Datos 1 | E—|
N
m‘]::,:: 3. xlitros de agua
HPlanteamiento:

Este se obtiene con la cantidad de sal de cada recipiente:
5% de BO = 2% de (80 + x)
Resolvemos la ecuacion:

—(BL‘I]-— ﬁ(m”] - 5(80) = 2(80 +x)

400 = 160 +2x
400 - 160 = 2x

240 = 2x

120=x

Esto significa que se deberdn agregar 120 litros de agua para obtener agua al 2% de sal.

147



6 CAPTULO

AiGERRA

£ Cufintos litros de una solucién al 15% de alcohol se deben agregar a otra al 6% para obtener 180 litros de una
nueva solucién al 10% de alcohol?

Solucién
Datos: 1 1 [ im—
+ = 1810 litros
al 106
{180 — ) litros sl
xl!m: al 15% de %5 e i de alcohol
Planteamiento:

Este se obtiene con Ia cantidad de alcohol de cada recipiente:
15% de x + 6% de (180 — x) = 10% de 180

Planteamos la ecuacion y la resolvemos:

15 6 10
mux+1m(lm x]—lm(lsu] - 15 x + 6(180 — x) = 10(180)
15x + 1 080 —6x =1 800
9x=720
x=80

Se deben combinar 80 litros al 15% de alcohol con 100 litros al 6% para obtener 180 litros al 10% de alcohol,

EJERCICIO 67

3

10,

11,

2,

Resuelve los siguientes problemas:
1.

A 120 litros de agua azucarada al 3%, jcuénta agua se debe evaporar para aumentar su concentracién a 5%7
A 80 litros de agua al 1.5% de sal, ;cudinta agua deberd agregarse para disminuir su concentracitn al 1%?

. ¢ Cudnto Acido clorhidrico se debe agregar a 120 gr de una solucidn al 60% del dcido para obtener una nueva solucién

ocon 70%7

. Sise tienen 120 litros de una solucién que contiene aziicar al 5%, ;qué cantidad de agua se debe agregar para obtener

una solucién al 2%7

. De 50 litros de agua al 4% de sal, ; qué cantidad de agua se debe evaporar para obtener una nueva solucion al 5%?
. Un radiador contiene 1.5 litros de una mezcla de agua y anticongelante. Si 30% de la mezcla es anticongelante,

Jjcudntos litros de anticongelante puro se deben afiadir para que en la nueva mezcla represente 50%7

. Se tienen 18 onzas de una mezcla de agua hervida y leche de férmula al 20%. Si se desea una mezcla al 15% de leche

de formula, ;cudntas onzas de agua hervida hay que agregar?

. Enuna empresa que fabrica material médico se utiliza alcohol etilico al 10% para limpiar las dreas de produccién. $i

al almacén llega un contenedor de 201t con alcohol etilico al 15%, ; qué cantidad de agua se debe agregar para poder
obtener el alcohol al 10%?

. Un farmacéutico debe preparar 75 ml de una solucitn con un ingrediente activo al 2%. Si s6lo tiene en existencia

soluciones al 4 y 1%, ;cudnto de cada solucitén deberd mezclar pam Ia elaboracién de la nueva solucién al 2%?7

Se requieren 100 ml de una solucién al 3.5% de alcohol, si sélo se tienen disponibles soluciones al 5 y 2%, ;qué
cantidad de cada solucién deberd mezclarse para obtener la solucitn requerida?

¢{Cudntos litros de una solucién de alcohol al 30% deben combinarse con otra al 3% para obtener 30 litros de una
nueva solucidn al 12%7
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Ecuaciones de primer grado

12, Mario quiere mezclar una aleacidn de plata al 30%, con otra al 80% para lograr una nueva aleacién al 60%. 8i hay
30 onzas més de la aleacitn al 80% que de la de 30%, ; cudntas onzas hay de cada aleaci6n?

13, Una planta procesadora de alimentos dispone de dos tipos de mermelada, una con 56% y otra con B0% de azicar, Si
desea producir 2 400 litros de mermelada al 70% de aziicar, ;cudnta de cada tipo deberd utilizar?

14, Se mezclan 12 000 gramos de una aleacién de cobre con 8 000 gramos de otra que contiene 30% menos que la pri-
mera, ¥ se obtiene una aleacién con 80% de cobre, ;qué porcentaje de cobre hay en cada aleacitn?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre monedas

Eneste tipo de problemas se toma en cuenta que el producto del nimero de billetes, monedas, etc..., por su deno-
minacién nos da el valor monetario,

1 Carmen tiene $110 en monedas de 510 y $5, el nimero de monedas de $10 excede en 2 a las de $5, ;cudntas mo-
redas de $10 y de $5 tiene Carmen?

Solucién

Datos:

Nimero de monedas de $10: x

Niimero de monedas de $5:x — 2

HPlanteamiento:

La suma de los productos del mimero de monedas por la denominacién de la moneda nos da el total:

(denominacién) (monedas de $10) + (denominacién) (monedas de $5) = total
10r +5(x—2)=110

Resolucién:
10x+ 5(x =2) = 110 — 10x + 5x— 10=110
10x+5x =110+ 10
15x =120
x=8

Carmen tiene 8 monedas de $10 y 6 monedas de $5.

2? Carla retira del banco $5 000, en billetes de $500, $200 y $100. Si el nimero de billetes de $200 excede en 3 a los
de $100, y el nimero de billetes de $100 es el doble de los de $500, ;cudntos billetes de cada denominacitn recibid

Carla?

Solucién

Datos: Planteamiento:

Billefes de $200: x 200x + 100(x - 3) + sm("T'a] =5000
Billetes de $100: x - 3 Se resuelve la ecuacién:
Biﬂetcsdc.'ssm:x-?_?’ 200x + 100(x — 3) + 250(x — 3) = 5 000

200x + 100x — 300 + 250x — 750 = 5 000
200x + 100x + 250x = 5 000 + 300 + 750
550x =6 050
x=11

Carla recibi6 11 billetes de $200, 8 de $100 y 4 de $500.
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EJERCICIO 68

10,

11,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
L

Marcos ahorré $3 270 en monedas de $10, $5 y $2. Si el nimero de monedas de $10 excede en 20 a las de $5 y en
15 a las de $2, jcudntas monedas de $5 pesos tiene Marcos?

. Paulina tiene $9 300 en billetes de $1 000, $500 y $200. Si el niimero de billetes de $500 excede en 2 a los de $1000

yen3a los de $200, ; cudntos billetes de cada denominacitn tiene Paulina?

3. Andrés tiene 30 monedas de $5 y $10. Si en total dispone de $200, ;cudntas monedas de cada denominacicn tiene?
4, Juan tiene 400 monedas de 50¢ y $1. Si en total dispone de $350, ; cudntas monedas de cada denominacidn tiene?
5. Sedesea repartir $210 en monedas de $20, $10y $5, de tal forma que el nimero de monedas de cada denominacitn

==a el mismo. ; Cudntas monedas se necesitan de cada denominacién?

. Sedeseatener $2 600 en billetes de $200, $100 y $50, de tal manera que el nimero de billetes de mayor denominacién

=£a uno mis que los de mediana denominacion y dos més que los de menor denominacicn, ; cudntos billetes de cada
denominacion se tendra?

. Gloria tiene el triple de monedas de $5 que de $10 y 10 monedas més de $2 que de $5. Si en total dispone de $392,

jcudintas monedas de cada denominacion tiene?

. Ivéin da a su hijo $90 en monedas de $2 y 50¢, si el mimero de monedas de $2 es la mitad del nimero de monedas

de 50¢, ;cudntas monedas de $2 pesos le da a su hijo?

. Fabidn tiene 12 monedas de $5 y 33 de $2, al llegar el dia domingo su papd le da el doble mimero de monedas de $2

que de $5, Fabidn se da cuenta que tiene la misma cantidad de dinero en monedas de $2 que de $5, ; cufintas monedas
de $2 y de $5 le dio su papa?

Sergio es conductor de un transporte colectivo y cambia en el banco $795 por monedas de $5, $2, $1 y de 50¢. Al
separar las monedas de acuerdo con su denominacidn se da cuenta que el nimero de monedas de $5 es Ia tercera
parte del niimero de monedas de $2, la mitad de las de $1 y el doble de 50¢, ;cudntas monedas de $5 tiene?

Ricardo cambia un cheque de $6 400 por billetes de $200, $100, $50 y $20, y le pide al cajero que el nimero

de billetes de $200 sea la mitad de los de $100, 1a cuarta parte de los de $350 y la décima parte de los de $20, ;cudntos
billetes de $200 recibird?

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre costos

Sandra pagd $66 por una pasta dental, un jabon y un champd. Si el costo de la pasta excede en $15 al del jabdn y
en $3 al del champii, determina el costo de cada uno de los articulos.

Costo de 1a pasta para dientes: x
Costo del jabon: x — 15
Costo del champi; x = 3
Se plantea la ecuacion y se resuelve;
x+(x-15)+(x-3)=66 - 3x—18=66
3x=66+18
3x=84
B4
=3
x=28
Por tanto, los costos de los articulos son: pasta dental $28, jab6n $13, champi $25,
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Ecuaciones de primer grado

Gerta escuela pidit el presupuesto para la fotografia de graduacion de un grupo de 30 alumnos. Al momento de realizar el
trato con el estudio fotogréfico se avisa que serdn 10 alumnos més, si el estudio respeta el precio total y disminuye en $50
<l costo de 1a fotografia por persona, jcudl hubiese sido el costo x dela fotografia por alumno para el grupo de 30 alumnos?

Solucién

Datos:

Hl costo total para un grupo de 30 alumnos es: 30v

El costo total para un grupo de 40 alumnos es: 40(x - 50)
Debido a que el costo total es el mismo, entonces:

30x = 40(x — 50)
Se resuelve la ecuacién:
30x = 40x — 2 000 — 30x — 40x =— 2 000
- 10x=-2000
_ =2000
S
x=200

Por tanto, el costo de la fotografia para un grupo de 30 alumnos es de $200 por cada uno.

El costo de produccién por ejemplar de una revista semanal es de 28 centavos. El ingreso del distribuidor es de
24 centavos por copia més 20% de los ingresos por concepto de publicidad anunciada en la revista cuando sobrepa-
san las 3 000 copias. ; Cudntas copias deben publicarse y venderse cada semana para obtener utilidades semanales
de $1 0007

Solucién
20( 24 6
Sea x el nidmero de ejemplares, el 20% de los ingresos es ﬁ(ﬁx] =125% cuando sobrepasan las 3 000 copias

Costo total por semana = § %{x+30m]
Ingreso total por semana = § ﬁ(x+3000] ey
100 125
Se sabe que:
Utilidad = Ingresos — Costos
Por tanto,
24 6 28
—(x+3000) + — x |- —(x+3000) =1000
[100(" )+ 15 x] T00t* )
Se resuelve la ecuacion:
6

24 28
suu{[ﬁ(ﬁs UI]]+Ex]—ﬁ(x+ 3000)=1 nm}

sm{—%(ﬂ 3um]+%x=1nm}
~20(x +3 000) + 24x = 500 000
~20x—60 000 +24x = 500 000
4x =500 000 +60 000
_ 560000
4
x=140 000

El distribuidor deberd vender 140 000 ejemplares para obtener utilidades de $1 000 semanales.

X
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EJERCICIO 69

10,

11,
12,
13,

14,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
1.

Julio pagé por un traje, una camisa y unos zapatos, $2 700, Si Ia camisa cuesta la sexta parte del traje y los zapatos
auestan el doble de la camisa, ; cuél es el precio de los zapatos?

. Alejandra compré una chamarra, una blusa y un pantalén. El pantalén costd la mitad de la chamarra y la blusa las

tres décimas partes del costo del pantalén. Si en total pagd $1 320, ;cudl fue el costo de cada prenda?

. Adriana pagd por su reinscripcion, colegiatura y un examen extraordinario, $6 400, Si el examen cuesta las dos quintas

partes de la inscripcitn y las dos novenas partes de la colegiatura, ;cufinto paga de colegiatura?

. Una empresa comprd automoviles para tres de sus gerentes. El primer automévil costo el doble del segundo mds

$25 000 y el tercero $18 000 menos que el primero. Si la empresa invirtié $432 000, ;cuél es el precio de cada
automévil?

. Jazmin gand el martes el doble de lo que gand el lunes; el miércoles, el doble de lo que gand el martes; el jueves, el

doble de lo que gand el miércoles; el viernes, $30 menos que el jueves y el sdbado $10 méds que el viernes. Si en los
seis dias Jazmin gané $1 500, ;cudnto gand el miércoles?

. Una computadora y un escritorio costaron $15 100, si por el escritorio se pagd la sexta parte de la computadora més

$400, determina el precio de cada uno.

. Enel curso de dlgebra un profesor pidi6 resolver 16 problemas al alumno més destacado de la clase, con la condicidn

de que por cada problema resuelto correctamente el estudiante recibiria $30, y por cada problema erréneo, perderia
$10. Después de resolver los 16 problemas, el profesor le pagé $240. ; Cudntos problemas resolvié correctamente el
alummno?

. Luis dice: “Si triplico mi dinero y pago $2 600 de una deuda me quedarian $13 000", ; Cuénto dinero tiene Luis?
. “Compré 20 discos por cierta cantidad, si hubiera adquirido 4 discos méds por la misma cantidad, el costo de cada

disco disminuiria en $60. ;Cudl es el precio de cada disco?” (Sugerencia: sea x el precio de los 20 discos).

El salario basico de un profesor es de $40 por hora, pero recibe un tanto y medio de esta cuota por cada hora cuando
mbasa las 40 horas por semana. Si el cheque que recibe es de $2 800, jcufintas horas de tiempo extra trabajé durante
In semana?

El precio de 30 kg de una mezcla de dos tipos de arroz es de $10.20 por kilogramo, Si uno de los tipos de arroz vale
$9.30 el kilogramo y el otro $12, ; cudintos kilogramos de cada tipo de este grano hay en la mezcla?

Las entradas para el especticulo de un circo cuestan $60 para adulto y $40 para nifio. Si una familia pagé $320 por
sis boletos, ;cudntos boletos de cada clase comprd?

En un partido de futbol se vendieron 12 000 boletos y se recandaron $800 000, Si los precios eran de $60 y $80,
Jcudntos boletos se vendieron de cada clase?

Juan mezcla tres tipos de café, el primero tiene un precio de $100 el kilogramo, el segundo de $70 y el tercero de
$105. La mezcla pesa 20 kilogramos y la vende en $90 el kilogramo. Si la cantidad del grano de $70 es el doble
que la del café de $100, ;cudntos kilogramos utilizd de cada grano?

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre el tiempo requerido para realizar un trabajo

Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas y la segunda lo llena en 6 horas, jcudnto tiempo tardardn en
llenar el estanque vacio si se abren ambas llaves al mismo tiempo?
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Solucién
Datos; Tiempo total de llenado: En una hora, el estanque estard lleno en:
1
Primera llave 4 horas 4 de su capacidad
Segunda lave 6 horas %desumpacidad
1
Las dos llaves x horas ; de su capacidad
Planteamiento; 1
Enumhmalasdmﬂavesﬂcmrén;dclacapacidaddclcstamuc:
1 1 1
—_t - = =
4 6 «x
Se plantea la ecuacion y se resuelve:
1 1 1 I
— == 12x] —+—=— =12
4+5 - — x(4+6 x] — 3+ 2x
Sx=12
x=24

2.4 horas equivalen a 2 horas, .4(60) = 24 minutos
Por consiguiente, las dos llaves tardardn 2 horas y 24 minutos en llenar el estanque.
2 Para la recoleccitn de trigo se utilizan dos cosechadoras, la primera tarda 8 horas y las dos juntas tardan 4.8 horas,
Jeudnto tiempo tardard la segunda en recolectar el trigo?
Solucién
Sea xel tiempo que tarda la segunda cosechadora en recolectar el trigo, entonces:
s | 1 1 1 1
= —3 T R ST
x B 48 x 48 B8
Se resuelve la ecuacion;

e —b 24=5x-3x — 24 =2

Resulta que la segunda cosechadora tardard 12 horas en recolectar el trigo,

EJERCICIO 70

Resuelve los siguientes problemas:

1. Unestanque se llena conuna de dos llaves en 3 horas y con la segunda en 2 horas, ;cudnto tiempo tardardn en llenar
d estanque vacio si se abren las dos llaves?

2. Cierto trabajo lo puede realizar Damién en 4 horas y Beatriz en 6 horas, ;En cudnto tiempo lo realizan ambos?

3. Una tortilleria produce por dia 350 kilogramos con la méquina A, con la méquina B la misma produccién se obtiene
en dos dias, si se ponen a trabajar ambas méquinas, ;cudnto tiempo tardardn en producir los 350 kilos de tortilla?

4. Para envasar leche se utilizan dos méquinas, la primera envasa 2 400 botes en 4 horas y la segunda envasa la misma
cantidad en B horas, ;cudnto tiempo tardardn en llenar los 2 400 botes de leche ambas mAquinas?

5. Para sacar 20 000 copias se tienen tres copiadoras, la primera tarda 6 horas, la segunda B horas y la tercera 4 horas;
si se utilizan las tres copiadoras, ;cudnto tiempo tardardn en realizar esta tarea?

-

R R R R
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10.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. Un productor de leche puede vaciar un contenedor con una llave de desagiie en 12 horas; este recipiente puede ser

llenado con una llave en 4 horas y con una segunda llave en 6 horas. Si el contenedor inicialmente estd vacio y se
gbren las tres llaves simultineamente, jen cudnto tiempo se puede llenar?

. Cierta produccién de tornillos se realiza por la miquina serie A en una hora 20 minutos, y por las mfquinas series A

y Ben 1 hora, ;cuéinto tiempo tardaria la mdquina serie Ben realizar la produccitn de tornillos?

. Una pipa de 1 500 litros de capacidad tiene dos llaves y un desagiie. La primera llave la llena en 45 minutos, la se-

gunda en 30 y el desagiie la vacia en 60 minutos. Sila pipa estd vacia y se abren las dos llaves y el desagiie, ;cudnto
tiempo tardard en llenarse la pipa?

. Tania y José van a construir cierta cantidad de juguetes que se conforman de tres piezas cada uno. Tania los construye

en 2 horas y media y ambos tardan una hora 54 minutos, ;cuéinto tardard José en construir los juguetes?

En una escuela se tienen que hacer juegos de cuatro hojas cada uno para formar 1200 exAmenes, para ello se forman
dos grupos de 3 personas; el primer grupo tardard tres horas 40 minutos, mientras que los dos grupos tardarén 3 horas,
Jeufinto tiempo tardard el segundo grupo en terminar los 1 200 eximenes?

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre comparacién de distancias y tiempos
En este tipo de problemas se utilizan las siguientes férmulas del movimiento rectilineo uniforme;

V= — d=vt ==

I v

Estas se usan para determinar la velocidad, distancia y el tiempo, respectivamenie,

Un automévil con velocidad constante de 21 m/s sale de la meta 5 segundos después que un automévil, cuya ve-
locidad constante es de 18 m/s, ;cudnto tiempo transcurre para que el segundo alcance al primero?

Solucién
Datos:
Segundo automévil
Vel. 21 m/s S
Img'l]]'ld,os _d]
Planteamiento:

Las distancias recorridas son las mismas, pero cada automdévil con distinto tiempo, si d = v, entonces:
Distancia recorrida por el primer automdévil = distancia recorrida por el segundo automdvil
18(z + 5)=21{(r)
Se resuelve la ecuacion:
18z + 5)=21(n) — 18 +90=21r
90 =21r - 18¢
90=73¢
30=¢

Esto indica que el segundo automévil dard alcance al primero en 30 segundos.
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En cierta competencia de atletismo el corredor A se encuentra a 30 metros adelante del corredor B. El corredor A
Tleva una velocidad constante de 7 km/h y el corredor B lleva una velocidad constante de 8 km/h, i los dos salen
al mismo tiempo, ;después de cudntos metros el corredor B alcanzard al corredor A7

Solucién
Datos: Corredor A v="Tkm'h
Corredor B v =8 km'h e AICI0R  e—
é: : :
— 30 m % X MEITDS — —
Planteamiento: 10+
La distancia en kilémeiros para cada corredor es _1.(]%!-]- ¥ _IUTI-];- . Tespectivamente.

Al momento de salir el tiempo es el mismo para ambos corredores, sif = E,cntunccs;
v

tiempo para el corredor A = tiempo para ¢l corredor B

x 0+x
1000 _ 1000
7 8
Se resuelve la ecuacion:
x 30+ x
.= — = + — =210+
7000 8000 fres H % i
8 —Tx=210
x=210

El corredor Brecorre 210 + 30 = 240 metros antes de alcanzar al corredor A

EJERCICIO 71

I R T A R R I I

Resuelve los siguientes problemas:
1. Un automévil que viaja a 60 m/s pasa por el punto A 12 segundos antes de que un automévil que viaja a 80 m/s pase

por el mismo punto, jcufinto tiempo transcurre antes de que el segundo automdvil alcance al primero?

2. Dos personas se encuentran a una distancia de 55 metros, jdespués de cudnto tiempo se encontrardn si la primera

caminaa 1 m/s yla segunda a 1.2 m/s?

. Un automdvil con una velocidad constante de 60 km/h va por la avenida Viaducto, en sentido contrario viaja un

segundo automdvil a una velocidad constante de 90 kmv/'h, Si la distancia que los separa es de 25 km, ;después de
cudnto tiempo se cruzarin?

4. Un par de guardabosques tienen aparatos de radiocomunicaci6n, con un alcance méximo de 2 kilémetros. Uno de

ellos realiza su recorrido hacia el oeste a las 12:00 p.m. a una velocidad de 4 km/h, mientras que el otro sale de la
misma base a las 12:10 p.m. y camina hacia el este a una velocidad de 6 km/h. ;A qué hora dejan de comunicarse
ambos guardabosques?
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10.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. Una lancha que viaja a 12 m/s pasa por debajo de un puente 3 segundos después que un bote que viaja a 9 m/s, ; des-

pués de cufintos metros la lancha alcanzard al bote?

. Dos automéviles se cruzan en direccién opuesta, si el primero lleva una velocidad de 24 m/s y el segundo una velo-

cidad de 26 m/s, ;cudntos segundos trnscurren cuando los automdviles estdn a 800 m uno del otro?

. Un motociclista persigue a un automévil, el automévil lleva una velocidad de 80 km/h y 1a motocicleta 120 km/h. 8i

d automdvil le lleva una ventaja de 500 m, ;qué distancia debe recorrer la motocicleta para alcanzarlo?

. Una persona que viaja a 3.6 km/h pasa por el punto A a las 14:15 p.m.; 18 minutos después pasa un automovil por el

mismo punto a una velocidad de 68.4 kan'h, ;a qué hora alcanza el automévil a la persona?

. Dos personas se encuentran a las 8:34 a.m., la primera camina a 1.5 m/s hacia el oeste y la segunda camina hacia el

estea 0.5 mfs, ;a qué hora la distancia entre ellos es de 360 m?

Dos automéviles parten en sentido contrario del punto A, el primero parte a las 20:12 p.m. con una velocidad constante
de 40 km/h y el segundo a las 20:16 p.m. a una velocidad constante de 30 km/h, ;a qué hora la distancia entre ellos
serd de 26 km?

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas de aplicacién a la geometria plana

Para los siguientes problemas se toman en cuenta algunos conceptos bésicos de geometria, Aqui se proporcionan
algunas férmulas para el cilculo de perimetros y dreas.

Figura Perimetro Area
Rectdngulo P=2Xb+h) A=bh
Cuadrado P=4] A=l
Tridngulo P=hL+hL+1 =P‘2&

Circulo P=2n A=xF

b = base, h =altura, !=1lado, r=radio

Dos dngulos complementarios son aquellos que suman 90°, j cudnto mide un dngulo si su complemento es el doble
mis 15°7

Solucién

Datos: Planteamiento:
Angulo; x Angulo + Complemento = 90°
Complemento: 2x + 15° x+ (2x + 15°) =90°

Se resuelve la ecuacion:
x +2x+ 157 =90°
3x+ 15°=90°
I =15¢
x=25°
Por tanto, el dngulo es de 25°
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2
2 El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 48 cm. Si el lado diferente equivale a 3 de 1a medida de los lados
iguales, ;cudl es la medida de los lados del triingulo?

Solucién
Datos: Planteamiento:
Medida de los lados iguales: x Perimetro = suma de los lados =48
Medida del lado diferente: -23-3: x+x+ §x=43
Se resuelve la ecuacion:
x4+ 3¢ +2x = 144
Bx =144
x=18

Los lados del tridngulo is6sceles son 18 cm, 18 cmy 12 cm.
3 El largo de un rectdngulo mide 4 metros menos que el cuddruple de su ancho y su perfmetro mide 32 metros, ;Cufinto

mide el largo?
Solucién
3 Se plantea la ecuacidn y se resuelve:
2x + (dx - 4)] = 32
dx —4 2[5x—4] =32
i —4=16
: - Sx=16+4
Ancho o altura: x ;:m
Largo o base: 4x—4 i:“
Perfmetro; 32 metros a
La férmula para hallar el perfmetro de un Por tanto, el largo del rectingulo mide:
ectinguloes: P=2(b+ h) 4(4) — 4 = 12 metros
4 Si se aumentan 8 metros a los lados de un cuadrado el frea aumenta en 144 m”, ; Cudnto mide el lado del cuadrado
original?
Solucién
Datos: La diferencia de las dreas es igual a 144 m", se plantea
Lado del primer cuadrado: x Ia ecuacitn y se resuelve:
Lado del segundo cuadrado: x + 8 (x+87-x'=144
Arcadclp'imcrcuadradn;xz X +16x+64—x" =144
Area del segundo cuadrado: (x + 8)° 16x =144 - 64
lax =80
_80
16
]
x x+8 Por tanto el lado del cuadrado original mide 5 metros.

EJERCICIO 72
Resuelve los siguientes problemas:
1. Si uno de dos dngulos complementarios mide 34° méds que el ofro, ;cudnto mide el Angulo mayor?

2. Dos dngulos son suplementarios si suman 180°, ;cudl es la medida del d4ngulo cuyo suplemento es el triple del dngulo?

w

PRI
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10.
11,
12,
13,
14,
15,

16,

17.
18.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. Ellargo de un rectingulo mide el triple de su ancho; si el perimetro mide 96 cm, ;cudles son sus dimensiones?
. El largo de un rectingulo mide diez metros més que el doble de su ancho y su perimetro mide 164 metros, ;Cudles

son sus dimensiones?

. El ancho de un rectingulo mide cinco metros menos que la cuarta parte de su largo y su perimetro mide 80 metros.

¢{Cudles son sus dimensiones?

. El perimetro de un tridngulo escaleno mide 23 metros. Si uno de los lados mide dos metros menos que el doble del

segundo lado y tres metros més que el tercer lado, ;cudnto mide cada lado?

. Labase de un trigngulo mide 36 cm y su drea 144 cm’. ;Cudnio mide la altura?
. Un trozo de madera de 14 cmse divide en dos partes, de tal manera que la longitud de una de ellas es las dos quintas

partes de longitud de la otra, ;cudl es la longitud de cada parte?

. Una cuerda de 75 cm se divide en dos partes, de tal manera que la longitud de una de ellas es las tres quintas partes

del total de la cuerda.
= Sicon el frozo mds pequeiio se forma una circunferencia, determina su radio.
* Sicon el trozo de mayor longitud se forma un cuadrado, calcula la longitud de uno de sus lados.

Si se aumentan ocho metros a cada lado de un cuadrado el frea aumenta 160 m’. ; Cuéinto mide el lado del cuadrado
original?

El largo de un rectdngulo mide el doble de su ancho. Si se aumentan cuatro metros a cada lado el 4rea aumenta 124 m’”,
;Cudles son las dimensiones del rectingulo original?

El largo de un rectingulo mide cinco metros menos que el triple de su ancho, Si se aumentan 10 metros al largo el
érea aumenta 60 m’, ;Cudles son las dimensiones del nuevo rectdngulo?

La diferencia entre las dreas de dos circulos es de 209 tm”. Si el radio del circulo mayor mide once metros més que
d radio del circulo menor, ;cudnto mide el radio del circulo mayor?

El drea de un rectdngulo es de 24u’ con un ancho de x. 8i el largo se aumenta en 3 y no cambia el ancho, el drea
esultante es de 334”. Determina las dimensiones del rectdngulo inicial,

La base de untrifingulo excede en dos a su altura; si la base se disminuye en 3 y la altura se aumenta en 2, el drea del
nuevo tridngulo es 3%” menor que el drea del trigngulo original. Determina las dimensiones del trifingulo original

Se desea mandar a disefiar una ventana Normanda (forma de rectingulo bajo un semicirculo). El ancho es de tres
metras, pero la altura /: todavia no se define, Si para dicha ventana se utilizan 24 m’ de vidrio, determina Ia altura
del rectingulo h.

Las dimensiones de un rectdngulo estdn en relacidn 2:1, si estas dimensiones se aumentan en 3 unidades, el drea del
nuevo rectdngulo excede en 63u” al drea del rectangulo inicial, jcudl es el largo del rectdngulo inicial?

El marco de una pintura rectangular mide 5 cm de ancho y tiene un drea de 2 300 cm’. El largo de la pintura mide 20
cm menos que el triple de su ancho. Determina las dimensiones de la pintura sin marco,

Despejes de férmulas

Al inicio del capitulo se hablé de que una ecuacién es una férmula para el cilculo de alguna magnitud. En este caso
habré férmulas que tengan méds de una variable que representen ciertas magnitudes y depender cudl se quiera conocer
para hacer el despeje.

Para despejar una variable bastard con aplicar la operacion inversa a cada miembro de la férmula. Si el término suma,
se resta el mismo valor en ambos miembros, si multiplica, se divide. si es una potencia se obtiene una raiz, etcétera.
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EJEMPLOS ]
5. | ®+-EnlaférmulaA =5 - h,despeja b.
5_ ' Solucién
(8] A
A=b-h — E=b Se dividen ambos miembros entre k
A
Pmtanto,b=¥
2 ®e-Despeja cde la formula a® = b +¢”.
Solucién
a’=b"+c’ - a’-b'=c Se resta 5* a ambos miembros
a -b'=c y se obtiene la rafz cuadrada
Por consiguiente, c=+a’ - b’
1 1 1
®o-Despeja R enla f —=—t—,
3 ®e+-DespejaRienla nﬁcl'mu]ﬂﬁ.I S
Solucién
1 1 1 1 1 1 d
E_E-‘-R_z — E_E_E Scmsban—zaambmnncmbrm
R, —R, 1 :
=— Se resuelve la fraccidn
R-R, R,
R®,-R)=1{R R, Se multiplica por R,(R, R,)
; i R R, g
Finalmente, se obtiene: RI = EZ—R Se divide entre Rz = E
m!
4 ."Dcspcjavdclaférmulaﬁ'=mgh+T.
Solucién
2 2
E=mgh+% — E—mgh=% Se resta mgh
2(E-mgh) =mv’ Se multiplica por 2
2(E-
w=v’ Se divide entre m
m
2 E -
J%” Se obtiene la iz cuadrada
Bk gL —mgh]
V'oom
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EJERCICIO 73

. EnS§=
1

Realiza lo que se indica en cada caso:
1.
2
4

Despeja nde la formula PV =nrt
EnP=2{+2w® despejai
Eny=mx+b despejam

a=£r

despeja r

5
. Despeja F de C=§(F-32}
. Despejarde A=nm s’

; Dcspejabdcﬂ=%h (B+b)

rEnm=y‘—_y—' despeja x.
X, —%, peja x,

2

. Despeja hde la formula (x—h)* +(y— k)" =+’

10, Despeja F de la frmula r = ﬁq’sz +C —4AF

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

160

11,
12,
. Despeja P, de P=P,e"

14,
15.
16.

17.

18,

, En

Enu =a+(n—1)d despejad
Despejar deu=ar"™"

Vi-v?
Ena=-L
2d

despeja ¥,

mM
rz

Despejam de F=G

Despejaide M =C(1+i)

En ;ga=1m!J,

+im,y,

despeja m,

Despejax de y=ax" +bx +¢

- i despeja p’
p

==
= |-

1
. Despejatde d=w+§ar’
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CAPTULO 7
FUNCION UINEAL
«-n.__._'_“i Francois Viéfe (1540-1603)
R

lo matematica moderna [s. 1), se desa-

mollé un periodo de fransicion en el que
se asentaron las bases de disciplinas como el
dlgebra, la trigonometria, los logaritmos y
el andlisis infinitesimal. la figura mas importante
de este periodo fue el francés Frangois Viéte.

E nire el Renacimiento y el surgimiento de

Considerado uno de las padres del dlgebra, desarrollé una nofacion que
combina simbolos con abreviaturas y literales. Es lo que se conoce como
dlgebra sincopada, para distinguirla del élgebra retdrica utilizada en la
antigiedad y el dlgebra simbdlica que se usa en la actualidad.

Uno de sus hallazgos mas importantes fue establecer claramente la disfin-
cién entre variable y parametro, lo que le permitio plantear familias enteras
de ecuaciones con una sola expresidn y asf abordar la resolucién de ecua-
ciones con un dlto grado de generalidad, en lo que se entendié como una
aritmética generalizada.

Frangois Vidte (1540-1403)
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EJERCICI

1

Plano cartesiano

El plano cartesiano se forma con dos rectas perpendiculares, cuyo punto de interseccitn se denomina origen. La recta
horizontal recibe el nombre de eje X o eje de las abscisas y la recta vertical recibe el nombre de eje Yo eje de las
ordenadas.

El plano cartesiano se divide en cuatro regiones llamadas “cuadrantes”. A cada punto P se le asigna un par orde-
nado o coordenada P (x, ¥).

+,Eje ¥

localizacién de puntos

Para localizar un punto P(x, y)en el plano cartesiano se toma como referencia el origen, se avanza tanto como lo indica
el primer niimero (abscisa) hacia la derecha o izquierda, segiin sea su signo, de ese punto se avanza hacia arriba o hacia
abajo, tanto como lo indica el segundo nimero (ordenada) segiin sea su signo.

Ejemplo
Grafica los puntos: (-5, 4), (3, 2), (=2, 0), (= 1,-3), (0,— 4) y (5, — 1) en el plano cartesiano,
(-5.4) ¥
oo e
I 3.2
L 20 i, X
v |0 i
] Y
-1 3}
’ ©.-4)
074
localiza en el plano cartesiano y une los puntos:
* A(S, = 1) Y 3(4! 3}
. A0, 2) y B(3, 0)

2
3
4
5

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. A= 1,2), B@, 5)y (2, - 3)
. A, 5),B2, 1)y O(-3,-4)
. A(1,3),B(-2, 1), C(2,- 3) y D@, 2)
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Funcién lineal

Funcién

Es la relacion que existe entre dos conjuntos, de manera que a los elementos de x les corresponde a 1o més un elemento de y
Se denota por:

y=r
Se lee, yes igual a fde x
donde: x:variable independiente
y: variable dependiente
S (x): regla de correspondencia
Constante
Es la funcitn que asocia un mismo valor a cada valor de la variable independiente
y=£k
La representacion grafica es una linea recta paralela al eje X, sobre la ordenada &
Ejemplo
Grafica la funcién y =3
Solucién
Se traza una recta pamalela al eje X, sobre la ordenada 3
¥
3 y=3
0 X

Ecuacion x = k
Una ecuacitn de la forma x = k no es una funcién. La representacion grafica de esta ecuacitn es una recta paralela
d eje ¥ que pasa por el valor de la abscisa &

Ejemplo

Representa en una gréfica la ecuacion x =2

Solucién

Se traza una recta paralela al eje ¥, que pasa sobre la abscisa 2

¥,
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Aicenra
lineal
La funcitn de la forma y =mx + b se llama lineal, donde los parimetros m, b representan la pendiente y ordenada al
origen, respectivamente.
Ejemplos
Sean las funciones lineales:
L y=5x+2 en donde: m=5b=2
2._v=—4x+i en donde: m=—4,b=i
7 7
2 2
3, y=="x-1 donde: =—,b==1
y=3% en me=
4 =—lx en donde: m=—l b=0
: y 2 " 2!
5. y=4 en donde: m=0b=4
La pendiente indica el nimero de unidades que ¥i

incrementa o disminuye y, cuando x aumenta. La
ordenada al origen es la distancia del origen al punto
(0, b), este punto se encuentm sobre el eje ¥, yes la »

yz kecaaa

interseccién con la recta, B(0, b)
/ : E
Donde: - x x.z ‘;X
Ar=x,-x
Ay =y,— ¥

Dados dos puntos de la recta, la pendiente se obtiene con la férmula:

m:A_}rzy__yl
Av  x,-x,
EJEMPLOS .
‘g_ 1. ®s-;Cuiles el valor de la pendiente de la recta que pasa por los punios A(- 1, 3) y B(3, 6)?
§ | solucién
L
Sea:
A(= 1, 3) = (x;, y), entonces x, == 1, y, =3
Y&
B(3, 6) = (x,, y,), entonces x, =3, y,=6 61

Estos valores se sustituyen en la formula:

g

N, B4 53,3 P}

X=X, 3—(-1) 3+1 4 _4 ;
Purtanto,elvalurdelapendicntces% 3 X
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2 @« ;Cuil es el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntas P(—2, 1) y 0(2, - 4)?

Solucién

Sea:

P(- 2, 1) = (x,, y, ), entonces x, =— 2, y, =1
02, -4)=(x, y,), entonces x, =2, y,=— 4
Estos valores se sustituyen en la férmula:

ot —4-1 -4-1 -5_ s

X%, 2—(-2) 242 4 4

Por consiguiente, el valor de la pendiente es -%

Generalidades

© 8im>0, la funcitn es creciente, es decir, cuando x aumenta, también lo hace y.

/%

Rl

2]

&~

2 Bim<0, la funcién es decreciente, es decir, cuando x aumenta, y disminuye.

Yy

i

2 Sim=0, se tiene una funcién constante.

v

X

v
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EJERCICIO 75

Determina la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

1. A(-2.4)yB(6,12)
2. M(L5)yB(2.~7)
3. R(-4,-2)yB(5.6)

PEIRE
s {2 p(3)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Grafica

Para graficar una funcién lineal se lleva a cabo lo siguiente:

L. Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).
IL. A partir de este punto se localiza otro al tomar a la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre el

incremento horizontal.

EJEMPLOS
1 @+ Grafica la funcién y=§x+ 4,
Solucién

Ejemplos

y=§x+4

2 incremento vertical
3 incremento horizontal

2
m=—
3

b = 4 que representa el punto (0, 4).

2 ®+-Trazala gréfica de la funcién y=—%x+2.
Solucién

4
=——x+2
¥ 5

-4 i =4 decremento vertical

mM=——=—

5 5 Sincremento horizontal

b =2 que representa el punto (0, 2).

La pendiente y ordenada al origen de la funcidn;

La pendiente y ordenada al origen de la funcidn;

Grifica de la funcidn

Grifica de la funcién
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3 ®e-Trazala gréfica de la funcién y = - 5x - 3.
Solucién
La pendiente y ordenada al origen de la funcién:
y==35x-3

=5 5 —5 decremento vertical
1

m==5= : -
1 incremento horizontal

b=-3 que representa el punto (0, - 3).

Funcién lineal

Grifica de la funcidn
Y

Otra forma de graficar una funcidn lineal es dar valores de x, para obtener los respectivos valores de % con estos dos

valores se forman puntos coordenados. A este procedimiento se le llama tabulacidn.

Ejemplo

Traza la gréfica de la funcidn y = 2r - 3.
Solucién

Se construye una tabla con valores arbitrarios en x,
para obtener los valores respectivos de y.

x y=2x-3 (xy)
-2 | y=2-2)-3=-7 -2-7
-1|y=2(-1)-3=-5 (-1, - 5)

0| y=2(0)-3=-3 (0,-3)
1] y=21)-3=-1 {1,-1)
2| y=20-3=1 @0
EJERCICIO 76
Grafica las siguientes funcicnes y ecuaciones:
1. y==2 6. y=dx
1
2 y=nm 1 y=—=
¥ ¥ zx
1 5
3. x=4 8 y=sx-2
% =3*"2
3
4. = . = 3
x 2 9. ¥ 4x+
5. y=2x+5 10. y=—%x+3

Q Varifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS

% 1 ®e Grafica una familia de rectas de la funcidn y = mx + 2.

[y

2 e

*Grafica una familia de rectas de la ecuacion y=x+b.

Familia de rectas
Se ha visto la funcidn y = mx + b con valores constantes para m y b, en este tema analizaremos qué pasa cuando se fija
uno de los dos valores y el otro se deja libre. Este tipo de funciones reciben el nombre de familia de rectas.
Ejemplos

Ly=3x+b 2, y=—-x+b 3 y=mx-17 4 y=mx+6

Solucién

La funcién y = mx + 2 representa todas las rectas que tienen ordenada al origen
2, es decir, todas las rectas que intersecan al eje ¥ en el punto (0, 2).

Se grafican algunas de las rectas, con algunos valores para m:

Sim =2, entonces se tiene larecta y =2x + 2

Sim == 2, entonces se tiene larecta y==2x +2

Sim =0, entonces se tiene larectay =2

Solucién

La funcidn y =x + b representa todas las rectas que tienen pendiente 1
Se grafican algunas de estas rectas, con algunos valores para b:
Sib=-2, setienclarecta y=x-2
Sib==1,scticnelarectay=x~-1

Sib=0,setienela recta y=x

Sib=1,setienelarectay=x+1

Sib=2 setienclarectay=x+2

EJERCICI

077

Grafica una familia de rectas para cada funcién:

1

2

3

O Verifica tus resultados en la seccién de solucienes correspondiente

cy=mx+4

y=#x=3

y=mx q

. y=2&+b

. y=-x+b

: y=%x+b
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Funcién lineal

 PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Si tenemos dos variables x, y que cumplen la ecuacion y =mx + b donde m, b € R, se dice que dichas variables se
elacionan lincalmente,

Para lo anterior existen problemas de la vida real que se pueden representar con un modelo lineal y asi dar un
valor estimado de la variable y para un cierto valor de la variable x.

Ejemplos
1. El salario s que recibe un empleado por trabajar x horas
2. El desgaste d de un articulo que se ha usado r meses

Cinco metros de tela tienen un costo de $300, encuentra un modelo lineal para el costo y determina ;cudnto cuestan
25m7 y jcudintos metros de tela se pueden comprar con $18 0007

Solucién

Sean:
x: mefros de tela
¥: costo por metro de tela
El costo y de xmetros de tela se relaciona con la funcién y = mx + b
5i se venden cero metros de tela (x =0), el costo es cero pesos (y = ), entonces, al sustituir esios valores en
Ia funcién y = mx + b, se tiene que:

O=m(0)+b—=b=0
De tal manera que la funcién queda de la forma siguiente:
y=mx

S8i x =5, entonces y = 300, que son los datos iniciales del problema, con ellos se encuentra el valor de la pen-
diente, cuando se sustituyen en y = mx.

¥=mx
3(](]=m(5}—>m=—-?—=60—>m=60
Por tanto, el modelo lineal es:
y=60x
Se quiere conocer el costo de 25 metros de tela.
y=60x
y=60(25) = 1500

Por consiguiente, 25 m de tela tienen un costo de $1500
Finalmente, se desea saber cudntos metros de tela se pueden comprar con $18 000

y=60x
18 000 = 60x
18000
—=x
60
300=x
Con $18 000 se pueden comprar 300 metros de tela.
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2 El delfin mular mide 1.5 metros al nacer y pesa alrededor de 30 kilogramos, Los delfines jovenes son amamantados
durante 15 meses, al final de dicho periodo estos cetdceos miden 2.7 metros y pesan 375 kilogramos,
Sea Ly P la longitud en metros y el peso en kilogramas, respectivamente, para un delfin mular de + meses.

a) Silarelacién entre Ly res lineal, expresa L en términos de 1.
b) ;Cudl es el aumento diario de la longitud para un delfin joven?
¢) Expresa Pentérminos de r, si P y r estdn relacionados linealmenie.
d) ;Cudl es el peso de un delfin de cinco meses de edad?
Solucién
a) Silarelacién entre Ly res lineal, expresa L en términos de 1.
L=mt+b

Cuando el delfin es recién nacido r =0 y L = 1.5, al sustituir estos valores en la funcidn anterior se tiene que
b= 1.5 y el modelo queda de la siguiente forma;

L=mt+1.5 — L=+ :—;

Cuando 1 =15, L =27, estos valores se sustituyen en el modelo anterior para determinar la pendiente.

L=mr+§
6
3 3 6 5
27=m(15) + = —=27-==15m oty 2= 15m T Sem
£ 2 2 5 15
£=m
25
Por tanto, la longitud L en funcién del tiempo £ es:
L= i:+ -
25 i

b) ;Cudl es el aumento diario de la longitud para un delfin joven? 5
Enla funcidn lineal L, la parte que indica el aumento en la longitud del delfin es: 2% 1, por consiguiente, se divide
tentre 30 y se sustituye £ =1

o
30 30
Entonces:
%;:2—1(%]=%=%:U.Uﬂlﬁ?
Luego, el aumento diario en 1a longitud de un delfin es de 0.00267 m.
¢} Expresa Pentérminos de t, si P y 7 estdn relacionados linealmente.
Se representa el peso P en funcién del tiempo 7 con la funcién:
P=mt+b
Cuando el delfin es neonato su peso es de 30 kilogramos, es decir,
t=0yP=30
Al sustituir estos valores enla funcitn anterior se obtiene el valor de b,

P=mt+b
W=m0)+b—b=30
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Funcién lineal

El modelo matemético para un delfin recién nacido es:
P=mi+30
Luego, a los 15 meses un delfin pesa 375 kg, entonces:
Si =15y P = 375, se tiene que:
P=mr+30
375=m(15}+3(]—>3?5—3(]=15m—)345=15m—>%=m - m=23
Por consiguiente, el peso P en términos de f se expresa con el modelo:
P=23r+30

d) ;Cuil es el peso de un delfin de cinco meses de edad?
Para obtener el peso P de un delfin de 5 meses de edad, se sustituye ¢ =5 en el modelo anterior;
P=23r+30
P=23(5)+30
P=115+30
P=145

Por tanto, el peso de un delfin de cinco meses de edad es de 1435 kilogramos,

EJERCICIO 78

Resuelve los siguientes problemas:
1. Un hombre recibe $120 por 3 horas de trabajo. Expresa el sueldo S (en pesos) en términos del tiempo f (horas).

2. Un bebé pesa 3.5 kg al nacer y 3 afios después alcanza 10.5 kg. Supongamos que el peso P (en kg) en la infancia estd
relacionado linealmente con la edad f (en afios).

a) Expresa P en términos de 1.
b) ;Cudnto pesard el nifio cuando cumpla 9 afios?
¢) ;A quéedad pesard 28 kg?

3. La cantidad de calor C (en calorias), requerida para convertir un gramo de agua en vapor, se relaciona linealmente
con la temperatura T (en °F) de la atmdsfera. A 50°F esta conversion requiere 592 calorias y cada aumento de 15°F
aumenta 9.5 calorias la cantidad de calor. Expresa Cen términos de T.

4. Elduefio de una franquicia de agua embotellada debe pagar $500 por mes, més 5% de los ingresos mensuales (I} por
concepto de uso de la marca. Los costos de operacidn de la franquicia incluyen un pago fijo de $1300 por mes de
servicios y mano de obra. Ademds, el costo para embotellar y distribuir el agua comprende 50% de los ingresos.

a) Determina los gastos mensuales G en términos de 1.
b) Expresa la utilidad mensual I/ en términos de 7 (utilidad = ingreso — costo)
¢} Indica el ingreso mensual necesario para que no haya pérdida ni ganancia.

5. La relacitn entre las lecturas de temperatura en las escalas Fahrenheit y Celsius, estd dada por: °C = %{"F -32)

a) Encuentra la temperatura en que la lectura es la misma en ambas escalas.
b) (Enqué valor debe estar la lectura en grados Fahrenheit para que sea el doble de la lectura en grados Celsius?

Q Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente
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AlGEBRA

Ecuacion lineal

Una ecuacidn de la forma Ax + By + C =0, donde 4, By C son constantes reales tales que 4 y B no son cero, recibe
¢l nombre de lineal.
Ejemplos

1. 2x =3y -4 =0, es una ecuacién lineal con: =2, B=-3yC=-4

2. = 5x + 4y =0, s una ecuacidn lincal con: 4=~ 5, F=4yC=0

3. x+2=0, es una ecuacién lineal con: 4 =1, B=0y C=2

4, 2y —3 =10, es una ecuacion lineal con: 4 =0, B=2y C=-3
Una ecuacion que se puede escribir de la forma 4x + By + C =0 también es lineal.
Ejemplos
1. Dada la ecuacién 2x = 5y — 6, también se puede escribir de la forma: 2x =5y +6=0
2, Para que la ecuacion %x—%}ez tenga la forma Ax + By + C =0, se eliminan los denominadores al multiplicar
por 4 cada término de la igualdad:
5 3
4| —x-=y |=4(2
(32 )rat2)
Al realizar las operaciones se transforma en 10x — 3y = B, finalmente:
10x=3y-8=0
e 1 o ; i
3 Iaaclmclﬁni( x—y )-3y=4x+1, se puede escribir de la forma: Ax+ By+ C =0, al realizar el producto indicado,
eliminar denominadores y simplificar:
%(x—y]—3y=4x+1

1 1
—x——y=3y=4x+l
2 ZJ’ y

11
2[ E:c—iy—Sy]=2( 4x+1)

x—y—6y=8x+2
x=y=0y=8x=2=0

Por tanto, la ecuacién se transforma en: —7x—7y —=2=0
4. La ecuacidn y=%x—2 al multiplicarla por 3 se obtiene 3y = 5x — 6, por consiguiente se puede escribir como:

Sx-3y-6=0

Solucion de una ecuacion lineal

Una ecuacion lineal tiene como conjunto solucién todos los pares ordenados (x ¥), que satisfacen la ecuacidn, donde
x ¥ ¥ son nimeros reales.
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ESJEMPLDS °

E‘ 1 Ic-%riﬁcasilosparesordﬁmdos(l,—4},(2,—?],(%,—%}sonsolmionesdelaecmci&n:lr—&!y—14=0.
2,

L

Solucion
Se sustituye cada par ordenado en la ecuacion:
UJ Para (1, - 4)
2x=3y-14=0
2(1)-3(-4)-14=0
2+12-14=0
0=0
Por tanto, el par ordenado (1, —4), es solucidn,

2x=3y-14=0

2(2 ]-3( -13—0 )-14=-3
4+10-14=0
0=0

1 .
Por consiguiente, el par ordenado (2.—??"] es solucion,

U Para (l,—é]
2 4
2x-3y-14=0
z( 1 ]—3[ < ]—14=0
2 4

9
1+=-14=
A 0

43
—4;20

1
Entonces, el par ordenado [E,—%Jm es solucidn.

2 ®e-Verifica si ¢l punio (-2, 1), es solucién de la ecuacién r+%=§(y—x]-5

Solucién
Se sustituye el punto en la ecuacidn:

33
I+E—E(}'—I ]—5

{contimia)
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(continuacidon)

Por consiguiente (— 2, 1), es solucion de la ecuacidn.

EJERCICIO 79
1. Verifica si los pares ordenados (2,-3), (7,0) (L 5) son solucién de la ecuacion: 3x-5y-21=0.

2. Verifica si los puntos (%,—%]. [%,%] y (—%,1] son solucion de la ecuacion: 2x+4y+2=0,
1 2 1
3, Verifica si los pares ordenados (3,-4), (-3,-12) y[i, 2] son solucién de la ecuacién: §x=5y+4.

4. Verificasi el punto [é%] es solucion de la ecuacién: 2(x—y]—§=%(x—8]—y.

i 1 : : 1 1
5. Verifica si el punto (—E.%] essolwléndelaecuaclén:E{x+2y]+ﬁy=%(x+l]

—-——==x,

2 5

U \erifica tus resultados en |a seccidn de soluclones correspondiente

Gréfica

La gréfica de una ecuacién lineal Ax + By + C = 0, es una recta que forman los puntos de su conjunto solucién:

[(x,}'}lriu By+C=0 ]

EJEMPLOS .

& 1 @9 ;Cuiles la grifica de la ecuacion 2x — 3y + 7= 07
.ﬂE_-h - Solucién
[F]

x o yen la ecuacion, y con esto se obtienen los dos puntos que se requieren.

Sea x = -2, se sustituye y se despeja y: Sea x = 1, se sustituye y se despeja ¥

2x=3y+7=0 2x=3y+T7=0
2(-2)-3y+7=0 2(1)-3y+7=0
-4-3y+7=0 2=-3y+7=0
3-3y=0 9=3y=0

=3y==3 =3y==9

-3 -9

J-’=_—3 }'=_—3
y=1 y=3

Por tanto, el punto es (=2,1) Por consiguiente, el punto es (1,3)

176

Para obtener la gréfica, basta con conocer dos puntos de la recta, para lo cual se sustituyen dos valores arbitrarios para



CAPITULO 8§

Sistemas de ecuaciones

Por 1iltimo, se localizan los puntos en el plano y se traza una recta sobre ellos.

Grafica
Ya

7

s

¥

Otra forma de graficar Ax + By + C= (), es transformarla a la forma y =mx + b y aplicar algunos de los métodos vistos
enel capitulo 7.

Ejemplo
Grafica la ecuacidn 3x =4y - 12=0,
Solucion
Se despeja yen la ecuacidn para expresarla a la forma y=mx + b
Ix—-4y-12=0
—dy==3x+12 ¥,
—3x+12

Gréfica

' X
312 /
y==x-— !
A Ix-4y-12=0
y=§x—3 /
4

Las valores respectivos de la pendiente y ordenada al origen son: m=~i~yb=—3

EJERCICIO 80

Grafica las siguientes ecuaciones:

1. x+y=3=0 6. 2x+Ty=0

2. x=y+2=0 7. =3x+5y-10=0
3, 3x=2y+6=0 8 Bx=2y-4

4, dx+3y-12=0 9 E.'t: 1 =4

. ¥ = i 3 Zy_

3 1
5, 3x-4y=0 10, ——x=—y=2
¥ 5° 107

U Merifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente
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Sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables

Se ha visto que el conjunto solucidn de la ecuacion 4x + By + C'=0, son todos los pares ordenados (x, ¥) que satisfacen
la ecuacidn.
En un sistema de dos ecuaciones con dos variables, que tiene la forma:

ax+by=¢
a,x+by=r¢c,
El conjunto solucién lo forman todos los pares ordenados que satisfacen ambas ecuaciones, es decir:
[( xy) |arr+b|_].' =C, }h[ (xy ]|a2x+b2y=c2}
Cada ecuacion representa una recta en el plano, entonces, se pueden presentar tres casos:

L Las rectas se intersecan en un punto. Las rectas solo coinciden en un punto, por tanto, se dice que el sistema
tiene una solucion.

Ejemplo
Grafica y determina la solucidn del siguiente sistema:

[ x+2y=4
Ix=y=35
Solucion
Se grafica cada una de las ecuaciones a partir de encontrar las intersecciones con los ejes XT.
x+2y=4 Ix—-y=5
Seax=0 Seay=0 Seax=0 Seay=0
x+2y=4 x+2y=4 3x=y=5 Ix=y=35
(0)+2y=4 x+2(0)=4 3(0)-y=5 3x-(0)=5
y=%=2 x=4 y==5 x=§
La interseccidncon  La inferseccion con Lainterseccién con  La interseccidn con el
cejeyes: (0,2) el eje xes: (4,0) d eje yes: (0,-5) ejex(%,ﬂ]

x+zyh'

Gréfica

La solucidn es el punto donde se intersecan las rectas, en este caso (2, 1)
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II. Las rectas son coincidentes. Dos ecuaciones representan rectas coincidentes si al multiplicar una de ellas por un
nimero real k, se obtiene la otra.

En un sistema de rectas coincidentes el conjunto solucidn es infinito, es decir, el conjunto solucién son todos los
puntos de las rectas.

Ejemplo
Grafica y determina el conjunto solucién del siguiente sistema;

x=2y=6
3x—6y=18
Solucion
Se grafica cada recta.
x=2y=6 Ix—-6y=18
Seax =0 Seay=10 Seax=0 Seay=0
x=2y=6 x=2y=06 Ix—6y=18 3x-6y=18
(0)-2y=6 x-2(0)=6 3(0)-6y=18 3x-6(0)=18
_6 _ _18 _18
y__z_ 3 x=6 y___ﬁ x_?
Elpuntoes: (0,-3)  Elpuntoes: (6,0) Elpuntoes: (0,-3)  Elpuntoes: (6,0)

Se observa que las intersecciones de las rectas con los gjes, son los mismos puntos.

Grifica

¥

x—2y=ﬁ/:.

Las rectas coinciden en todos sus puntos, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.
Se observa que si multiplicamos la ecuacion x — 2y =6, por 3, se obtiene la otra ecuacion.

IIL. Las rectas son paralelas. En este caso, las rectas no tienen ningiin punto en comin, por tanto, el sistema no

tiene solucidn,
Ejemplo
Grafica y determina el conjunto solucién del siguiente sistema:
2x—y=4
dx-2y==12
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Solucion
Se grafican las rectas.
Ix—y=4
Seax=0 Seay=10
Zr—y=4 2).‘—}’:4
2(0)-y=4 2x—(0)=4
4
y=—4 I=E=2
x=2
El puntoes: (0,-4)  Elpuntoes: (2,0)

4x-2y=-12
Seax=10 Seay=0
4x=2y==12 4x=2y==12
4(0)-2y=-12 4x-2(0)=-12
Sl W
P -
y=6 x==3

El punto es: (0,6 )

El punto es: (-3,0)

Se localizan los puntos de interseccidn y se grafican las rectas.

Al graficar las rectas se observa que son paralelas, es decir, no hay un punto comiin, por consiguiente no hay

Grafica
dx-2y=-12

7

solucidn, entonces se dice que el conjunto solucidn es vacio.

EJERCICIO 81
Grafica y determina el conjunto solucién de los siguientes sistemas:
1 x+y=2 x=5y=10 Ix=2y=-2 2x+y=5
"l x=y=6 3x—-15y=-15 4x+y=1 " 6x+3y==9
2 2x—3y=6 x+2y=3 10x+6y=4 2x+3y=5
" | 6x=9y=18 Sx=3y=-11 Sx+3y=12 Sx+4dy=2

U Virifica tus resultados en |a sacclon de soluciones correspondiente

Mélodos de solucion
Hasta ahora se ha visto como resolver de forma grifica un sistema de ecuaciones con dos variables, sin embargo, este

método en algunas ocasiones puede ser poco preciso, por lo que existen procedimientos algebmicos y que ademas de
ser précticos resultan exactos,
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Reduccién (suma y resia)

Este método consiste en multiplicar las ecuaciones dadas por algin niimero, de tal forma que al sumar las ecuaciones
equivalentes que resultan, una de las variables se elimina para obtener una ecuacion con una incognita, y al resolverla
= determina su valor, para posteriormente sustituirla en alguna de las ecuaciones originales y asi obtener el valor de

Ia otra incOgnita,
EJEMPLOS .
é_ 7 ®# Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
E
2 2x+5y=19
T [3::—4y=—6

Solucion

Se elige la variable a eliminar, en este ejemplo se toma x; para eliminarla se necesita que los coeficientes de x de cada
ecuacion sean iguales y de distinto signo, La primera ecuacidn se multiplica por — 3 y la segunda se multiplica por 2,
posteriormente se suman las ecuaciones y se resuelve la ecuacion resultante,

(2x+5y=19)(-3) -6x-15y=—57
(3x-4y=-6)(2) ~ _6x -fy=-12
-23y=-69

_-69

g

y=3

El valor de y =3 se sustituye en cualquiera de las ecuaciones, pam obtener el valor de x.
2x+5y=19 = 2x+5(3)=19

2x+15=19
2x=19-15
2x=4
4
X=—
2
x=2

Se puede comprobar el resultado al sustituir los valores obtenidos en la otra ecuacidn:
x-dy=—6 — 3(2)-4(3)=—6 = 6-12=—6 = -6=-6
Por tanto, la solucién del sistema es: x=2,y =3
2 ®+ Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
Sx-3y=-17
I+ 5y=-11
Solucién
En este ejemplo se elimina la variable y, entonces se multiplica la primera ecuacién por 5 y la segunda por 3

(5x-3y=-7)(5) _ 25x-15y=-35
(3x+5y=-11)(3) 9x+15y=—-133
34x ==68

(continia)
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El valor de x = - 2, se sustituye, en cualquiera de las ecuaciones, para obtener el valor de y.
3x+5y=-11 = 3(-2)+5y=-11

—6+5y=—11
Sy=—11+6
S5y=-5

y=-1

Por consiguiente, la solucidn del sistema es: x==2, y==1

Los siguientes conjuntos indican el conjunto solucién de un sistema de rectas coincidentes y paralelas, respectiva-
mente.

{(:c,y]i(]x+ﬂy=ﬂ]=[ (x,y)|x.ver }

[(’-‘:J’]|ﬂx+ﬂy=a,a¢u]=¢
EJEMPLOS

5

S 1 ®# Determina el conjunto solucidn del sistema:
5
=]

6x-2y=10
3x-y=5
Solucidén

La primera ecuacidn se multiplica por 1 y la segunda por — 2 y se suman las ecuaciones equivalentes:

(6x-2p=10)(1)  6x-2y=10
(3x-y=5)(-2) —6x+2y=-10
Qe+ 0y =0

Se obtiene la ecuacién Ox + Oy = 0, por tanto, hay un conjunto infinito de soluciones; entonces, se trata de dos
rectas coincidentes, y se dice que al conjunto solucién lo forman todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera
de las ecuaciones,

2 ®+-Encuentra el conjunto solucién del sistema:

—x+2y=4
=3x+6y=5
Solucién

La primera ecuacién se multiplica por —3 y la segunda por 1 y se suman las ecuaciones equivalentes.

(-x+2y=4)(-3) o, x—by=-12
(-3x+6y=5)(1) ~ =3xeéy=s
Ox+ 0y==7
Resulta la ecuacién Ox + Oy = =7, por consiguiente, el conjunto solucién es el vacio.
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EJERCICIO 82

Determina la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de reduccion:
1 [ xty=4 4 [3x-2y=0 5 [Smn=-1 it Ix-4y=7
Cx-y=2 T x-y=-1 3m+2n=5 " 19x-12y=21

2 12x-18y=13 5 Sx=2y=2 g Tx+2y==3 1 =20x+5y=2
o =12x+ 30y==19 Tx+6y=38 | 2x-3y=-8 : 4x-y=35

3, |3x-dy=-26 6. | Sat3b=21 g, [Ou+dv=s & Tp-q=2
" 2x=3y=-19 " | -2a+4b=2 © | 9u-8v=4 " |-21p+3¢=5

U \erifica tus resultados en |a secclon de soluclones correspondlente

Sustitucion

Este método consiste en despejar una de las variables de cualquiera de las dos ecuaciones y sustituir dicho despeje en

la ecuacidn restante, asi resulta una ecuacién de primer grado, la cual se resuelve para obtener el valor de una de las
variables. Este primer valor se sustituye en el despeje para determinar el valor de la variable que falta.

%[MPLOS s
o 1 @9 Determina los valores de x y yen el sistema: [:f_.:;y:_“
EME =
s | Solucion

(]

En este ejemplo se despeja x de la primera ecuacion.

Ix—-dy=-=11 = Ix=4y-11

4y-11
3
Se sustituye el despeje en la otra ecuacidn y se resuelve la ecuacion de primer grado.

Sx+dy=1 o S(%)+By=l

x=

Se multiplica por 3
5(4y-11)+9y=3
20y=55+9y=3
20y+9y=3+55
29y =58
58
Y29
y=2

: 4 4y-11
Se sustituye el valor de y = 2 en el despeje x= y3

Por tanto, los valores son:
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2 ®e:Determina el punto de interseccion de las rectas:

—x+y==7
[5x+3y=3
Solucion
Se despeja yde la primera ecuacion.
-x+y==7
y=x=17

El despeje se sustituye en la segunda ecuacidn.
Sx+3y=3 = 5x+3(x-7)=3 = Sx+3x-21=3
Bx-21=3
Bx=124

x=3

Se sustituye x =3, en el despeje y=x—7
y=3—7=—4
=8

Finalmente, el punto de inferseccion del sistema es (3,-4)

3 ®+#:Obtén el conjunto solucién del sistema de ecuaciones:

-2x+y=-4
Gx=3y=12

Solucién
Se despeja yde la primera ecuacion,
=2x+y==4 = y=12x-4
El despeje se sustituye en la segunda ecuacidn y se resuelve la ecuacién de primer grado.
6x-3(2x-4)=12
6x—6x+12=12
bx—6x=12-12

0x=0

La ecuacion Ox = 0 indica que las rectas son coincidentes y tienen como conjunto solucidn todos los niimeros
reales, esto significa que el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

4 ®e-Determina el conjunto solucion del sistema:
Ix-4y=7
6x—8y=3
Solucién

Se despeja x de la primera ecuacidn.

Ix-4y=T7 = 3x=4y+7 — x=£
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El despeje se sustituye en la segunda ecuacidn y se resuelve la ecuacién de primer grado.
6( 4”3—”)—3y=3

2(4y+7)-8y=3
By+14-8y=3
By-8y=3-14
Oy=-11 Laecuacidén no tiene solucién

Por tanto, el conjunto solucidn s vacio.

EJERCICIO 83
Determina la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucicn:
2x+y==10 7 Tp=3g==28
x=3y=12 " | Sg-4p=16
2 2m-5n=14 8 Tx—=y=T75
" Sm+2n=-123 Sx=2y=42
3 6r—5i=-11 9 12u-16v=24
" | 7e-8r=15 | u-4v=6
4 9x=2y==3 10 =5x=15y=2
| Ty-12x=17 ' x+3y=7
5 8p-3g=8 1 2x+y=9
" | 2p+9g9=15 " | Bx+4y=36
6 Ix—-4y=32 2 4p-3g=-2
T | Sx+y=38 | 0p-15g=-1

U Merifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente

Igualacidn

En este método se elige una variable, la cual se despeja de ambas ecuaciones, los despejes se igualan y se resuelve la
ecuacion de primer grado que resulta. Por tiltimo, el valor que se obtiene se sustituye en cualquiera de los despejes

para hallar el otro valor.
ESJEMPLOS
S | ®¢ Determina el punto de interseccion de las rectas:
E
S 2x-3y=9
+ Sx+6y=—45
Solucién
Se despeja x de ambas ecuaciones,
2x—3y=9 Sx+6y=—45
2x=3y+9 Sx=—6y—45
=22 (o by=45
2 5

(continia)
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Se igualan los despejes y se resuelve

la ecuacidn de primer grado.
Iy+9_-6y-45

2 5
5(3y+9)=2(-6y-45)

15y +45=—12y-90
15y+12y=-90-45

27y=-135
-135
r=g7 =73

El valor de y = -5 se sustituye en
cualquiera de los despejes.

= S48
2
3(-5)+9_-15+9
2 2

Por consiguiente, el punto de interseccidn es (=3, — 5)

2 ®s-Resuelve el siguiente sistema:

Solucion
Se despeja n de ambas ecuaciones.
6m=Tn=4
=-Tn=—0m+4
—6m+4
T -7

Se igualan los despejes y se resuelve
la ecuacion de primer grado.
—-bm+4 -2m-1
=5 A
~14(-6m+4 )=-7(-2m-1)
8dm—56=14m+7
84m—14m="T+56
TOm=63
63

70

9
"mn=—

10

Por tanto, la solucién es:

6m-Tn=4
2m=-14n=-1

2m=14n=-1
=14n==2m-1
-2m-1

H=
-14

El valor de m=i se sustituye en cualquiera
de los despejes.
_=im-1
=14
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3 ®e:Determina el conjunto solucion del sistema:

Sistemas de ecuaciones

2x=y=5
=Bx+4dy==20
Solucién
Se despeja y de ambas ecuaciones y se obtiene:
IZx=-y=5 = y=_1r+5 ; = 8x+dy==20 — y= 8):4—2(]
Se igualan los despejes:
'2"1"5 =3"4'2° - 4(-2x+5 )=-1( 8x-20)

—8x+20=-8x+20
—Bx+8x=—20+20
O0x=0

La solucién son todos los niimeros reales y el conjunto solucién corresponde a todos los pares ordenados que

stisfacen la ecuacion:

4 @« Determina el conjunto solucién del sistema:

Solucién
Se despeja x de ambas ecuaciones,
Ix+4y==2
Ix==d4y=2
=4y=2
B

Se igualan los despejes:

-4y=2 _20y+7
3 -15

x-y=5

Ix+4y==-2
=15x=-20y=7

=15x-20y=7
~15x=20y+7
_20y+7
ST

-15(-4y-2)=3( 20y+7)
60y+30=60y+21
60y-60y=21-30
Oy=-9

La ecuacidn no tiene solucidn, por tanto, el conjunto solucién es vacio.
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EJERCICIO 84
Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacion:
L |x-2y=11 7 2a+b=1
" x+5y==17 —5b—6a=-9
5 —m+n=-—1 8 3m-5n=1
| 4m—=2n=5 9m+15r=9
3 4a+5b=-3 9 bu—3v="7
" | =7b+3a=-13 Bu-5v=10
4 =-2x+3y=18 10 6x—24y=36
T = 5y+x=-23 T -3x+12y=-18
5 3p-2¢9=-5 1 x+3y=4
" 2p+g=-1 " —4x-12y=8
6 Sx+y=—=20 12 3p-9g=5
" | 2x-3y=-8 " | p-3g=6

U Verifica tus resultados en |a seccldn de soluclones correspondiente

Cramer (determinanies)

L. Determinante de 2 X 2. Un determinante de 2 X 2 es un arreglo rectangular de niimeros de 1a forma:

a b| d=cb
g @] e
EJEMPLOS *
2 -5
=71 ."Encllﬁntmﬁl\'alﬂfdﬁldﬁlﬁm‘s 6"
EY =
iy Solucicn
Se aplica la definicion,
2 -5
‘3 i =(2)(-6)-(3)(-5)=-12+15=3
Por tanto, €l resultado es 3
L
2 @ ;Cuiles el valor del siguiente determinante 4 i
-~ 6
5
Solucion
Se aplica la definicion,

_i 3 =[_%)(6]{ = ]': 3]=—3+%= '155+12=_§
5

Por consiguiente, el resultado es —;
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o S
" Tmina i
a'-b" a-b
Solucién
Se aplica la definicion.
8 W) ) ab= g A
2 a—b_a a l:a ] =a —ab-a =
Por consiguiente, el resultado es b” —ab
x 3-x
4 x-3
@ 1 ;
B Benuclye x' x'+3
9 x+9
Solucion
Se aplica la definicién.
x 3-x
4 x-3| _ (x)(x-3)-(4)(3-x) _ x*-3x-12+44x _x*+x-12
¥ xF+3 (xz](x+9]—(9](x2+3] ©+9x-9x" =27  x*-27
9 x+9
~ (x+4)(x-3)
(x-3)(x" +3x+9)
oo AE4
X +3x0+9
Finalmente, el resultado es AR
X +3x+9
EJERCICIO 85
Encuentra el valor de los siguientes determinantes:
a b-a
A 5 =6 & o
.2 ? a,  |& uch i 122
5 4 9 -3 a b a b
a a
3 1 x x=2
-6 -8 4 2 m-n m+n 5 x-2
2 S 3 8 ‘ m m—n 11. J:—S_
_3 1 5 v
Z 7 ‘ 2 3|
ST 5 2 -5 -4
3 6 Ve
6 -3 -6 3
21 =
3 4

U Merifica tus resultados en |a seccidn de soluciones correspondiente

189



8 CapluLO

AlGEBRA

2. Deduccion del método de Cramer. Sea el sistema de ecuaciones:

ax+by=c,
ax+by=c,
Por el método de reduccion se determina “x”
(ax+by=c,)(8) _  apx+bpy=ba
(a2x+b2y=cz ](_bl ] —abx-bb,y==hbe,
(albz_azbl ]x=bzc|_b|cz
c, b
x=bzc|_b|cz e s b2
albz _azbl |ﬂ| bl
a, by

De forma analoga se determina “y”

(a@x+by=c,)( -a,) o —amx—-aby=-ac
( ax+hy=c ]{ & ] agx taby=ac,

(ab, —ab,)y=ac, -aq

a, g
e T G ©
a,b, = a.b, a b
a b
Finalmente, la solucion general del sistema es:
a b a g
o b a; & a, b
x= = con =0
a, b.’ a, b a, b,
a b a b

El método de Cramer consiste en aplicar las definiciones anteriores y segiin los resultados se puede concluir que
las rectas son:

) Concurrentes: si los determinantes son diferentes de cero.
1J Coincidentes: si los determinantes son todos iguales a cero.

U Paralelas: si imicamente ¢l determinante denominador es igual a cero,

Rectas concurrentes. Si ocurre que:

|a.b.
a, b,

| 'bl

c2 2

L
4 o

#0, 0

;!ﬂy|

El sistema tiene una solucion que es el punto P(x, y)
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Ejemplo
Aplica el método de Cramer y determina la solucidn del sistema:

[4x—y=—9

3x+5y=-1

Solucion

Se aplica la solucién general
-9 -1 4 -9

el 5|_ﬁ_ﬁ__ yjs -1|_-4+27_23_

4 -1 2043 23 14 -1 20+3 23
s sl

Por tanto, la solucion es x =— 2, y =1, las rectas son concurrentes

Rectas coincidentes, Si ocurre que:
a b

a b

¢ b
o b

4 4
& G

o

El sistema tiene un conjunto infinito de soluciones, es decir, es un sistema de dos rectas coincidentes. Por tanto, el
conjunto estd formado por todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera de las ecuaciones del sistema dado.

Ejemplo
Aplica el método de Cramer y determina la solucion del sistema:
[ 2x-y=4
4x-2y=8
Solucién
Se aplica la solucién general

4 -1

‘8 —2|_—B+3_0 _
12 -1 —a+4 07" ]2 -1| -4+4 0
i = A

2 4
_ 14 8] _16-16_0

El sistemna son rectas coincidentes, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

Rectas paralelas. Si ocurre que:

a, b
a, b

=(), #0

q b'#ﬂy‘al L5
o b o

Entonces el sistema no tiene solucidn, es decir, el sistema representa rectas paralelas.
Ejemplo
Determina el conjunto solucion del sistema:

2y—y=5
=-0x+3y=2
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Solucién
Se aplica la solucidn general:
5 =1 2 5
_ 12 3] 1542 17 |-6 2| 4430 34
T2z 1] 66 0 [ 2 -1 66 0
-6 3 -6 3
Por consiguiente, el sistema no tiene solucién,
EJERCICIO 86
Determina la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de Cramer:
1 Ix-4y=15 4 Ix-8y=-13 7 S5a=-Tbh=10 10 2x=9y=3
U] —2x+3p=-12 Sy+2x=-19 " | 8b=-6a=-12 " |18x-8ly=-5
2 4m+9n=-35 5 Sp-gq=17 g 10m—-3n=19 1 Sx=1ly=-6
" | 3m-8n=18 " | -2p+3g=5 15m~24n=35 " | 40x-BBy==7
3 Ta-10b=-64 6 9x—-4y=8 9 Tu+2y==5 12 60p-259=15
5b+ 3a=19 " 6x=2y=3 =35u-10v=25 " -12p+59==3
U ‘erifica tus resultados en |a seccion de soluciones correspondiente
Sistema de dos ecuaciones que se reducen a lineales
Dado un sistema de ecuaciones con dos variables, éste se transforma a:
[a,x+b,y=q
ax+hy=c,
EJEMPLOS -
é_ 1 @+ Resuelve el sistema de ecuaciones:
E
S 2x+19=3( y-x)
2(x-5y)=5(y-5)-8y
Solucion
Se realizan las operaciones indicadas en cada ecuacidn y se simplifican.
2x+19=3( y-x) 2(x-5y)=5(y-5)-8y
2x+19=3y=3x 2x—10y=5y-25-8y
2Zx+3x-3y=-19 2x-10y-5y+8y=-25
Sx=3y=-19 2x=Ty==15
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
S5x=3y==19
2x=Ty==25
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Que se resuelve por algin método visto, por ejemplo, reduccidn.

(5x-3y=-19)(-2) Sx—3y=—19
(2x-7y=-25)(5) 5x-3(3)=-19
Z10x+6y=38 sx=f=-19
10x-35y=-125 5x=-19+9
=SS TR S5x=-10
=29y==R87 ~10
-8 B
-29 x==2
y=3
g ; 2x+19=3( y-x) [x=—2
Entonces, la solucidn del sistema es
% {2(x-5y]=5(y-5]—3y el
2 ®e-Determina la solucidn del sistema de ecuaciones:
Xy 1
10 5 4
2x 5
Zray==
7 03
Solucion
Para eliminar las fracciones se multiplica por el minimo comiin miltiplo de los denominadores de cada ecuacidn,
x y 1 2x 5]
— e — —_— 2 =—
[1054J(m] (3+y2(6]
20x_20y_20 Lx 30
10 5 4 2 2
2x-4y=3 4x+12y=15
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
2x—4y=5
4x+12y=15
y se elige algiin método de solucion, en este caso el de igualacion.
Ix—4y=5 4x+12y=15
2x=5+4y 4x=15-12y
s S+4y x=15—12y
2 4
Se igualan los despejes y se resuelve . 1 ) )
Iacouacién de primer grado; Se sustituye ¥y cualquier despeje:
5+4y 15-12y x=w
2 4 2
(4)(5+4y)=(2)(15-12y) 5,,4(1]
20+16y=30-24y - 4
16y+24y=30-20 2
40y=10 ED N
101 2 72
T *=3

(continia)
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Por consiguiente, la solucidn del sistema i"i_ 5 45 es{ 1
—+ly== "3
F. 2
3 ®e:Determina la solucion del sistema:
B9 52245
3 7
2(a- i
2(a-3) | _5-1
5 -5

Solucién

Se eliminan las fracciones al multiplicarlas por el minimo comim multiplo y se simplifican las ecuaciones.

a+5 b+5
—+b=———+3
3 7

(sl

+{(21)( b]=w+( 3)(21)
7(a+5)+(21)( b)=(3)(b+5)+(3)(21)
Ta+35+21b=3b+15+63
Ta+21b=3b=15+63-35
Ta+18h=43

(21)(a+5)
3

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

Ta+l
2a=b

|

2 a-3)+5=1(b-1)
2a-6+5=b-1
2a-b=-1+6-5
2a-b=0

8h=43
=0

Que se resuelve por algin método visto, por ejemplo, sustitucion.

De la segunda ecuacidn se despejaa b.

2a-b=0
2a=h

Luego, si b=2a entonces b=2(1)=2

a+s

Lot

+b +3

=]

Por tanto, la solucién del sistema

Se sustituye h=2a de la primera, y se resuel-
ve la ecuacion de primer grado.
Ta+18b=43
Ta+18(2a )=43
Ta+36a=43

43a=43 — a=E

43
a=1
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4 ®s#:Determina la solucién del sistema:

Solucion

3 ae-1)=

Sislemas de ecuaciones

5v§x+1=2(2-f§x+w5y]

Y

Se resuelven los productos indicados de cada ecuacidn y se simplifican:

5~J§x+1=2( Zﬁx+ﬁy]

NE]| J?;x—l]=z[ -%]

543x+1=43x+2./2y . "
5\3x-43x-22y=-1 (‘E] ""Eﬂ}"T
VIx-242y=-1 (V3] x-f-zy-z‘h
3x—v’_=2y—v’_
Ix=2y=3=42
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
{ﬁx-zﬁy=-1
=2y=\3-42
Que se resuelve por alglin método visto, por ejemplo, Cramer,
¢, b -1 2.2
cle b _|V3-2 -2 | (-1)(-2)- (J3 V2)(-2v2) 242.6-4
|a b.| Js ~22 (V3)(-2)-(3)(-2v2)  -23+6\2
& -2
_2J6-2 _ AV6-1) 61 3V2+43
6V2-2J3 2(32-43) 3/2-43 3243
_32./6 +3V6-3V2-V3 6/3+3V2-3J2-13
(a)-(5)
A\
153
a5 V3 -1
yolo el |3 2|_(B)(3-V2)-(3)(-1)
a b ‘J’ -zJ_ (V3)(-2)-(3)(-2v2)
a, b
_3-J34243  6-J6 62423
T-23+642  642-243 6424243

Finalmente, la solucion del sistema es x=—"—

_36,2 +12\3-6/612-2V63

(s2] (23]

_36\2+12{3-12J3-6V2 _30\2_\2
72-12 60 2
Vi 2
sy ?
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5 @+ Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones ; 3

Solucién
Se multiplica la primera ecuacidn por 3

E+§=3—13 — E=—ll:] — I=i=—l
X X X

Luego se sustituye el valor de x=-%.¢nlaecmciém J—lc+i= 1 y se obtiene el valor de la otra variable.

l+l=1 - L+l=1 — —2+l=1 - l=3 — y=l
Xy (_1] v v y 3
2

1

i . 1
Por tanto, la solucidn al sistema de ecuaciones es x=—5 ; y=§

6 ®+ Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones fﬂ

Solucion
El sistema se representa de la siguiente forma:

z[l]+3[l]=11
x Y
10(1]-2[1]=-13
x ¥
Se propone un cambio de variable:

1 1
Sea Ry v=; , entonces se obtiene el sistema de ecuaciones:

2u+3v=11
10u=2v==13

Que se resuelve por algin método visto.

Las soluciones del sistema son: u=—%;v=4
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Luego, los resultados se sustituyen en los cambios de variable, para hallar el valor de x y y.

; 1
R TEL 3 entonces:

51 v=4 entonees:

1 1
= y=—
x ¥y
1 1
sl d, 4=l
2 x ¥
-x=2
B 5 (4)(y)=1
!
d 4
Por consiguiente, la solucidn del sistema es:
x==2
ad
Y3
7 ®e-Utiliza el método de Cramer para resolver el sistema: a b .
2ax-22 = g2
Solucion
Se aplica la solucién general,
; 1
b
a b s P [ az] : 1 28 a° 28 o
¢ Ll @5 He) ;) 2o e
e b
L b, " bl_ bz _ _.5; b__ b b
@ & 12 1 [l _a _(ga][l I
a b| |[a b a b b ab b b b
2
2a 2
b
34
)
_3a  (-3a)(b)
b
1
a, G‘ ; 2 (l)(az)_(za](zl az i 02—4122
y=a2¢‘,=2aa2= a :—az a
o b [L 1 (1)_£ -(Za](l) & % _a_
a b| |a b a b b) ab b b b
2
2a i
b
3
A 2
3 Cad(a) -3
b
Finalmente, la solucion del sistema de ecuaciones es:
x=a
y=b
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EJERCICIO 87

Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones:

e

x=y=3
2y=5+x

b=a+7
3a=2h-17

i

—7m=2( 3n +13]
{’J"n= 2(m-5)

4 7(x+5)+21y=3(y+5)+63
" 2(x-3)+5=y-1

3(m+2)-2(n-4)=2n+m
{2( n—l]—m=n

o

: 'JEI—\"E}EZ
V3x++2p=5

Lo

9
+y=—
x+y 10
S5x=2y+1

10.

11.

12,

13,

14,

15,

16.

U \erifica tus resultados en |a secclon de soluciones correspondlente

o)
=
—

il+2y+5=
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18,

19,
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Sistemas de ecuaciones

* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los sistemas de ecuaciones lineales son una herramienta importante para la resolucion de problemas que involucran
amds de dos variables, cuya aplicacidn es frecuente en la economia, la administracidn, la fisica, etcétera.

En una tienda departamental ponen en oferta camisas y pantalones que estin fuera de temporada. El primer dia se
vendieron cinco pantalones y sicte camisas, para totalizar $1060, ¢l segundo dia de ventas se invirtieron las canti-
dades y se ganaron $1100. ; Cuél fue el precio de un pantalén y de una camisa?
Solucion
Se plantea con dos variables los precios de los articulos:
x: precio de un pantaldn.
y: precio de una camisa,
Con los datos del problema se plantean las ecuaciones simultineas:
Se multiplica el mimero de objetos por el precio de cada uno de ellos y la suma serd la cantidad de las ventas,

Sx+7y=1060
Tx+5y=1100

Esta ecuacion se resuelve por cualquiera de los métodos anteriores, en este caso por el de reduccidn:

= 35x—49y=-7420

35x+25y= 5500

—24y=-1920
-1920
24

B0

Se sustituye y = 80 en cualquiera de las ecuaciones originales y se obtiene x,

Sx+ Ty=1060

Sx + 7(80) =1 060

Sx+ 560 =1 060
1 060 - 560
r=—

5

Por tanto, el precio de un pantalén es de $100 y el de una camisa de $80

=100

Al revisar sus facturas de pago, el sefior Méndez se percata de que la empresa de mensajeria y paqueteria La Palo-
ma, le cobrd $1 924 por un envio que en total pesaba 29 kilogramos, entonces pide a su secretaria aclarar cudnto le
cobraron por paquete, La compaiiia aclaré que por los paquetes que envid a Monterrey cobrd a $92 por kilogramo
¥ por los que mandd a Pachuca $30 el kilogramo, ; Cuéntos kilogramos enviaron a cada ciudad?

Solucion
Se plantea con dos variables los datos que se deben encontrar:

x:cantidad de kilogramos que se mandaron a Monterrey
y: cantidad de kilogramos que se enviaron a Pachuca

En total se mandaron 29 kilogramos, entonces,
x+y=29
Luego, si por cada kilogramo que se envi6 a Monterrey y Pachuca se cobré $92 y $30, respectivamente,
92x +30y=1924
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entonces, el sistema es:
x+y=21
92x + 30y = 1924
el cual se resolvera por el método de sustitucidn:
despeje de x sustitucién de x =29 —y en 92x + 30y =1 924
x+y=29 92(29 - y)+30y=1924
x=29-y 2668 - 92y +30y=1924
- 62y=1924 -2 668
sliehl
—62
Al sustituir y =12 en la primera ecuacion,
x+y=129
x+12=29
x=29-12
x=17

Por consiguiente, se mandaron 17 kilos a Monterrey y 12 a Pachuca.

EJERCICIO 88

10.

11.

12,

Resuelve los siguientes problemas:
1.

2,

Encuentra dos nimeros positivos cuya suma sea 225 y su diferencia sea 135

Si dos dngulos son suplementarios, su suma es de 1807, si la diferencia entre dos dngulos suplementarios es 100°,
¢cudl es el valor de cada dngulo?

1
. La diferencia de dos mimeros es 30 y z de su suma es 26, Determina los niimeros,

. Encuentra dos nimeros, cuya diferencia de sus reciprocos sea 2 y la suma de sus reciprocos sea 14.
. En un parque de diversiones 6 entradas de adulto y 8 de nifio cuestan $880 y 4 entradas de adulto y 5 de nifio, $570,

Jcudl es el precio de entrada por un adulto y por un nifio?

. Una coleccién de monedas antiguas de $5 y $10, suman la cantidad de $85. Si hay 12 monedas en total, jcudntas

monedas de $10 hay?

. El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 48 cm, cada lado igual excede en 9 cmal largo de la base. Determina las

dimensiones del triangulo.

. Una agenda electrénica y un traductor cuestan $1 300. Si la agenda electronica tiene un costo de $200 més que el

traductor, jcudnto cuesta cada articulo?

. El hermano de Antonio es 3 veces més grande que él, hace 3 afios su hermano era 6 veces més grande que Antonio,

Zcudles son sus edades actualmente?

2
Los = de la suma de 2 mimeros es 92 y los % de su diferencia es 3. Encuentra los niimeros,
Carlos y Gabriel fueron al supermercado a comprar lo necesario para una reunidn con amigos del colegio, llevaban
un total de $500 para gastar. Carlos gastd dos terceras partes de su dinero, mientras que Gabriel tres quintas partes,
regresaron a casa con un total de $180, ;cuanto llevaba cada uno al ir al supermercado?
Dividir el niimero 550 en 2 partes, tales que si de los 3 dela primera se resta :} de la segunda, se obtiene 160,
eudles son las partes? s
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13,
14,

15.
16.
17.
18.
19,
20,

21,

U Merifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente

Sistemas de ecuaciones

El cociente de 2 nlimeros es 5 y su diferencia es 56, ;jcudles son los mimeros?

La suma de 2 niimeros es 52, su diferencia, dividida entre el menor da 5 como cociente y 3 como residuo, jcudles
son los mimeros?

Si al dinero que tiene Alejandra se le afiaden $30, tendrd el triple de lo que tiene Beatriz, y si a Beatriz se le agregan
$10, tendri la mitad de lo que tiene Alejandra, ;cudnto dinero tiene Alejandra y Beatriz?

Una lancha viajé corriente arriba 36 km en 4 horas. Si la corriente hubiese sido del cuddruplo, el viaje lo hubiera
hecho en 6 horas, jcudl es la rapidez de la lancha y de la corriente?

Un granjero posee cierta cantidad de animales, entre gallinas y borregos, de tal forma que al sumar el mimero de
cabezas el resultado es 44 y la suma de las patas es 126. ; Cudntas gallinas y cudntos borregos tiene?

El mismo granjero al comprar los borregos y las gallinas pagé un total de $6 450. Después y al mismo precio, adquirié
10 borregos y 14 gallinas, por los cuales pagd $3 420, ;cudl es el costo de cada borrego y cada gallina?

Un vendedor de libros de ciencias vendid tres de geometria analitica y 5 de dlgebra lineal en $870. Al dia siguiente,
vendio 2 de geometria analitica y 3 de dlgebra lineal en $540, ;cudl es el precio de cada libro?

¢ Cudntos litros de una solucién al 6% y cudntos de otra al 30% se deben mezclar para obtener 50 litros de una nueva
solucion al 12%7

Un mexicano especialista en mezclas de café desea exportar el grano en bolsas que contengan un kilogramo, Debe
combinar granos de los estados de Chiapas y Veracruz, El costo por kilogramo de estos tipos de café es $30 y $24,
respectivamente. Si la bolsa cuesta $25.50, ;qué cantidad de cada café lleva dicha mezcla?

Métodos para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables

Para resolver un sistema de este tipo, se pueden utilizar los mismos métodos empleados para resolver los sistemas de
dos variables, aunque se recomienda emplear el de reduccidn y de Cramer.
El sistema puede tener solucion tinica, conjunto infinito de soluciones o no tener solucidn,

Reduccion (suma y resta)

Se procede de la misma forma que en los sistemas de ecuaciones con dos variables, es decir, se toman dos de las tres
ecuaciones y se elimina una de las variables. Posteriormente, se toma cualquiera de las ecuaciones que se eligieron y
en la que no se utilizd se elimina la misma variable, de tal manera que se obtienen dos ecuaciones con dos variables;
al hallar la solucién del sistema se determina el valor de las dos variables, después se sustituyen en cualquiera de las
tres ecuaciones originales, para obtener la tercer variable,

Determina la solucidn del sistema de ecuaciones:
2x-3y-5z=-19
Ix—-4y+z==12
x+y+z=0
Solucion
2x—3y—5z=—19-—————= (1)
Ix—dy+z=—F ——————m (2)
xty+z=6 ——————— (3)

(continia)
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(continuacidon)
Se toman dos ecuaciones, por ejemplo la ecuacién (1)y(2) y por el método de eliminacidn se elimina x.

(2x=3y-52=-19)(-3) _, —6x+9y+152=57
(3x-dy+z=-2)(2) 6x-By+ 2z=-4

y+172=53=—=—= (4)

Se toman las ecuaciones (1)y(3 ), se elimina x y se obtiene la ecuacién ( B )

(2x-3y-52=-19)(1) - 2x-3y-5z=-19
( x+y+z=6)(-2) -2x-2y-2z=-12
—5y—Tz==31————— (B)

Conlas ecuaciones ( 4 )y( B ) el sistema resultante es:

y+172z=53
=5y=Tz==31
Se resuelve el sistema que resulia Se sustituye el valor de z =3 en las ecuaciones
de las ecuaciones (4 )y( B). { 4) 0 (B) para determinar el valor de y.
(y+17z=53)( 5) i Sy+852=265 y+17z=53
(-5y-72=-31)(1) = =5y-7z=-31 y+17(3)=53
y+51=53
78z=234 B
y=53-51
234
=— y=2
78

z=3
Los valores z= 3, y =2, se sustituyen en cualquiera de las tres ecuaciones originales.
X+y+z=6 = x+2+3=6
x+5=06
x=6-5
x=1

Finalmente, la solucion del sistemaesx=1,y=2,2z=3

2 @+ Resuelve el siguiente sistema:

2x+3y=-1
Solucion
X  +2z=6-———————— (1)
y-5z==17——==—=~ (2)
2x43y  =-l-——————- (3)
Se toman las ecuaciones (2 )y(3) y se elimina a y.
(3y-5z=-17)(-1) o —h5z=17
(2x+3y  =-1)(1) 2x+3y  =-1
2x  +5z=16—-————- (4)
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Se toman las ecuaciones (1) y( 4 ) y se resuelve el sistema:

x+2z=6
2x+5z=16
(x+2z=6)(-2) —Zy—dz==12 El valor de z =4 se sustituye en cualquiera de
(2x+52=16)(1)  _ 2x+5z=16 las ccuaciones (1) o( 4)
x+2z=6
&= x+2(4)=6
x+8=6
x=6-8
x==2

Para hallar el valor de v, se sustituye z=4, en la ecuacién ( 2 )
3y-52=-17
3y-5(4)=-17
3y-20=-17
Iy=—17+20

3y=3
y=
y

x
y
z
3 @+ Determina el conjunto solucion del signiente sistema:
{lr—Sy— 4z=5

— |

Por tanto, la solucidn del sistema es:
-2

1
4

Sx—4y-2z=4
6x=9y=12z=5

Solucién
2x=3y-4z=5-——----== (1)
Sx—dy-2z=d4———————— (2]
6x=9y=12z=5-—--eu-= (3]

Se toman las ecuaciones (1) y( 2) y se elimina x.
(2x-3y-4z=5)(-5) _, —10x+15y+20z=-25
(5x-dy-2z=4)(2) 10x— By— 4z=8

Ty+16z==17-——————- (4)
Se toman las ecuaciones (2 )y (3 ) y se elimina x,
x—4y-2z=4 | - -30x+24y+12z=-24
(5x-dy-2z=4)( -6) . y
(6x-9y-12z=5)(5) 30x-45y-60z=25
—2ly-d8z=l——————— (B)
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(continuacidon)

Con las ecuaciones ( 4 )y( B ), se resuelve el sistema de ecuaciones que se forma;

Ty+16z=-17
=2ly-48z=1
(7y+162=-17)(3) _  21y+48z=-51
(-21y-48z=1)(1) =2ly-48z=1

ly+ 0z==50

No hay solucidn para la ecuacién Qy+0z=-50 , por tanto, el conjunto solucién es vacio.
4 ®+-Determina el conjunto solucion del sistema:

Ix=5y+2z=6
x=3y-4z=5
6x—=10y+4z=12
Solucion
3x-Sy+2z=6————————— ( 1]
x=3p—dz=5— e — - (2]
6x-10p+4z=12——————— (3)

S toman las ecuaciones (1)y(2 )y se elimina x.

(3x-5y+22=6)(1) _,  Ix-5y+22=6
( x-3y-4z=5)(-3) =3x+9y+12z=-15
4y+14z==9mm mmmmm (4)
Se toman las ecuaciones (2)y( 3) y se elimina x.
(x-3y-4z=5)(-6) _ -6x+18y+24z=-30
(6x-10y+4z=12)(1) 6x-10y+ 4z=12
By+28z=—18——————— (B)
Se resuelve el sistema que forman las ecuaciones ( 4 )y( B).
4y+14z==9
By+28z=-18
(4y+14z=-9)(-2) = -8y-28:=18
(8y+282=-18)(1) ~ _By+28e=-18
Oy+0z=0

Por consiguiente, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones,

5 @+ Resuelve el sistema:
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Solucién
Se eliminan las fracciones de cada ecuacion al multiplicar por el minimo comin miiltiplo de los denominadores.
(g-i_y-l;%)( 17) =5 2y=9y—10z=B4===mmnin (1)
x y z 13
(E—E—E=§)(6] = x=2y=-3z=13 mm—m—————— {2]
(%+%—§=?]{4] - 6x43y-2z=—14——mm (3)
Se toman las ecuaciones (1)y(2 ) yse elimina x,
(2x-9y-10z=54 )( -1) —y ~2x+9y+10z=-54
( x-2y-3z=13)(2) 2x-4y- 62=26
Sy+dz=—28——————- (4)

Se toman las ecuaciones (2 )y( 3 ) yse elimina x.

( x-2y-3z=13)(-6) _, —Ox+12y+18z=-78
(6x+3y-22=-14)(1) 6x+ 3y— 2z=-14
15+ 162==92 == === ==~ (:B]

Se resuelve el sistema de ecuaciones entre (A )y( B)

Sy+dz=-18
15y+162z==92
(Sy+4z=-28)(=3) _ —15y-120=g4 Dl valor dozsc sustituyc en cualquicra de las
(15y+16z=-92)(1) 15y+16z=—92  dos ecuaciones.
h__Jh_;;;:EA Sy+4z==28
Sy+4(-2)=-28
=3 5y-8=-28
! S5y=—28+8
ik S5y==20
20
IS
y=-4

Luego los valores de y=-4,z=-2 se sustituyen en cualquiera de las tres ecuaciones originales, para hallar el

valor de x,
x=2y=-3z=13

x-2(-4)-3(-2)=13
x+B+6=13
x+14=13
x=13=14
x=-=1

Por tanto, la solucidn es:

x=-1
ks

z==1
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Determinantes
Un determinante de tres por tres es un arreglo rectangular de niimeros de la siguiente forma:
al ﬂ2 aJ

b b b
4@ 6 6

Para hallar el determinante de un arreglo rectangular de nimeros de la forma anterior, se repiten los 2 primeros
renglones y su solucion esté dada por:

& =( @b, -¢;+ay-b; ¢ +a; by ¢, ]_( @ - -¢;+a by e a0 b, 'cl]

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres variables de la forma:

ax+b,y+c,z=d,

ax+by+cz=d,
ax+by+c,z=d,

Se aplican las siguientes formulas:
dl lbl cl al dl cl al lbl dl
dz b! c2 a'Z d2 cZ a! lb2 dz
r= dS b.l c3 s y= a; dS c‘i : = a3 'b3 d!
a b ¢ 4 b ¢ a b ¢
a4 b, ¢ a b, g a b, ¢
a b ¢ a; b o a b o
Ejemplo
Determina la solucion del siguiente sistema de ecuaciones por el método de Cramer,
3x+2y—z=12
x=y+4z=19
Sx-3y+z=8
Solucion
Se aplican las formulas y se hallan los determinantes,
12 2 -1
19 -1 4
12 2 -1 [g 53

19 -1 4| |12 2 1
8 -3 1| 19 -1 4| (-12+57+64)-(38-144+8) 207

x= = == = =3

3 2 -1 |3 2 -1 (-3+43+40)—(2-36+5) 69
1 -1 4f |1 -1 4

F-31
5 =3 1 4 i
1 -1 4
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312 -1
119 4
3 12 -1 58 1
1 19 4 312 -1
Is 8 1| 119 4 =(57—8+24ﬂ]—(12+9ﬁ—9§]=ﬁ=4
T3 2 S| |3 2 -1| (-3+3+40)-(2-36+5) 9
1 -1 4f |} -1 4
5-3 1
5 =3 1 3 37
1 -1 4
3 212
1 -119
i 2 12 5.3 8
1 -1 19 3 212
L5 =3 8| |1 -119] (-24-36+190)-(16-171-60) 345
13 2 -1] |3 2 -1 (-3+3+440)-(2-36+5) 6
1 -1 4f (1 -1 4
5 =3 1
5 =3 1 302 -1
1 -1 4
x=3
Finalmente, la solucidn del sistema de ecuaciones es: < y=4
z=5
EJERCICIO 89
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
Ax—y+5z=16 dn-2m-3r=1 m+r=8
1. yx=6y+2z=-9 5. ym+3n-5r=—4 9. §2n=3r=3
3x+4y-z=32 Im=5n+r=0 2m+3n-4r=19
3__+1=T
d—e=4f=-4 ‘f fl’ ‘13 J:=2(1+2y]—92
2. {2d+2e+f=11 6, {—+———=5 10, {y=2(2z-x)-13
d+e+3f=13 4.5 ¢ z=2(y+4)+3x
Z_Z4fomn
a b
x=2y+3z=10 Ix=-2y+z=16 x=y+z=4
3, {2x+y-6z=1 7. 42x+3y-Bz=2 11, $2x+y-z=5
4x—-2y-9z=15 x=y+3z=14 x+3y—4z=-5
2e2om
—z= = a c
3x+5y-z=4 a+bh=3 1. 1.3
4, 410y=6x-3z=1 B. ya—c=8 12, $—+—+—=7
4z-15y+9x=~—1 b-2c=4 4.8
———+-=8
a b c

U Merifica tus resultados en la seccldn de soluciones correspondiente
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Tres profesores compraron libros: uno de ellos pagd $845 por 3 de dlgebra, 5 de geometria analitica y 2 de cilculo
diferencial; otro pagd $580 por 2 de geometria analitica, 4 de dlgebra y uno de célculo diferencial; el iltimo de
ellos pagd $605 por uno de dlgebra, 3 de geometria analitica y 3 de célculo diferencial. ;Cudl es el precio
de cada libro?

Solucién

Sea x: costo del libro de algebra
y: costo del libro de geometria analitica
z: costo del libro de célculo diferencial

Ix +5y+2z =Ba5........ (1)
El sistema de ecuaciones que resuelve el problemaes: {4x + 2y + z = 580.......( 2)
x + 3y +3z = 605........ (3)
Se aplica el método de reduccidn para eliminar z
Al multiplicar por - 2 la ecuacion ( 2 ) Al multiplicar por —3 la segunda
y sumar conla ecuacién ( 1) ecuacion y sumar la ecuacion ( 3 )
—Br—dy-2z=-1160 - 12x-6y-3z=—1740
3x+5¢+2z= B4S x+3y+3z= 605
-5x+ y = =315 - 1lx-3y =-1135

Se realiza un nuevo sistema con las ecuaciones resultantes;

3(=5x+ y=-1315)

= 1lx-3y=-1135
= 15x+3y=- 945
= 1lx-3y=-1135
—26x ==2080
-2 080
g
-26
x=80

8i x = B0, entonces
-5(80)+y=-315—>-400+y=-315— y=-315+400=85
$ix = 80, y = 85, por tanto

3(80) + 5(85) + 2=z = B45 — 240 + 425 + 2= =845 —» 2= =845 — 240 — 425
_ 845-240-425 _

> 90
Por consiguiente, el libro de dlgebra tiene un precio de $80, el de geometria analitica de $85 y el de célculo
diferencial cuesta $90
EJERCICIO 90

: Resuelve los siguientes problemas:

1. José comprd cierto dia 3 paletas, 5 helados y 2 dulces, por todo pagd $28. Al dia siguiente, adquirid 4 paletas,
3 helados y 5 dulces con $25 y el 1iltimo dia, vna paleta, un helado y un dulce que le costaron $7. ;Cuil es el costo
de cada golosina?

(R R )

208



EJEMPLOS

Ejemplos

U \erifica tus resultados en |a seccién de soluciones correspondiente

CAPITULO 8§

Sistemas de ecuaciones

2. Miguel, Fabidn y Juan Carlos cierto dia fueron a comprar ropa. Miguel compré 3 camisas, 4 pantalones y 3 playeras;
Fabidn, 5 camisas, 3 pantalones y 4 playeras y Juan Carlos, 2 camisas, 6 pantalones y una playera. Si pagaron $4 100,
$4 600 y $4 000, ;cudl es el precio de cada prenda?

3. Eduardo, Hugo y Arturo fueron a comprar ropa. Eduardo se comprd 3 playeras, 2 pantalones y 5 pares de calcetas y
pagd $1 710. Hugo adquirié 2 playeras, 3 pantalones y 4 pares de calcetas con $2 090 y Arturo, 4 playeras, 2 panta-
lones y 3 pares de calcetas por $1 730. ;Cuél es el precio de cada articulo?

4. Un nimero estd formado por 3 digitos, el digito de las centenas es la suma de los otros dos, la suma de las decenas

y centenas es igual a 7 veces las unidades. Determina el nimero, de tal manera que si se invierten los digitos, la
diferencia sea 594.

Descomposicion de una fraccion algebraica en suma de fracciones parciales
Al realizar una suma de fracciones se obtiene la simplificacidn de la misma, por ejemplo:

2 1 ~ 2(x+2)+1(x+3)  2x+4+x+3  3x+7
x+3 x+2 (x+3)(x+2) T X #3x+2x+6 X +5x+6

Sin embargo, en ocasiones es necesario descomponer una fraceién como la suma de sus fracciones parciales, esto
es, realizar el proceso inverso,

P
Caso L Una fraccién de la forma L] donde el grado de P(x) es menor que O(x) y

Q(x)

O(x) = (x + x)(x +x;) -..."(x + x,), y ninguno se repite, se puede descomponer en la suma de las fracciones par-
ciales como sigue:

P(x) A B, . Z

Ix+1

—_ -

~ 7}, ®s Expresa B 1 como una suma de fracciones parciales.
x

Solucién
Se factoriza el denominador y a cada factor lineal le corresponde una constante como numerador:
Ix+1 Ix+1 A4 B

X¥-x-6 (x=3)(x+2) B :c—3+:¢:+2
Se desarrolla la suma de fracciones

3x+1 A(x+2)+B(x-3)

(:c—3](x+2] (J.'— 3](:c+2]

Para que se cumpla esta igualdad se igualan los numeradores, el resultado es el siguiente:

3x+1=A(x+2)+ B(x-3)
Ix+1=Ax+24+ Bx-3B

Al agrupar los términos que contienen x y los independientes, resulta:
3x+1=x(4 +B)+24 - 3B
(contimia)
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AlGEBRA

(continuacidon)
A+8B=173

24-38=1 que al resolverlo da como

Entonces se genera un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,
resultadod =2y B=1

Por tanto, la fraccidn como suma de parciales es:

Ix+1 2 1
R A e e R 1o e
' -x-6 x-3 x+2
2 ®e-Expresa % como una suma de fracciones parciales.
X +3x" +2x
Solucion

Se descompone en factores el denominador de la fraccion:

x+4 _ x+4
e+ +2x x(x+2)(x+1)

A cada denominador le corresponde una constante como sigue:

x+4 A4 B G

x(x+2)(x+1) - ;+x+2 +x+1

Se resuelve la suma de fracciones

x+4 _ A{x+2)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x+2)
x(x+2)(x+1) a x(x+2)(x+1)
Los numeradores se igualan:
x+4 = A(x+2)(x+1)+ Bx(x+1)+ Cx(x+2)
x+4 = A(x*+3x+2)+ Be(x+1)+Cx(x+2)
x+4 = A" +34dx+ 24+ B + Bx+ Cx” +2Cx
Se agrupan términos semejantes:
x+4 = X (4+B8+C)+x(34+B+2C)+24
A+B+C=0
Al igualar los respectivos coeficientes, se obtiene el siguiente sistema, {34+ B+2C=1
24=4

El cual se resuelve y el resultado es: 4=2, B=1y C==3
Por tanto, la fraccion expresada como suma de fracciones parciales es:

x+4 Z 1 3

x(x+2)(x+1) Tx x+2 x+1

2
3 @+ ;Cuil es la descomposicion en fracciones parciales %
Solucién
Se descompone el denominador:

4x* =2x+1 _ 4x?=2x+1 _ 4x =2x+1
4x’ =x x(4x=1)  x(2x+1)(2x-1)
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Sislemas de ecuaciones

acada factor del denominador le corresponde una constante de la siguiente manera:

4x’-2x+1 A B
x(2x+1)(2¢-1)

Al resolver la fraccion del lado derecho:

C
——
x 2x+1 2x-1

ax*-2x+1  A(2x +1)(2x—1)+Bx(2x - 1)+ Cx(2x+1)
x(2e+1)(2x-1) x(2x+1)(2x-1)

Al igualar los numeradores se obtiene:

4x" =2x+1=A(2x +1)(2x -1) + Bx(2x -1)+ Cx(2x +1)
4x" =2x +1=A(4x" =1)+ Bx(2x - 1)+ Cx(2x+1)
4x* =2x+1=44x" = A+ 2Bx" = Bx+2Cx" + Cx
Al agrupar términos semejantes, se determina que:

4x’—2x+1=x"(44+2B+2C)+ x(-B+C)-4

44+2B+2C=4
Al igualar los coeficientes se obtiene el siguiente sistema, {—8+ C=-2
Este sistema de ecuaciones se resuelve por cualquier método algebraico, del cual resultardn los siguientes valores,
A=-1, B=3y C=1, por tanto, la descomposicion de fracciones parciales es:

4:’—2x+1=1 3 1

i +
4x* —x x 2x+1 2x-1

Caso IL. Una fraccién dc la forma £.)

o(x) donde el grado de P(x) es menor que O(x) y

Ox)=(x +x,)'(x +x,)" -...-(x + x,)", todo factor que se repite n veces, se descompone en la suma de fracciones par-
dales como sigue:

A i B % ¥4

(x+x) (x+x) 7 (x+x)

EJEMPLOS

8 x+x-1

o 1 ®e Expresala fraccion: T como una suma de fracciones parciales.

E

S

L

Solucion

Se descompone el denominador en factores:

2+x-1

X 4x-1
el ex

_xt+x-1
J\':(:c:2 +2x+ l] x(x+ 1]2

(continia)
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{continuacion)
A cada denominador le corresponde una constante como numerador:

x'+x-1_4 B (o}

©(x+1)) X x4+l (x41)

Se resuelve la suma de fracciones:

Pex=1_ A{x+1) +Bx(x+1)+Cx
x(x+1) - x(x+1)

Se igualan los numeradores:
¥ ax-1= A(I2+2r+1]+.ﬂ(r2 +x]+at
Al agrupar términos semejantes se determina que:
x*+x-1=x(4+B)+x(24+B+C)+4

A+B=1
Se igualan los coeficientes de ambos lados para obtener el siguiente sistema, {24+ B8+ C=1
A==1

Que al resolverlo por cualquier método, da como resultado: A== 1, 8=2y C= 1, por tanto, la descomposicién
en fracciones parciales es:

X +x-1 1 2 1

F+2xi+x x I+1+(x+1]2

N ; : 8+ 3x—x’
@+ ;Cuiles Ia fr
2 ®-;Cuéles la descomposicién como una suma de fracciones parciales de ———-5— >
Solucién
Se descompone el denominador:
B+3x—x* B+3x-x'

21+ 205 +12  (2x43)(x+2)

A cada factor lineal le corresponde una constante como numerador,

B+3x-x* A . B+ C
(2x+3)(x+2)  2x+3 x+2 (x+2)

Al resolver la suma de fracciones parciales resulta que:

B+3x-x'  A(x+2)'+B(2x+3)(x+2)+C(2x+3)
(2x+3)(x+2)] (2x+3)(x+2)°
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Ahom, al agrupar términos semejantes,

Se desarrollan los productos e igualan los numeradores:

Sislemas de ecuaciones

8+3x—x" = A(x" +4x+4)+ B(2x* +Tx+6)+ C(2x+3)

B+3x—x" = x*(4+2B)+x(44+7B+2C)+44+6B+3C

A+2B=-1

Se igualan los coeficientes de ambos lados para formar el siguiente sistema, {4.4 +7B+2C=3

44+6B+3C=8

Que al resolverlo por cualquier método se determina que: 4 =5, B=—3 y C=2, por tanto, la descomposicidn en

fracciones parciales es:
8+ 3x—x? __5 3 . 2
2 +11x" +20x+12  2x+3 x+42 (x+2)
EJERCICIO 91
Descompan en suma de fracciones parciales las siguientes fracciones
. Sx+1 - a4x* +7x-12
" (x+1)(x-1) " x(x+2)(x-3)
29x - 56 1 2% +Tx+14
" (3x-T)(2x-3) " (x+1)(x-2)(x+4)
3 8 i 3 -5x-17
" (5x-4)(5x+4) " (x+3)(x-2)
x=12 15 16x* —48x+15
" (x+2)(x-5) T2’ =7x +3x
- 2 -
5. 219 4x 16. Ox +=:x 4
x?=11x+28 X +x=-2x
§ 2(2x+7) 17, 30— 30x-29x’
Toaxt =1 T 6x% +5x% =6x
5 _2x#5 18 2x" —6x-26
" xtH5x+6 x4 2x-5x-6
Sx=13 4x" +9x +11
8, —/———— 19, ———
6x +13x -5 2y —x =5x-2
Sx+1 -
d 12+ x—x* 4 X +32x" +3x+1
o 11(x+3]2 2, =% 1;: +5;'c 1
14 = 3x = 2x X =3x " +3x =x
1. 23;_5 7. ‘21:’—,:01:
9x" —12x+4 x —18x +81

U Merifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente
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P
Caso IIL Una fraccién de la forma Ej donde el grado de P(x) es menor que O(x) y O(x) contiene factores de
segundo grado y ninguno de ellos se repite, entonces se puede descomponer de la siguiente manera:

P(x) _ Ax+B +_Cx+D | Myt N
O(x) a+bx+c ax’+bx+g ax +hx+c,
EJEMPLOS ‘
2 . . g . 4xX'+6
5. 1 @ Exprosa como una suma de fracciones parciales la siguicnte exprosion: ———
E
i.%‘ Solucién
Se factoriza el denominador:

4x’+6  4x’+6
£+ xl:x’ +3]

El denominador se conforma de un factor lineal y un factor cuadritico, entonces la suma se representa como:

4x* +6 _A Bx+C
x(f+3] x x'+3

Se resuelve la suma de fracciones y se igualan numeradores:

4x'+6 _ A (BxsC)_Ax +3)+(Bx+C)x
xl:f+3] x xXr+3 x(x2+3]
A7 + 6= A +3) + (Bx + C) (x)
4+ 6=A"+34+ 8B+ Cx
45 + 6 =x(4 + By + Cx + 34

Para que se cumpla la igualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces se forma el siguiente sistema
A+ B=4
C=0 ,quealresolverse da:4=2, B=2y C =0, por tanto, la descomposicién en fracciones parciales es:
34=6
4 +6 2 2x+0 2 2x
3 ==t =—+-3
x +3x x x+3 x x +3

3 z
2 ®e-Descompon en una suma de fracciones parciales la expresion: 4" —11x" +17x
(o =3x+1)(x* +2)
Solucién

El denominador contiene tinicamente factores de segundo grado, por tanto, las fracciones parciales quedan de la
siguiente manera:
4x’-1Ix" +17x Ax+B  Cx+D

(x’ —3J:+1]|[x2 +2] T A+l 242

Alresolver la suma de fracciones e igualando numeradores se obtiene:

4x* =117 +17x = (4c+B)(x* +2)+(Cx+ D)(x* -3x +])
4 =117 +17x = Ax* +24x + Be® +2B +Cx* - 3Cx* +Cx + Dx* - 3Dx + D
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Se agrupan términos semejantes:
4x* =11x" #17x = x*(4+C)+x"(B=-3C+ D)+ x(24+C-3D)+2B+D

Para que se cumpla la igualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces:
A+C=4
B=-3C+D=-11
24+ C-3D=17
28+ D=0

Al resolver el sistema de ecuaciones se determina que: 4=1,8=2,C=3yD=-4
Por tanto, la descomposicidn en fracciones parciales es:

4x’ -1l +17x x+2 +3x—4
(x* = 3x+1)(x* +2) T xi-3x+l X +2

P i
Caso IV, Una fraccién de la forma % donde el grado de P(x) es menor que O(x) y O(x) contiene factores de
segundo grado y alguno de ellos se repite, entonces a cada factor de la forma: (ax’ + bx + ¢)" le corresponde una suma
de fracciones:

Ax+B + Cx+D M+ N
{axz+hr+c]' (ar2+bx+c]'_' ax’+bhx+e

Ejemplo
'k x’ +dx +6x+3
B +2xix

Expresa en suma de fracciones parciales la siguiente:

Solucion
Al factorizar el denominador se obtiene:

I+ H A+ 6x+3 3t +x’ +4x" +6x+3

X +2x+x J_-(f + 1]2
La descomposicidn es:
Ix' 2" +4x7 +6x+3 4, Bx+C Dx+E
x(x +1)’ X (f41) ¥4

Se resuelve la suma de fracciones:

It ex 44 4 6x 43 A(F +1) +(Br+ C)(x)+(Dx + E)(x)(x +1)
x(f + 1]2 - x(f + 1]2

Se igualan los numeradores y se desarrollan los productos:
3x*+x’ +4x +6x+3 = Ax' +2dx7 + A+ Bx’ + Cx+ Dx* + Dx* + Ex* + Ex
Se agrupan también los términos semejantes:

I+’ +Ax +6x+3 = x* (4+D)+x*(E)+x* (24 + B+ D)+ x(C+E)+ 4
(contimia)
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(continuacidon)
A+D=13
E=1
De esta igualdad se forma el sistema de ecuaciones {24+ B+D=4
C+E=6
A=3

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes valores:
A=3,B==2C=5D=0yE=1
Por tanto, la descomposicién como suma de fracciones parciales es:

3x' +x +4x +6x+3 _§+ 5=2x » 1
©+2 +x T x (f.,.l]z x +1
EJERCICIO 92
Expresa como una suma de fracciones parciales a las siguientes:
45 +x-9 5x' —18x-1
| 1., ———
x -3 2% +4x* —6x—20
5 4x* —=x -1 - x'+xP=5xT=2x+9
T+t x+l ' X =6x"+9x
2xF —3x+3 X +x +x+1
c i e
X =2x"+x-2 (I +I—1]
x-19 —5x*'=9x" +x-7
4 o -3s B a3+l
A +2x-2 2x' = x*=9x+3x+11
3. x -1 15, Fax'—ax’—ax +4x+4
. —6x°+ x' = 32x+3 ” 2x* +10x° +24x7 +27x+16
i x'+8x +15 ) x(f +3x+ 4]2
x'=-2x*-4x"-11x-6 - +x' -2+ 4x" —x+2
7. X +x*=6x 17. x5 +2x* +x2
5x'—9x—8 a(x*+1)
8. 52  +5x+3 18, % 448+ a4y
11x* - 5x" — 30x~8 W =3 +4x - 6x-5
9. 3 ] 19, 7
2x +3x" =35 (,_.2_2] (f+1]
=7x" —42x+24 2x° —4x* +13x° = 3x" +5x-5
L 1 20. (xz—l](x’—x+ 1]2

U \erifica tus resultados en |a secclon de soluciones correspondlente
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POTENCIACION

ISTORICA

Exponente de una potencia
| primero que colocd el exponente en una posicion elevada con res-
fo a la linea base fue Nicolds Chuguet en el siglo xv. Sin embargo,
o colocaba directamente en el coeficiente, de modo que 5x%, lo
escribia como 5°,

En 1636 Jomes Hume publicé una edicidn del dlgebra de Viéte en la que
utilizb una notacién practicamente igual a la actual, salvo en el detalle de uti-
lizar nimeros romanos. Asi, 5x* lo escribia como 5x"

Seria Descartes quien sustituyd en su obra Geometrie los incémodos nume-
rales romanos por los indoardbigos. No deja de ser curioso, sin embargo,
que para la pofencia cuadrada no utilizara la notacién elevada, sino que
siguiera escribiendo, como muchos hasta entonces, x* como xx.

Estas expresiones son residuos de la época griega, en la cual los producios
xx [x%) 0 x0¢ [%°) s6lo se entendian como déreas o volimenes. Por eso noso-
fros, cuando calculamos el producto de un niimero x por sf mismo, decimos
que estamos elevando x “al cuadrado”, aunque no pensemos en absoluto
en calcular el érea de un cuadrado de lado x.
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AiGERRA

Definicién

Es la operacitn en la cual la cantidad llamada base se debe multiplicar por ella misma las veces que lo indique el

exponente.
2 a'=a.a.d., donde a es la base y n el exponente.
M’
n = veces
EJEMPLOS -
1 @9 Al desarrollar x*, se obtiene;

Ejemplos

Solucién
Al ser el exponente 4, la base x se multiplica 4 veces ella misma:
¥=xxxx
Por consiguiente, cuando se tiene x*, es lo mismo que si se multiplica 4 veces la base x.
2 ®e-Cuilesel resultado de (—2x)"?

Solucién

Se multiplica la base por sf misma tres veces, por tanto;
(-2x)° =(-2x)(~2x)(-2x) = -8’

Finalmente, se obtiene: (—2x)" =-8x°

Teoremas de los exponentes
Sia,b,m ne Rya, b#0, entonces:

2 g*-g® =a™™

Demostracion
a"-a®"=(a-a-a-a...-a)a-a-a-a...-a)=a-a-a-a.-a=a"*"
n veces m veces n+ mveces
EJEMPLOS o
$ 1. ®+;Cuiles el resultado de x™ x*?
;E ! Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene:

2 ®e Encuentra el resultado de (=5m)(8nX-2m7").
Solucién
Se multiplican los coeficientes (—5)}(8)(—2), después se aplica el teorema y se obtiene:
(_sm)(smz}(_hz) = 80" = 80m"
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Potenciacién
Q a_- i a-—-
a
Demostracion

m VveCes

a® aa-aq—a-aa.-a
_ =

a —dfdrdl
nveces Mt — nveces

=a-a-...a=4a""

EJEMPLOS ;
-%_ 1 @+ ;Cuil es el resultado de %?
Hry - sﬂll.lﬁ'lél'l

Se aplica el teorema y se obtiene:

T
2 ®e- Encuentra el resultado de: 2;'"3
=3m

Solucién
Primero se dividen los coeficientes y después se aplica el teorema:

T
2 a4 =1
Demostracion
Al aplicar el teorema de divisidn, con m =n, resulta que:
1= a—“=ﬂ—|“||=a""'_"l =ga"
a a
Ejemplo
{Cudl es el resultado de (~12m” )2
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:
(-12m’) =1
e a'"= L_
a
Demostracion
(1]
a—n = aﬂ—n = a—n = Lﬂ
a a
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Ejemplo

iCudl es el resultado de (3x)7 2

Solucién

Se aplica el teorema y después se desarrolla la potencia:

a2_ 1 _ 1 _ L
{_33-'] - (_Sx]z (_3'3'](—3!] gx?
i c .Y = L
Por tanto, se tiene que: (—3x) =,
@ (ﬂ.]-= a"’"
Demostracion
(an]- = (d"](a"]{a"]_"(a“] =ittt nem
mveces
Ejemplo
;Cudl es una expresitn equivalente a (m"]:i'
Solucién

Se aplica el teorema y se determina que:

(mqr o mu}(:} L

2 (a-b-c) =a"-b"-c"
Demostracién
Al aplicar el teorema de multiplicacion, con m = n, entonces se obtiene:

(a-b-c)" =(ab-c)a-b-c).(abc)=(aa.a)(b-b..b)cc-.c)=ab"c

n veces
Ejemplo
Determina una expresion equivalente a: (x*-y* -2’ i
Solucién

Al aplicar el teorema se obtiene que: (x3 .y ~zZ]" = x{ DN M) — g2, 16, 5

al2 "
)=t
Demostracion
Yeces

(- CIEIE)- ()35

4 3%
;Cuil es el resultado de desarrollar [mrzn ] ?

Ejemplo
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Potenciocion
Solucién
Aplica el teorema, y determina que:
m-n*Y _(m"-n’ i " (m"]s -(J".t’]5 m®-n®
NG G
“ ()
b a
Demastracion
B =ar=aet=ll)
O
b b’
Ejemplo
2 =2
{Cul es el resultado de desarrollar (gx] ?
Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene que:
3y) " \2x
Luego, al elevar al cuadrado se tiene el desarrollo:
Y _ Gy _ 9y
2x (2x) 4%
%) _ 9y
Por tanto, [5] T
EJERCICIO 93
: Aplica la definicion y desarrolla las siguientes potencias:
3 3 2 * s 6ay
D1 () 3, (ga-) 5. —(2) 7 [E)
3 3 7 :
+ 2 (4n) 4. (-6xy") 6. [Em_zJ 8. [-l[zax]’]2
. Simplifica las siguientes expresiones y muestra el resultado sin exponentes negativos:
. 3a°p” 21y
: 9. (3y)(-5 12. (=m'n7)(m7n’ 15, —— 18, (x’_v "]
Do (o) (- () e
. - a m'n~* I Y
E 10, xsy"x 21}?3 13. 'aT} 16. W 19. (—gmz]
2 4 I3 —4 ~Z52
z Tl en Om 3a”b 4
. 11, x5x x5 14, 17, —=—= 20, (-2
& . 178" ( x]
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21, -9x° 25, (a”?)” 2. (2a°)(3q)° 33, (“f’(];(T“:]‘f]
B, 557 7. (22-2) g _“:x 5]]3
2. ~(6)" s ()] ((-;;f]{'

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Simplificacién
Se aplican los teoremas de los exponentes, segiin se presenten en la expresién; esto significa que el orden en que se
realicen estard determinado por las operaciones correspondientes, asi como por los signos de agrupacion que estén

involucrados.
EJEMPLOS .
'% ]ﬁ ® ¢ Simplifica la siguiente expresion y da el resultado con exponentes positivos.
i 212
i (#y)
Solucién

Se aplica el teorema (a-b)" = d" b" y posteriormente se realiza el producto de los exponentes.
(@) = (@) (7) = 2y
El elemento con exponente negativo se transforma a potencia positiva y se realiza la multiplicacitn de fracciones.

-6 6 1 &
xy=;r=§

Por tanto, la simplificacién es: y—ﬁ
X

2 @« Simplifica la siguiente expresién y elimina los exponentes negativos.

(2 + 1]_5(,1'z +1]é
{x’+1]%
Solucién
En esta expresi6n la base involucrada es el binomio x* + 1, por lo que se trabaja inicamente con los exponentes, se
simplifica el numerador y después se simplifica la divisién como sigue:
e =, e S § sl
(x*+1) S(le+1]ﬁ ) (x’+1] ?: 8 ) {x2+l] ,2 - (¢ +1) _%_%=(xz+1] -1
(#*+1) (2 +1)2 (£ +1)7
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Potenciacién

Al eliminar el exponente negativo la expresion resultante es:

1 _ 1
(x*+1) 41

(#+1) 7" =

1
Por consiguiente, la simplificacién es: e

3 ®«-Simplifica la siguiente expresién:

¥

(ﬁxsy—zzq ]‘2
3.1_'}"

Solucién
Se realiza la divisién dentro del paréntesis:

-2 _a™y?
I R

Se eleva cada uno de los factores al exponente “~ 2", aquellos que resulten con exponente negativo se transforman
a su expresidn equivalente con exponente positivo hasta obtener la simplificacién deseada.
B 5 ..4.4 1y
(ﬂx‘y'ﬁz] =% zx—nylzzz e 2_2.?.?:2.2_2 = 4xszz

4 ®e-Simplifica al méximo Ia siguiente expresién:

LAY
[2m3 -n“’]
(2mn® )" (2mn)’
Solucién
Se resuelven las potencias para cada uno de los paréntesis:
L5y
[ims -nﬁ] zﬁmgn% 26 2t
(zm-znﬁl-'(zmn]s = (2—: mzn'ﬁ](ﬂsmsns] = (2-!”'1“-6](25"‘5”5]

Se multiplican los factores del denominador y por iltimo se realiza la division:

e e &
2mn 2°mn _ min = 2643205 92y

(2_'1'?12!!_6](25??15!‘!5] = gHE D5 645 = 2

El resultado contiene exponentes negativos, entonces se convierte a exponente positivo para obtener la simplifi-
cacion final;

1 5 4n°
m* m

zzm—"jnﬁ i 22 i

4 1
Por tanto, Ia simplificacién es: ",—:g'
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5 ®e-Simplifica la siguiente expresién al méximo y que no contenga exponentes negativos.

1323

(o 2) ()’

(x'zy'sz"]

Solucién
Se desarrollan los paréntesis internos al elevar cada uno de los factores al exponente correspondiente:

= _2_Lay o2y
i) () ()

(x y z’r x'y'z

Se resuelve el producto en el numerador de la fraccitn y se realiza la division:

[ 3 |z][zq]3 4 n

Tl 3R 3,3 13 14 5 5

x 'y 12 || &%y . o] Epde A
= |EEY S| _E X =(x_“_zyﬁ_sz"']

¥z x’y'z y'z

Se eleva cada uno de los factores a la potencia 3:

(< 58) - Bty

Los exponentes resultantes son negativos, por lo que se transforman a otro factor equivalente con exponente
positivo

-t
W

1l
NI:‘,| =

=

Il

=

=

Por consiguiente, la simplificacién es: ——

6 ®+-Reduce a su minima expresion:

(abe)” &
Solucién
Se desarrollan los paréntesis internos:
1y 3 23!
.lb'l'] [{bc] ]ﬂ a *p ] _ ap - ‘ a’h?
(abe)” I sl I
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Potenciacién

Luego, si una fracci6n estd elevada a un exponente negativo, ésta es igual a su reciproco elevado al exponente

- aY" (&Y
tivo, | — =|= It i
positivo (b] (a) entonces
-1

[ a*ph™ T agb N [a"b*c‘s] -:'13
a—Sb—Sc—S c; a—ﬂb—lﬂ asb

La expresion resultante se simplifica de diversas formas, una de ellas es multiplicar las fracciones y por iltimo

malizar la division resultante:
L el L
a3 ]| ap 3 a%ie? e
—— = =— = —5 =a ‘b ci=abe
ab = o= ==
ab a 2p abp™

El factor con exponente negativo se transforma en otro equivalente de exponente positivo:

7 ] T 10
= = 1 a‘b
atb’c ? = a5 = =3
c? (5]
7
aibin
Por tanto, la simplificacién es: —
PE]
7 @+ Reduce a su minima expresion;
x—3+x—2
X +x

Solucién
Se transforman cada uno de los sumandos a exponente positivo y se simplifica la fraccidon compleja resultante:

1 1 1+x
02 S 5 (L2 N |
e 1 1 I+x  x(1+x) «x
T o 1
x x x

1
Por tanto, la simplificacién es: %

8 ®«-Simplifica la siguiente expresidn y elimina los exponentes negativos.
a—! e b—z
Solucién
Cada uno de los sumandos con exponente negativo se expresa en otro equivalente con exponente positivo:

a’-b"

a'+bt

- 1|—lnra|'-'

(continia)
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Las transformaciones dan como resultado una fraccifn compleja, la cual al simplificarla se obtiene:
1 1 b—z—ﬂz 2 2
£ _ . _lt’-a) _ ab(bra)b=a) _b-a
1.1 b+a  a'b’(b+a) a’b’ (b+a) ab
a b ab
Por consiguiente, la simplificacién es: %
EJERCICIO 94
Aplica los tecremas de los exponentes y simplifica cada una de las siguientes expresiones:
221Y (x-3)* (x-3) E :
1> x-i SZZ 10» 19> [4x2 3 - ixz —2 T
(#) e (a55)" (26
2 2 1 2 b ] _E
L 1 2 a3 1
L 1 (x+3y)2 (x+3y) 3 [(x +.'7'] (x +)'] :|‘
2, | %'y ° 11. . 20, ——
(x+3y)3 (#* +5%)
et | o 1 T3
g =2 o, | ) 21 [(I-ZJ']" (x=2y)" r
iye (2| (x-2)"
% R e
-5 0 a ‘b ¢t a’-b"
= (1,:; = e e B oy
}l‘ ! aq&zca
| -2 _ 3 %
N [ —3x'y? ] " (jx:!y 2] ;(Sx 3}:2] . iy
_ﬁxﬁy—z (xsy_z ]—l x—l . y—l

[ _2 oy
_2st £y "z’] 0 and
6. ﬂ 15, |~ 7 4. [J’u_}' ]

o
e i) =y
~z ay? 4,2 6 1
7. ( _f 4) - 16. (ibl CI]ZE 25, (x*+y7)(x7=y7)
(6x7y7) (azbzc'a]
4a°b* 1 3 #y(y? -7
(ia—zbs 2 17. {3‘!253 -1 (lab'z] 26. x-y
3
o [sty—zzq ]‘E 5 (min'z]i . xy—z_i_x—zy
dx7y'z" (m-;na]é Xy

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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Potenciacién

Potencia de un binomio

Factorial de un nimero

A la expresién r! se le denomina “factorial de s y se define como el producto de todos los nimeros naturales ante-
riores a r.

rl=r{r=1}r=2)-...-1 conr>0

Sir=0, entonces 01=1

-é, - @9 Obtén el resultado de: 4!

*

Solucién
Al aplicar la definicidn, se obtiene que:
41=4321=24

Por tanto, 4! =24

*Determina el resultado de 6!
Solucién
Se desarrolla cada uno de los factoriales y se realiza la operacion resultante:
6! =6-54-3.2.1=720

Por consiguiente, 6! =720

Binomio de Newton
Para un niimero n el desarrollo de:

n(n-1)(n-2)

2 &+ ...

(@+b)=a"+nd ‘b + "(’;I' 1) -4

. . ) L &+ .. tnab T +b"

o)

Hl procedimiento anterior se llama teorema del binomio de Newton o formula para el binomio de Newton.
Si n es natural, el desarrollo de (a + b)" cumple con las siguientes caracteristicas:

a) El primer término es a” y el iiltimo término es 5",

b} Al desarrollar el binomio se obtienen (n + 1} t€rminos.

¢) Conforme aumentan los términos, la potencia del primer término a disminuye en 1 y la del segundo término b
aumenta en 1.

d) Para obtener el i-€simo término se utiliza la férmula:
”(”‘1]‘:"‘2]»"(""""2]a.-mb:-:

(i=1)t

j-ésimo =

227



© CAPTULO

Aesra
EJEMPLOS .
1 ®#-Desarrolla; (x +2y)".
i§' ! Solucion
Se aplica el desarrollo del binomio de Newton, hasta obtener el segundo término elevado al exponente 4:
4-1)(4-2
b +2p)' = @'+ 42y’ + (4 D oy oy ;': L ey

4!

Se desarrollan los factoriales en los denominadores de cada fraccidn, se desarrollan las potencias y se simplifica
al miximo cada uno de los sumandos:

-t sty + 2 papps 2D ygyp, AN

= x* + 4()2y) + 607N (dY") + 4(x)(By") + (x)(16y")

"2y

Finalmente, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo;

=x"+ Re'y + 24x%y’ + 32xy" + 16"

2 ®s-Desarrolla; (2¢° - 37",
Solucién
Se aplica el teorema del binomio de Newton y se tiene que:

(28 =357 = (28)°+ S (= 3y) + ﬂsz—['ll @) By '+

¥ 5(5_21(5_2] (zxz}s—s(_ 3}3}3_'_ 5(5_1](54;2](5_3] (hz}s—a(_3}g}q
+5(5—1](5—2](5 -3)(5-4)
51

(2 =3y’

Se simplifican las fracciones y se desarrollan las potencias:

- e+ saere 39+ 8 aonc sy e 200 gap s

5(4)3)2) o, g e, SWENRND) 2o 4o
1azl el el BRCY)
=32¢"" + 5(16x°)( - 3y") + 10(8xN9y") + 10(dx") - 275") + 527 }(B1y") +(2x")(— 243y")
Por {iltimo, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo:

=32¢'" - 2402 + 72025y - 1 080x% + 810x"y* —243y"
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Potenciacién

Si n es entero negativo o fraccionario, el desarrollo de (z + &) cumple con las siguientes caracteristicas:
a) El primer término es 4" y no existe un tltimo término,
b} El mimero de términos es infinito.
¢) El desarrollo de estos binomios recibe el nombre de series.

d) Conforme aumentan los términos la potencia del primer término @ disminuye en 1, y la del segundo término b,
aumenta en 1.

¢) Para obtener el j-€simo término se utiliza la férmula:

i ésimo = n(n—lj(n—li].r,.(n—HZ]a__mb,_,
(i-1
EJEMPLOS ]
£ 1. @+ Desarrolla: (x+ 1),
E ' Solucién
L

Se aplica el desarrollo de Newton hasta obtener los términos deseados, en este caso se desarrolla hasta cinco términos

)=+ 3 7+ U3 oy

1 D) oy, ADDDDE=) oy,

Se simplifican todos y cada uno de los coeficientes de cada término, asf como los exponentes:

- @+ -+ N ]( ](T(l}+( 3]{ ]( 5) ey +

(3)(A)N=5)(6) . ra
T i aay @ W

=x 2= 30 7N + 6(x W1 = 10(x Y1)+ 15(x KD - ...
e =10+ 1577 -

Como los exponentes son negativos, éstos se expresan en su equivalente positivo, lo que resulta en;

_1 3.6 108
¥ 2y

2 UO-Dcsaerlla:(x+2]%.

Solucién
Al aplicar el teorema de Newton hasta cinco términos:

131
(42 = +( 1)) ( ]("l]{xﬁ*(zﬁ

eI B

(continia)
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(continuacidn)
Se simplifica cada uno de los sumandos al méximo;

241 1.2.1

=(x]%+(%)(x];‘*(2]'+%(xﬁ‘z(2]’+(% =3,

1

- 5 +(5][x' % ](2]—%1:_;(4]+Ex_§(3]-1;—8[x_%](16]+»-»

EJERCICIO 95

Desarolla los siguientes binomios:

[

1 (3-2%)° 5. (x-1)° 9. (%—%T 13, (x-1)
2, (1+x)" 6. (2-x)" 10. (x*+5y") 14, (3x+1)’
3. (x=2y) 7. (.1c:2+3,r:']5 11, (:c’—l]_I 15, (x+2];
4, (1+§T 8. (%—1)5 12. (2x-1)" 16, (x-2)

O Varifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Célculo del #ésimo término
Para determinar el i-ésimo término del binomio (z + )", se utiliza la signiente férmula:

n(n=1)(n-2)..(n—-i+2) . .
: a
(i-1)!
EJEMPLOS *
1. ®+-Calcula el cuarto término de (2x+3)".
| Solucién
En este caso i =4, por tanto, en el numerador sélo habrd tres factores numéricos:

j-ésimo = b

Ejemplos

. 5(5-1)(5-2 SaH poyad 5(4](3] -Jrons I 2 _ 2
4o, térnnnn——ll‘w_l(kl]l—l@x] (3" = S31y @) (3 = 10(4x)(27) = 1 0o

Entonces, el cuarto término del binomio (2x+3)" es: 1080x”
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Potenciacién

R =

2 ®e-Determina el sexto término de (x+1).

Solucién
Para encontrar el sexto término se toma en cuenta que i =6 y, por tanto, s6lo se tienen cinco términos en el numerador,
luego:
()26 )G)
| z=1|| z=2|| z-3|| z-4| |, .
Sexto término = 2.2 2(6—1]2t 2 {x]i_w(l]ﬁ_l = %x E(l]s -7 5
256
Ly 7
Por tanto, el sexto término del binomio (x+1)? es: 5
256 *
EJERCICIO 96
Determina el término que se indica en cada uno de los siguientes ejercicios:
1. Tercer término de (3x+5)’ 5. Octavo término de (3x—5)"
&
2. Quinto término de (%x_l) 6. Sexto término de (x—2)™
3. Cuarto término de (4xy -7)" 7. Quinto término de (x—1)"'
1 1
4, Sexto término de (8x+1)3 8. Cuarto término de (4x+9)2

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiante

Tridngulo de Pascal
Al desarrollar el binomio (@ + b)", los elementos tienen como coeficientes:

a(n-1) n{n-1)(n-2)

Ln, 2 3 etcétera,
Especificamente:
(@a+b)'=1
(a+b)'=a+b
(a+b)y =a'+2ab+b'
(a+b) =a’ +3da’®b +3ab” + b°
y asf sucesivamente.

El tridngulo de Pascal se forma con los coeficientes de los elementos al elevar un binomio a una potencian conn € Z',
Entonces se toman los coeficientes de los términos:

(a+b) 1

(a+b)' 1 1

(a+ by 1. :2 4

(a+ by 1 3 3 1
(a+b) 1 4 6 4 1
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Ahora bien, los extremos de cada potencia siempre son la unidad y los siguientes niimeros de cada potencia se
obtienen al sumar dos a dos los digitos que se tienen en el rengldn inmediato superior.

EJEMPLOS .
1. ®#-Hallalos coeficientes de (a +b)".
l§' ! Solucién
A este binomio le antecede (a +b)", cuyos coeficientes son:
(a+b)* 1 4 6 4 1

luego se coloca la unidad a los extremos y se suman dos a dos de la siguiente forma:
1 1+4 446 6+4 4+1 1

Finalmente, los coeficientes son:
(a+ by 1 510 10 5 1

2 @« Desarrolla el siguiente binomio (3x - 2y)*.
Solucién
Al tomar los nimeros del tridngulo enla fila de un binomio con potencia 4, se tiene:
(3x = 2y)" = 1(30)* + 4(3x)'(= 2y) + 6(30)'(= 29)" + 4(3x)(= 29)" + 1(- 2y)’
= (BLx") + 4(27x)= 2v) + 6(9 W dy™) + 4(3x)(- By") + (16y")
= 81x' - 216¢'y + 216Xy’ — 96xy” + 16y*

3 ®e-Desarrolla el siguiente binomio (x* + 2y’
Solucién
Se utilizan los coeficientes para la potencia 6 y se obtiene:

o +2))°=
= 16" + 6(x")'(2y) + 15() (2y)" + 200" (2y)" + 150¢)(2y)" + 60 )H2y) + 1(2y)°
= (x") + 6(x")(2y) + 150F) (45"} + 200N By") + 15(x*}(16*) + 6(x"K32y") + (64y7)
=x" + 12x"y + 60"y + 160x%y + 2402 + 192x7y° + 64y
EJERCICIO 97
Desarrolla los siguientes binomios con el tridngulo de Pascal:
1 2x+1)* 4, (1-x) 7. (" +5y° 10, [%-”%]
7
2, (3 -2y 5. (Sm—-2ny 8. ( Ly % ] 1, (x-1)"
X
3 (x+1)F 6. (a+2b)° 9. (x+y-2% 12, (E+%)
x

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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RADICACION
El signo radical
ﬂm:‘h‘“"‘ hristoph Rudolff [1500-1545), alemén,
_— publica en 1525 el primer tratado de
- dlgebra en alemén wulgar fitulado Coss.

. En esta obra oparece, por primera vez, el sim-
bolo O, para indicar la reiz cuedrada. La raiz cuadrada de un nimero se
designaba antes del siglo xvi con un punto delanie del nimero.

En el siglo ¥vill Leonhard Euler ufilizd por primera vez nuestro actual simbolo
de ralz, originado de lo deformacién de la letra *r*, la primera lefra de la
palabra radix con la que se designaba a la raiz cuadrada.

Leonhard Euler (1707-17 83)
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Radical
La expresitn Ya recibe el nombre de radical y se define como;

Va =bsiysélosib"=a
Elementos de un radical

Un radical es una expresion algebraica, que se forma con los siguientes elementos:
coeficiente, radicando e indice de rafz

Ejemplos
Coeficiente Radicando Indice de rafz
2 -ﬁ 2 3 2
2 1 = 3
Sk Jr_.)sz Sx 3y 4

Raiz principal de un radical

Sea @ un nimero real y n entero positivo mayor a 1:
© Sia=0,entonces Ya =0
© Sia> 0, entonces Ya =b tal que b =a

Ejemplos
+/25 =45 porque (57 =25y (- 5)" = 25.

{[I_l (l]s-i
TR L YT

© Sia <0y n impar, entonces Ya =b conb <0
Ejemplo

1-1024 =—4 porque (—4]5 =-1024.

© Sia<0ynpar, entonces Ya no es nimero real.

Ejemplo
J-9 noes un nimero real, ya que no existe un nimero x, tal que: x* = -9

Radical como exponente

Sea %z un nfimero real, entonces este radical se EXpresa como;

Va=a
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Teoremas
e (:J'E]- =a
Demostracién
Se expresa el radical Va como exponente, se eleva la expresion y se obtiene:

(UE]H =(ai]" =a"=a

Por consiguiente, (Q‘E]l =g
Ejemplo
Obién el resultado de (+3)".
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:

() -3
© Ya" =a sia<0ynes impar © Ya"=|a| sia<0ynespar
Ejemplo Ejemplo
Determina d resultado de 3(-2)". Obtén la siguiente rafz: §/(-81)".
Solucién Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene: Se aplica el teorema y el resultado es:
Y2y =-2 -8 =|-81 =81

© Sea el radical Ya" la expresién equivalente es 4" , donde el indice es el denominador de la fraccién y
¢l exponente del radicando el numerador.

Demostracién
Hl radical se expresa como exponente fraccionario y se multiplican los exponentes:

Yo" = (a"]: =a"

EJEMPLOS .

Ejemplos

] @9 Expresa Yx* con exponente fraccionario.
Solucion
Al dividir el exponente del radicando por el indice de la raiz resulta:

4
Yxt =5
2 ®e-Expresa /m con exponente fraccionario.
Solucién
En este caso se trata de una miz cuadrada y el exponente de la base es 1, por tanto, el indice es 2, entonces:
. L
Jm=Um' =m?
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3 @« Expresa el radical {/(a+5)" con exponente fraccionario.
Solucién
Se divide el exponente por el indice y resulta:

fa+b) =(a+b)?

A @ Expresa el radical 3/x" +y* con exponente fraccionario.
Solucién
El radicando es un polinomio que se toma como un solo elemento, esto es:
3|lx-1 +J"' =3{x4 +_‘P"]I

Se aplica la divisién del exponente entre el indice y se obtiene:

T = =)

EJERCICIO 98
Representa en forma de exponente fraccionario los sigulentes radicales:
1 Jm* 6. \5x 11, &x'y* 16, e -Up*
2. I 7. §(2x)° 12, {5 +y° 17 (Vx+y)
3. %y 8. 4(3y") 13, ¥ =y’ 18, Ym” In’
4 Y& 9. J(20) 14, (£ +y7)" 19, \Jm(n+p)y’
5. Vb 10, 3(%) 15, 3(x+2y)" 20, Yaim" ¥n"

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Representacién de un exponente fraccionario como radical

Dadala expresién @" su representacién como un radical es: %/a™ , donde el numerador es el exponente del radical y

el denominador el indice de la raiz,
EJEMPLOS .
1
-g_ 1. @+ Expresa en forma de radical: y*.
§  solucién
El exponente del radicando es la unidad y el indice de la raiz es 3, por tanto:

¥ =3y =3
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2
2 ®e- Escribe como radical: 4(m+n)s.
Solucién
El exponente del radicando es 2 y el indice de la raiz es 5, el coeficiente 4 permanece igual, por lo que resulta:

4(m +n]§ =43(m+n)’

Lol
3 ®e-Transforma a radical la siguiente expresién: x* +y°.
Solucién
Se transforma a radical cada uno de los sumandos y se obtiene:

x§+y;_ = ¥x+y

EJERCICIO 99
Representa en forma de radical.
! 3 3 1L .
1, 2} 5. (207)¢ 9. 32" 13, (2x+y)s
. 1 a1 !
2, 57 6. (x*y) 10. m® -n? 14. (m+n)?
2 2 £ .t 2
3. m® 7. Ty 11 @’ +b7 15. (a* +5°)3
1 3.8 L L E 3
4, (3y)7 8. 3a5b7 12, x*-y* 16. (m™—n)7

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Teoremas
Los teoremas de los exponentes también se aplican a los radicales, ya que se expresan como exponentes fraccionarios.
© Ya-b-ce=Ya-3b-Ye
Demostracién
Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema correspondiente de exponentes para obtener:
1 1 1 1
Yab-c=(a-b-c)"=a"-b"-c" = wa-yp.-ye

Ejemplo

Realiza: 32x”y.

Solucién

Se aplica el teorema y se determina que:
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a_%a
b b

Demostracién .
Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema: [E] - :—_ . para demosirar que:

b \b b
Ejemplo
S5a
FEfi =.
ectia 3
Solucién
Se aplica el teorema para la divisién y después el del producto para obtener como resultado:
Sa _ i,‘—‘f_f.._ f f
© §va=
Demostracién

Al aplicar los teoremas de los exponentes, se demuestra que:

d@(@fa]t[ai]ta:':gda

Ejemplo
Desarrolla: 3/4/3x,
Solucién

Con los respectivos teoremas se determina que:
Pax =3z = Y3z =43

Célculo de raices
Para obtener raices de cantidades numéricas o expresiones algebraicas, se aplica la férmula como se ilustra en los

siguientes ejemplos:
EJEMPLOS *
-g_ '|.| ®#Obtén; J16,
ﬁ. f Solucién
1=

Se descompone el radicando en sus factores primos y se aplica la férmula anterior para obtener como resultado;

4
JB =2 =27 =9y
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2 ®e-Obtén el resultado de: V=243,
Solucién
3e expresa el radicando de la siguiente manera:
-243=(-3)°

Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:

3 ®e-Determina la rafz de: ¥64x°,
Solucién
Se expresa cada uno de los elementos del radicando de la siguiente manera:
6d4x* =25x"

Se aplica el respectivo teorema de radicales para obtener como resultado:

Yoar® =325 =25 I =227 =27x=dx

2%’
A ®e-Efeciia la siguiente operaci6n: 5||243y'”'

Solucién
Se descomponen los coeficientes en factores primos y se aplican los respectivos teoremas para obiener:

5 5
32" \/fx’ ¥y Y 255 i

5 =5 = E oee— e T e—
V243y" {3y sf3sye g3 gfym 3333 3y
25y*
5 @+ Encuentra el resultado de: 3:: Bli’

Solucién
Se aplica el teorema de la divisidn y se extrae la raiz:

2 4
By {52 * 3x 5y | Se ey
qxz 2 ; ; 5}'2 32x

3x

Se multiplican las expresiones y se simplifica el resultado para finalmente obtener:

s
45xy°

3| -

6é ®¢;Cudl es el resultado de 3/(1-3x)° 2
Solucién
Se aplica la férmula para obtener como resultado:
e &
J(-3)" =(1-3x)3=(1-3x)"
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7 ®e-Obtén el resultado de |/1-8x°y +16x°y".
Solucién
Se factoriza la expresitn:

1-82% +16x'y* =(1-dx?y?)’
Se aplica la formula para extraer la raiz:
'rl— Exzyz +16x’y" — |'(1_4xzyz]2 =(1-4x’yz]§ =|1-4x’y2|

Por tanto, la rafz de la expresion es: [1-4x"y’|

EJERCICIO 100

Determina las siguientes raices:
1. ¥729 6, % 11. ¥27m°n® 16. V25m* e
2. V8 7. 216 12. %J* 216x" 7. %;(“ 2)
Jﬁ
3. 81 5. 4932 13, xy{16x"y" g, YTV
X" +2xy +y
% 0 9. ¥-64 14 m"ﬂsfj-s 10 19, 2 m
mn 2x =10y

3

10, \J4x’y* 15.

[
-
<%
3

S
HH

.
w |4
<13
+
i
%H

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Simplificacién

Un radical de la forma ¥a" conm 2 n,se puede simplificar expresando @™ como un producto de bases donde el
exponente de una de ellas es miiltiplo de n.

E&fEMPLOS .
-é_ 1 @ Simplifica el siguiente radical; ¥x".
& | Solucién

Hl radicando se descompone en factores, de la siguiente manera:

xIS =xl2x

Se aplica el teorema de radicales para el producto y se obtiene:

—_— 2
U =Yxx =" P =2 P =x"¥x
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2 ®e-Reduce la siguiente expresién: | 72xy'z".
Solucién
Hl coeficiente 72 se descompone en sus factores primos y las bases se expresan como:
72=2".3=2".2.% x'=x'x ="z
Se aplican los teoremas correspondientes y el mdical se simplifica como sigue:
2 2 2 -I -|
V1257 =2 2. F Pry'str =27 31 x2y2 72 2xg = 6xy’s? 2xz
Por consiguiente, Ia simplificacién es: 6xy’z*\2xz
3 e Simplifica; %%,I'lzsxﬁysz.
Solucién
e descompone 128 en factores primos y la base y se expresa de esta manera:
128=27 =2°.2 y =y
Se procede a simplificar la expresion:
1, 6, 5 1 [ 6 3 2 1{,.2 33 1 (.2 2 2 b1
5 {128’z = E{fﬁ Yy =2 250z =5(2 'y 32y z)=2x Y2z
Finalmente, el resultado es: 2x°y32y’z
2 54a4bﬁc7
A ee- - Simplifica la expresion: {7
R
Solucién
Se descompone cada uno de los elementos que conforman el radicando y se simplifica para obtener como resultado:
R M BER
E ijﬂﬂ-’bﬁc']' =E lfz_ssasabﬁcﬁc 2 33 !bg 3 2;“‘ ) Sabz b
3V & 3 2x’x 3 zgxg v x 2x ‘J
_ab'e f2ac
x X
EJERCICIO 101
*  Simplifica los siguientes radicales:
LA 5. Yy’ 9, 242a3cy;
2 Jady 6. {625x°y" 10. 5%80a°bc*
L3 Jeam'n’st 7. 3v50a'p’ 11, 23729m"n"
b 4. Y27m*n"™ B. 59p% 12, 2xyx'y'z’
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13, 3miy128m°n™ 19, J% 25. N9m*-18m'n
456
14, %W 20, 3 IZ‘;E 26. \16x° +40x’y’ +25x)°
5 X'y’
15. Efﬂﬁaﬁb-’ 21, f\llﬁz'z 7. s,l'ﬂai'bs_s“aqbq
523
16. %-ﬁ" 160m*n’ p* 23; %3 ;:;T 28 Y(m* —2mn+n"y
17. -;—x{n'i?xﬁy" 23, 3—;" 4;}? 29. 3243(x +y) (x-y)’
18, = 48lcy" 24 f‘,imﬂuf ag, Y4 dmim’
3y y V81 Y(2—m)’

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Introduccién de factores

Se escribe el factor o los factores que se desean introducir en el radical, elevados a un exponente igual al indice del

mdical.
a"-4b = '{l'(a"']'b
EJEMPLOS
-g_ 1. ®# Introduce €l coeficiente del radical 3v2 a larafz.
2 f Solucién

El coeficiente se introduce en el radical elevado al cuadrado:

32= 3y 2
Se realizan las operaciones correspondientes y se obtiene;
N T
Por tanto: 342 =4/18

2 ®e:Introduce en la raiz 2x3/y el coeficiente.
Solucién
Se coloca dentro del radical el coeficiente 2relevado al exponente 3:

23y =2y

Se desarrolla la potencia y se realiza el producto para obtener como resultado;
=3(8x")-y ={8x’y
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3 ®@e-Introduce los factores enel radical 2x%yxy’.

Solucién

Se coloca el coeficiente dentro de la rafz con exponente 4:

2y in® = J(2) »°
Se desarrolla la potencia y se realiza la multiplicacitn:
- ylﬁxsyquz - ﬁlﬁxg 3
Por tanto, el resultado es: /16x”y*

4 @+ Introduce el coeficiente en el radical: ?SE,

Solucién

La fraccidn entra elevada al indice del radical, se realizan las operaciones y se obtiene:

3a,[2b . i/[ﬂ]] 2 _ ijﬂas 2 _ ,’Sﬂla!b _ i{&laz
b b’} a  a \ af b

5 @« Itroduce 3aen el radical de la expresion; T

Solucién

Se siguen los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene como resultado:

M —
J2a% iax '\'Zax ".IZax

& @« Introduce el coeficiente del radical x—ly\,l'xz -y alarafz,

Solucién

Hl coeficiente se introduce y se eleva al cuadrado y la fraccidn resultante se simplifica:

B (x+y)(x=y) _ [x+y
=g -¥)- 2% |
oy (- J'] A -7 (x=») e
EJERCICIO 102

& Introduce a la raiz los factores:
135 4, %ﬁ 7. 2x3¥x* 10, 5a°b%c\2ac
. 2, 57 s, 24 8. m'nYmn 1. —¥24°
‘ 3 2a
- A 6. xvx 9. ¢y 12, E]/:E
2 a
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13, 3, [2¢ 15, 3 2x 17. 3a_ a_";b 19, 1 =B
dx | 3y 2y’ atb\ a x=1
3ax x+1 [ 1 28°x X +a" +2ax
14 — 16. (2 18, —— 20,
e (2a+b)Jab +—i\P 1 x+a"|| Ty

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta
Estas operaciones se efectian si y sélo si el indice del radical y el radicando son iguales (radicales semejantes).

ald + bYd - cﬂ?=(a+b—c] d

EJEMPLOS .
1 @+ Realiza la siguiente operacién: 345 +4./5.
.i. | Solucién
T Los radicales son semejantes, por tanto, se realiza la operacién inicamente con los coeficientes y se obtiene como
resultado:

3J5 +45=(3+4)5=75

2 ®e-Simplifica la siguiente operacién: 5v3x +6+/3x ~104/3x.
Solucién

Los radicales son semejantes, entonces se realiza la operacidn con los coeficientes y el resultado es:

5\3x +643x —1043x = (5+6-10)\3x = /3x

3 ®e:;Cudles el resuliado de %ﬁ_%q’ﬁ-i-%ﬁ_?ﬁ?

Solucién
Se agrupan los radicales semejantes:
TR L R [ B
3 4 2 3 4 2
Se realiza la reduccitn:

1 1
Finalmente, el resultado es: —51"5+E~f€
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4 ®e-Reduce la siguiente expresion: 3yv2x —2x,/3y +5y2x +7x,/3y.
Solucién
Se agrupan los términos semejantes y se simplifican para obtener como resultado:
3yv2x —2x3y +5y+2x +Tx By = 3y+2x + 5y2x - 2.3y + Tx 3y
=(3y+5y)V2x +(-2x+7x)3y
=B8yv2x +5x,3y

5 @ Simplifica la siguiente expresion: 320 +4+/12 — 2./45 - \/75.
Solucién
Los radicales no son semejantes, entonces se efectiian las simplificaciones de cada radical:
J20=427.5 =25 J12=427.3=23 J45=3".5=3/5 75=.5".3=53
Se reemplazan los radicales y se realiza la reduccidn para obtener:
320 +412- 245 - /75 = 3(2£]+4(2J§]-2(3J§]-5J§
=6/5+8/3-6/5-5.3=(6-6)V5+(8-5)/3=3.3

6 ®e-Efectia la siguiente operacion: \/18x7y* +x,/32y* —5,/22°y".
Solucién
Se simplifica cada uno de los radicales y se realiza la operacidn, el resultado es:

JIBEY +xy32y° =5,/20%)° = 3. 267y 4 x|/2* 27y = 5\/24y'y
=3xy\2y +27xy 2y - 5272y
=3xy\2y +4xy2y - Sxy\2y = 2y 2y

7 ®e-Simplifica av12ab +98b°c - 5+/3ah —b+/18bc +a-/3ab.
Solucién
Se simplifica cada uno de los radicales:

=av2® -3ab +2-7*bbe —5\3a%ab —b+2-3'be +a/3ab
=a(zﬂ]nbﬁ—s{a@]—b{sﬁ]mﬂ

=2a3ab +Tb\2bc — 5a3ab - 3b2bc +a~3ab

Se agrupan los términos semejantes y se reducen para obtener como resultado:

=2a-3ab - 5a+3ab +a-3ab +Tb~2bc —3b~2bc
=-2a+/3ab + 4b/2bc
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EJERCICIO 103

Realiza las siguientes operaciones con radicales:

1. 35+205 20. av4b +\a’b +\254°b

2, 233-733-33 21, Y24x* +4x33x + 33755

3. 4/7T-8JT+6(T-247 22, 432x% — 44 4512

4, 3JS+2J7T-45+647 23, 2a/xn" -3Ja* 0’ +4yJa’x

5 234-42+53-22-10/3-2 24, \fﬂa’b’+aJ243b3+ngg b - J;":&&
3 1 1 ) 5 1,5 1, — 1,

[ ﬂxfl——vvrl_3+—v"l_ﬂ+-\fﬁ1§ 25, absf;+—a b'c—=bva'c+—a bu":
4 6 2 3 4 3 2

, ¥5_3V6,2V5 J6_3V5_ V6 a6 Y20°° _bs‘.flﬁzaf‘bmz_,\/zaas_?a’wzab

12 B 3 4 4 2 ) 6 4 16 8

8 63Im-10 Im 27. \/d49x%y - /S0x’y +x,0y - 2x\/2x7y

9. % J_ J; 28, |[Xy® — /48y —xy [dxy® +y4270°

10, 5 4xy-2 #’5—% 4xy
11. J28+175-./63

29. 3x2y +75x07 24227y - J3n’

30, 2av50b%¢ +5¢\27a% — 3324 ¢ +3dbe?

12, 2/18+5/50-4.2 31, 3Y8x°y’ =5J4xy’ —2xJ64y +yi32x

13. 3J75 +2412-4.243 32, 15bY5a°p* +6a¥3a°p" - 5Y5a°" - 64/484°p"
14, 245 +3,18+20 -8 1, %\Iiﬂa’+éuf3ab’—%av’5—b =

15. 2J72-4/18 +5/12-3/48 M, %x*y—%’x"f +§?."x’y+%xy$f‘xy’

16. 2./98 —3./80 - V338 + 20 3s, 5‘“’1’2“ 1||5f§ ,{2‘1 sa’a
17. 3./405 —299 +2./500 — 4./1331 36, /16a—32 ++/25a-50-/9a—18

8. -;~J45(]—%JBCI]——§~J320+¢E 37 Vx +207 + 3 +2 - 5,x% (x +2)

19. J343a* +a*J175-3v7a*

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién

38 9.)x% =3x%y - 20y dx =12y +5x /0 =3

Con indices iguales. Cuando los indices de los radicales son iguales, se multiplican los radicandos y se simplifica,

de ser posible, el resultado.

Ya-Ub-Ye=Ya-b-c
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EJEMPLOS .
1. @+ Multiplica y simplifica la siguiente expresién: v/8-2.
5. | Solucién
T Se multiplican los radicandos y el radical resultante se simplifica, el resultado es:

VB 2= [B(2) =Vi6 =2 =(2)i =2" =4

2 ®e-Realiza la siguiente multiplicacién: 3/9xy - 39x*y.
Solucién
Se realiza el producto de los términos internos de los radicales y el resultado se simplifica:

3|'9‘x}r2 : S'IQJG"J' o %f(?xyz](‘ix"y] - {I.fslxsys _ {Iﬁsaxsys 4 {{[3! _3xsxzys =3xy @

3 ®e-Efectia el siguiente producto: % 62y -JBxy".
Solucién
Se realiza el producto de los radicales y el resultado se multiplica por el coeficiente pam obtener como resultado:

T J6x’y 8" =7 [(6x°)) (80*) = T a8y = (22 By )=y By

A ®e Realiza la siguiente operacién: %ﬁ(%x\}xy’ —%yﬂ'x"y}
Solucién
Se realiza el producto del monomio por cada uno de los términos del binomio:

2 3 1 2 3 2 1
(- )= (335 ) 3 (39 [
__f‘_ 74 _E 32
=AY oy
Se simplifican los radicales y el resultado final es:

= 2x{(07)-3y(x) =2 #y S0

EJERCICIO 104

Efectiia y simplifica las siguientes operaciones:

1 V3.6 6. iyt -3y 1. Yo 4247 - Y3a*
2. Ji5-410 (N RN 12. (~4 324" )(2 $3ab?)
3. 2.6 8. (23ab)(3V6a’) 13. V2a-\3a" -Jea™
L4 ()(s) o, (37 )(vare'y) . (247 (¢R)(4 )
: s Jm 10, Var e 1. (25 (o (o)
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16, [g E][%Jﬁx_?][% £] 21, (V3-4) 26, sty o=y

X a
17, % ;::5 2. (TV2-3)(7v2+43) 27, J1+Vx 1=V =%
18. V6(v6-4) 2. (v2m +n)(v2m — 4n) 28, Pr+ iy PVr-y - Pax" -6+ 3y
19. ¥5(¥25 -35) 2 (=) + Py +3) 20, [ ;f Gt
20, ﬁ(gﬁ—&] 25, Jxty - X' =y 30, i/(uﬁ];-{[(ﬂ—l];

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Con indices diferentes

Para multiplicar radicales con indices diferentes se busca un indice comiin, que resulta del minimo comiin mdltiplo de
los indices de los radicales y recibe el nombre de minimo comiin indice.

EJEMPLOS .
"E 1 ® ¢ Realiza la siguiente operacion: Ysx* 3x.
.“;E | Solucién
Los indices de las raices son 3 y 2 respectivamente, se busca el fndice comiin:
ek Tl [
3,113 el minimo comin indice es 6

L1

Se transforman las raices a un indice 6, de la siguiente manera:

Usi® =0)(s.2) =4/5°x* Bx = (3x)’ =43%°
Se efectiia la multiplicacion, se simplifica el mdical y se obtiene como resultado:
57t V37x =3(57x")(3x7)= V5737 & =573 x = x V6T

2 ®e Realiza la siguiente operacion: §x°y /xy.

Solucién
Se busca el minimo comin indice de 4 y 2
4, 2 2
2.1 (2 minimo comiin fndice =4

1,1
Se transforman las raices a indice 4 y se realiza la multiplicacitn:
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EJERCICIO 105
Efectiia las siguientes operaciones:
1 4 5. 307y Yo7 9. va¥a ¥a 13 (2 Ym0
2 $ 4 6. ab Y% 10, Y 37 . (324825 (o)

% e e 7. 3B 1z 1. 35 b 4 15, ¥ 4y 2
4, Jay® oy 8. @%ﬁy)(@] 12, ;12’1"2_3”\!;?'{&?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Divisién
Con indices iguales
Se realiza la divisién de los radicandos y se simplifica el resultado.

Ya_Ja
b b
EJEMPLOS .
1 ook V81
#-Resuelve la siguiente operacidn; ?’F
X
i§' | Solucién

Se hace la division y el resultado se simplifica para obtener:

V8L _JBLE o 3 —ax

FIETE 3%

V12Ba%*
2 ®e-Efectiia la siguiente operacién: T
Ba’b

Solucién
Se dividen las expresiones, se simplifica el resultado y se obtiene que:

L] 35
le:ab 12Bab I ol o R
N Bah

31355°y22
3 ®9-;Cudl es el resuliado de —y’“?
3320x7y"z
Solucién
Los coeficientes de las expresiones se simplifican y se realiza la division con las bases:

15;135‘1‘9)’” Jﬂ 7 ;u = | Jnx:’ L] 1 nxTJ’m

3 320x2 _s 64 7
Se simplifica el radical para obtener finalmente:

_jiEny 34y Yy
25 S 2 z ‘SJ'x_}T_ 4z %fx-_y
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4{8—2a5b—5c5
Yaapc”
Solucién
Se descomponen los coeficientes en sus factores primos y se aplican los respectivos teoremas de exponentes:

PR R —
U87a% ¢ o if(zs] a'b’c® W 2°a°h ¢’ - -'Jz—a-zas—{—s)b—HcS—{—ﬂ

4 ®e.0btén:

Yaa b b\ Zatbe”
4/n-8 Ep—4 12 1 g1 45 a'c® @' a'c’
=v2ab ¢ ="2—sﬂ EFC =:f23—b,=2Tb= b
ac
Por consiguiente, el resultado es: Ty

EJERCICIO 106

Realiza los siguientes cocientes de radicales:
3
i Ym n® < V162x7y° 9 Vom = n™ % 112b7%a 7 V24375
2 "'Im"n . sfzxy i flﬁm-:n—ls " fﬁbza—s ' g sz_%x
6 y" 4/38884°p° 6z w* 1404x"y 3125y°2
2. 6, 10, ——= 14, —/V——— 18,
flxy* Y3a0® Ysaz'w 624x7y" ¥32y°7
5 Y45a'b'e’ 7 Vda'b 11 Y302’ 15, _V68m n” 19 V=375m~n"
" Jsac " V2506 T T " 153mnp © Y192mta”
4 128y g V367m'x® 1 st 6. N216mn”p” o 7Y
f'squz 5 (2751247 ﬂmn{pz 3 STﬁx—sy—M

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Con indices diferentes
Se transforman los mdicales a un indice comin y se realiza la divisi6n.

EJEMPLOS
1. ®# Efectia la siguiente division: {E.
& | Solucién

El minimo comiin indice de 2 y 3 es 6, se expresa cada uno de los radicales con este indice:
VI =27 =00} (27) =82 6 =27 = 2*) ="

Se remplazan los radicales y se efectiia la divisi6n:

Jizg §r [
e =:v;=a\{2_s=@=zz 2=452
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xS -2
2 ®e-Simplifica; S%
*y
Solucién
Se encuentra el indice comin de 8 y 4, se transforman los mdicales y se obtiene:
W \/y R
T e N
EJERCICIO 107
Efectiia las siguientes divisiones:
¥6 2a’b x3xy Y(x+1)™
1, == 5 == 9, —= 13, e
V6 Ja’b x'y "y (x +1)"
3 4 2 ] =1 3
2. Y2 6. ~\3a +—2aa" 10, Y2 14, 3020
32y* 6 12 x'y Yx-1
12’ — 16 {(a=b)’
3, zxzy ?' 35a4+a‘13a2 11' ng 15' (a ]s
N Véxy Va-b)
3.2
o 2Emalir MY 12,28
3 12 Vadab "x

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Racionalizacién

Racionalizacién del denominador de una fraccién
Esta operacitn transforma al denominador en una cantidad racional.
© Denominador monomie. En una fraccién de la forma —2— con m < nse multiplica el numerador y el deno-
minador por {frb"'_" : Q{!’_’
a a '{ifb'_"'_w'v’b'_"'_a"b""_a"b""

e e e

EJEMPLOS .
- iRt

% '!E @+ Racionaliza el denominador de: R

Wi Solucién

El factor, por el que se multiplica el numerador y el denominador, resulta de la expresion 32 yes iguala; 32 = 32,
Se realiza la multiplicacién y se obtiene:

3 3 327 33 a3
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B o Bcionali: ol deromingiiedar 02

i

Solucién
El factor que multiplica la expresién es #(5xy)*" = §(5xy)’
Al realizar la multiplicacitn, se determina que:

Y500 304650)° In(sn)
3xy _ 3xy J( xy) o ory(50y) - “3’\"( xy) =§§f53x3y3=;—;$"lﬁx’y3

B B fsn) o)
3
3 ®<-Racionaliza el denominador de la expresién 34—x.
Solucién

Se separa la expresion como el cociente de raices, se multiplica numerador y denominador por el conjugado de 3/2%x
y se racionaliza para obtener como resultado:

33% {BW ﬁﬁ@@l@

minador por el conjugado del denominador, esto es:

© Denominador binomio, Una expresién de la forma %b se racionaliza multiplicando al numerador y deno-

Si el denominador es de la forma a + b, entonces el conjugado es a — b,
Si el denominador es de la forma a — b, entonces el conjugado es a + b.

El producto de binomios conjugados es una diferencia de cuadrados:
(a+bfa-b)=a’-b'

En la multiplicaci6n aplican las leyes de los exponentes y los radicales para simplificar las expresiones, como se
muestr a continuacitn en los siguientes ejemplos;

EJEMPLOS *
v o B
]I‘ ®# Racionaliza el numerador de la expresion: Ny

|

Ejemplos

Solucién
El conjugado de +'5-2 es /5 +2 que multiplica al numerador y denominador:

3 3 Js5+2 3(5+2) 35546 3/546
= B = - 3 - - =3J§+6
V5-2 V5-2 V542 (5 (2 5-4 1

Entonces, el resultado de la racionalizacién es: 3J5 +6
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Radicacidn

B3x -2
2 ®¢-Racionaliza el denominador de Ia expresién: Vi -2y

T3y
Solucién
El conjugado del denominador es +/3x — 3\4'2_):, al multiplicar el numerador y el denominador se reduce la expresién
y el resultado es:

VE-Iy _ - Ty =33y _(VE) -3y6my- Joxy +3(y2y)
Vx 32y Bx+32y V3x-3J2y (ﬁ]’_(@]z
_3x-46xy+3(2y)
3x-9(2y)

_3x-4,/6xy+6y
B 3x-18y

3x—4 6
Al final, ¢l resultado de la racionalizacién es: xax— ‘”51“3;3“

Para mcionalizar una expresidn, cuyo indice del radical es 3, se multiplica por una expresion que dé como resultado
una suma o diferencia de cubos,

Si el denominador es de la forma (a +b), su conjugado es (a” — ab + b°).
Si el denominador es de la forma (a — b), su conjugado es (@’ + ab + b").

Los resultados de la multiplicacién son los siguientes:

(a+bla’ —ab+b)=a +b (a=-bid +ab+b)=a’ -0
Ejemplo ,
Racionaliza el denominador de la expresidn: Tl
Solucién

Entonces, el conjugado del denominador Yx -1 es:
(¥x) +(x) (1) +(1) obien ¥ +¥x+1

Al multiplicar el numerador y el denominador por el conjugado del denominador, resulta una expresitn equivalente
que carece de raices en el denominador.

2 B Lif?+$;§+1_2(5-’?+%";+1]_ﬁ’?ﬂﬂﬂ
-1 =1 e wdxwl () () x-1

EJERCICIO 108

Racionaliza el denominador en las siguientes expresiones:

&

PR R R R ]

1.

1 [25 6x’y 3a
—_ 3 33— 5, —= 7. —
3 Vis N 2a
3
=, 4 G s g M
\J'E 32 2xy 39‘!:&
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Aiceara
2
9, |2 12, —2_ 15, J3x=V2x 18, 2
8xy 3-& 2\.‘5 J2x ’x+?.l§
3
10, 41548 13, Y5 {8, ~od T e
254°b 1-+/5x Ba-\2b ¥x-1
= Lt f—
. " 1-43 g 1% 20, _a+h
1-24/3 1++/3 1++/x ¥3a + b
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Racionalizacién del numerador de una fraccion
Esta operacién permite transformar el numerador en una cantidad racional.
Sea la fraccitn Vo , la racionalizacitn del numerador es:
a
Wb 'Jb" wfb"'“"" _ W% b
EJEMPLOS = -
5
'E_ 1. ®= Racionaliza ¢l numerador en la expresién: 3:
& | solucién
H factor por el cual se multiplicaré tanto numerador como denominador es v'5x
WBx _ V5x J5x _NSx | S S
3 I JSx 3x5x Ix/Sx 35k
e
2 ®e Racionaliza el numerador en la expresién: Mﬁb—f
4x* =9y*
Solucién
Se factoriza el denominador y se multiplica por el conjugado de la expresién +2x — /3y para obtener:
2 2
-y Vm-By =+ () -({3)
4 -9y  (2x+3y)(2x-3y) Jae+ By 2x+3y](2x—3y]{\."2_x+ﬁ]

_ 2x -3y
(2x+3y)(2x-3y)(v2x +/3y)
1

" 243y (V2x +3y)

3 @« Racionaliza la expresién: +x ++/3.

Solucién
Se multiplica la expresién por su conjugado, tanto en el numerador como en el denominador, en este caso Jx =3

Vi+y3 i=3 _ (3) (3] s-a
RS S \FI P
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Radicacién
32
4 ®¢-Racionaliza el numerador en la expresién: @
y
Solucién
Debido a que las raices son ciibicas, se toma el conjugado de la expresion: {.y+5f§ como {J{}?—{{ri_y+%ﬁ
Por tanto;
3 3
P32 _ a2 i -gpyeda () +(32)
¥ e e d (e2)(i -3y +34)
- y+2
(r+2)(I -2y +34)
s 1
EJERCICIO 109
Racionaliza los numeradores de las siguientes fracciones:
4 -
1. 3 6. Y= 11 V7 16, J5x-J6y
3x B 10x-12y
58 3J6x 5-V2
2. — ) — 12, 17. -5
2 & 12x 23 7. Jx- V5
3 32 8 2x 13 yal 18 st
"2 | 4x T 3+2 " x=27
3 3 5 3 3 3
iz o, Yi6x 4, B o, Ja=23F
Jx i x-9 a-8b
o Ty fi-y -3
3, 10. 15. 20.
2xy” Gxy Jx+2y ¥y -4

Q Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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CAPTULO 11
NUMEROS COMPLEJOS
Elsmmm
2
&
~ los nimeros camp\‘efos
R @ En el siglo xvi Rafcello Bombelli fue uno de

los primeros en admitir la utilidad de que los
nimeros negafivos tuviesen raices cuadro-
das. Fue el primero en escribir las reglas de
suma, resta y producto de los complejos.

@ En 1777 el matemdtico suizo leonhard Euler
simbolizé la raiz cucdrada de =1 con la

lefra i [por imaginario), infrodujo lo forma binémica i = =1 y con &l

definitivamente se infroducen los imaginarios a la matemdtica.

© Gauss, en su fesis doctoral de 1799, demostrd su famoso feorema fun-
damental del dlgebro: todo polinomio con coeficientes complejos tiene
al menos una raiz compleja, y eskablecio en 1831 la inferprefacion geo-
méfrica de los complejos: x + yi —» [x, y).

© Ofros términos que han sido usados para referirse a los nimeros com-
plejos son: “sofisiicados” por Cardano, “sin sentido” por Néper, “inex-
plicables’ por Girard, "incomprensibles” por Huygens e “imposibles”
(diversos autores).

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)
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Ndmeros imagindr‘ios

El conjunto de los nimeros imaginarios surge de la necesidad de obtener la raiz cuadrada de un niimero negativo para
lo cual se define como unidad imaginaria: i = -1.

Nomero imaginaric puro

Se denomina asi a los nimeros de la forma bi donde b es un nimero real y b = 0.

Ejemplos
Las siguientes cantidades son niimeros imaginarios puros:

2, —4i, %i,\féi

En los siguientes ejemplos se ilustra cdmo obtener nimeros imaginarios puros:

EJEMPLOS
-E 1 @+ Obtén el resultado de: /=25
el Solucién
Se expresa el radicando como: —25 = 25(~1) y se aplican los teoremas correspondientes de radicales:
J=25 = f25(-1) = Vs -1 =551
Se sustituye +/—1 =i para obtener:
V=25 =51 =5i
(25
2 ®eCuilesel resultado de 2- J——?
Solucién
Se aplica el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior y se obtiene como resultado:
25 5
2- -—==2- 2- —2—— 2-=j
16 \'16 ] \’ & gg A
EJERCICIO 110
Representa las siguientes raices en términos de la unidad imaginaria i:
1. J-16 5. V-625 9. J-125 13. 3+ /=36
2, J-36 6. =8 10, /=162 14, 2- J-112
12 2 1
3, J—4 [~50 Mo 18- b /2AR
’ o Va9 376
4, /121 8 +-54 12, —l:- 16, g—%\f—‘ﬂﬂ

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Nimeros complejos

Suma vy resta
Para realizar estas operaciones se suman o restan los coeficientes de i:

ai+bi-ci=la+b-c)i

~§_ 1. ®e-Efectiia Ia siguiente operaci6n: V=36 +4+/-9.

Solucién
Se obtienen los niimeros imaginarios puros:

V=36 =/36(-1) =6./-1 =6i V=9 =o(-1) =3J~1=3
Se remplazan los mdicales y se realiza 1a operacion para obtener como resultado:
V=36 +4y9 =6i+4(3i) =6i+12i=(6+12)i=18i

2 ®e-;Cusl es el resultado de: J—_5+§\#—45 -%4—20?

Solucién
Se expresan las raices en términos de la unidad imaginaria:
J=5 = f5(-1)=/5i J—45 = [3*.5(-1) =35 J=20 = ,[27.5(-1) =2/5i

Se sustituyen los niimeros y se realizan las operaciones:
1

V5 + 25 ~ 2730 = VBi+ 335~ 2(245)

2
=5i+25i =/5i
=(~..-"3+2J§—\-"§]i

=25i

3 ®e-Determina el resultado de; %ﬁ+%ﬁ—%¢3,

Solucién

e PN EE e PEIE) RETE) =:+§:-§:
(1482
UTsT3) TS

4 ®e-Realiza la siguiente operacién: =72 + =48 — V=162 - =300.

Solucion
Se expresa cada uno de los radicales en términos de la unidad imaginaria;
V=72 =36 2 -1 =64/2i =48 =16 3.1 =4.3i
V=162 =812 - =1 =942i J=300 = V100-3 /=1 =10/3i

259

Se extraen las raices, se multiplican por los coeficientes y se realiza la operacitn para obtener como resultado:
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AiGERRA

(continuacidn)
Se sustituye y se procede a efectuar la operacidn:

J=72+ 48— =162 — =300 =62i +43i-92i -10/3i
=642i-942i +43i -10/3i
=(6v2 -9v2)i+(43-103)i
=—3./2i - 6/3i
=(-3v2-613) i 0 =-3(vV2+243)i

Finalmenie, el resultado de la operaci6n es: (-3v2 —643) i 0 ==3(\2+2./3) i

EJERCICIO 111

Efectiia las siguientes operaciones:

1. V9 +3/4 B, %J—ﬂn%J—m-%J-u
3. J64+v5 B -4 9, %ﬁuw——%rlmu
3, V=4 -3J-1+4/-9-5.-16 10. 13-.(9)(4) +4+~-25-20i
4. 3J-1 —%J—m +/9 11, V=2 +xJ=9 —/-165

5. 54 ++=150-+/-24 12, +/=18x" +x~/=Bx —5x+/-2x
6. 3V-2+2J-8--32--18 13. §~6561+Y-256

7. =18+ +~T75 = J-98 - /=12 14, af—%f +%x§f—_x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Potencias de i
Se obtienen al elevar la unidad imaginaria i=+/=1 ala enésima potencia, conn € N.

i =i #=(v=1) = P =iti=—li=—i it =7 =(=1)(-1) =1

Para las potencias mayores que 4, los resultados son equivalentes a los anteriores; con el fin de poder determinarlos,
la potencia se descompone de la siguiente manera:

i"=i*""*=i* con n=dm+k

Donden, myke N, ademisn >4y k< 4
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Nimeres complejos
EJEMPLOS *
1. @+ ;Cuil es e resuliado de i'*?
5. ! Solucién
(== ’
La potencia i'* se representa como sigue:
!I! _‘I2+! =‘..|(3}+|
Se aplica la formula anterior y se obtiene:
l|3 _‘-4{3)+I =‘I =j
Por tanto, se deduce que: i* =i
2 ®s:Obténel resultado de: i +2i” =i,
Solucién
Se obtienen los valores de las potencias de i
i =l--|{|}+z == P =j4{z}u =i'=j i =j"(z]”'3 ==
Al sustituir estas equivalencias y realizar las operaciones se determina que:
i"4+27 —i" =142 = (i) ==1+ 2 +i=-1+3i.
EJERCICIO 112
Desarrolla las potencias y simplifica las operaciones:
L i 9. 2" +3" -j°
2. " 10, i®=i*+i"
3, 3" 1L 7 =2 +i" -3i®
4, i 12, -
5 0" 13. i +i* +i® +i" +..+i" sines impar
6. 2% +3i° 14, i +i° +i" +i" +..+i""" sines par o impar
7. —F i 15, Halla el resultado de: i+i" +i° +...+i'"™
B, i'4i®—3" +4;° 16. Verifica la siguiente igualdad: i"*' +i"* = —i" +i""'

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién y division

Para realizar estas operaciones, los radicales se tienen que expresar en términos de J, posteriormente se aplican las
siguientes formulas:

. - Ya _[a
JEHE_JE,E_‘[;

e T
Para niimeros imaginarios la operacién =2 -v=2 #.[(-2)(-2) ,ya que Va-vb=+a-b y :,r_'% =d§ s6lo son
verdaderas sia y b son positivos.
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EJEMPLOS J
1 ®+-Determina el resultado de: J%J—_‘I

[ Solucién

Se expresan las raices en términos de i, pam después realizar la operacitn:

J2A=(3)e=5r = 2=
2 ®e-Efectia el producto de: V=9 -+/-28 - —%.

Solucién
Se expresan las raices en términos de i, s realiza el producto y el resultado es:

J-9 ~J—2_8~E =(3£](2~ﬁi][%i)= 13? i’ =12(=i)=-12i

3 ®sEfectia %

Solucién
Se obtienen las rafices:
J=25 = f25(1) = V25 - -1 =50 V4= [a(-1) =4 -J1=2i
Se sustituyen las equivalencias y se determina que:
V=25 _sis
J=4- 3 8
4B + /=75 - /-14
4 ®=:0btén el cociente de: ki J—Ti L i
Solucién

Se simplifican los radicales, se realiza la divisin y se obtiene como resultado:

V48475 V147 _ 4V3i+S5\Bi-TV3i_2V3i_
J-12 23§ 243i

.4 .2
S ®s-Simplifica Ia siguiente expresién: '—;;2_‘—‘5'-'-—1
Solucién
Se sustituyen las equivalencias de cada potencia y se simplifica:
=241 (1)-2(=1)+1 142414 2

i=i (=i)—=(i) =2i =2 i
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Nimeros complejos
EJERCICIO 113
Realiza las siguientes operaciones:
1. V=3-J=27 i1, 372
=75
O o a8 g VB4
J—4
%, B ARAE g 2SS
4100
4. lﬁ] EJ—_Q] 14, J=5+=45 4420
2 3 V=125
5. G169 -5 15, (VE8+C18-V50)+ V32
J 16 81 A | ;
6, —E-.‘I‘—T 16. {-! +1 ]+(1—l]
1
2 \'—1'5{3\;'?4 +2\|I—_9] I
i=2i"+1
‘-n Ll!-!rH—Z
8. V-18(V-2+/=3) g L
i
— mn+2 ]
0. 144 19, %
‘Jg L Ill-n —2p-3
" J=36 R TR IS R
o P+ 4P+, T
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Nomeros complejos
Se forman por una parte real y una imaginaria,
Son de 1a forma z = ¢ + bi, con g, b € R, donde:
a= Re(z) parte real y b= Im(z) parte imaginaria
Un nimero complejo se representa de las siguientes formas:
forma rectangular o binomial forma cartesiana
z=a+bi z=(a.b)
z=a z=(a,0)
EJEMPLOS .
1. @+ Representa en forma cartesiana los nimeros complejos: z, = 4 + 5i, z,=2i, z,= 8.
Lok Solucién
w Forma cartesiana
z,=—4+5i z=(-45)
=2 z,=(0,2)
L= 8 ziz(gs u}
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2 ®o-Representa en forma binomial o rectangular los siguientes ndmeros complejos: z,= (3,-1),z,= (2,0) yz,= (0.-3).

Solucion
Forma binomial
z=(3,-1) 7, =3-i
Zg=(2:u} zz=2
z;=(0,-3) z,==3j

EJERCICIO 114

Representa los siguientes nlimeros complejos en suforma binomial o cartesiana, seglin sea el caso:
1 2+3i 7. (0.-2)
2. (-15) 8 -1
a
3. 7i 9. (3,0
2.5 2
4, == 10, 5—-=i
3 4 '
5
5, 5-=2i 11, | =,—8
’ G-
6 (l,—ﬁ] 12, 1-i
2 7

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta
Sean los nimeros complejos z=a +bi, w =c¢ +di
Se define:
z+w=(a+c)+(b+dli=(a+c,b+d) z—w={a-c)+(b-dli=(a-c,b-d)

EJEMPLOS
-5 1 ®+-Sean los mimeros complejos z =2 +3i y w=— 4 + 6i, realiza: (z + w) y (z - w).
,E f Solucién
L

Se aplica la férmula para la suma y la resta, para obtener:

z2+w=2+3)+(-4+6)=Q+(-N)+3+6)i=-2+9i
2-w=(2+3)-(-4+6)=(2- (-4 +(3-6)i=6-3i

2 ®e.;Cuil es el resultado de (4 — 27) + (-3 +4i)?
Solucién
Se aplica la férmula de la resta y se obtiene:
@=20+ (=344 =@+ (-3 +(-2+Di=1+2i=(1,2)
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Nimeros complejos

3 ®e-Efectiala siguiente operacion: (- 5, — 4) — (=6, 1).
Solucién
Se representan ambos complejos en su forma rectangular y se realiza la operacitn:
(=5, - =(-6,1)=(5-4)-(-6+)=(-5-(-6)) +(-4-1)i=1-5i
Este resultado también se representa como (1, — 5}

3 4 1
[ IE Ive: | =+—i =2,=|.
A ®e-Resuelve (2+31)+( 3)

Solucién
Se expresa el segundo sumando en su forma rectangular y se efectia la suma:

3 4 1Y_(3,4.). (.10 (2 ). (4.1),
B M) o)
=273 % 723

1 Ly
iguiente, el Rt Rt 1 Y [
Por consiguiente, el resultado es 5+ u[ 3 3)

Multiplicacién por un escalar

Para efectuar la operacion se multiplica el escalar por la parte real e imaginaria del mimero complejo como lo indica
la siguiente férmula;

c(a +bi) =ac +bei

EJEMPLOS .

Ejemplos

1. @+ Realiza Ia operacién: 3(2-5i).
Solucion
Se realiza la multiplicacién de 3 por ambos elementos del nimero complejo:
3(2-5i)=3(2)-3(5)) =6-15i

Por tanto, el resultado de la operacion es: 6—15i

2 ®e-Obténel resultado de: 3(7-4i)-2(-3+2i).
Solucién
Se realiza el producto de los escalares por los nimeros complejos:
3(7-4i)-2(-3+2i) =((3)(7) - (3)(4)i )+ ((-2)(-3) +(-2)(2)i)
=(21-12i)+(6 - 4i)
=(21+6)+(-12-4)i
=27 -16i
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3 a1 1.
3 @2+ Cudl es el resultado de 4—(2—5;]+E[3+E,]?
Solucion

Se multiplican los coeficientes, se agrupan los términos semejantes y se reducen:

3 1 1 3 3 1 1{1
=(2-5i)+=| 3+=i |=| = (2)+=(-5i =(3)+=| =i
n ’]+2( +2') (4(]+4( ’]]+[2{ “2(2"’)]

_(E_l_s.)+(§+l]

hd A B A

6 3 15 11,
=l =+ |+ -=+=|i
[Fa)-ad)
7

=3-i

7
Por consiguiente, el resultado es: 3— Ei

L]

EJERCICIO 115

Resuelve las siguientes operaciones:
1. (3.2)+(7.-1)
2. (-2.5)-(35)
3. (L-3)+(-3-2)
4. (0,-6)—(-5.0)

8. (v2.-3)-(0, 2)
9. (vV3.42)-(0, 0)

10, Siz=2+3i y z;,=5-4i,encuentraz +z,
11, 8iz;=3-2i y 2,=3+2i,obténz, +z,

12, Sigy=4-5i y z;=4 - 5i,encuentra z, — z,
13, Siw=3-4i y w, =2+ Ti,realizaw, - w

14, Siz=1-4i,z,=1+i y z,=i,encueniraz, - z+3z,
1
15, Siz=T7-3iy z,= 4-51' .calcula z, + z,

16, 8iz=2-3i,z,=10i y z,=2+3i, realiza z+z, -z,
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17, Siz = -:-—-éi Yi,= (i,%),f:l'hc:ucl'htnalz,,+z2

: L. 5. 1:. ., 1 g
1B, Sig = E+EJ, z,= E—EJ Y= Z—Zl,ubténzl—{zz+zs}

19, Sigy=1-i,z,=-2+5i y z,=1+3i,encuentraz, -z, + z,
20, 8i g =3-2i, Z=-4-i, y 2, =-2-13i, ;cvdl es el resultado de 2z, — 3z +2.?

1 2
21. Siz=T+4i,z,=6-2i y z,=-3 - 3i. Efectia: z, - Ez2+§z3

22, 8i g =%—%L zg=4—§i, ¥ z3=1+%i. Efectia: 4:;,—%:z +5z,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién
Sean los mimeros complejos z=a+ bi y w= ¢ + di, se define el producto como;
z-w={a+bi)c+di)=(ac —bd) +(ad + bc)i

EJEMPLOS o
], ®+# Realiza la siguiente operacitn: (3 — 2i)(—4 + 5i).

. Solucién
Se observa que: @ =3, b=-2,c=-4 yd=>5, aplicando la definicion se obtiene:
(3 = 2i)(= 4 +50)= [(3N=4) = (=2)(5)] + [(3)5) + (=2)}—D]i

=(-12+10)+ (15 +8)i
=-2423i o (~223)

Ejemplos

2 ®e-Hallael resultado de: (2 = 5i)(2 + 5i).
Solucién
Se identifican los valores
a=2 b=-5 c=2 d=5
Se aplica la definicién: (ac — bd) + (ad + bc)i, para determinar que:

(2= 5i)(2 +50) = [(2)(2) = (= 5N + [(2)(5) + (- 5N 2D)}i
=(4+25)+ (10 - 10}
=29+0i o (29,0)

1 3
3 ®e-;Cudl es el resultado de (E+3i](2—gi]?
Solucién
Al aplicar 1a definicién se obtiene:
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(continuacidn)

EJERCICIO 116

Efectia las siguientes operaciones:
1. 3-4i)-3-2)

2. (2,341 -1)

3. (2,0)3,2)

4. (1-iN2,-1)

5. (1+2i)

6. (V2.43)(v2.43)

7. Siz= (l ) yw= (2,3), determina z-w

1
2’3

B Sigz= ('%n’i] ¥ 5= (U,\E) .efectia z,-z,

9. Siw=6-2 y w, =3i encuentra w-w,
10, Siz=(4,~1) z=(2.-3) yz,= (-1, 1) obtén z,(z+z)

11, Siz=1-3 w= [%,0] yv=2+ i, determina z(w—v]

13
12, Siz=(L2) z=(2,0) yz,= (E,E),emuentra z-7 -4z
13. 8iz=1-3i, determina z°
; 21 2
14, Siw=|-=,=|,ek
iw ( 3 4] efectia w
5. Siz =3+2i y z,= 1 -3i, encuentra (z,-2,)’

16, Siz=1+i yw=1- jrealiza z*-w’
17. 8i z=2i-3, w=1-2i y v=4+3i,realiza la operacién: 2z—3w+v

; . ] 1 1. o fL A :
18. 8iz =6-3, z,=d+2i y zs=5—§l, determina: (gz,+552—6z3]
19. Prueba que siz=a+biyw=a— bi,entonces z-w = Re(z)’ +Im(z)’
20. Prueba que siz,=1+i y z,=1- i, entonces z"-z," = [Re(z)+Re(z,) ]
21. Prucba que si w= (1,1) entonces w'"= (—1]5(2,0]"cunnpare N

22, Prueba que si w= (L1) entonces w”"= (0,2)" con n impar € N

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Cariuio 11

Nimeros complejos

Divisién
a+bi

@ d_ s g I
Sean los complejos z=a + bi, w=x+ yi, la divisién ooy e

Se define como:

Z _ athi _ ax+by] [bx ay]
W x4y X +y Xy

EJEMPLOS *
'%_ 1. ®+ Realiza la siguiente operacién: +::
g Solucién
Se identifican los valores:
a=6 b=4 x=3 y=-
Se aplica Ia definicién:
6+4i _|(6)3)+(4)(-5) |, | (4)(3)=(6)(=5) |, _(18)+(-20) (12)-(-30),
3-5i§ (3] +(= ] {3] +(—5] 9+25 9+25
- 18—2(]+12+3(]‘.
9+25 9+25
2 42,
=—" 4
34 M
1 21,
= ———j
17 17
644 _ 1 21, (121
Portanto, 2= =17t 17’ °[ 17’17]

4=
243

2 ®e-Hallael resultado de:
Solucién

Los valores de a=4,b==1, x=2, y=3, se aplica la definicidn:

[(4](2]+{ 1](3]] [(—1](2]-(4](3]]1. _ (5]"'('3]_'_(-2]-(12]!.
2+31 (2) +(3) (2)" +(3Y 449 449
_ B=-3 —2—12.
T 4+9 449 !
5 =14
+

4-i 5 14

iguiente, =
Bor coniguente. i~ 3 13

5 14
—] «al-::maulen.suﬁ;n-mneut::tau'temamuas[13 E)
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AiGERRA

3 ®+-Realiza la siguiente operacion: 311
Solucién
Se obtienen los respectivos valores:
a=2 b=0 x=3 y=-1
Sustituyendo en la definicion, se obtiene:

3%;:[(2](3]+(U](_1]]+[(U](3]_(2]{_1]]j=(£]+(£]i=Lli

(3 +(-1¢ (3) +(-1 10, \10)" 55

A ®e Determina el resultado de: ke

1+i
Solucién
Al aplicar la definicién se obtiene:
i _[@+00],[00-©@0], o1, 1-0, 1 1.
1+i [ (P +(1) aF+(y | 1+ 141 22
i | o B
S T

EJERCICIO 117

Efectlia las siguientes operaciones:
1, : B Biz,=3+2y zz=1—24',f:l'n;:ur.ann:raﬁ
1-2j Iz
3-2i . , N -
2. 73] 9, Slz,=3+2|)rz=1—1,reahza;z-
g A 10. Siz=1-Tiyw=1+2i, determina —
I W
V2-43i w
F. R SRR 11, Siz=4-3iyw=1+2j efectiia —
2 +-3i 2 z
5, 1=22i 19, 8bp et SAy wE T T ulteseliotlnidode X
V2i z
2 +
6 13, Siz,=3—i,z,=1+i)rz3=w.f§+i,rca]izaz’z—z’
o 3
2-j ot
7, 22t 14. Siz,=2+i,2,=1+2i,2,=3~2i yz, = - 2 + 3i, efectda: 22
1-i Lty

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Representacién gréfica

Para representar en el plano cartesiano cualquier nimero complejo de la forma z = a + bi, se ubica a la parte real en
el eje horizontal (eje real) y a la parte imaginaria en el gje vertical (eje imaginario).
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Cariuio 11

Nimeros complejos

Sea el niimero complejo z =a + bi, entonces su representacion gréfica es:

Eje imaginario

z=a+bi
z=(aq b)

Eje real

EJEMPLOS

| Solucién

Ejemplos

5

1. @2 Grafica el siguiente nimero complejo: z =4 + 5i.

Se convierte en la forma cartesiana z = (4, 5), y su grifica es:

Eje imaginario

e z=d44+5i

Eje real

2 ®e:Grafica: z, = - 4 - 6i,
Solucién

sntacién grafica de z,:

>

|
I
!
I
I
I
]
4

Se ubicael punto ( — 4, — 6) en el plano y se une con el origen mediante un segmento de recta, y se obtiene la repre-

Eje imaginario
EJERCICIO 118
Grafica los siguientes nimeros complejos:
1. z,=—6+5i 5. z.=5-2i 9, v=(2,3XL -1)
1+i
2, &= (3-4) 6. %=(6.2) 0 %= 1
3. 4= (-1-2) 7, w= (12)+(-3-5) 11, w,= (3=1)(2.0)~(-L-1)
_(12)-(2-1)
4 z=-244 8, 2= (~4.6)-(1-3) 2. )

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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Valor absoluto o médulo
El médulo de un complejo es la distancia que existe del origen al punto que determina el nimero complejo. Su mag-

nitud estd dada por la férmula:
|2 |=la+bil=\[Re(2) T +[tm(2)] =Va"+5?
¥ su representacion grifica es:
Eie imaginario 4
jeimagRano z=a+bi
b=~ ! z=(a b)
2/
I
I
| = .
0 - » Eje real

Propiedades del valor obsoluto
Sean los nimeros complejos z y z,, entonces:

1. |z| =0siysilosiz=0
2 |z+g| <|z]+]z)]

3. |z-a] =|z||z]

EJEMPLOS *
1. ®+:0bién el médulo de z=3 - 4i.
| Solucién
Se sustituye 2 =3 y b =—4 en la férmula y se obtiene como resultado:

T —

|z |=]3-4i |=(3) +(—4)" =9+16 =25 =5

Ejemplos

El resultado indica que existen 5 unidades del origen al punto z= (3, — 4)

2 ®¢:;Cudl es el mbdulo del nimero complejo z, = —%—%i?
Solucién
Se sustituyen los valores y se obtiene:
1 43 1Y (B _[13_[a
=== = -_—— +| —-—— = —F— = —_ = 1 =1
lzal‘iil \{(2)[2] ‘\J44 4‘F

3 ®s-Determina el valor absoluto del niimero complejo z,= (1, 7).
Solucién
Se sustituyen los valores en la formula y resulta que el médulo de z, es:

lz.| =) +(7) =V1+49 = /50 =252 =52
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CaPiuio 11

Nimeros complejos
A ®+Paraz=3+4iyw=2-i prueba que |z+w] < |z]|+|w|.
Solucién
Se obtiene |z+w| Las magnitudes de los niimeros
y . : complejos en el plano cartesiano se
le+w| = [(3+4i)+(2-i)| = |5+3i representan e la siguiente manera;
= (5) +(3y Ya
= V34 1 E% 8
e 24w (5,3)
luego,

|z|+|w| = |3+4i]+]2-i]

= JOF +(4) + J@ +()
=5+.5

Por tanto, se comprueba que: T

lz+w] < |z|+]w]

V34 <5+ 45

Conjugado
Hl conjugado del complejo z=a + bi, se define como:
z =a-bi
Ejemplos
Complejo Conjugado
3+7i 3-Ti
-4 -8j -4 +8i
ety =3
-4 4i

Teorema; seaz =a + bientonces z-z=a’ + b’

Propiedades
Sean los mimeros complejos z=a+ bi y w = ¢ + di, entonces;

l. z4w =z + w

5]

2 zw=zw

b

3. z+z = Re(z)
4. z-z ==21Im(z)

Nzl =22

Lh

&

6. Siz0, 1= 2
z |4
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Demostraciones
1. Se determina la suma de los complejos z y w:

z+w= (a+bi)+(c+di)= (a+c)+(b+d)i

Luego el conjugado de z + w se define como:
z+w = (a+c)=(b+d)i
Se desarrolla la operacion, asociando como se observa y se determina que:
z+w =(a+c)-(b+d)i=(a+c)+(-b-d)i=(a-b)+(c-d)i=z+w
2, El producto de los complejos z y w es:
z-w= (a+bi){c+di) =(ac — bd)+ (ad + be)i
Luego, el conjugado de z.w se define como:
z-w =(ac — bd)— (ad + be) i

Se desarrolla la operacion y se agrupan de la siguiente forma:

{ac —bd) — (ad + be) i = (ac — bd) + (—ad - be)i
= (ac = (=b)~d)) + (a (=d) + (=b)(c))i
=(£J—_bl'}(c-cil'}
=z.w
3. Se determina Ia suma del complejo z y su conjugado z :
z—z=(a-bi)+(a+b)=(a+a)+(-b+b)i=2a+0i=2q
Pero a es la parte real del complejo z, por lo tanto
z+z =2Re(z)
4. Se obtiene la diferencia del conjugado z y el complejo z:
2=z ={a=bi)=(a+bi) = (a- a)+(~b - b)i = 0a - 2bi = - 2bi
Pero bi es la parte imaginaria de z, entonces:
z-z =21Im(z)
5. Se obtiene el valor absoluto de z y se eleva al cuadrado:
|of = (Vo +8*) = & 47
Pero si z =a + bi entonces z - z = & + b por lo tanto:

izl’ =(Jm]z =a'+b =z-2
6. Siendo z=a + bi, se realiza la divisitn i obteniendo:

[0, 0000, (e ),( )

z  a+bi a +b a +b’

a b ;
a+b> a +b
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Nimeros complejos

El denominador de cada término es el mismo, entonces se tiene que:

l a=bi

z @ +b

Pero z =a-biy |z|' =4 + b entonces se obtiene:

lNI

1_
z |

EJEMPLOS

E‘ 1 ®+:Siz=2+3iyw=—1+i,determina =
[ W

-

Solucién
Se aplican las propiedades de los complejos:

Z4W = 24w =(2-3i)+ (= 1-)=Q2-D+(-3-Di=1-4i
zw=z.w=Q2-3i)-1-)==5+i
Luego,

24w  1-4 9 19.

_—_—— T — i —

2w =5+ 26 26

2 ®e. Siz=—d+iyw==2+5i, determum( 2

ww)(z—2z)
Solucién
Se aplican las propiedades de los complejos y se obtiene:

2.2 [

(wew)(z-z) ~ [2Re(w)]-[-2m(z]]

Se sustituyen el valor absoluto de z, el mimero real de w y el nlimero imaginario de z:

|f (—4) +(1)’ 71
[2Re() [ [2m(2)] = 2(2T[20)] ~ (A)(2)  8i
Se realiza la division:
17 17 1
8 8
Pero ‘}=#=(0]2_-: ) =—i , entonces se obtiene
17 . 17,
~aEg
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EJERCICIO 119

Encuentra el valor absolute o médulo de los siguientes nimeros complejos:

. : 1 : 2
1, 2+3i 4, 3i 7. 2+J§s 10. (JE’S]
. . 4 .
2. 5-4i 8 8. (v2.43) 5
3, 4-5i 6. 6-Ti 9. (v2,0) 12, V2-3i
Determina el conjugado de los siguientes nimeros complejos:
13. 5+4i 16. 5i 19. (0.,-3) 22, (-1-1)
i 3 2, 11,
14, (-5,0) 17. i 20. e 2. 2+
) . 11
15, 1+i 18, (2.1) 21, —2+6i 24, (-—,—]
2’3
Sean los numeros complejos z=2i+ 1, 2, =4 - 2iy z, = (5,1) demuestra que:
25. |z+7,] < 2|4z B. [z+2)3) =|a+zlld
2. |z-z| = |z| |z . |z-z-z| = 2]z ]|l
20. |g+z,+7] < |g +2, |+ 30, |z-z|+-d < |z (|2 |+|z])

Nota: Estas demostraciones no se incluyen en las soluciones.

Sean los complejos z=2 -3l w=1+1 y v=2- |, determina:

31 z+w 36. (2:2)=(w-w) a1, ;.=‘:.
2. whv-i-w 37, (5-v)(zFw) 2. W
v
B i 3, (z=w)(w=) 8 l‘f’”{,
— =— z+w vy
e g ¥ il
35, {;v—w](;r—v] 40, g 45, E;T;:E?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPITULO 12

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

ﬂlSTC’lRICA

Egjﬂ o 14

— i ¢ % o n la rese_ﬁc .de| mp(ﬂub 2 se m‘er?cioné a
e - aKhwarizmi y su método geométrico para
- b, resolver ecuaciones de segundo grado,
-— = 8 — | que se conoce como método de completar el
— h\ ! x "2 '| cuodrado y consiste en lo siguiente:
; . Area =x?+2x+2x+4 Eiamplo
=x?+d4x+4

Sea la ecuacién x° + 4x = 45

© Se comienza por construir un cuadrado de lado x, ABCD, cuya drea
serd x°,

© Se prolonga el lado AB y AD en 2 unidades, resulian 2 recldangulos;

= Y
la suma de dichas dreas es 2x + 2x = 4x, que da como resuliado el
segundo término de la ecuacion.

© lo figura se completa con un cuadrado de 2 unidodes por lado, cuya
drea es 2 - 2 = 4 unidades cuadradas.

© FEl éreq fotal del cuadrado es x? + 4x + 4.

© Se suman 4 unidades cuadradas en ambos férminos y se resuelve la
ecuacion,
x* +4x=45
X +A4x+4=45+4
x+ 27 = 49

Por tanto, una solucion es x = 5.
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Definicién
La ecuacién de la forma ax’ + bx + ¢ =0, donde a, b, c €R y a #0, es una ecuacién de segundo grado; al término ax’
se le llama cuadrético, a bx lineal, ¢ es el término independiente y se clasifican de la siguiente forma:

Completas: ax*+ bx + ¢ =0
Ecuaciones de
segundo grado Mixtas: ax*+ bx = 0, conc = 0

Incompletas:
Puras: ax’+¢=0,conb =0

Solucién de una ecuacién de segundo grado completa

Las ecuaciones de segundo grado tienen dos soluciones, también se denominan raices.
Existen tres métodos para resolver una ecuacion de segundo grado:

© Completando el trinomio cuadrado perfecto
Para completar el trinomio cuadrado perfecto se suman, en ambos miembros de la igualdad, el cuadrado de la

2
vt el cochigicion: del wéern Hrenl de T eeigielde ( % ]

1 ®# Resuelve la ecuacién: x° + dc+3 =0,

Solucién
Se dejan los términos en x en el primer miembro de la ecuacién.
F4+dr+3=0 = ¥’ +4x=-3

2
Se suma (%] =4 en ambos miembros X +dx+d==3+4
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x+2)" =1
Se extrae la raiz cuadrada en ambos miembros x+2=H+1
x+2=1%1
Se despeja a la incognita x==2%1

de la igualdad se obtienen los valores de x,
n==2+1=-10 x,==-2-1==-3
Por tanto, las soluciones o raices de la ecuacién son: x, ==lox,==-3

27 ®e Determina las raices de la ecuacién; x* — 6x — 27 =0,

Solucién
Se dejan los términos en xen el primer miembro y se procede a completar el trinomio cuadrado perfecto,
¥-6x-21=0 = x*-6x=27

2
se suma (g] =9 en ambos miembros X —6x+9=27+9
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x-3) =36
se aplica rafz cuadrada en ambos miembros, x=3=%/36
x=3=%6
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Ecuaciones de segundo grado
de la igualdad se obtienen los valores de x,
n=3+6=9 0 x,=3-6=-3
Por tanto, las rafces de la ecuacién son: x,=%9o0x,=-3
3 ®e-Encuentra las rafces de la ecuacién: x* - 5x—6=0,
Solucién
El término independiente se coloca del lado derecho del signo igual y se procede a completar el trinomio cuadrado
perfecto,
¥=5%-6=0— x'-5x=06
5y 25 25
Scsuma(— =" en ambos miembros Pty G
2) 4 4 4
. _— 5) _49
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto ;‘,-—5 s
5  [49
Se aplica rafz cuadrada 'Ti\ng
Pl
2 2
de la igualdad se obtienen los valores de x,
5 7 2 5.7 12
AS3T2T °®=3%3

Por tanto, las soluciones de la ecuacidn son:
n=-lox,=6
4 ®e-Determina las soluciones de la ecuacién x* + 4x+ 5=10,
Solucién
F+dx+5=0 = x +4x=-5
X +dx+4=—5+4
(x+2)'=-1

x+2=% -1
x+2=%i
x=—2%

de la igualdad se obtienen los valores de x, que son los mimeros complejos:
x==2+4i 0 x=—2-j
5 ®@e-Resuelve la ecuacién 2 + Tx +3 =0,
Solucién
Se divide la ecuacién entre 2 y se completa el trinomio cuadrado perfecto,

T. 3 . 7 3
- —=(] — = -
x2+2x+2 % gy
? 2
— 2
e 7 49 . . 7T 49 3 49
Se suma 5 [4] lﬁcnmnbnsmwmbms x 2J\‘: 16 AT

(continia)
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(continuacidn)

; : S 7Y _25
se factoriza el miembro izquierdo, ;\»,-+Z =E
: ; 7 .5
se aplica raiz cuadrada en ambos miembros. x+E=iE
x=—zi£
4 4

1
Finalmente, las rafces de la ecuacidn son: x,=—5 0x==3

& ®+-Determina las soluciones de la ecuacion 3¢ - Sx+2=0,
Solucion
Se dividen ambos miembros de la igualdad entre el coeficiente del término cuadritico, que en este casoes 3,

I -5x+2=0—> x’—%x+§=0

En la ecuacitn resultante se completa el trinomio cuadrado perfecto y se despeja x.

x2—£x+3—u — x2—§x+~iz——3+2—5
373 3736 3 36

(=-3)

2.
36

=
I
1]

+

h|th nLa

14
3

1]
H

]
]
=N

Por tanto, las raices de la ecuacitn son: x, =1 o xz=§

7 ®e-Encuentra las raices de la ecuacién 6x” — 11xy + 3y" =0, con y como una constante.
Solucién
Se divide la ecuacitn entre 6 y se completa el trinomio cuadrado perfecto.

11 3 11 3
=y +—y =0 = P ——xy===
e 6y’ = 6}"

1 o121, 3, 121,
¥ gAY =gy

[x_ﬂ T_ﬂ
12}r 144
11 7

[— e
. 12""r _12_1;

Por consiguiente, las raices de la ecuacitn son:

R
TR TR TR T2

o Do, SWE i7h
BT TR T 17T
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Ecuaciones de segunde grado

EJERCICIO 120

Determina las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado y completa el trinomio cuadrado perfecto, donde x,
¥, 2y wson variables y a y b constantes.

L #+5x+4=0 11, 2@ +5x+2=0

2, Gx-27=-x' 12, 10w" = 13w-3=0
3. F+11lx+30=0 13. =37 +7x+6=0

4. y +10 =6y 14, 36x=13 +36x

5 w—-40=3w 15, 4% + Sbx=-¥"

6. 22-30=13; 16. —32aw - 154°=-Tw*
7. ¥=10x+24=0 17. x* +3bx - 106° =0

B. ¥+ 8 =240 18. &x" =bx+30

9, x+5=-x 19, @’ +3aby +2b"=0
10, 3x"=x+2 20. 27ay - 14y = 10a°

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Férmula general

Deduccidn de la férmula general para ecuaciones de segundo grado
Sea la ecuacién general de segundo grado:

ac’+bx+c=0
La ecuacitn se divide entre @,
af+bx+e=0-2+2x4 £ 0
a a
Hl término independiente se coloca '+ -zux:- E-

en el segundo miembro
= completa el trinomio cuadrado perfecto,

2 2
se factoriza el lado izquierdo, y se realiza la resta (x+21) =b4¢
en el segundo miembro @ a
« realiza el despeje para x, PR s
2q 4a
b b* —dac
=%
x+2a 2a
g Py Y =dac
2a” 2a
+4b =
Se obtiene la férmula general e ;’a dac

Finalmente, las soluciones o raices de la ecuacidn son:

. _=b+b’ —dac o _=b=+b" -dac

1 za 1 zﬂ
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EJEMPLOS .
1. ®¢ Resuclve la ecuacién 35 - 5x-2=0,
ﬁ. J Solucién
i Se identifican los valores de a, b y ¢ de acuerdo con la ecuacién dada.
a=3,b==5¢=-12

Se sustituyen en la fGrmula general.
- ~(-5)% (-5 -4(3)(-2) _5+25+24  5+.J49 5+7
B 2(3) B 6 T 6 6
Para concluir, las raices son:
IFT AR IS e o
s 6 g 6 3

2 ®e-Determina las rafces de la ecuacién 2x° = 3x =0,
Solucién
De acuerdo con la ecuacién: a= 2, b=- 3, ¢ =0, los valores se sustituyen en la férmula general,

~(-3) +/(-3) —4(2)(0) _3+9-0 _3+J9 343

=
2(2) 4 4 4
Por tanto, las raices son: xl=E=E=§ 0 x2=3;3=g=(]
4 4 2 4 4

3 ®+-Encuentra las soluciones de la ecuacién ¥ =9 =0,
Solucién
De acuerdo con la ecuacién: a= 1, b=0, ¢ = -9, se sustituyen los valores en la férmula general,

_—0+J(0) -4(1)(-9) _-0+0+36 _+J36 o .

* 2(1) 2 2 2

Por consiguiente, la soluciones son:x, =-3 0 x,=3
4 ®e Determina las raices de la ecuacin x* + 4x + 5= 0,
Solucién
De acuerdo con la ecuacion: a = 1, b =4, ¢ = 5, los valores se sustituyen en la férmula general,

- —(4)£ (4 -4(1)(5) _ 4+V16-20 _ A+ _—442i _

2+
2(1) 2 2 2 :
Finalmente, las raices de la ecuacidn som: x,=-2+i,x,=-2-1i
EJERCICIO 121
: Emplea la formula general y encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:
: 1. ¥+15=8 3 X+6x=-8 5. 4F - 20x+25=0 7. 5" -2y-3=0
. 2 ¥=x+6 4, ¥-2x-15=0 6. 6 +13x—5=0 B x —6xr+2=0

282



CaAPiUIO 12

Ecuaciones de segundo grado
9, ¥+2x=5=0 12, 36)" = 24y == 85 15, yz-%a)m(] 18. x’-‘—}=0
10, ¥—dx +5=0 13, w—5w=0 16. a¥ —bx=0 19. @+ =0
11 ' =—dx-17 14, %zz+gz=ﬂ 17, ¥*-25=0 20, a*w’=16=0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspoendiante

Propiedades de las raices o soluciones de una ecuacién de segundo grado
La expresion I = b — dac es el discriminante de una ecuacién de segundo grado, y permite determinar si las raices
son reales o imaginarias,

1, 8i I'>0, las mices son reales y diferentes.

2. 8iI=0, entonces las mices son reales e iguales y su valor es: x=— %.

3, SiT<0, entonces las raices son complejas.

EJEMPLOS .
£ 1 ®# Determina el cardcter de las raices de la ecuacién 20x°— x - 1=0,

8y
(3

2 Solucién

Al sustituir los valores de ¢ =20, b == 1, ¢ = = 1 enel discriminante, se obtiene:
I=(=1P=-420) (-1 =1+80=81
De acuerdo con el resultado >0, se deduce que la ecuacion tiene 2 soluciones reales y diferentes.
2 ®e-Encuentra el cardcter de las raices de la ecuacion 4y” — 8y +7=0.
Solucién
Al sustituir los valores de @ =4, b = — 8, ¢ =7 en el discriminante, se determina que:
I=(-8Y-4(4)(7)=64-112=-48
En este caso I <0, por tanto, las raices son complejas,

EJERCICIO 122

Determina el caracter de las raices de las siguientes ecuaciones:

L ¥-8+12=0 7. P +dr-5=0
2 FP+6x+16=0 B w—2w+5=0
a; %xz—4x+—1§q=ﬂ 9, Jayz—(vrf—xf?;]y—h(]
4, 36X - 60x+25=0 10, ¥ +6x+9=0
5 47 =3x=0 11, ¥ -dx+5=0
6. ¥+81=0 12, %xz+2x+5=(]

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante
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Otra forma de resolver una ecuacién de segundo grado es factorizando la expresién e igualando a cero cada factor,

para posteriormente despejar a la incdgnita,
EJEMPLOS
1 ®s Resuelve la ecuacién x* - 7Tx + 10=0.
} Solucién

Con la forma ¥ + bx + ¢ se factoriza el trinomio.

Ejemplos

¥-Te+10=0
(x=5}x-2)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion.
x=5=00x=2=0
x=50x=2
Por tanto, las raices de la ecuacidn son: x, =5 o x,=2

2 ®e-Determina para x la ecuacién x* + 11ax + 10a* =0,
Solucién
Se factoriza el trinomio.
4 1lax+ 104" =0
(x+10a)(x+a)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn,

x+10a=00 x+a=0
x==10a 0 x=-a
Por consiguiente, las raices de la ecuacion son; x, = - 10z 0 x,=-a
3 ®e-Resuelve la ecuacion 6 = Tx =3 =0,
Solucién
Con la forma ax’ + bx + ¢ se factoriza la expresi6n

6!6 Po7x-3
6 -Tx-3=0— al = g ]=(]
ﬂex’—?'gex]—ls_u

6
(6x—9)(6x+2)
6
El denominador se descompone en sus factores primos (6 =13 - 2)

6x—9)(6x+2
ix 9!jx !=u

3.2

=0

Se realiza la simplificacidn
2x-3H3x+1)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn.
2x-3=003x+1=0
2x=303x=-1

3
Por tanto, las raices o soluciones de la ecuacién son: x, = 3 9®m=—3
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A ®e- Determina las mices de la ecuacién 37 + 19x— 14 =0,
Solucién
Se aplica el factor por agrupacién de términos y se factoriza la expresién.
' +19x-14=0
Se descompone 19xen 21x — 2x, 35+ 21x - 2x— 14=0
Se agrupan términos y se factoriza Ix(x+ 7 -2(x+T) =0
(3x -2}x+ T =0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacién.
3x=2=00x+7=0
2
x=§ 0x==7
. 2
Finalmente, las raices son: x, = 3 oxn=-7
5 @ Determina las soluciones de la ecuacién x* — 32 x —8=0.
Solucién
Se factoriza el trinomio,
¥-32x-8=0
(x—4v’f]{x+«5]=ﬂ
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion,
x= 42 =0,0x+ +2 =0
x=42 ox=-2
Por consiguiente, las soluciones de Ia ecuacién son: x, = 442 ox,=- V2
EJERCICIO 123
Emplea el método factorizacidn y resuelve las siguientes ecuaciones:
L ¥-5x-6=0 10, 14 -33x-5=0 19. ax + abx =68
2, P+ 11x+24=0 11, 204 +3x-2=0 20, z’-+3z=6
3 y-y-20=0 12, 57 =17z - 14 21, x*-23x=45
4 F=x+90 13, 10w =Tw+6 2. *=TTx-70
5 —w+5w—4=0 14, 14 + 17x-6=0 23, .‘Syz+%y+%=(]
6. 3y’ -11y+10=0 15, - 2" =Tx-15 24, "2'15_2"'§=”
. 1 2
7 ' -x-2=0 16. 6" + 11bx = 10b mre™
B 2y'=4-Ty 17. 2" + 2a°b" = Sabx
9 3x"-6=Tx 18, a'x - 2ax-3=0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Solucién de una ecuacién de segundo grado incompleta

Mixtas

Tiene la forma ax” + bx = 0; para obtener las rafces de la expresi6n se aplica el factor com(n, y una de sus raices
siempre es cero.

EJEMPLOS *
1 @+ Determina las soluciones de la ecuacién x* — 5x =0,
Solucién
Se factoriza por factor comiin.
¥=5x=0
xx=-5)=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn de primer grado,
x=00x-5=0
x=5
Finalmente, las soluciones de la ecuacitn som:

x=00x,=5

2 ®+-Determina las raices de la ecuacién (x — 3 - (2x + 5 = - 16.
Solucién
Se desarrollan los productos notables y se simplifica la expresitn:

(x=3Y-(Zx+5°=-16
X —6x+9—(dr +20x+25) + 16=0
¥—6r+9-4¥-20x-25+16=0

- 3= 26x=0
Se aplica factorizacion por factor comin,
x(=3x-26)=0
Se iguala a cero cada factor.
x=00-3x-26=0
=3r=26
&, 20
3

Por tanto, las raices de la ecuacion son:

26
x=0ox,= o
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EJERCICIO 124

Encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:
1 ¥+6x=0 6, 7X=5¢=0

x=9 3 ¥
2, &' -8x=0 7. —+==—=0

& - 6 +2 3

3 Sx=x"=0 B (y+47=(4-y)(4+y)
4, 2 +2x=0 g EbE B

x+2 d-x
5 P=x=0 10, 5(x+3)=5("=-1)=x"+73-x)-1

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Puras
Son de la forma ax”+ ¢ = 0, para obtener sus raices o soluciones se despeja x 0 se factoriza la expresion,

EJEMPLOS .
1 @+ Resuelve la ecuacion x* — 9 =0,
i. Solucién
T Se realiza el despeje para obtener los siguientes valores de x,

¥-9=0 - ¥=9 5 x=+/9
x=13

Por tantox, =3 0x,=-3

2x-3 x-2
2 ®+-Encuenira las soluciones de la ecuacidn %=ij
Solucién
Se eliminan los denominadores y se simplifica la expresidn,
h_33=# = (x=INx-1D=x=-2)x=-3)
- - %' -2 -3 +3=x"-3x-2x+6
2 -2 -+3 -+ +2-6=0
x=3=0
= despeja a x, #=1
x=+3

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacitn son: x, = V3 ox,=- J3
3 @+ ;Cudles son las rafces de la ecuacitn 4x" - 1 =07
Solucién
Se factoriza la expresidn como una diferencia de cuadrados, se iguala a cero cada factor y se despeja x.
4x’-1=0 - (2x-1)(2x+1)=0
2¢=1=0:2x+1=0
1 1

Xy =E ox, 2_5
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A ®+ Encuentra las soluciones de la ecuacién ¥ + 4 =0,
Solucion
F+d=0=-45x=1/-4
x=%2]
Por consiguiente, las soluciones de la ecuacidn son:
x=2iox,=-2i
5 @+ Encuentra las soluciones de la ecuacién 2x” + 162 =10,
Solucion
2+ 162=0—= 2¥ =-162
r==-81
Se extrae raiz cuadrada a ambos miembros x=+-81
x=%9

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son:

x==9o0x,=9

EJERCICIO 125

—
=

—
[

12,

13.
14,
15.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

- T

Determina las raices de las siguientes ecuaciones:

¥-4=0

1-x'=0

W —100=0
¥-192=0
4’ -12=0
16x"—a' =0
257 -36=0

L 135=(2y +3) (2y-3)
L wED2w= D =(w=2)w+5)+ 15

x=1_ x-3

=2 2x-3

[x+3)-;:

3
e Ty el
Y+16=0
w+25=0
£+1=0

"

ed
+

L |

(5]
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Existen diversos problemas cuya solucitn se obtiene al plantear y resolver una ecuacién de segundo grado,

La suma de dos niimeros es 18 yla de sus cuadrados es 180, jcudles son los niimeros?

Solucién
Primer niimero: x
Segundo nimero; 18 —x

Ecnacion:

£+ (18-x" =180

r+324-36x+x-180=0
2" —36x +144=0
F-18x+72=0

(x-12)(x -6)=0
x=12=00x-6=0
x=120x=6

Finalmente, tenemos que los niimeros son 12y 6

al dividir entre 2

se resuelve la ecuacion

se factoriza

cada factor se iguala con cero

En f segundos la altura 2, en metros sobre el nivel del suelo, de un proyectil estd dada por la ecuaci6n h = B0r - 5¢°,
cudnto tardard el proyectil en llegar a 320 m sobre el nivel del suelo?

Solucién

Con la ecuacitn h = 80 — 5¢°, s obtiene la altura del proyectil en cualquier instante,
Para determinar el tiempo que tarda el proyectil en tener una altura de 320 m, este valor se evaliia en la ecuacidn

dada, es decir:

h=80r -5
320=807-512

Se obtiene una ecuacitn de segundo grado. la cual se resuelve para ¢

320 = BOr - 5¢°
5 —80r+320=0
f-16:+64=0
r—-8)7=0
t-8=0
=K

se iguala con cero
se divide entre 5

se factoriza
se extrae raiz en ambos miembros
se obtiene el valor de 1

por tanto, el proyectil tardard 8 segundos en estar a 320 m sobre el nivel del suelo.

Determina las dimensiones de un rectangulo, si su perimetro es de 280 m y su 4rea es de 4 000 m”,

Solucién

2base) + 2(altura) = perimetro
2x + 2(altura) = 280
x + (altura) = 140
altura =140 — x

T

140 -1

1

|
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El drea de un rectdngulo es el producto de la base por la altura:
Area; x(140 — x) = 4 000
Se resuelve 1a ecuacion de segundo grado,

(140 — x) =4 000
140x — ¥ — 4 000 =0

—x" +140x- 4 000=0 al multiplicar por — 1
x - 140+ 4 000=0 se obtiene una ecuacitn de segundo grado
(x—d0)(x— 100y =0 se resuelve la ecuacitn y se obtiene:
x=40=00x~-100=0
x=400x= 100

De acuerdo con lo anterior, las dimensiones del rectingulo son 40 y 100 metros.

partir de una pieza ¢ a ta, se desea construir una caja con base ¢ ¥ sin tapa, quitando

4 A partir de i uadrada de hoja de lal des i i base cuadrada y si itand
cuadrados en las esquinas de 2 cm por lado y doblando hacia arriba los lados; si la caja debe tener 98 cnr’, jcudles
son las dimensiones de la pieza de hoja de lata que deberd usarse?

Solucién
Se construye una figura con los datos que se proporcionaron,

El volumen de la caja es:

V = (Alto)(Largo)(Ancho)
V=2(x— 4)(x - 4) = 2(x — 47 = 2(* - 8x + 16) = 2¢" - 16x + 32, entonces
V=98 = 2x" - 16x + 32, se obtiene una ecuacidn de segundo grado.

Se resuelve la ecuacion:

2¢ — 16x+32=98
2% - 16x+32-98=0
2% -16x-66=0 se divide entre 2
X -8x-33=0 se factoriza
(x—11}x+3)=0

Los valores son: x =11 o x =-3, la longitud de los lados de la hoja de lata no pueden ser negativos.
Finalmente, 1a longitud del cuadrado es de 11 cm por lado,

S Un comerciante comprd determinado nimero de pelotas con $720 y vendi6 algunas, excepto 18, gand $6 en cada
una, Sabia que con el dinero de la venta podria haber comprado 3 pelotas mds que antes, calcula el precio de cada
pelota.
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Solucién
Precio de compra de cada pelota: x
Nimero de pelotas: =
x
Precio de venta de cada pelota: x + 6
Total de la venta; (-?2—18){x+6]
720
Niimero de pelotas compradas con el total de la venta: —+3
x
720
Custudelacumpradeﬂnpelotwnﬁs:x(7+3)
Ecuacitn;
(E—ls](nﬁ] = x(Eﬁ!)
x 53
(m-lst(x+6]=x(?2ﬂ+3x)
x x
(720 -18x)(x+6) _x(720+3x)
x x
720x +4 320-18x" —108x = 720x +3x
21x" + 108x —4 320 =0 al dividir entre 3
Tx' +36x —1440=0
Se aplica la férmula general,

 —(36)/(36) —4(7)(1440) -36+,/41616 -36+204
A= 2(7) T 14 14

Entonces, las soluciones son:

—36-204 240 120 —36+204 168
x=—=— = — &=—= -

e 0 12
: 14 14 7 14 14

Las raices de la ecuacitn son: x,=—% o x, =12, pero el precio de un articulo no puede ser negativo, por

tanto, €l precio de cada pelotaes $12.

EJERCICIO 126

. Resuelve los siguientes problemas:
1. Encuentra 2 nimeros enteros que sumen 42 y cuyo producto sea 405.

2, Encuentra 2 nimeros naturales que su producto sea 360 y el cociente del mayor entre el menor sea % .

3. Encuentra 3 niimeros consecutivos impares, cuya suma de sus cuadrados sea 83,

P I R Y

4. Encuentra 3 nimeros enteros consecutivos pares, cuya suma de sus cuadrados sea 596.
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11

13,
14,
15.

16.

17.

18.

19.

21,

22,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

10,

12,

26
. La suma de un nimero y su reciproco es 5 Halla los niimeros,

1
. La suma de 2 ndmeros es 25 y la suma de sus reciprocos es Z.Emuentralus nimeros,
. Un agricultor tiene necesidad de cercar 25 000 m” de su parcela; dicha propiedad es rectangular y colinda con un

tio, por lo que no necesita cercar ese lado. ;Qué dimensiones tiene el terreno si el propietario dispone de 450 m de
cerca?

. La base de un tridngulo es 3 veces su altura. Su frea es de 150 m’, ; cudles son las dimensiones de la base y la altura?

. Encuenira la longitud de los lados de un tridngulo rectdngulo, cuya superficie es de 6 m”, perimetro de 12 m e hipo-

tenusa de 5 m.

Se desea construir un recipiente, sin tapa, de fondo cuadrado y lados rectangulares, con una altura de 6 m, si el material
para ¢l fondo cuesta $800 por metro cuadrado y el de los lados $1 200, ;cudl es el volumen que se puede obtener con
$128 000?

. Determina las dimensiones de un rectingulo cuya altura es % de su base y su frea es de 972 cm”,

Alejandro tiene 4 afios mds que Alfredo y el cuadrado de la edad de Alejandro, aumentado en el cuadrado de la edad
de Alfredo, equivalen a B0 afios. Encuentra las edades de Alejandro y Alfredo.

El cuadrado de un niimero disminuido en 13 equivale al exceso de 50 sobre el doble del nimero, Determina dicho
niimero,

En cierto parque de la Cindad de México se desea plantar 195 drboles, de tal manera que el nimero de éstos por fila
exceda en 2 al ndmero de filas, Determina 1a cantidad de filas, asf como el niimero de drboles por fila.

Un productor de conservas en almibar desea envasar su producto en una lata cilindrica, cuya altura es de & centimetros
y su volumen de 128 7 cm’, Encuentra el radio de Ia lata,

Mario va a construir una caja sin tapa, cuyo volumen debe ser de 312 cm™; utilizard una ldmina rectangular en la cual
cortard cuadrados de 2 centimetros por lado en las esquinas. Si €l sabe que la superficie total de la hoja al quitar los
cuadrados es de 256 cnr’, ;cudles son las dimensiones de dicha hoja?

La edad actual de Ricardo son trece medios de la edad de su hijo, el préximo afio su edad serd igual al cuadrado de
Ia edad de su hijo disminuido en 9 aiios. Determina la edad actual de Ricardo.

Un famoso jugador de béisbol lanza una pelota verticalmente hacia arriba, tan fuerte como le es posible. La altura que
alcanza la pelota después de 1 segundos la determina la ecuacién h = 407 — 8¢, ; Cufinio tiempo le llevard a la pelota
regresar al suelo?

En ¢ segundos la altura k en pies, sobre el nivel del suelo, de un proyectil estd dada por la ecuacién i = 240r — 167,
Jcudnto tardard el proyectil en llegar a 900 fi sobre el nivel del suelo?

. Dos llaves llenan un depdsito en 6 horas, jcufinto tiempo necesitaria cada una, por separado, para llenarlo si una tarda

16 h més que la otra?

Una persona gast6 $2 000 en regalos, obsequi6 30 a sus familiares y amigos, el resto los vendié y gand $10 por regalo,
Una vez vendidos todos los obsequios, se dio cuenta de que podia comprar la misma cantidad inicial de regalos y 5
mds. ;Cudl es el costo de cada presente?

Encuentra las longitudes de los lados de un trifingulo rectdngulo, si su perimetro es de 24 unidades y su drea es de 24
unidades cuadradas.
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Funcién cuadrética

Iafmx:iéncuadrﬁticacsumfunciénpoljnonﬁaldclafmmay=ax’+&x+c,dnndca,b,cyxekouna#u

Andlisis de una funcién cuadrdtica

1, La funcién cuadrética representa una pardbola, la cual puede ser céncava hacia arriba o hacia abajo, depende del
coeficiente del término cuadritico.
|
: mm&mmmsuwmnﬂﬂmnmiﬁmcndmmm[—%,%} el cual se llama vértice de la pardbola.
. 8i a > 0, entonces la pardbola es concava hacia arriba y su vértice representa el punto minimo de la funcién.
. 8i a <0, entonces la pardbola es céncava hacia abajo y su vértice representa el punto méximo de la funcién.
. Sila grafica intersecaal eje X en 2 puntos, éstos se conocen como soluciones o rafces de la ecuacion ax’ + bx +¢ =0;

o [

si es tangente, la ecuacién ax” + bx + ¢ = 0 sélo tiene una raiz cuyo valor es —%,mcasudcquclafmmiénm
interseque al eje de las X, entonces las raices no son reales,
EJEMPLOS
-g. 1. @+ Grafica y = ¥’ + 5x - 6 ¢ indica las raices.
e ! Solucién
Se realiza una tabla con un nimero suficiente de valores para x, los cuales se sustituyen en la funcién.

-

Tabla de valores 4

* y —6\—5—4—3—2—10/1 .
-6 0 i : X
~5 -6 i
=4 ~10 :
-3 -12 i
.. B, |

2 4 :
-2 =12 4
-1 =10

0 -6

1 0

La parfibola corta el eje de las Xen los valores x=—6yx=1
Por tanto, las raices son; x=—-6o0x=1

2 ®e-Encuenira las coordenadas del vértice, las raices y traza la gréfica de la pardbola: y=x - 4dx + 4.
Solucién
Se identifican los valores de @, b y ¢ y se sustituyen en la férmula,
a=1,b==-4,¢c=4

Se observa que el valor de a es mayor que cero, entonces la pardbola es concava hacia arriba y su vértice representa
un punto minimo.
Para determinar las coordenadas del vértice se utiliza la formula

b dac-b"
v oy ¢
[ 2a° 4da ]

(continda)
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{continuwacidn)
Al sustituir los valores en la férmula se obtiene:

,_,[_(—4) (4= ) _ y(20)

(1) 4(1)

Se realiza una tabla con un ndmero suficiente de valores para x, los que se sustituirdn en la funcién.

Tabla de valores
d ¥
-1 9
0 4
1 1
2 0
3 1
4 4
5 9

La pardbola interseca en un solo punto del eje de las X, es decir, la pardbola es tangente al eje X.
Por tanto, la raiz de la ecuacidn es x=2

3 ®e-Determina las coordenadas del vértice, las rafces y traza la grdfica de la pardbola: y = - ¥ +2x - 4
Solucién
Se identifican los valores de a, b y ¢ y se sustituyen en la férmula,
a==1b=2¢c=-4
Se observa que el valor de aes menor que cero, entonces la pardbola es concava hacia abajo y su vértice representa

un punto miximo.
Las coordenadas del vértice son:
2 - i = ]
Gl doe=biY gl (3) A1) .
2a° 4a 2(-1) 4(-1)
Se realiza una tabla con un nimero suficiente de valores para x, que se sustituyen en la funcitn,
Tabla de valores .
* ¥
=2 =12
-1 -7 =
0 -4
1 et
2 -4
3 -7
4 =12
La pardbola no interseca al eje X.

Por consiguiente, las raices no son reales
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EJERCICIO 127

Encuentra las coordenadas del vértice y determina las raices de las siguientes funciones:

1 y=2x"-Bx+6 6, y=x"-2+1
2 y=-2"+2x+12 7. y=x"—4x+13
3 y=xX-x-20 B y=1x-25-x"
4 y=x'+dx -3 9. y=-9-%

5 y=X+2+5 10, y=2x"-6x

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para encontrar la solucién 6ptima (mdximo 0 minimo} de un problema, es necesario plantear una funcién cuadrética;
Ia abscisa del vértice representa el valor que optimiza a la funcitn y la ordenada el valor Gptimo.

1 Encuentra 2 mimeros cuya suma sea 20 y su producto sea méiximo,

Solucién
Primer nimero = x
Segundo nimero = 20 —x
Producto = (x) (20 -x)
Se obtiene la funcién P(x) = (x) (20 — x)= 20x — x°
La gréfica de la funcién representa una pardbola concava hacia abajo, entonces el vértice serd el punto médximo;
esto significa que el valor de xen el vértice dard un valor méximo,

Si xes 10, entonces el valor de 20 —x,es 10
Por tanto, los valores son 10 y 10

2 Un granjero desea cercar un terreno rectangular y dispone de 320 m de alambre, ;qué dimensiones debe tener el
terreno para que su drea sea mixima?

Solucién *

Se determinan las dimensiones en términos de una variable,
2 (base) + 2 (altura) = perimetro 160 —x
2x + 2 (altura) = 320
x + (altura) = 160
altura =160 = x

x

El érea es el producto de la base por la altura, se hace el producto y con esto se obtiene la funcién A(x).
A(x) = x(160 - x)
A(x)= 160y — ¥°
La ecuacion representa una pardbola céncava hacia abajo, por lo que el vértice serd el punto médximo; esto
significa que el valor de xen el vértice dari un drea mixima,

b__ 160 _ 160 .

Se deduce que las dimensiones del terreno son 80 metros de largo por 80 de ancho.
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3 Encuentra dos nimeros enteros cuya diferencia es 12 y cuyo producto sea minimo,
Solucién
Primer nimero: x
Segundo nimero: x + 12
Producto = (x) (x + 12)
Se obtiene la funcién P(x) = (x) (x + 12) =" + 12x
La funcién representa una pardbola céncava hacia arriba, entonces el vértice serd el punto minimo; esto significa
que el valor de xen el vértice dard un valor minimo,
b (12) 12

2a 2(1) 2
Sixes —6, entonces el valor de 12 + x,es 6
Por tanto, los valores son6y -6

EJERCICIO 128

Plantea funciones cuadréticas y resuelve los siguientes problemas.
1. Encuentra 2 nimeros cuya suma sea 100 y su producto sea mdximo.

2. Encuentra dos niimeros enteros cuya diferencia sea 20 y su producto sea minimo,
3. Lasuma de 2 nimeros es 40, jcudles son los nimeros si la suma de sus cuadrados es un valor minimo?

4. Se quiere cercar un terreno rectangular con 220 metros de alambre. Encuentra las dimensiones del terreno para que
su drea sea mixima.

5. Se arroja una pelota con una velocidad de 96 pies por segundo, la altura s que alcanza en un tiempo £ lo determina la
siguiente ecuacién; s = 967 — 327, Calcula la altura mixima que alcanza,

6. De una hoja rectangular de 76 cm de perimetro se cortan cuadrados de 2 cm por lado para construir una caja sin tapa,
Determina las dimensiones de la hoja para obtener el volumen méximo,

7. Una editorial vende a los expendios de revistas una publicacién cientifica a $60 el ejemplar, y cada 50 ejemplares que
excedan los 500, el precio de venta disminuye $2, ; cudntos ejemplares extras debe adquirir un expendio para que la
editorial tenga un ingreso méximo?

8. Una jugueteria vende x pelotas a p pesos con p = 150 — 4x, el costo de produccidn de x pelotas es € =70x — 2x°,
Determina el mimero de pelotas que debe vender la jugueteria para obtener una ganancia mdxima,

9. Un fabricante de ldpices distribuye a las papelerfas 30 cajas con 100 ldpices cada una a un precio de $0.80 por ldpiz,

y por cada caja que exceda las 30 el precio de venta disminuye en 2 centavos por ldpiz, ; Cudntas cajas debe vender
d fabricante a las papelerias para obtener ingresos maximos?

10. Un trozo de alambre de 100 cm se parte en dos trozos, un de ellos se dobla para formar un triingulo equildtero, y el
frozo restante se dobla para formar un cuadrado, ;como se debe cortar el alambre para que la suma de las dreas del
fridngulo y cuadrado sea minima?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Relacién enire las raices de una ecuacién de segundo grado

Entre los coeficientes y las raices de una ecuacidon de segundo grado existen dos relaciones, la suma y el producto.
Sean las raices de la ecuacién ax’ + bx +¢ =0

—b+\b" —dac —b—+b* —4dac
A= 2a A= 2aq
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Suma de raices

o e | T T Sy PSR —b+~."bz—4ac+(—b—w"b2—4ac']
2a * 2a - 2a

_—b+b—dac-b—\b'-dac -2 _ b

2a 2a a

x+x=

Entonces, la suma de las raices es:

:(:,+J::z=—E
i
Producto de raices
9 —— 2
. -bwb —dac —b—w:- —dac | _(-2) —(Jb’—w] _ b =(b - 4ac)
. (2a)° (2a)°
_w -t E
T a4 48> a
Por tanto, el producto de las raices es:
x -x =£
1 2 a
EJEMPLOS
1 ®e-Halla el valor de la suma de las raices de la ecuacion ¥ + x — 6 =0,

Ejemplos™

! Solucién
Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuacitn y se sustituyen en la férmula.
a=lLb=1,e=-6

Xt =2 Comprobacién

a

1 Las raices de la ecuacion son: x, = -3, x,=2
Fhmym—g=l X +x=—3+2==1

Por consiguiente, x,+x, =-1

2 @+ Encuentra el valor del producto de las raices de Ia ecuacién x* - 6x + 9= 0.
Solucién
Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuacidn y se sustituyen en la férmula.
a=1b==6,c=9

x4, =5 Comprobacién

a

9 Las raices de la ecuacidn son: x; =3, x, =3
o ()R) =(3)3) =9

Por tanto, x,-x,=9
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EJERCICIO 129
Determina el valor de la suma y el producto de las raices mediante la relacion entre ellas.

1 4 -9=0 6. X'+d4x+3=0

2. #-25=0 7. -xX+x+12=0

3. ¥-x=0 B 2¢+x-1=0

4 3 +Bx=0 9. 9¢+27x+ 14=0
5 ¥-5x+6=0 10. X' +7ax+12a4°=0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Deduccién de una ecuacién de segundo grado dadas las raices

Sean x,, x,, las rafces de la ecuacién ax’ + bx + ¢ = 0, entonces
ntx==byx-xn=c
Por tanto, la ecuacién es:
XHbx+e=02 X —(x+x)x+(x,-x,)=0
EJEMPLOS
3 1 @+ Determina la ecuacién de segundo grado, si las rafces son: -3, 5.
E | Solucién
TH Se determina x), x,, ¥ se sustituyen en la férmula,

x=—30x,=5
x = (x, +x, )x +(x,-x,) =0
x' =(-3+5)x+(-3)(5)=0  se simplifica
X' =2x-15=0
Por consiguiente, la ecuacién es: x" —2x—15=0
2 ®e-Encuentra la ecuacidn de segundo grado, si las rafces son: 1 - 4i, 1 + 4i,
Solucién
Se determina x,, x,, y se sustituyen en la férmula.
n=1-diox,=1+4i
X7 =(x +x; )x +(x, - x;) =0
x7 = [(1-4i)+(1+4i) Jx +[ (1-4i)(1+4i) ]=0

Se simplifican las operaciones X =2x+17=0
Finalmente, 1a ecuacidn es: x* =2x+17=0

3 ®e-Determina la ecuacidn de segundo grado, si sus raices son: El’ %
Solucién ,
1
Se sustituyen en la férmula x, = 3 H= g
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- _(x| +xz]x+(x| 'xz] =0

1 2 1 2
xz—(z—g]xﬁ(z](—g]ﬂ]
xz+§~ -—%—(] multipli 20
X = se plica por

20x*+3x—2=0

Por consiguiente, la ecuacidn es:
20x" +3x-2=0

EJERCICIO 130

Determina la ecuacién de segundo grado, que tiene como raices los valores dados.
3,3

-7.0

4i, —4i

4,1

=5=3

y =2+5i,-2=-5i

U T R N

9. b, =3b
10. 2a,5a

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones con radicales

En este tipo de ecuaciones se recomienda despejar de la expresion un radical, que se eleva al cuadrado la igualdad para que
se genere una ecuacion de primero o segundo grado; en caso de que existan dos o més radicales, se repite lo anterior.

EJEMPLOS @
-g_ ]._ @+ Resuelve la ecuacién Jx—5 —4=0,

ﬁ. ’ Solucién

[T 8]

Se despeja el radical y se elevan ambos miembros al cuadrado:
yamdmiora (ﬁx-5]2=(4]’ —x-5=16—>x=16+5
x=21
2 ®s-Resuelve V3x* —dx+1=x+1,
Solucién
Se elevan ambos miembros de la igualdad:

(x;"3x2—4x+1]2 =(x+1)"

(continda)
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(continuacidn)
Se realizan las operaciones y se simplifican los términos

3 —dx+1=x" +2x+1
I —dx=x=2x-1+1=0
2x*-6x=0

Se obtiene una ecuacitn de segundo grado y se factoriza para resolver:

2x(x-3)=0
2x=00x=-3=0
x=00x=3

Por tanto, las soluciones son: x=0o0x=3

3 @« Resuelve la siguiente ecuacion: Vx+3+5x-1=4.
Solucién
Se despeja uno de los radicales,
Jr+3+Sx=1=4 — Jx+3 =451
Se elevan al cuadrado ambos miembros,
(Va+3) =(4-V5x-1) »x+3=16-85x—1+(V5x-1)

x+3=16-85x-1 +5x -1
x+3-5x+1-16=-8+5¢-1

—4xr-12=-8./5x-1
se divide por — 4, x+3=2+5x-1

Para eliminar la rafz, de nuevo se elevan al cuadrado ambos miembros,

(x+3) =(2V5x-1) 5> #+6x4+9=4(5x-1)
x+6x+9=20x-4
¥=1dx+13=0
(x-13)(x-1)=0
x=13=0 o x-1=0
x=13 o x=1

Se sustituyen los valores que se obtienen en 1a ecuacion dada; si 1a igualdad no se cumple o se obtienen radicandos
negativos, entonces la solucitn no se admite.

Comprobacién
Six=13 Six=1
VI3+3+./5(13)-1=4 JI+3+.50)-1=4
J16 +J/64 =4 Ja+Ja=4
4+8=4 2+2=4

1224 4=4

Por consiguiente, x = 13 no es solucidn, finalmente, x = 1 sf es solucién,
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EJERCICIO 131

Resuelve las siguientes ecuaciones:

1. Jx-5=2 10, V3+x+2x-1=3
2, Jl-x=3 1. Jx+5-x-3=2
3, J2x-4-3=0 12. Jx+3-Bx+1=-1
4 J9-x=x-3 13. 2+4Jx=1/16x+5
5 T=x+Jx-1 14, J3x+6-x+3=1
6. V2x+5-x=1 15. Vx+l=\4x-3-1
7. 2x=5+4-x 16, V2Z-x+/1+x=5
B Jx+2+x=10 17. V1-x+1+x=42
9. Jax+13+2x=1 18. Jx+Jx+1=3+410

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Sistema de ecuaciones cuadrdticas

Geoméfricamente este tipo de sistemas de ecuaciones se generan cuando se intersecan ung recta y una curva con ecua-
cién cuadrética (circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola) o dos ecuaciones cuadréticas; la solucién que satisface
ambas ecuaciones son los puntos de interseccitn.

Procedimiento para la resolucién de un sistema de ecuaciones cuadrédticodineal
con dos incégnitas
1. De la ecuacitn lineal se despeja una incognita.
2, El valor de la incGgnita que se despejd se sustituye en la misma incégnita de la ecuacitn cuadritica, y se obtiene
una ecuacitn cuadritica con una sola incognita.

3. Se obtienen las soluciones o mices de la ecuacitn cuadritica, posteriormente €stos se evalian en el despeje, obte-
niendo los puntos de interseccion,

Ej lo

Remetv et siema: |7+ = 10
Suelve el s1stema: +}’ 2.0

Solucién

Se despeja de la ecuacién lineal x+ y—2 =0 una de las incdgnitas,
x=2-y
= sustituye enla ecuacin cuadritica la incégnita despejada y se resuelve la ecuacidn:

2+ =10 — (2-y) +y' =10
4-dy+y' +y -10=0
2y —d4y-6=0
¥-2y-3=0
(y-3}y+1)=0
y=3 o y=-

(continda)
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(continuacidn)
Se sustituyen los valores dey=3, y=—1en x = 2-y,se obtiene:

Siy=3,x=2-3=-1lsiy=-1, x=2-(—-1)=3
Por tanto, la solucién del sistema son los puntos:
(._1! 3});(3!_ 1]

Procedimiento para la resolucién de un sistema de dos ecuaciones cuadrdticas

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un niimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lentes, se elimina una de las dos incOgnitas.

2. Se resuelve la ecuacidn de segundo grado que se obtuvo en el punto anterior,
3. Para concluir, las raices obtenidas se evalian en alguna de las dos ecuaciones originales, para obtener los puntos

de interseccidn.
Ejemplo
¥ +3 =31
Resuelve el {3:‘, g
Solucién
Al aplicar el método de reduccidn, se multiplica por 3 la segunda ecuacidn,
x?+3y* =31
9’ -3y’ = 9
10x* =40

al resolver la ecuacion, se determina que,
x=2 o0 x==1

Estos resultados se sustituyen en cualquiera de las ecuaciones dadas para encontrar el valor de y.
Six=2, y=v32'=3=3(2)'-3=J12-3=/9=143

Six=-2, y= Jsxz—3=v'3{-z]z -3=./12-3=.9=143
Finalmente, las soluciones son:
(21 3}! ':.21 _3}! (_21 3})’(_21 _3}

Procedimiento para la resolucién de un sistema cuadrdtico mixto

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un nimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lentes, se elimine el término independiente.

2. Del punto anterior se obtiene una ecuacidn cuadritica con dos incignitas igualada a cero, la cual se factoriza.

3, Cada uno de los factores se igualan a cero y se despeja una de las dos incognitas, quedando una en funcidn de la
otra,

4. Los despejes anteriores se sustituyen en cualquiera de las ecuaciones originales, lo que genera una ecuacion de
segundo grado con una incdgnita.

5. Se determinan las raices de la ecuacidn de segundo grado y se evaldan en su respectiva igualdad obtenida en el
paso 3, finalmente se obtienen los puntos de interseccidn,
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Ejemplo

Resuelve el sistema;

Solucién

Se elimina el término independiente,

3 (24 -3ab+b* =15)
-5 (a’—2ab+b* =9)

Ecuaciones de segundo grado

2a° -3ab+b’ =15
a =2ab+b =9

? —9gb+3b" =

—54" +10gh-5b" =—45

La ecuacidn resultante se resuelve para a:

a+ ab-26"=0

(a+2b)(a-b)=0
==2b o0 a=b

Se sustituye en la segunda ecuacion y se resuelve para b, y se determina que,

Para a = b, la ecuacién es inconsistente.

= - 2b, entonces (-2b)" -2(-26)(p)+6” =9

9%* =9
b=%x1

si a= b, entonces (b)* -2(b)(b)+b* =9

09

Se calculan los valores de a sustituyendo =1y b=~ 1, en la relacitn,

a=-2b

Por consiguiente, las soluciones en el orden (a, b) son:

EJERCICIO 132

BE B 8 & B B & & B B B B B E B B B BB R B E SR B R E s

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

{xz 4}r(]

(=2,1%(2-1)

6. —w+wz -2 +7=0

7.

o

@ +ab+b* =49

e
!
. {91’—2_-,:’—1
1%
12
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I’ + 2wz +278 =18
6w +3wz+2z" =24

|
|
E
1

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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g
[
{5
g

6’ 6m+3n’—15 =0
_60
p’ —3pq+q =15
=3
3"‘”3"“
10#* -15rs 54 -=10=0

-+ rs——s ==1

0 {ab+6a’=1u

Ba' —6ab—4b" +80 =0
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DESIGUAIDADES
HISTORICA
&
Thomas Harriof (1560-1621)

Ingres-é a la Universidad de Oxford en el afio
1577, cuando fenia 17 afios de edad.

Fue un excelente astrdnomo vy el primer inglés
que tuvo un telescopio, ademds, uno de los pri-
meros que observd y hablé de las manchas solares con lo que rompié en
definitiva con la anfigua concepcidn de la perfeccion solar.

A lo largo de su vido escribié miles de pagines defallando sus estudios
y observaciones en campos fan diversos como la oplico, la quimica, la
balistica, la asfronomia y las matemdticas. Diez afios después de su muerte
edifaron su tratado sobre ecuaciones, en el que se pone de manifiesio su
destreza en la resolucidn de algunas ecuaciones de fercer y cuarto grado.

En este fratado de dlgebra se dan algunas novedades en la notacién, Una
de ellas es el empleo de los signos menor que y mayor que emplecdos en
lo actualided. Muchos mateméticos, por tanto, le han afribuido la paterni-
dad de los signos < y >.

Thomas Harriot (1560-1621)
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Definicién
Es la relacién de orden que existe entre dos cantidades y se representa con los simbolos menor que (<) y mayor

que (>).
Dada la expresién 3x — 2 < 8, donde x es una variable, su solucién es encontrar el conjunto de valores que la sa-
tisfagan, si esto ocurre recibe el nombre de conjunto solucion de la desigualdad.

Ejemplo
Verifica cudl de los siguientes elementos del conjunto {-3, 2, 4, 5}, son soluciones de la desigualdad 3x—2 < 8.
Solucién
Se sustituye cada valor en la desigualdad:
Para x=-3
3 -3)-2<8
-9-2<8§
~11<8 Desigualdad verdadera
Parax=2
32)-2<8
6-2<8
4<8 Desigualdad verdadera
FPara x =4
3(4)-2<8
12-2<8
10<8 Desigualdad falsa

Parax=35

3(5)-2<8
15-2<8

13<8 Desigualdad falsa
En este ejemplo los valores que hicieron verdadera la desigualdad son soluciones de la expresidn,

Propiedades de las desigualdades
Seana, b,ceR.
1. Sia>byb>c,entoncesa>c

2, Sig>b.entoncesa+c>b+cya-c>b-c

3, Sia>byc>0,entonces ac>bcy '-‘:-:rg-

4. Sia>byc<0, entonces ac<bey §<%
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Desigualdadss
Tabla de desigualdades
Desigualdad Intervale Grafica 1 Grifica 2
x>a {3, =) O o e o ‘
a oo a oo
e A — :
x<a {—=, a) - O _',! s
xza [a, =) — ——- = >
a L] a o
x<a {—es,a] _H— -‘ :{
i a
Pt pi ~
a<x<b (a b) i E’ - jb
=
asx<h [a bl —ﬁ— T _lb
< ——— e ( = |
a<xsbh {a bl % b a3 =
—— = =
a<x<b [a b) 3 B = 7
LX< (e 00) < ' L
- 0 oo

Nota: (a, b) es un intervalo abierto, [a, b] es cemado vy (a, b] 0 [, b) semiabierto o semicerrado.

Desigualdad lineal con una variable

Para determinar el conjunto solucién de una desigualdad, se procede de la misma manera como en una ecuacion
lineal: se despeja la variable y se toman en consideracion las propiedades de las desigualdades.

EAEMPLQS
-é_ 1. @+ Resuclve la desigualdad 6x — 10> 3x + 5.
2 | Solucién

Al despejar x se agrupan todos los términos que contengan la variable en uno de sus miembros, y los términos inde-
pendientes en el otro, finalmente, se simplifica.

Gr=10>3x+5 — 6x=3x>5+10
3x>15 se divide por 3
o
3
Por la propiedad 3, el sentido de la desigualdad no cambia x>5

La desigualdad x > 5, tiene la forma x > a de la tabla, por tanto, el intervalo que representa el conjunto solucitn
&s (5, =), y su representacion gréfica es:

—H

5 oa
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2 ®s-Determina el intervalo y grafica el conjunto solucitn de la desigualdad: 2x — 6 + 3x = 8 +21.

Solucién
2x-6+3x=8c+21 - 2x+3x-Bxr221+6
=3x=227
Por la propiedad 4, el sentido del signo de la desigualdad cambia
27
b
x_—3
x<=9

La desigualdad x < -9, tiene la forma x < a de la tabla, por tanto, el intervalo que representa el conjunto solucién
es ( —=, — 9] ysu representacitn gréfica es:

-0 _9
3 @+ Determina el conjunto solucién de 3< 2x5— 3e7,

Solucion

Se multiplica la desigualdad por 5, para eliminar ¢l denominador,

35?{1 = (S £2x-3<(THS) = 15<2x-3<35 = 15+3<2r<35+3
Se suma 3 a cada extremo de la desigualdad 1B =2x < 38
Se divide entre 2 todos los miembros %s’*’z—%%
Por la propiedad 2, el signo de la desigualdad no cambia 9<x<19

La desigualdad tiene la forma g = x < b, por tanto, el intervalo solucién es [9, 19) yla grifica es:

e
9 19
2-
A ®9:;Cudlesel intervalo solucién para la siguiente desigualdad 4 > 3 29
Solucién:
2-3x
4> >=2 5 @ (N>2-3x>(-2(7) > W8B>2-3x>-14
Se resta 2 a cada miembro 28-2>-3r>-14-2
26>-3x>-16
Se divide entre — 3 y se cambia el sentido de la desigualdad %{x{%
AR
3 3

La desigualdad tiene la forma @ < x < b, por consiguiente, el intervalo solucion es;
( 26 16]
3°3
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Solucién
Se desarrollan las operaciones indicadas.

Se agrupan los términos y se simplifican

5 @+ Deiermina el conjunio solucién de (5x + 2)° — 2x > (5x — 4)(5x + 4).

Gx+2 =2x>Gx =4 (5x+4) - 25¢"+20c +4 -2x> 25 - 16
255 + 20x — 2= 25 > — 16 — 4

Desigualdades

Se divide entre 18 y se simplifica 18x>-20
=20
Por la propiedad 3, el signo no cambia T
Por la propiedad 3, el signo no cambia x:-—%
Finalmente, resulta que el conjunto solucidn es el intervalo [—% .W]
EJERCICIO 133
Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:
5 2 3 1
1. 12x—4 11 o g oy
2x—4>Tx+ ﬁx s::4x m
S=x x=17_x Tx=3
2, -3 22, - ==-
3x+9>Tx 5 2 3 B
3, Zx—5<x-9 23 —T<dr+1<13
4, dx=2212x+6 24, —-6<2x-3<4
5 Zx=1>27+6x 25 -8=3x+1=-2
6, x—-9<Br-1 26, -10=x-1<-2
7. x—d+6r<llx-7 27, =11 «3x-2<7
B Jx+T7-2r>d4x-3+2x 28, -15=x+8<-2
9, 06¢+34<84+01x 29, -5<3x+1<13
10, 4x-3)-8<5-% 30, B—x<5x+32<x+36
11, 16x+(5-x)>30 31, -100<0.1x< 10
12, (Be+ 1(x—=T7)2(2x - 3)}4x+5) 32 ¥ 4+22 8 +5x <X 43
13, x(c+ 12) > (x— 4)° 3, -1<5%“5?
2x-3
14, (dr+ 1)(2x—2)>8x(x+5) , =b< 2 <2
15 2 toy _3{4—52::{1
15 eyt agoay ey
5 6
y-1 3y-2 4-x
17, —=2<>=— 37. 2«—— <6
T 2 3 7. 2< 3 <
1.4 5 5 3
1B, =+—x=—x-—— 3B 06— —x <
373% 6 a .59
1 1 1
19. —x-4<-9-= 4<x--<
9 2x 9 3x x 2 9
20. E—Esiii'c:+E ; 1>ﬂ:l
a7z 3 3 5 9

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Desigualdad cuadrdtica con una variable

Méitodo por casos

Para encontrar el conjunto solucidn, se factoriza la expresitn cuadritica, la expresion que se obtiene se divide en casos,
alos que se hace un andlisis de signos, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Determina el conjunto solucién de Ia desigualdad x* + x - 6 < 0,

Solucién

Se factoriza la desigualdad y se analizan sus factores:
(x+3)(x-2)<0

El producto de los binomios es negativo, entonces existen 2 casos:

Caso I Caso IT
x=2<0 y x+3>0 x+3<0 y x=2>0
El conjunto solucion de cada caso resulta de la interseccion de los intervalos que se obtienen al resolver las des-
igualdades que dan origen a cada caso,
Solucién del caso I Solucién del caso IT
x=2<0 y x+3>0 x+3<0 y x-2>0
x<2 y x>-3 x<=3 y x>2
(=e2)n(=3<) (=o=3)n(2.)
A——)
O A—) O—
|||||||||||I| I T O O O O O A
T T rrrrrrl
— o0 =3 0 2 o2 — oo =3 0o 2 o8
(A=)n(-2) = (-32) (==3)n(2) =9

La unitn de los intervalos es el conjunto solucitn de la desigualdad.
(-32)up=(-32)

Para concluir, el conjunto solucién es el intervalo: (-3,2)

Meéitodo por intervalos

Se factoriza la expresién cuadrética, después se buscan valores que hagan cero a cada factor, entonces los valores se
indican en la recta numérica y se forman los intervalos a analizar,

Ejemplo
Resuelve Ia desigualdad x* - 5x - 6 > 0,
Solucién
Se factoriza la expresitn cuadritica.
x-6)(x+1)>0

Hl conjunto solucitn son los valores que hacen el producto positivo.
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Se buscan los valores que hacen cero a cada factor.

x=6=0 x+1=0
x=6 x==1

Los valores son 6 y — 1, se localizan en la recta numérica y se forman los intervalos.

(oo =1} (=1,6) (6,00}
< gt :I: g é f—p
—oo 2-101234 356 7 ©

De cada intervalo se toma un valor cualquiera, el cual se sustituye en los factores para determinar los signos de
¢éstos, Posteriormente, se multiplican los signos para tomar como solucion el intervalo o los intervalos que cumplen
con la desigualdad dada.

Para el infervalo [— e, =1)
Se toma el valor de x = -4 y se sustituye en cada factor:
(-4-6)(-4+1)=(-10)(-3)=30
El producto es positivo (=) (=) =+
Para el intervalo (-1, 6)
Se toma el valor de x =0 y se sustituye en los factores:
(0-6)0+1)={-6)(1)==-6
El producto es negativo (=) (+) =—
Para el intervalo (6, o)
Se toma el valor de x =7 y se sustituye en cada factor:
(T=6)(7T+1)=(1)(8) =8
El producto es positivo (+) (+) =+
Hl intervalo solucidn es la unién de los intervalos donde el producto es positivo, es decir,
(==, = 1) (6, o)

Otra forma de resolver una desigualdad cuadrdtica mediante intervalos, es construir una tabla que indique los signos
wmsultantes de cada factor y el signo resulta del producto de dichos factores,

Ejemplo
Resuelve la desigualdad x" — 25 = 0,
Solucién
Se factoriza la expresitn cuadritica.
X¥=2520
(x+5)(x=-5=0

Se buscan los valores que hacen cero a cada factor.

x+5=0 x-5=0
x=-5 x=5
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Los valores que hacen cero al producto son x = 5 y x =— 5, entonces los intervalos que se forman son:

(_:,_51¢ —t—i [:_5"51' —t—t *—b[s’M)

Signo de x -5 -6-5=-11 0-5=-5 6-5=+1
Signo de x + 5 -6+5=-1 0+5=+5 6+5=+11
Signa del producto (x - 5) (x + 5) (=}-)=+ (-X+)=- (+)X+)=+

El conjunto solucién son los valores que hacen el producto positivo o cero.
Por tanto, el conjunto solucitn es (— =, — 5] [5, =)

Eijemplo
Resuelve la siguiente desigualdad: 6x° < 7x +3.
Solucién
Se acomodan los términos en uno de los miembros y se factoriza la expresién cuadritica.
6 <Tx+3 = 6 -Tx-3<0
(2x=3)3x+ 1) <0
2x-3=0 3x+1=0

=

b |

Entonces los intervalos que se forman son:

Signo de 2x - 3 = & +
Signo de 3x+ 1 = + £
Signo del producto (2x—3)(3x+1) (-N-)=+ (-)+)=- (+)+)=+

1.3
El producto es menor que cero, entonces el intervalo solucitn es (—51 EJ
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Método gréfico
En las siguientes gréficas la parte sombreada representa al conjunto solucidn de las diferentes desigualdades cuadréticas,

Ia linea continua representa un intervalo cerrado y la linea discontinua o punteada indica que el intervalo solucitn es
abierto, éste se determina al encontrar las raices de la ecuacitn de segundo grado.

figura 1 figura 2
\ / l‘. ‘:
3 i
Evsvon Ewvo
ax’ +bx+c20 = (=co,x,|U[x,, ) ax’ +bx+c>0 = (= eox, Ju(x,.%)
figura 3 figura 4
||."I. ll."l "
II'-. az0 Jf

| x;\/xz i I x,\/

ax’ +bx+e<0 — [x,,xz] ax’ +bhx+c<0 — (x,,x,]
figura 6
"' \"\
[ 5
-’ 4]
- + = -
]l.l' D '\\132 x]I. e ' X
'| ; 11‘
2 2
ax’ +bx+c20 = [x.x,] ax’ +bx+c>0 = (x.x)

figura 7
%
J,f ki
vV .9 e
r
1
a<0 1 a<0 |

ax’ +bx+c<0 = (—eo,x, JU[x;,0) ax’ +bx+c <0 = (= oo,x,)U(x,,%0)

Los valores de x, y x, son las raices de la ecuacitn cuadratica ax’ +bx+e=0 con x,<x,

EJEMPLOS ]
-ﬁ ], ®# Deiermina por método grafico el conjunto solucién de la desigualdad x* +2x-820,
i.;E Solucién

Se determinan las raices de la ecuacién x* +2x —8 =0, por cualquier método, por ejemplo factorizacién.
(x+4)(x-2)=0

(continda)
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(continuacidn)
Después, cada factor se iguala a cero y se obtienen las raices:
x+4=0 = x=—-4yx-2=0 = x=2
Por tanto, las raices son: x, = -4, x,=2, yaque x, <X,
La desigualdad tiene la forma ax* + bx + ¢ 20 de la figura 1, cona positivo; la férmula que representa el conjunto

solucién es: (= oo,x, JU[ x,.%0)
Finalmente, el conjunto solucion es: (oo, —4]U[2,)

2 ®¢Resuelve por método grafico la desigualdad —3x" >2x - 1.
Solucion
Se acomodan los términos, =3x? —2x+1>0, se determinan las raices de la ecuacién —3x? —2x+1=0,las cuales son;
1
== 15 = -
xl xz 3
la desigualdad tiene la forma: ax® + bx +¢ >0

1
De la figura 6 con a negativo, entonces el intervalo es: ( x,.x, ),conx,=-1yx,= 3
Por tanto, el intervalo de solucidn es;
1
(-3)

EJERCICIO 134

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades por cualquier método.
1. =x'+9>0

16-x 20

25-x <0

¥=36>0

x=320

-xX+5x<0

-2¢ +8x <0
F=x=-20>0

2¥ - 5x-3<0

. & - Tx-3<0

L X+ +6> -2+ 2

. (2x+5) (2x-3)23x-12
. (Bx-Dx+5)<14x -8
14, (x=3}2x+1)20

LR U

P
R N = 2

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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Desigualdad racional

En este tipo de desigualdades se analiza el signo del numerador y del denominador, para obtener el signo del cociente,

seglin sea la desigualdad dada.
EJEMPLOS .
£ 1 ®# Resuelve la desigualdad 3:_ =<0.
E g Solucién
[0}

En el primer miembro el numerador es positivo, entonces para que la division sea negativa, como lo indica la desigual-
dad, es necesario que el denominador sea negativo, es decir:

Ir-6<0 = x<2

Por tanto, el intervalo solucidn es (===, 2)

4
Sx -

2 ®e-Resuelve la desigualdad >0,

Solucién

En el primer miembro el numerador es positivo, entonces para que la division sea positiva es necesario que el deno-
minador sea positivo, es decir;

2

2
5x-220 =2 x> 3

Por consiguiente, el intervalo solucitn es (%,m)

Método por casos
La desigualdad dada se transforma a otra, la cual se compara con cero y se analizan los signos del cociente.
EJEMPLOS .
] ®¢ Determina el conjunto solucién de ﬁZZ
i_ ! Solucién
==
Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realizan las operaciones indicadas:
X _gsg o FUxHD 0 oaxm2x=2 0 mx=2 0 x#2 o
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

Al aplicar la propiedad 4 de las desigualdades, la nueva desigualdad a resolver es:

x+2
x+1

<0

En un cociente el denominador debe ser distinto de cero, entonces €ste representa un intervalo abierto; en este
ejemplo el cociente es menor o igual a cero, entonces existen 2 casos.

Casol Caso IT
x+1<0 x+1=>0
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Solucién del caso I

ﬂ{u

x+1"

Six + 1 <0, entonces, por la propiedad 4, al multiplicar
por (x + 1) se invierte el signo de la desigualdad.

La solucidn es la interseccitn de los intervalos.
x+1<0 = x<-1 = (=e,—1)
x+220 = x2-2 = [~2,)

(~eo-1)[-2.)

(?Tzl]{xﬂ]g 0(x+1)

x+2<0

Six+ 1>0, entonces por la propiedad 3, no se invierte el
signo de la desigualdad al multiplicar por (x + 1).

x+2
[m](;&l]zﬂ(lﬁl] ® R
——)
x+2=0 | | | 1 | |
I I I ] I I
— oo -2 -1 0 1 2 o0
(=m1)n[=20) = [-2.-1)
Solucidn del caso IT
ﬁ <0 La solucién es la inferseccitn de los intervalos.
x+1"

x+1>0 = x>-1 = (-Le=)
x+2€0 = x<£-2 = (—ou,—Z]

(~Leo)(=o0,-2]

—oa -2 -1 0 1 2 oo

—T} O 2
1
I

(-==2]n(-1=)=9

2 ®eResuclvela siguiente desigualdad 23 >
Solucién

Casol
2-x>0y x+1>0

Caso IT
2-x>0 y x+1<0

Caso ITI
2-x<0 y x+1>0

Caso IV
2-x<0y x+1<0

El intervalo de soluciones es la unidn de los intervalos resultantes en cada caso.

[-2.-1)up=[-2.-1)

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [-2,-1)

2-x x+1

De acuerdo con la desigualdad, existen 4 casos, los cuales se indican de la siguiente forma:
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Solucién del caso I

8i 2-x>0 — x<2 — (-e,2)

Si x+1>0 — x>-1 = (-Leo)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 — x)(x + 1),
d cual es positivo, entonces, el sentido de la desigualdad
no cambia de direccidn,

ﬁ(z-x)(xn]z%(z-x)(ﬁ 1)

1(x+1)22(2-x)
x+1=24-2x
x+2x=24-1 — x23

x=1 = [Les)

La solucitn del primer caso es la interseccion de los 3
intervalos.

(-Le) A [Le) A (-2

La solucitn es:

.2 (1) A [Le)=[12)

Solucién del caso IT

§i 2-x>0 — x<2 — (-e0,2)

Si x+1<0 5 x<-1 = (=-e=,-1)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 —x)(x+ 1),
¢l cual es negativo, entonces el sentido de la desigualdad
cambia de direccion,
1 2
—_—{ 2 [ b [
z_x{z x](x+1]_x+1(2 x)(x+1)
1(x+1)<2(2-x)
x+1€4-2x
x+2x<4-1 — 3x<3

x5l = (=os1]

La solucién del segundo caso es la interseccidn de los
3 intervalos.

(=oo=1) N (=o01] N (=00, 2)

Solucidn del caso IIT

Si2-x<0 — x>2 — (2,%9)
Si x+1>0 — x>=1 = (=Leo)
Se multiplica la desigualdad por el producto (2 — x)(x + 1),

el cual es negativo, entonces el sentido de 1a desigualdad
cambia de direccion.

ﬁ{z—x](xﬂ]sx—ii(i—x](xﬂ]

1(x+1)<2(2-x)
x+1=4-2x
x+2x54-1
3x<3

x21 = (=ea]]

La solucion del tercer caso es la interseccion de los 3
intervalos

(22) A (L) A (===

La solucién es:

(2.2) (L) A (=== ¢
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Solucién del caso IV
8i 2-x<0 — x>2 — (2,=) La solucién del cuarto caso es la interseccién de los 3
intervalos
Si x+1<0 = x<=1 = (=o0,=1)
Se multiplica la desigualdad - (2:00) N (=e=1) A 1)
Zu por el producto (2 — x) (x+1),
d cual es positivo, entonces €l sentido de la desigualdad —
no cambia de direccién. tf—)
C—
L (2mx)(x41) 22 (2-2)(x+1) [ e e
——(2=x)(x+1) =2 —(2-x)(x+
e P A 0T B =
lloeliea(aey) La solucién es:
x+1=24-2x
x+2x24-1 (2ee) N (=o0,=1) N [Le=) =9
3x=3

La unitn de los intervalos es la solucidn de 1a desigualdad.

(=ee-1) U [L2) UPUP=(-=,-1) U [L2)

Método por intervalos

Consiste en encontrar los valores que hagan cero al numerador y al denominador, para determinar los intervalos y
realizar el andlisis de signos, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

EEMPLOS -
1

L LS 1\ —_—
g‘ ] Reamlye 2x+3<x—2
. Solucién

Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realiza la operacidn indicada.
I SR TR S 3{x—2]—(2x+3]< s BB
2x+3 x-2 2x+3 x-2 (2x+3)(x-2) (2x+3)(x-2)

x-9
(2x+3)(x-2) =0

Se determinan aquellos valores que hacen cero al numerador y al denominador, para obtener los posibles intervalos
que dardn el conjunto solucitn,

3
x=9=0 — x=9 : 2x+3=(]—>x=—5 : x=2=0 - x=2

El denominador debe de ser diferente de cero, por consiguiente, para x=—§ y x=2,los intervalos son abiertos y
para x =9, es cerrado, entonces los intervalos que se van a analizar son:

[—3,2] 2.9] [9,%2 )
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Signo de x - 9 = = = +
Signo de 2x+ 3 - + + +
Signo de x - 2 - - + +
x-9 e e ) (+)
Signo de G o= 9) T i s e X
x=9

g i ; : 3
Si m-cﬂ,enwmw el intervalo solucidn de la desigualdad es (—w, _E] w2, 9]

2 ®e-Resuelve la desigualdad (3-2)(x+2)

(x=5)(x+3)

Solucién
Se buscan los valores que hacen cero los factores, con estos valores se construyen los intervalos que dan origen al
conjunto solucidn de la desigualdad.

Para el factor (" + 2), Para el factor (3 —x), 3—x=0—-x=3

X 42=00x" ==2—x=/-2 Para el factor (x — 5), x=5=0—x=5
La raiz es imaginaria, esto significa que el factor siempre | pyy e factor (x + 3), x+3=0—x=—3
tendrd un valor positivo,

Luego, el denominador debe ser distinto de cero, entonces para x =5 y x = -3, los intervalos son abiertos y para
x =3, el intervalo es cerrado.

':_ oa, _3] (_ 31 3] [31 5} (51 m]
< . i L e s * . 1].-' —
— oo -3 0 3 5 &8

Se construye la tabla, no se toma en cuenta el factor (x* + 2), ya que es positivo en todos los valores de x, y no

afecta al signo del cociente.
intervalo (= o0, —3) (-3,3] 13, 5) (5, =)
Signode 3 - x + + = =
Signo de x- 5 = = = at:
Signo de x+ 3 = + & s
(3 — ¥x* +2) (+) +_ L e R B
Slano de ¢ o+ 3) Bl = |\ e = |t = | era

Finalmente, la solucidn de la desigualdad es: (— =, —3) U [3, 5)
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EJERCICIO 135

5

i
4x-3

>0

5

Q Verifica tus resultados en la seccén de soluciones cormespondiente

6.

10,

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.

X(x+d)
(x=1)(x+2)
(x-3)" (2x-3) il
(x+2)(x—-4)
(4=x)(x +3)° g
(x+6)(x=1)

Desigualdad que tiene la expresién (x- a) [x - b} (x - d)...

Una forma prictica para determinar el conjunto solucién, es construir una tabla con los intervalos que se forman al
encontrar los valores que hacen cero a cada factor, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Resuclve la desigualdad (x-2)(x—4)(x+2)=0.

Solucién

Se determinan los valores que hacen cero a cada factor para formar los intervalos.

Parax—2=0 — x=2

7 Parax-4=0 — x=4 ;

Parax+2=0 — x=-2

—_— 00

(—o.=12] 213 [2.4] |[4.%)
i g,
Tabla de signos

Signo de x -2

Signo de x - 4
Signo de x+ 2

Signo de (x — 2)(x— 4)(x + 2)

(-X-X-)=-

(-N-Xt)=+

+ 4
B +
+ B
(+N-K+)=— | (+N+N+)=+

La desigualdad indica que el producto es positivo, entonces se toman los intervalos cuyo producto es positivo, es
decir, [-2,2] y [4,%) , luego, Ia uni6n de estos intervalos es €l conjunto solucién.

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [-2,2] U [4.%)
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EJERCICIO 136

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.
L (x+2)(x-4H(2Z-x)(x+1}=20

2 X+ -4x-820

3. X+ -x-2<0

4, ¥-12x+16<0

5 >

6. x'—11x¥ - 18x—8>0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Desigualdades con valor absoluto

El conjunto solucién de una desigualdad que involucra valor absoluto, estd dado por las siguientes propiedades:
Seang,beRy b>0

1. |a|< bse expresa como: 3. | a| > bse expresa como:
—b<a<bobiena>-bya<bh —a>boa>bobieng<-boa>h
2. |a|= bse expresa como; 4. | a| = bse expresa como:
—b<a<bobienaz-bya<bh —azboazbobiena<-boaz2b
EEJEMPLOS *
5. | ®# Determina el conjunto solucién de |x + 1] < 7.
i§' ' Solucién
La desigualdad | x + 1| <7, tiene la forma de la propiedad 1, entonces:
-T<x+1<7
O bien:
-T<x+1 x+1=<T7T -B<x<6
-7-1<x x<T-1 —(3—)—
-B<x x<6 -8 6

Por consiguiente, el conjunto solucién es el intervalo ( -8, 6 )

2 ®e-Encuenira el conjunto solucién de 12¢— 112 7,

Solucién
La desigualdad |2x — 1| =7 tiene la forma de la propiedad 4, entonces:
—(2x-1=7 x-127 -32x24
-2x+127 22T +1 —f e
—x=27-1 2x=8 - =3 4 oo
J::iii xEE
-3 2
x==3 x=4

Por tanto, el conjunto solucidn es el intervalo (= oo, — 3] U [4,9)

321



13 Cariulo

AiGEsRa

Casos especiales de desigualdades con valor absoluto

En este tipo de desigualdades se aplican las propiedades anteriores, para obtener dos desigualdades lineales; el conjunto
solucitn de la desigualdad es la union o interseccitn de los intervalos solucion de cada desigualdad obtenida.

EAEMFLOS ]

-é_ 1 @+ Determina el conjunto solucién de Ia desigualdad |x — 2| = 3x + 1.
2 Solucion

LI

La desigualdad |x — 2| = 3x + 1 tiene la forma de la férmula 4, entonces se representa como:

3 1
Primera desigualdad Segunda desigualdad —52 xgz
—x-2=3x+1 x=-22(x+1) i 5
—x+223x+1 x=-223x+1 xiz o xi—i
=3x-xz-2+1 x=3xz21+2 ®
—4x>-1 -2%23 C—
-1 3 e
<— <
e e -3 3. 01 1 2
1 3 - 2 4 bl
x<— XsE——
4 2

Finalmente, las soluciones de cada desigualdad son:

1 1 3 3
e — —ra, — - [— —og,——
x_4 - ( :4] y X 2 =) ( 2]

Se determina la unidn de los intervalos:

(=2 Jo(-=2 4]

Para concluir, la solucitn de la desigualdad es:

x=1

L I8 1 i
2 ®=-Resuclve la desigualdad P

>4,

Solucién
La desigualdad tiene la forma de la propiedad 3, entonces se tienen las siguientes desigualdades.

x=1 x-1
—>40-|—|>4
x+2 [x+2]
x=1
La desigualdad x-l-_2 > 4, se transforma a:

-1 =1 i P
s =4 — i -4>0 — _3: 9;
x+2 x+2 x+2
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Desigualdades

Al aplicar el procedimiento para resolver una desigualdad racional, por el método de intervalos, los valores que hacen
cero al numerador y al denominador son x == 3 y x= - 2, respectivamente, ¢l denominador debe ser distinto de cero;
entonces el intervalo es abierto, lo mismo para el numerador ya que la desigualdad es estrictamente mayor que cero, por
tanto los intervalos que se forman son:

(=00, =3} (=3,-2),(=2,0)

Tabla de signos
Signo de — 3x -9 + - -
Signo de x + 2 = = o
Ix-9 + — -
Sigmda PEE) === T_+ :__

El conjunto solucién para la desigualdad %; 4 es: (=3, -2), de manera similar, se obtiene el conjunto solucién
x

de la desigualdad —(;T_;] >4, dando como solucidn el intervalo (—2, —%); la unidn de las soluciones obtenidas da

origen al conjunto solucién de la desigualdad original, por consiguiente la solucién es:

(=3, -2}u (-2,-3]
5
3 @ Resuclve la desigualdad |x + 1| > |1 — 2x|,
Solucién
Una forma de resolver el ejercicio es elevar al cuadrado ambos miembros,

(lx+10)" 2(11-2xI) = (x+1Y2(1-2x)
F+2x+121-dr+ 4y
0z1-dr+dr’ -2 -2x -1

023y - ¢
o bien, 3¢ —6r<0
factorizar, Ix(x-2)<0
Las valores con factores iguales a cero son: x =0y x = 2, por consiguiente, los intervalos se definen como: (- =, 0],
[0.2]y[2, )
Tabla de signos
Intervalo

Signo de 3x = + +
Signo de x - 2 = = s
Signo de 3x(x - 2) (=N-)=+ (+X-)=- (+X+)=+

Hl intervalo de solucién es [ 0, 2 ]
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EJERCICIO 137

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:
311
1L W27 10, |2x—]=<=
i 47278
2. <7 11, x—1l<2x
3 x-95>4 12, 2x+3/=2x+3
4 |5x-3<12 13, [2-2¢ <x -4
5 [8-26>2 u P
x-2
6. [Tx-1<0 15, 450
X
7. [2x-1<19 16, < x-1|
3
8. ‘6—:‘-):{:»9 17, [Bx =] >|x +4|
9. %(x—l(]]-c_:l(]

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Gréfica de una desigualdad lineal con dos variables

Una desigualdad lineal que tiene la forma:
a) y<mx+ b noincluye ala recta ¢} ¥>mx+ bnoincluye a la recta
b) y=mx+ bincluye ala recta d) y=mx+ b incluye a la recta

En una desigualdad lineal de dos variables, el conjunto solucitn es la regién que se forma por el conjunto de todos
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la desigualdad.

EJEMPLOS .
-ﬁ_ 1 ®#Determina la gréfica del conjunto solucidn de y> -2,
ig' ' Solucién Grifica
Primero, se graficala recta y =- 2, con una linea punteada, ¥y
ya que el signo de la desigualdad representa un intervalo 3
abierto, 3
Luego se sombrea la regidn que contiene a todos los
puntos de ordenada estrictamente mayores que — 2, en este 1
caso son todos los puntos que se encuentran por arriba de p "
Ia recta punteada, -4 -3 -2-1 01 2 3 4 X
iR y>=2
v
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2 ®e-Encuenira la regi6n del conjunio solucién de x < 5.

3 e

Solucién
Se grafica la recta x = 5, el signo de la desigualdad indica
que la linea es continua.

El conjunto solucion son los puntos del plano cuyas
abscisas son menores o iguales a 5.

*Determina la grifica del conjunto solucién de y > x + 2,

Solucién

Se grafica y = x + 2; ésta se representa con una recta
punteada, ya que el signo representa intervalo abierto, la
xcta divide al plano cartesiano en 2 planos.

Para determinar la regién solucién del sistema, se
sustituye un punto perteneciente a una de las regiones y
= verifica que cumpla con la desigualdad. Por ejemplo,
el punto: (- 1, 4)

y>x+2
4>=1+2
4>1

El punto si satisface la desigualdad.

La regidn que es la solucién de la desigualdad, es el
conjunto de puntos que estdn en la regién por arriba de
la recta punteada, es decir, el conjunto de puntos que se
encuentran en el plano L

Por el contrario, si el punto elegido no satisface la
desigualdad, la regién que representa el conjunto solucién
serd el plano contrario al punto.

Desigualdadss
Grifica
YI.
31
x=5
2+
1.

-1 01 2 3 4 5§ X

1k

Grifica
Ya //’
Plano I I
2/'/
Vg
"1 Plano IT
7/

P /’ >
-3,-2 -1 01 2 3 X
Ve =11

4

/ _2-

v
Grifica
Y& .
4 //
-1, 4)° I -
(-L 4) ) ,/
//
%
v
s 1T
/

4 e >
-3 £2 -1 01 2 3 X
, _1t

y 1

i 2T

L 4
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EJERCICIO 138
Grafica las siguientes desigualdades lineales:

1 y>6 4, y<3 7. x<=3 10, 3x-2y=<0

2 y==5 5.x>4 8 xz4 11, x+y<l1
x ¥

3 yz4 6. x<-3 9 2x-y>3 12, §+§21

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Sistema de desigualdades lineales con dos variables

El conjunto solucion de un sistema de desigualdades es la interseccin de las regiones solucidn de cada desigualdad

lineal.
EJEMPLOS o
K _ . ; y> 2
e_ 1 ®# Representa gréficamente el conjunto solucién del sistema gy
f Solucién

[Ty
Se encuentra la regién solucién de cada desigualdad. La solucién es el conjunto de todos los puntos que se encuentren
en la interseccidn de las regiones.

x<=1 ¥

4 at

3 3t
---------------- F=2 "------'-)’-;-2-----' TEmEsEEEEmEEeEes '-iq'--------i;-i---'-

1 1t
43-2-1[0]1234 X% 442 [0]1 234 X

-

r=-1

yEx-2

2 ®¢:Determina grificamente el conjunto solucién del sistemna {x+}'- 1<0’

Solucién

El sistema tiene la forma:
yzx=2
y<l-x

Se grafica larecta y = x -2, conlinea continua ya que
el signo de la desigualdad indica intervalo cerrado; luego,
se graficalarecta y= 1 — x, con una linea punteada, ya que
el signo de la desigualdad indica intervalo abierto.

Se grafica la regidn solucién de cada desigualdad y
la interseccitn de las regiones son todos los puntos que
satisfacen el conjunto solucién del sistema,
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Desigualdadss

Finalmente, la grifica que representa a la regién que contiene el conjunto de todos los pares ordenados es:
Grifica
N 4y
N il |
B T yzx-2
\ 2+
R
N
- 4 32 -1 0o 1Y 3 4 5 x
-1 AN
ey x+y=-1<0
v

EJERCICIO 139

Determina la regidn que es solucion de los siguientes sistemas:

L 12 6 [2x=3y>9
To|x=3 " |ly<3x-10
2 y<=3 2x+y=l
T lx<4 x-y>2
—-2<x<2 x+2y=>0
yzl " |x=3y<0
4 -1=£y<4 9 x<y
C|0<x<3 "lx+y=l
x+y:"3 J;(x—;j
% [x—yﬁl H [_vSl—x

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiante
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CAPTULO 14

HISTO
=]

LOGARITMOS

RICA

John Napier

| término logaritmo lo acufi¢ el matemd-
Eﬁco escocés John Napier, a pariir de los

#rminos griegos légos (razén) y arithmés
[nomero) para designar a la correspondencia,
que habia descubierto, entre los términos de
una progresion aritméfica y ofra geométrica. Al principio los llamé *nimeros
ariificiales’, pero luego cambié de opinién.

Al logaritmo que tiene por base el nimero e se le llama, en su honor, ne-
periano.

Pero fue el inglés Henry Briggs, un amigo de Napier, quien comenzé a
usar los logarimos con base 10. Briggs escribié acerca de su nuevo des-
cubrimiento: “los logaritmos son nimeros que se descubrieron para facilitar
la solucién de los problemas ariméticos y geoméricos, con su empleo se
evitan todas las complejas multiplicaciones y divisiones, y se fransforman
en algo completamente simple, a fravés de la susfitucion de la multiplico-
cién por la adicién y la division por la substraccion, Ademds, el cdleulo de
las raices tombién se realiza con gran facilidod”.

John Napier (1550-1617)
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Definicién
El log, N = a, es el exponente a, al que se eleva la base b para obtener el argumento N.
log, N=a & N=b°
Con N y b niimeros reales positivos y b diferente de 1

EJEMPLOS *
-g. 1 ®¢-Empleala definicién de logaritmo para transformar las siguientes expresiones a su forma exponencial:
i§' i Forma logaritmica Forma exponencial
L log;243 =5 243=7
2, lo - 6 = (l]ﬁ
' E%EA - 64 \2
1 1
3 —==3 27 =—
logz 8 8
1 1y 1
4, —=3 s [
105'327 (3) 27
2 ®e Transforma las siguientes expresiones exponenciales en expresiones logaritmicas:
Forma exponencial Forma logaritmica
1 N=(v2) log ,N=3
1 1
2. —=5_3 1 —=—3
125 %8s 125
("G]‘ i log z25=4
X' =y log, y=p

EJERCICIO 140

Convierte a su forma exponencial los siguientes logaritmos:

1, log,8=3 4, 1055%=_2 7. log, qﬁ=% 10. log, , 128=7
2, log, 16=4 5, log 59=4 8. log,(x-1)=2 11, log,, 243=35
3. log,81=4 6. log, 343=x 9. log, 625=4 12. log,, ,, 256=8
Transforma a su forma logaritmica las siguientes expresiones:
13, 17=a 15 Loy 19, 2*=1256 2 1
16 81
2Y 4
14. 625=5 17. [E] - 20, (x-2F=8 23, 5%=125
1
15, 647 =4 18, (x+3)=2* 21, x"=z 24, 441 = (3x+2)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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legaritmes

Aplicacién de la definicién de logaritmo
En los siguientes ejemplos se aplica la definicidn de logaritmo para encontrar el valor de la incdgnita.

EJEMPLOS -
z 1 @+ Encuentra el valor de aen la expresion; log, 216 =3,
o Solucién
Se escribe el logaritmo en su forma exponencial y se despeja la incdgnita:
log216=3 — 216=¢ — Y216=a — 6=a

-

Por consiguiente, el resultadoes: a=6

2 ®e-Encuentra el valor de men log m=3,
Solucién
Se transforma a su forma exponencial la expresitn y se desarrolla el exponente:
log m=3 —¥ m={ﬁ]s=(-ﬁ]zﬁ=2ﬁ

Por tanto, el resultado es: m = 242

3 ®e-Determina el valor de xen la expresién; 1033?2!'9“ =x.

Solucién
La expresidn se transforma a la forma exponencial,

log,—L = x 5 3oL
729 729
El mimero 729 se descompone en factores primos y la ecuacifn se expresa como:
Ful syal g
3

De la dltima igualdad se obtiene: x=-6

EJERCICIO 141

Encuentra el valor de las incdgnitas en las siguientes expresiones:

1. log 25=2 6. lt;Jgﬂ‘I‘S‘=z 11, 11;)1;,,W=l 16, lugﬂl=a
3 3 4
1
2, log,64=3 7. log,x=4 12, logsx=-2 17. lugy.gﬁ=
2
3. log,81=4 8. log,m=3 13, logb=0.2 18. log,0.5=y
4, log,3125=-5 9. logesy=35 14, logs x=10.333., 19, log, 512=x
B
5. 105332=% 10, lug_,N=g— 15. log,216=x

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante
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Propiedades
Para cualquier M, N, b >0y b #0, se cumple que:
1. log,1=0 5. log, MN =log, M +log, N
M
2 log,b=1 6. lung=lug&H—lung
3. log,M"=nlog, M 7. log M =InM, In = logaritmo natural y ¢ =2.718281...

— ]
4. log,YM = —log, M
Importante: las siguientes expresiones no son igualdades,

M M
log, (M +N) #log, M +log, N IDE"(F]#%
b

Demostraciones de las propiedades de los logaritmos:
1. log,1=0

Demostraciéon:
Sea log,1=a, esta expresitn se transforma a su forma exponencial;

log,1=a — 1=p*
Para que b = 1, se debe cumplir que a = 0, entonces, al sustituir este resultado se determina que:
log,1=a=0
2. log,b=1

Demostracidn:
Sea log, b =a, se aplica la definicién de logaritmo y la expresidn exponencial es la siguiente:

log,b=a — b=V

Pero b =b', por consiguiente b' =5° y a=1
Al sustituir este resultado se obtiene: log,b=a=1

3, log,M" =nlog, M

Demaostracién:
Sea x=1log, M, su forma exponencial es b* = M, al elevar esta expresitn a la enésima potencia se determina que:

(b)=M" > p*=M"

La forma logaritmica de esta expresion: log, M" =nx
Se sustituye x=1log, M, y se obtiene: log, M" =nlog, M

1
4. log, M = ;lﬂgk M

Demostracién:
Sea x =log, M, su forma exponencial es b* = M, s extrae la raiz enésima en ambos miembros de la igualdad:
5 =40
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El primer miembro de esta igualdad se expresa como: b" = M
Ahom esta nueva igualdad se transforma a su forma logaritmica; log, M =

==

Se sustituye x = log, M, y se determina que: log, YM = %lug,, M

5. log, MN =log, M +log, N

Demostracién:
Sea x=1log, M y y =log, N,ésta es la forma exponencial de ambas expresiones:

b'=M ; b"=N

Al multiplicar estas expresiones se obtiene: ( ‘](b"] =MN — b"7"=MN
Se transforma a su forma logaritmica; log, MN=x+y
Se sustituye x =log, M y y =log, N, éste es el resultado:

log, MN =log, M +log, N
M

6. log, F =log, M -log, N

Demostracion:

Sea x=log, M y y=log, N .ésta es su forma exponencial:

b*'=M ;b"=N
Se divide la primera expresién entre la segunda:
bt M M

Z 5 pr=

¥ N
Ademds se transforma a su forma logaritmica la dltima expresidn;

M
log, > ==

Al final se sustituye x=1log, M y y=1log, N y resulta que:

M
lug,,w=lung—lugkN

Aplicacién de las propiedades para el desarrollo de expresiones

El logaritmo de una expresitn algebraica se representa de forma distinta mediante sus propiedades y viceversa; una
expresidn que contiene varios logaritmos se transforma a ofra que contenga un solo argumento.

EJEMPLOS
1. ®#-Con la aplicacién de las propiedades de los logaritmos desarrolla esta expresién: log, x”.

E ' Solucién

T La base x se encuentra afectada por el exponente 12, por tanto se aplica la propiedad 3 y se obtiene:

log, x" =12log, x
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2 ®+-Desarrolla la siguiente expresién: log, 3x*./y.
Solucién
Se aplica Ia propiedad para el logaritmo de un producto (propiedad 5):
log, 3x*\[y =log, 3+ log, x* +log, [y
Se aplican las propiedades 3 y 4 y 1a expresitn queda asi;

1
=log, 3+4]ngzx+ilugzy

3 ®eDesarrolla a su forma més simple la expresién: log, {/(x— .‘5]3.
Solucién
Se aplica la propiedad 4 pam el radical:

a1
tog, {(x = 5)" = ;log, (v-5)

Ahora al aplicar la propiedad 3, se determina que:

=%[310g3(x-5]]=%l°5y(x'5]

3
+
B« 105 1 ol 0o ek log, S22

(x-y)
Solucién
Se aplica la propiedad pam la divisién (propiedad 6):
3

g, M= log, (x+y)’ ~log,(x~y)’
(x=3)

Para obtener la expresién que muestre el desarrollo final se aplica la propiedad 3:
=3log, (x +y) - 2log, (x - y)

Xy
5 ®e Desarrolla la siguiente expresion: h[%}ﬂ.

Solucién
Se aplican las propiedades de los logaritmos y se simplifica al méximo, para obtener:

h[es,g: 1]]= 3[111 ehg:- 1]]

Enseguida se aplica la propiedad del cociente y el producto (propiedades 5 y 6).

=3[Ine™ +In(x+1)-In2x |
En el sustraendo se aplica nuevamente la propiedad del producto, y resulta que:

=3[Ine* +In(x+1)-(In2 +Inx’) |
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Finalmente, se aplica la propiedad del exponente y se eliminan los signos de agrupacién:

=3[3xIne+In(x+1)-In2-2Inx] =9x+3mn(x+1)-3In2-6Inx

4
6 ®9-Desarrolla Ia siguiente expresion: log i@"?

Solucién
Se aplica la propiedad para la raiz de un nimero (propiedad 4):

Después se aplica la propiedad para el logaritmo de un cociente (propiedad 6):
1
=§(log3x"—lugly5]
Al aplicar la propiedad para el logaritmo de una multiplicacion se obtiene:
=%[(lug3+lugx"]—(lugi+lugys]]
Se aplica también la propiedad 3 para exponentes:
1
=§[(log3+ 4logx)—(log 2 +5logy) |
3¢ cancelan los signos de agrupacidn y éste es el desarrollo de la expresidn:

1
= g[lug 3+4logx—log2-Slogy]
4
3

&
3

11053+

5
ol logx——log2—=1lo
3 ogx EL—3F 0By

7 ®e-Escribe como logaritmo la siguiente expresién; log x +log y — log z.
Solucién
La suma de 2 logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del producto de los argumentos:
logx+logy—logz=logxy-logz
La diferencia de logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del cociente de los argumentos:

X

log xy—log z=1log 5

Por tanto:

Xy

log x +log y - log z=log =

1
8 @« Expresa como logaritmo: 2 + 3 log(a + 1) - 1 log,(a—1).
Soluciéon
Se sabe que log, @ =1, entonces:
1 1
2+3logla+1)- 1 logfa-1)=2loga+3logla+1)- i log(a-1)

(continia)
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(continuacidn)

Los coeficientes representan los exponentes de los argumentos:

=log,a’ +log(a+ 17 -log, (a-1)

Se aplican las propiedades de los logaritmos para la suma y diferencia:

2 3 2 3
g (a+1;‘| i aaq(a+:]
(a-1)7 &
Por consiguiente:
] 3
2+3loga+1)- % log (a~1) = m@
a—

& ®4-Escribe como logaritmo la siguiente expresién: % log (x+ 1)+ % log (x — 2) - 2logx — 3log(x +3).
Solucién
Al aplicar las propiedades de los logaritmos y simplificar se obtiene:
= log{x+1) é+1t;15:()r:— 1) i—lugx’ —log(x+3)’
= log(x+1) i+log{x— 1) i [lugx’+log(x+3]3]
= log(x+1) %(x—l] IE—lug:czl(x+ 3)°

(e+1)=1)° _ . (e+1)(x-1)
x(x+3)° ®(x+3)*
Vx' -1

2 (x+3)

=

= IDE

2 1
IOOO-Expu'emcumnlngaritmn:x—3+ 3 In{x=2)- 3 In{x + 1).

Solucién
Se sabe que In e = 1, entonces:

x-3+ 2 In(x-2)- 3 Infx+ 1)=(x-3)Ine+ 2 In(x-2)- 3 (x+1)
3 3 3 3
Al aplicar las propiedades de los logaritmos, se tiene que:

2
2 1 _ 2} 3,k-3) _ A\ Hx)
Ine®* + In(x-2)% - In{x+1)7 = pi¥=27 _ palle=2) 7
(x+1]§ x+1

2 1 J(x— 2]z P
=3+ - In{r=—- = In{¥+ 1} = In3 | 2> —
x 3 {x=12) 3 n{x + 1) 1

Por consiguiente:
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EJERCICIO 142

1

. log, 7°
3

. log,3 *

. log, Ve'x

. log5xy®

. log, x’'y’z

. In(3e'x?)’

. log(x+y)(x~2)

Hig
|~

Ja

10,

11

12,

13,

14,

15. lo

16,

17. log

18,

legaritmes

Utiliza las propiedades de los logaritmos para desamollar las siguientes expresiones:

3x*(1-2x)°
2% (x* -y

log, /35"y
logy(x+y)* 2’
log %
el
Ica
Jx+y

EZ (x_yjd

logs

2

Yx=3(x+2)

(x+3)(y-5)

(x+6)"Jy-2

&\ +) -1y

Ins

Aplica las propiedades de los logaritmos para expresar los siguientes logaritmos como el logaritmo de un solo argu-
mento:

19

20.

21,

22,

23.

24,

25,

26.

27

9 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. 2In5+2Inx
3logm=2logn

1 1
Elugj.x+ 31057_1:

InB+4x

—i‘lugm +dlogn
2x+log,3

2 1
-Elng,,(x+ 1)- Zlug,,(x+2]

log3+logy—logx
. log, x—log, y—log, z

337

28,

29,

30.

31

32,

33,

1-log, (m—1)~log,(m+1)
1 1 1
glogx+logy——logz
In5+1+Iny—"7lnx
2-x+3In(x+y)-3In(x-y)

2

3105(1:—2]—%lug(x+2]+2105(x+ 1)

1 3
E +7log, x— Elogz ¥y

1 1 1
s N+= N i
3log(x+ ]+210g(x ) ﬁlugx

. X +x+1-2logx+3log(x +1)
. 2In9 +4Inm+2Inp=-2In7=2Inx-6Iny
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Ecuaciones |ogar|'1'miccs

En estas ecuaciones las incgnitas se encuentran afectadas por logaritmos, su solucidn se obtiene al aplicar las pro-

piedades y la definicién de logaritmo.
EJEMPLOS
1 ®#-Resuelve la siguiente ecuacién: log, (2x +1)=2.
i§' ! Solucién
Al aplicar la definicién de logaritmo, la expresién log ,(2x+1)=2 se convierte en:
2x+1=5°
Ahora al resolver esta ecuacion, se obtiene;
2x+1=5 = 2x+1=25
2x=24
x=12

2 ®e:;Cuiles son los valores de x que satisfacen la ecuacién log(x+2)+log(x—1)=17
Solucién
Se aplica la propiedad 5 para expresarla en término de un solo logaritmo:
log(x+2)+log(x-1)=1 — log(x+2)(x-1)=1 — log(x* +x-2)=1
Se aplica la definicion de logaritmo y se resuelve factorizando la ecuacidn que resulta:

log(x* +x-2) =1 = ' +x-2=10'
X +x-2-10=0
X +x-12=0
(x+4)(x=3)=0
x+4=0 y x-3=0
Por consiguiente, los valores que satisfacen las igualdades son: x =—4 y x =3, y el valor que satisface la ecuacién
esx=3

3 @« -Resuelve: log,(4x—5)=log,(2x+1).
Solucién
Se agrupan los logaritmos en el primer miembro de la igualdad y se aplica la propiedad 6:

log, (4x-5)=log,(2x+1) — log,(4x-5)=log,(2x+1)=0 — lugs4x_5

——=1)
2x+1

Se aplica la definicién de logaritmo y se resuelve la ecuacion que resulta:

4x=-5 5 dx=5
=3 =1 = 4r-5=2c+1
2x+1 2x+1
2x=06
x=3

4 ®e Resuelve la ecuacién: log, 3x—1=1-log, Vx+1.
Solucién
Se agrupan los logaritmos en un solo miembro de la igualdad:
log, v3x—1+log, Jx+1=1
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Se aplica la propiedad 5 para expresar la suma de logaritmos como el logaritmo de un producto:
m;z(v’ﬁ)(\fm] =1
Se transforma la expresidn a su forma exponencial y se multiplican los factores:
(VBx=T)(Vx+1)=2' - 3r¥ +2x-1=2
Para eliminar la rafz se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

2
(43x2+2x—1] =(2)) - 3 +2x-1-4
Se resuelve la ecuacidn resultante:

N +2x-1=4 - 3P +2x-1-4=0 - 3F+2x-5=0
I +5x-3x-5=0
x(3x+5) -13x+5)=0
(Ax+5)x-1)=0
5

x=-—,x=1
3

5
Por consiguiente, los valores de la incOgnita son: -37 1, el valor que satisface la ecuacidn logaritmica es x=1

5 ®@s-Resuelve la ecuacién: In(x +5)=2+Inx.
Solucién
Los logaritmos se colocan de un solo lado de la igualdad:
In(x+5)-Inx=2
Se aplica la propiedad de divisién de argumentos:
x+5 _

In——=2
X

Se transforma a su forma exponencial y se resuelve la ecuacitn resultante:

+5
e'= fu;.. x&€=x+5 xe'=x=35
xe-1)=5
e Y
e -1

EJERCICIO 143

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

L log,(x+3)=2 5. logvx® +64 =1

2. log,(4-3x)=3 6. log,81-log,(x-4)=2

3. log,(5x-9)" =4 7. log,(x+9)+log,49 = 4
4, log,\15x+1=2 8. log,25-1log,(x+100)=-1
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9. log(x+3)" =1+log(3x-11) 18. log ;(x=3)+log ;(x+2)=4+log ;. x
10. log,x + log, (2x—3)= 3 19, log;(x+1) + log,(3x-5) = log,(5x-3)+2
11. log(x +2) =-1+ log(3x—14)’ 20. log ;5(vx +1) =1+log 5 V-1
12. log(4-x)" =log,(6+x) 21 In(x+1)=1+In(x=1)
13. log(2x+10)" —log(1-x)= 2 22, Inx+In(x-3¢)=In4+2
14. log,(x —4) +1og, (x —1) =log, 5x —log, 3 23, In(x-2)=Iln12-In{x +2)
15. log, I3x +1=1log, 10 +log, Yx-2 24, ]n{x—l)—]n(x—i}=%
16. log(8x+4) +log(7x+16) = log(x—2)" +2 25, n(2x-3)-In(x+1)=¢
17. log,(x-1) —log,(3x+1) =3-log,(6x+2) 26. In(x" +x) + Ine =In(x + 1)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

‘ﬁ,]. [ T3
g

2 @

Ecuaciones exponenciales

Las ecuaciones que tienen la incgnita en el exponente se llaman ecuaciones exponenciales y su solucidn se obtiene
al aplicar los siguientes métodos:

1, Si el argumento o resultado se puede expresar como potencia de la base, s6lo se igualan exponentes,
2. Seaplican las propiedades de los logaritmos para encontrar el valor de la incignita.

&

Encuentra el valor de la incdgnita en la ecuacidn: 2**' = 32,
Solucién
Se expresa a 32 como 27, se sustituye en la ecuacién;
27*1=33 o M =F
En la ecuacitn resultante las bases son iguales, entonces, tambi€n los exponentes:
x+1=3

Al resolver esta ecuacitn, se determina que: x =4

Obtén el valor de la incGgnita en 1a ecuacién: 9*~' = 81%,
Solucién
Hl resultado 81" se expresa como 9™, al sustituir la equivalencia;
=81 — 9*l=9¥
Para que la igualdad se cumpla, tanto bases como exponentes deben ser iguales, entonces:
x—1=2x

Se resuelve la ecuacion y resulta que: x =—1
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3 @« Resuelve la siguiente ecuacitn: 4" =8"'"",
Solucién
Ambas bases se descomponen en sus factores primos y la ecuacidn se expresa como;
=gy @Iy o et
3¢ eliminan las bases y se igualan los exponentes, para obtener la ecuacidn:
Ax-2)=31-x)
Finalmente se resuelve la ecuacitn y se determina el valor de la incognita:

2{x-2)=3(1-x)
x—-4=3-3x
x+3x=3+4
Sx=T7

...
g

legaritmes

Otra forma de resolver una ecuacidn exponencial es aplicar logaritmos, como ilustran los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS .

Ejemplos

1 @+ Resuelve la siguiente ecuacidn; 5* = 625,
Solucién
Se aplican logaritmos a los dos miembros de la igualdad:
log5* =log625°
Se aplica la propiedad 3 para despejar a xy se efectian las operaciones:
xlog5 =21log625

oo 2108625 _2(27959)

log5 0.6989
Por tanto, x=8

2 ®e#-;Cuil es el valor de la incégnita en la siguiente ecuacién: 3~ = 77

Solucién

Se aplican logaritmos en ambos miembros de la igualdad,

log3** "' =log7
Se aplica la propiedad 3, se despeja x y se obtiene como resultado:

log7
log3
log7
X l—"E;— =1,3856

(2x-1)log3=log7 - 2x-1=
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3 @+ Cuilesel valor de xen la ecuacién 3™ = 5(3*) + 6 = 07
Solucién
Esta ecuacion se expresa como una ecuacion de segundo grado, de la forma;
(B3 =53 +6=0
Se factoriza y se resuelven las ecuaciones resultantes;
(3°-3)(3*-2)=0

3 -3=0 3" -2=0
3 =3 =3
log 3" =log3 log3* =log2
xlog3=log3 xlog3i=log2
log3 04771 log2 03010
—_ =] i =—=U_63
g3 04171 *=log3 oarn 0

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son: 1y 0.6309

4

4 ®e-Resuelve la ecuacin: gh =3,
Solucién
La ecuacitn se expresa de la siguiente manera:
& +4=3¢"
Se despeja el término e™;
& -3e¥=-4 - 2% =-4
e¥=2
En ambos miembros de la igualdad se aplica el logaritmo natural y se obtiene:
In ¥ =1n2 2ylne = In2 2y(1) =1n2
2y =In2
1
=—In2
s
y=1n&
EJERCICIO 144
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
1. 5" =625 B, 7% *=343 15, 55 =625
zr 3J=8 9> 32:+3=3 16> 49!-2:=11
3. 9% =9 10, 4™ =16 17. 257 =5~
4, 64" =8 11, 5% * =4 18, 3*=243"
5. (237) =283 12, ¥ =015 19, 2749 =32*
6. (24)" =576 13. (0.125)" =128 20, 3 =729
7. 5'=25 14, 2°' =256 3, -
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X xt+l 3 el I'E x +2 +1
22, 25 +5*' =750 2 | =] i e R &=zt
4 V81
4e™ -5
23, 6% —36=0 28, 12723 =1728 2 P = =3
e —
i 1 & 3 6
24 4 +ix 2.5 Il 5.r+2 34r s s
16 9 (7 ] ?( ] eJ_z ex+2 82‘_4
25, HAT =gt an 1T =9 35, e + 2/ =1-e
-1 2 e+e” 3
26. log, (9 +7)=log, (3 +1)" 31. £~ == 6. —=
Ez( ] Ez( ] -7 7 &= 2

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Los logaritmos son una herramienta excelente para la solucitn de problemas propios de las ciencias, a continuacién

= ejemplifica su uso:
< Quimica
En quimica los logaritmos se emplean para calcular la acidez de las soluciones.
oo =-log[ 1]
Donde:

pH =acidez de una solucion,
[ H* ] =concentracicn de iones de hidrégeno en iones-gramo equivalente por litro,
1 Determina el pH de una solucion, que tiene una concentracion deiones de hidrogeno de 10™* iones-g/lt.
Solucién
La concentracitn de iones de hidrogeno en la solucion es de:
[ B ]=10""iones-g/lt
Se sustituye este valor en la formula y se obtiene:
pH =—log[ H']
pH =-log[ 10¥ ] se aplica la propiedad 3
pH =—(-8)log[ 10] =(8)(1)

pH =8
? Encuentra la concentracién de iones de hidrégeno de una solucidn, si su pHes de 7.
Solucién
Se sustituye pH =7 enla férmula y s despeja | H' |
s =-tog 5]
7=-log[ H']
—7=105[H+]
antilog(-7)=[ H' |

Por consiguiente, la concentracitn de iones de hidrégeno de una solucidn es:
[ B ]=107 iones-g/it
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= Sismologia
En sismologia los logaritmos se emplean para calcular la intensidad de un sismo por medio del siguiente modelo
matemitico:
A
I, =log ?
Donde:

I, =intensidad del sismo (escala Richter)
A = amplitud (micrémetros)
1 = periodo (tiempo en segundos que dura una oscilacidn)
3 (Cufl es la intensidad de un sismo en la escala Richter si su amplitud es de 8 000 micrémetros y su periodo de 0.09
segundos?
Solucién
Se sustituye A =8 000 micrémetros y P = 0,09 segundos en la férmula;
A 8000
Iy=log— I,=log——
»=log P »=log 0.09
= log (88 888.89)
= 4.95

Por tanio, el sismo tiene una intensidad de 4.95 grados en la escala Richter,
4 Un sismo tiene una intensidad de 5.7 grados en la escala Richter, si la amplitud del movimiento es de 9 021.37

micrometros, jcudl es su periodo?
Solucién
Se despeja la amplitud de la formula;
I,=log— — antilogl,=
A
2 antilog I,

Se sustituye en esta iiltima férmula 7, =5.7 y A =9 021,37 micrémetros:
_ 902137

antilog 5.7
_ 902137

= =001
501187.23 &

Por consiguiente, el periodo de una oscilacion es de 0.0179 segundos.

© Decaimiento radiactivo
Otra aplicacién de los logaritmos se lleva a cabo en el decaimiento radiactivo. El decaimiento radiactivo de un

material estd dado por la férmula:
c=G,(2)
Donde:
C =cantidad de material radiactivo después de cierto tiempo
t = antigiiedad del material
C,=cantidad presente cuando ¢ =0
# =vida media del material
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El tiempo de vida media de un material es de 25 afios, jcuénto de dicho material queda después de haber transcurrido
15 afios?

Solucién
Se sustituye en la férmula # = 25 y 1= 15 afios:

L L
C=C(2)* - C=C(2) =
=G, (2]—05
C =C,(0.659)=0.659C,
Por consiguiente, queda 0.659C, o 65.9% del material inicial.

¢ Cuil es la antigiiedad de una figura de madera que tiene la cuarta parte de su contenido original de carbono 14, si
Ia vida media del material es de 5 900 afios?

Solucién
Con las propiedades de los logaritmos se despeja r:

c-alt o St o o S J-togta)

log[cE]=—ilug(2] = _ﬂﬂ

0 log2
1
Se sustituye C=Icﬂ y =15 900 en la tltima férmula:

1
=
(5900)log 46—“

__(5900)i0g(0.25) _ (-3552.15)
log2 - log2 © 03010

ol =11801.16 afios

Por tanto, la antigiiedad de la pieza es de 11 801.16 afios.
La desintegracitn de cierta sustancia radiactiva se rige por el modelo matemdtico;

P=Pe
Donde p, es la cantidad inicial de sustancia y  es el tiempo en afios, ;Calcula el tiempo de vida media de la
sustancia?
Solucién
1
Hl tiempo de vida media s el tiempo necesario para que la mitad de la sustancia se desintegre, es decir p == pq,

entonces, se despeja r de la formula:

p = pe o P _ o0om In-L. =Ine- 00072t
Py Py
r
In—
P Po
In-=—=-0,0072¢Ine - =t
Pa 0.0072
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Se sustituye p =%pﬂ ¥y se realizan las operaciones:

1
7P
mE It
41 fom—Po__ 105 ooy
0.0072 0.0072 0.0072

Por consiguiente, el tiempo de vida media de dicha sustancia es de 96.27 afios.

= Poblacién
Hl crecimiento de poblacitn estd determinado por la férmula:
N=N, &
Donde:

N = niimero de habitantes de una poblacion en determinado tiempo
N, =niimero de habitantes en una poblacién inicial, cuando r=0
K = constante
t =tiempo

8 El modelo matemdtico que rige el crecimiento de una poblacion es:

N =13500¢""
Calcula el nimero de habitantes que habrd en 20 afios,
Solucién
Se sustituye el valor de r = 20 en la formula:
N =3500¢"25)

=3500¢"° =5770.52
Por tanto, en 20 afios habrd aproximadamente 5 770 habitantes.
Q El siguiente modelo muestra el crecimiento de una poblacién de insectos:
N =850(3)"™"

Donde Nes el nimero de insectos y £ el tiempo en dias. ;En qué tiempo la poblacién serd de 10 200 insectos?

Solucién
Se despeja 1 de la formula:
N
wi N _gese N o " &50
N=m3 — — o ———————ea e T
) 350 ) T C A Ty i

Se sustituye N = 10 200 en la idltima férmula:

]DIUZU(]
850 Inl12 2.4849

— - = =24,U
0.094In(3)  0.094In(3)  0.1032 07 94

¢

Por consiguiente, deben transcurrir 24.07 dfas para que se incremente la poblacién de insectos a 10 200,
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10  En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacién inicial de 480 a 1 200 en cinco horas,
(Cudnto tardard la poblacitn en aumentar a & 0007

Solucién
Se determina el valor de k para la poblacién inicial, donde N, = 480, N= 1200, ¢=5,
N=Noe® — 120=480¢% - _a _, s 55
480
Se aplica logaritmo natural para despejar &
m@¥)=In25 -  Skin(e)=In25 —» k=_]"§'5 =_”-9;62 —0183
Entonces, ¢l modelo matemético se expresa como: N = N, ="
Se sustituye enla f6rmula N=8 000 y N_ =480
8 000 = 480>
Para despejar fse aplican logaritmos naturales:
8
an 1 Bﬂm L1 Eﬂm 48(]
—_—= In——=In In——=10.1 = =153
G Dm0 o Dy B S 7

Por tanto, en 15.37 horas o en 15 horas 22 minutos 12 segundos, las bacterias aumentarin de 480 a 8 000

2 Ley del enfriamiento de Newton
Con esta ley se obtiene la temperatura T'de un cuerpo en funcién del tiempo r; donde T es la temperatura ambiente,
el modelo matemético que la rige es:

T=T'+Ce"

T’ = temperatura del ambiente
T = temperatura del cuerpo después de cierto tiempo, ademds T <T*
C'y k= constantes
11 Una barra de metal se extrae de un horno cuya temperatura es de 250°C. Si la temperatura del ambiente es de 32°C
ydespués de 10 minutos la temperatura de la barra es de 90°C, ;cudl es su temperatura después de 30 minutos?
Solucién
La temperatura del ambiente es T'=32°C, la temperatura de la barra al momento de sacarla del horno es de
T'=250°C y r=0. Al sustituir estos valores en la ley del enfriamiento de Newton.
T=T +Ca% 250 = 32 +CeM? 250=32+C
250-32=C
218=C
Se sustituye el valor de C =218°C en la ley:
T =32+218¢"
Se sustituye #= 10 minutos y T'=90°C enla ley y sc despeja '

m o 32 - e,\{m)

=32+218e9
& ¢ 218

0.2660=¢"*
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En la dltima igualdad se aplica logaritmo natural a ambos miembros para despejar a k

In0.2660
10
—0,1324=%

In0.2660 = Ine"* In0.2660 =10kIn e k

Al sustituir este valor se obtiene que la ley del enfriamiento para la bara es:
T =32+4218¢ "

Finalmente, se sustituye r= 30 minutos en la formula anterior:

T =32 + 218 222400 T = 324218
=32 +218(0.01883)
=32 44,1049
=36.1049°C

Por consiguiente, la temperatura de la barra después de 30 minutos es de: 36,1049°C

EJERCICIO 145

11.

12,
13,

o pe =1 o ba

10,

Resuelve los siguientes problemas:
1.

2

Obtén el pH de una solucitn, cuya concentracin es de 1.90% 10~ iones de hidrdgeno/lt.
La concentracién de una conserva de vinagre de iones de hidrégeno es de 6107, Determina su pH.

. (Cudl es la concentracion de iones de hidrégeno de una sustancia, cuyo pH es de 97
. Un sismo se presenta con 6 000 micrémetros de amplitud y un periodo de 0.3 segundos. Determina Ia intensidad del

movimiento sismico en la escala Richter,

. Encuentra el periodo de un sismo de 90 000 micrémetros con intensidad de 5 grados en la escala Richter.
. Un sismo tiene un periodo 0.35 segundos de duracidn y alcanza 4 grados en la escala Richter. ;Cuél es su amplitud?

El tiempo de vida media de un material es de 40 afios. ; Cudnto de dicho material queda después de 30 afios?
La vida media del tritio es de 12.5 afios, ; Cudinto tardard en desintegrarse 30% de una muestra de este metal?

. La desintegracién de una sustancia radiactiva estd dada por el siguiente modelo;

V=V ™
Donde V¥, es la cantidad inicial de material y r es el tiempo. ;Cuél es el tiempo de vida media de dicho material?
El modelo que rige el crecimiento poblacional de una ciudad es:
N =15 000"
Donde N es el nimero de habitantes y f el tiempo en afios, ; Cufintos habitantes habri dentro de 10 afios?

En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacién inicial de 150 a 830 en 2 horas. ;Cuédnto
tardardn en llegar a 3 0007

La poblacién actual de ratas en una cindad es de 40 000; si se duplican cada 8 afios, ;cudndo habrd 500 000 roedores?

Del horno de una estufa se saca una rosca, cuya temperatura es de 180°C. Si la temperatura del ambiente es de 25°C,
y después de 8 minutos la temperatura de la rosca es de 100°C, ;cudl es su temperatura después de 15 minufos?
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14, La temperatura del ambiente una tarde es de 21°C. Si se sirve agua para café con una temperatura de 95°C, y después
de 4 minutos la temperatura del agua es de 80°C, ;cudl es su temperatura después de 20 minutos?
15. Una barra de aluminio se encuentra a una temperatura de 400°C y la temperatura ambiental es de 28°C. Si después

de 30 minutos la temperatura de la barra es de 300°C, ;cuintos minutos deben transcurrir para que su temperatura
s2a de 120°C?

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO 15

PROGRESIONES
- Elsmmm
:g -
&
~ Sucesién de Fibonacci
o N eonardo de Pisa nacié en ltalia y fue
B educud? en é\i:ico del ngrﬁe. Su OE;;:!

—r, principal es Liber Apaci (libro acerca
S h_)\_ dbacol, donde expone lo importancia del sis-

fema de numeracién indoardbiga. Escrita en
1202 sélo se conserva una version de 1228, donde aparece un problema
sobre el nacimiento de conejos, que da origen a la sucesion de Fibonacci.
Por muchos afios fue oﬂefo de numerosos esfudios que permitieron descuborir
muchas de sus propiedades, ademas de que Kepler la relacioné con la
seccion durea y el crecimiento de las plantas.
La sucesién de Fibonacci se define por:

fe=f +f poranz3
cuyos primeros ferminos son:
Tt 8.0, 813, 21, 34,55, 8%,

Leonardo de Pisa “Fibonacci”
(1170-1250)
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Sucesién infinita
Una sucesion es de la forma:
[ F N I TR e
donde g, es el término general y se denota por:
a,=f(n) o {a}

Siendo n un niimero natural, asf: @, representa el primer término, a, el segundo término, a, el tercer término, a,,
el vigésimo sexto término y a, el n-€simo término de la sucesitn.

EJEMPLOS
1
'g_ 1 ®+-La sucesidn con n-€simo término a, = a ,con peN, seescribe como:
i§' ' 11 1 1
4! 8! 12 "»4’:"”
2 ®e-Escribe la sucesién con n-€simo término {3°},
Solucién
Ya que nes natural entonces toma los valores 1, 2,3, 4,...,
ﬂ;=3l (12232 a3=33 a.|=3‘ e ﬂ-=3.

Por consiguiente, la sucesion es:
3009, 90,85, B R,

3 ®s-Encuenira los términos que conforman la sucesi6n con término general a, = =
Solucién "
El término geneml es:
g 2p=-1
n

Para determinar los elementos de la sucesidn, se sustituyen los niimeros naturales:
ol e S o

Sin=1,a,= = =-=1
M= 1 1 1
2(2)-1  4-1 3
S' :2, . B
B A 2 2
2(3)-1 6-1 5
S' :3’ —; = e—
= 3 3 3

3 5 2n-1

Por tanto, los términos de la sucesidn son: 1, E’ 3 it nn
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4 ®e-Determina los 4 primeros términos de [(— 1)" "' = 2n).
Solucién
Se sustituyen los valores de n=1, 2, 3, 4 en el término general:
Sin=1,a,=(-1)"-2(1) =(-1)' -2 =1-2=-1
Sin=2a,=(-1)"=2(2) = (-1)'-4 == 1-4=-5
Sin=3,a,=(-1)"-2(3) = (-1)' -6 =1-6=-5
Sin=4,q,=(-1)""'-2(4) = (1)’ -8 ==1-8=-9
Se concluye que los cuatro primeros términos son:
-1,-5-5-9
#:Determina Primeros (€rminos sucesion, sig, =2ya _, =3a.
5 @+ Determina los 5 pri términos de la i6n, sig, =2 3a
Solucion
De acuerdo con la regla general se tiene que:
a=2
a=3a,=3(2)=6
@, =3a,=3(6) =18
a,=3a,=3(54) = 162
Por consiguiente, los 5 primeros términos de la sucesidn son:
2,6, 18, 54, 162
EJERCICIO 146
Escribe los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones:
1 2
l»a.=; 1. {(n—1)n-2)} 3. a=3.4,=6-1
w1 M 1
= - r - — =127, I e
2. a,=10-(0.1y 8. {( 1) n+1} 14. @ Rn= —5@
1 n!
3»&:1"'? 9. {(n_—i-]-;} 15. ay=-1l,a,,,=na,
an-t wn 20
4, a,= m 10, {(—1] Hm} 16. a,=-2,a,,,=(a)
_2n-1 F
5 a= 1 11, ﬂ|=2:a.+1=2ﬂ.+1 I7. = Gy =4
n! Vn
- 1 3
6. {(<yn'} 12, 6= 5.601= 5 — 6, 18. a,=3,0,,,=(-a)"

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Suma

Dada una sucesién infinita a,, @;, @s...., @,..., 1a suma de los primeros m términos se expresa como:
"
Ya,=a+a+a+...+a,
=l

donde 1 y m son los valores minimo y méximo de la variable de la suma j.

Evaluacién de una suma. Es el resultado de Ia suma de los primeros m términos de una sucesidn.

EJEMPLOS

[ 5
-é_ 1. @+ Determina la suma: Y, ;.

=
IS Solucién

==
Se sustituyen los valores 1, 2, 3, 4, 5 en el término general y se realiza la suma:

5
Y =+ 434+ 5 =1+44+49+16+25=55
=1

Por tanto, la suma es: 55
]
2 ®e-Encuentra el resultado de la suma; Y (j+2).
J=3
Solucién

Se sustituyen los valores: 3, 4, 5, 6 en el término general, y se suman los resultados parciales para obtener como
resultado final:

i(,nz] =(3+2)+(4 +2)+(5+2)+(642) =5+6+7+8=26

=3

7
3 ®e:Determina la suma: 23.
=
Solucién

Debido a que no existe jen la formula de sustitucion, 3 se suma 7 veces y se obtiene:

T
23=3+3+3+3+3+3+3=21
=1

A @+ Cuil es el resultado de f‘(;+2](;-3] ?
Solucién "
Se sustituyen los enteros del 1 al 5:
i(i+2](f-3] = (1+2)(1-3) + (242)(2-3) + (3+2)(3-3) + (4+2)(4-3) + (5+2)(5-3)
Se realizan las operaciones de los paréntesis y, por iltimo, se efectia la suma para obtener;

= (3)(-2) + (4)(=1) + (5)(0) + (6)(1) + (7)(2)
=—6-4+0+6+14
=10

Por tanto: 3 (j+2)(j-3) =10

=
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4
5 ®¢-Determina el valor de ¢ que cumpla con la siguiente igualdad: ¥ (cj—1)" =214,
j=1
Solucién
Se desarrolla la suma:
(e=1)" +(2e=1)" +(3c=1)" +(4c-1)" =214
Se desarrollan los binomios y se reducen los términos semejantes, para luego resolver la ecuacidn resultante:

C=2c+ 144’ —de+1+9" =6+ 1+ 167 =8+ 1=214
30c7—20¢ —210=0

3¢ -2¢-21=0
Por consiguiente: c=3 y —%
EJERCICIO 147
Determina las siguientes sumas:
8 5 -] L]
Jj+1 - - 4 =
L ¥(2j-3) 3 X 5. Y(Vi+1-4i) L P 9 Yn
i=l ot i= j=a j=1

10

2. ¥(i*-4j) 4, iz‘ 6. iz 8. i3 0. 3

j=0 J=1 f=t i=l

Determina el valor de ¢ que cumpla con las siguientes igualdades:

0 8 & 9 . [ (ff—l]z 286
L g —2)=105 L g R
% Ezc 120 4, 2373 13, E;("f ) 14, Z‘ 3 9

=2

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiante

Progresién aritmética o sucesién aritmética

La sucesién a,, 4,, @,..., 4,, €5 una progresitn aritmética si existe un nimero real r, tal que para todo niimero natural
mse cumple que:

a.=a,_ +r

Donde la diferencia comiin orazénes r=a, — a, _,
Ejemplos

Determina si las siguientes sucesiones son aritméticas:
a) 2,6,10,14,...,4n-2

by -3,-5-7,-9%...,-2n-1

3
& Bl M AR
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Solucion

a) Delasucesidn: 2, 6, 10, 14,..., 4n — 2, determina la diferencia comiin:

r=a,-a, = [4(m)-2]-[4(m-1)-2] = [4m-2]-[4m-4-2]
=dm-2-dm+4+2
=4
Esto significa que los términos de la sucesi6n se encuentran sumando 4 al término anterior, por tanto, la
sucesion es aritmética.

b) Se determina la diferencia comiin de la sucesidn:

r=a,-a,_ =[-2(m)-1]-[2(m-1)-1] = [2m-1]-[2m +2 -1]
==2m-1+2m-2+1
=-2

Por consiguiente, la sucesitn es aritmética.
¢} Se determina la razdn o diferencia comiin:

r=a,-a,_,= [("'F*'(’"]”]_[(’"‘l]z+(m-1]+2] 9 [m’ +m+2]_[m’—m+z]

2 2 2 2

La diferencia no es constante, entonces la sucesién no es aritmética.

Férmula para determinar el nésimo término en una progresion aritmética

Sea la progresién aritmética + a,, 4, &...., @, ©ON 1AZ6N r, entonces el #-ésimo término de la sucesidn estd dado

por:
a,=a,+(n-1r
Para todon > 1
Donde:
a, = n-€simo término de la progresion
a, = primer término de la progresion
n =nimero de términos en 1a progresién
r=razdn o diferencia comiin — r=d,—a, =S -y =d,—d,
EJEMPLOS .
1 ®¢ -Determina el 8° término de la progresién + 1, 4, 7, 10,...

i§' ! Solucién
| Se identifica el primer t€rmino, el nimero de términos y la raz6n para sustituir en la férmula del n-€¢simo término:

=1 n=Byr=4-1=3
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Por consiguiente:
a=a+n-1)r - a,=1+(8-1)(3)
a; =1+(7)(3)
g =1+21=22

Entonces, ¢l 8” término de la progresidn es 22
15
2 ®e;Cudl es el 7° término en la progresitn E,E,%m ?
Solucién
Se determinan los valores de los elementos

A e g1
“=3 RetElEgt e =y
Al sustituir en la formula, se obtiene:
1 1 1 1
a,=aHn-1)r e &= E+(‘I—l](§] = E+6(g]
1
== 42
iy 2"'
_1+4 _ 5
“="3 T3

Finalmente, el 7° término es %

3 ®e-5ien una progresion aritmética el tercer y noveno término son 11 y 35, determina el séptimo término,

Solucién
De acuerdo al problema;
a=a,+(3-1r a=a,+(9-1)r
a=a,+2r dg=a, + 8r
=a+2r 35=aqa +8r
Se genera un sistema de ecuaciones con incognitas a, y r:
a, +2r=11
a, +8r=35
Del cual, al resolverlo, se obtiene que:
a,=3yr=4

Luego, el séptimo término es:
a;=a, +(7T=1r=3+(6)(4) =3 +24=27

L ]

Férmulas para determinar el primer término, nimero de términos y la razén
Todas estas férmulas se deducen de laférmulaa, =a, + (n — 1)r y dependen de los elementos que se tengan como datos.

© Para encontrar el primer término se despejaa,:
G =+ (n=1)r = a,=(n=1r=aq

Por tanto:
a,=a,—(n—1)y
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© Para encontrar la razdn se despeja r:

a=a+({n-1r — a-a=n-1r b r=b4

Por consiguiente:

© Para obtener el nidmero de términos se despeja n:

a=a+@n-1)r - 54 _p- = n=%"% 4
r r
En consecuencia:
a,—a +r
=2
r

EJEMPLOS
'%_ 1 ®#-Encuentra el primer érmino de una progresion aritmética, si se sabe que el 13” término es — 28 y la raz6n es — 6.
2 | Solucién

Se determinan los valores de los elementos:
Ap==28,8=13 y r==6
Al sustituir en la férmula se obtiene a;:

a,=a;-(n-1y - a==28=-(13-1¥-6)
a,=-28-(12)-6)
a,=-28+72
a, =4

Por tanto, el primer término es 44

El procedimiento de los despejes es el mismo si se sustituyen los valores directamente en la férmula;
a=a+n-1)

2 ®e-Determina la mz6n de la progresién aritmética cuyo primer término es 6 y el 16%es 9.
Solucién
Se determinan los elementos que se tienen como datos:
a=a.=9 a,=6y n=16
Al sustituir en la férmula y despejar 2

a,=a, +(n-1) - 9=6+(16-1)
9-6=(15)r
9-6 3 1
Fr=—m = — = —
15 15+ 5

1
Finalmente, 1a razdn de la progresion aritmética es 3
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3 @+ ;Cudl es el niimero de términos que tiene la progresién aritmética + 4.5, 6.6.,..., 25.57
Solucién
Se obtienen los datos:
a =45, a,=255 y r=66-45=21
3¢ sustituyen los valores y se despeja n:
a=a+{n-1)r — 25.5=45+(n-1)}2.1)
_255-45+2.1
=1
23.1
=— =1
" 2.1
Entonces, la progresion tiene 11 términos.
EJERCICIO 148
Determina cuales de las siguientes sucesiones son aritméticas:
1. 49,14,...,51-1 4 & Faw
2 2,4,8,...,2 5 2,4,6,...,2n
2 75 1 1
3- ol B el R YT T o | B leees 6' EERT =
363 (2 6) k+1,2k+3,3k+5, nk+2n-1
Encuentra el término que se indica para cada una de las siguientes progresicnes aritméticas:
7. El ¥ términoen; + 2, 5, B,... 12, El 7° término en: + 120, 108, 96.,...
8. El 11° término en: = 1, %,% L e 13. El 12° término en: = 0.5, 0, = 0.5,...
9 l-_"-,l15"térn:|im:uan'é—E—lli 14, El 18° término en; + -5, 22, 49
¥ . . 45 1251254”” ' mc L] ] 'y EEE
10. El 1(0° término en; + 1, 7, 13,... 15. El 1% término en: < 15, 11.5, 8,...
11. El 16° término en: + 3, ?,%,... 16. El 17 término en: + 3,0.3‘75, L,...

Dados algunos elementos de una progresidn aritmética, determina el elemento que se pide:
17. El 1* término si el 13” término es 67 yla razdn es 5
18. Larazénsiel 1% términoes 7 y el 10°es - 11

19. El mimero de elementos de la progresidn: + 120, 519,..., 3 312
20. Larazonsi el ler término es % yel 8° -E

21, El 11" término siel 3es -4 yel T es— 16
22, El 1" término si el 20° es — 62,5 y larazén es — 2.5

13 11
23. El nimero de términos de la progresidn: = pRrry

24, El 1" término siel 5"es =9 y el " es - 25

1 2
25. El 1" término si el 11° es —Eg ¥ la razon “a
26, Silarazdnes % del mimero de términos y el 17 y (ltimo término son; 0.15 y 3.75, respectivamente, determina el

niimero de términos.
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27. Larazénsi el cuarto término es %yel 11%es 2

28, El 5°términosi el 2° es —% y el octavo es —%
29. El 7°términosiel 3 es4n—1yel 10°es 11n—8§
30. El4°términosi el 8 es 44n6—19 yel 15° @

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Suma de los n primeros términos en una progresién aritmética
Sea la progresion aritmética:
+ 8y Ay gy 4,
Entonces, la suma de los primeros n términos se define como:
S, = Ea; =a,ta,ta,+..+a,
Demostracién: a2
S=g,+a;*.....0000s +a,, +a,
S=g,+(@a+r+......+[a+n=2)]+ [a,+ (n=1)r]
Al cambiar el orden de los términos y realizar una suma vertical, se obtiene:
S=a+(@+r)+.......... + [a, + (n = 2)r] + [a, + (n =1)r]
+ S=lg+n=-1yl+lg+n=-2r]+......... +[¢+rl+4q

S=RaHn- ]+ RaHn—-Drl+........ +[2aH¢n - Dr] +[2aHn - 1)]
I n veces i

Por tanto:

2§=p[2a,+{n-1) 1 = L

= E[Za, +(n=1)r]

Ademds sabemos que a_= a, + (n —1)r, entonces:

n
5= E[a, +a,+(n-1)r]
Luego, la férmula para hallar la suma de los primeros n términos estd determinada por:
5= B (al +an]
2
EJEMPLOS
1 @+ Determina la suma de los primeros 12 términos de la progresitn aritmética:

j. | +2,7.12,.

Solucién

En esta progresidn los datos son:

a=2, n=12y r=T7-2=5
Por consiguiente, el 12° término es:

a,=a +{n=1)r — a,=2+(12=1%5)
a, =2+ (11)(5)
a,,=2+55=57
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Luego, para encontrar la suma de los 12 términos se sustituyen en la férmula los siguientes valores:
a=2 a,=57T yn=12
Finalmente,
12 (2+57 12(5
5 nlata) . 5, 2@es) _1(9)
2 2 2
Entonces, 1a suma de los 12 términos es: 354
2 @ Encuentra la suma de los 15 primeros términos de la progresicn:
wituile Son
33
Solucién
De esta progresitn los datos son:
19 17 19 2
=2 p=15y r= — == =—
45 " 373773
Se encuentra el 15° término:
19 2 19 2
ais=a,+({n-Lr — &= ?"'(15_ 1](_3] - @5 = ?"'(14](_5]
19 28
2 Sy
15 3 3
Para encontrar la suma de los 15 términos, se sustituye en la férmula:
19
ai:-; n:ls a55:-3
19 10
15 | =+(-3)| 15| =
1 (o) (3+2) (3]
" 2 i 4 2 2
Entonces, 1a suma de los 15 primeros términos es 25

EJERCICIO 149

Resuelve los siguientes problemas:

1. ;Cudl es la suma de los primeros B términos de: + 1, 7, 13,...7
Determina la suma de los 9 términos que conforman la progresion: + —5,....7
Encuentra la suma de los primeros 8 términos de: + 3, ?,%,...
4 Cudl es la suma de los 9 primeros términos de: + 120, 108, 96,...7
Encuentra la suma de los 13 términos de: + 15, 11.5, 8,...

Determina la suma de los 12 primeros términos de la progresion: + 21, 24, 27...

Determina la suma de los 11 primeros términos de: + -15, =12, -9,...
¢Cuél es la suma de los términos de la progresidn: + 1 000, 988...., —1887

Lo U I

Determina la suma de los términos en la progresion: + 1, 2, 3.....n
Encuentra la suma de los términos de la progresion: + 2, 4, 6,...,2n

-
=]
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11,
12,

13.

14,
15.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

¢Cuél es la suma de los términos de la progresion: + 1,3, 5,..., 2n = 17
{Cudl es el nlimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es 42. 5i el dltimo término es 31 y la razdn es 57

Determina el nimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es % . si el primer término es ! yla

1 2

La suma de 32 elementos en una progresion aritmética es 1 200, Si la razon es 3, determina el primer término,

La suma de 50 términos de una progresidn aritmética es 2 550, Si la razdn es 2, ;cudl es el primer y dltimo término
de la progresitn?

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un constructor apila cierto niimero de bloques de granito de la siguiente manera: 15 blogues en la base y 2 menos
en cada fila superior a la anterior. Si en la iltima fila superior colocd 1, encuentra el total de bloques que apild.

Solucién
El problema indica que el primer término de la progresitn aritmética es 15, y que al disminuir de 2 bloques por
fila, resulta;

+15, 13, 11....

Los datos conocidos son: @, =15, r=—2y g,= 1, entonces se debe de calcular el nimero de filas que se pueden
apilar.

e T n:ﬂ.ﬂ:j.ﬂ:g
r —
Luego, la suma estd determinada por:
n(a,+a,) 8 (15+1) 128
§ = LL el A el
" 2 s 2 2

Entonces, el constructor apild 64 bloques de granito,

EJERCICIO 150

L

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

El estacionamiento de un centro comercial tiene 1a siguiente disposicién de lugares: 1a primera fila tiene 50, 1a segunda
47, y cada fila subsiguiente tiene 3 menos que la anterior. Si la dltima fila tiene 23 lugares, ;de cusnios lugares dispone
d estacionamiento?

. Unalbaiiil apilard ladrillos de tal forma que la base tenga 50, la segunda capa 48, la tercera 46, y asf sucesivamente

hasta que la capa superior tenga 24, ; cudntos ladrillos en total apilard el albadiil?

. Una empresa va a repartir entre 18 de sus empleados $13 275, como bono de puntualidad. Si la diferencia entre cada

uno de los bonos es de $75, determina cudnto recibid el trabajador mds puntual.

. Se apilan 135 rollos de tela de tal manera que la base tendré el doble de rollos que la dltima, y la diferencia de rollos

entre cada una de las capas serd de 1. ;Cudntos rollos debe tener la iiltima capa?

. Sevana colocar en filas los asientos para un auditorio, de tal manera que la primera tenga 20, 1a segunda 23, la tercera

26 y asi sucesivamente. Si en total se colocaron 819 asientos, ;cudntas filas se formaron?
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Inferpolacién de medios aritméticos
Los medios aritméticos son los términos que se encuentran entre el primer y el dltimo término, y dependen directa-

mente del valor de la razén.
La interpolacitn de medios aritméticos consiste en encontrar los términos de toda la progresion a partir de conocer

el primer y dltimo término.

EJEMPLOS

-E_ 1. @ Interpola 4 medios aritméticos entre 5y 32.5.
i_ ' Solucién

3 En esta progresitn los elementos dados son:

et

a,=5ya,=325

Para encontrar el niimero de términos es necesario sumar los medios aritméticos méds 2 (primer y dltimo término),

entonces:
n=6
Con los datos anteriores se encuentra la razén:
rF= ﬁ —r F= 325_5
n—1 6-1

275
F=—

5

r=55

Por tanto, la progresion estd determinada por:

+5,(5+5.5), (10.5 +5.5), (16 + 5.5), (21.5 + 5.5), 32.5
+5 105, 16, 21.5, 27, 325

Y los 4 medios aritméticos son:
10.5, 16, 21.5, 27

2 ®s-Interpola 5 medios aritméticos entre 11 y — 13,

Solucién
Los términos dados son,
a,=11, a==13 y n=7
Se obtiene la razdén,
_a,-g 5 L AN R
n-1 7-1 6
Por consiguiente, los medios aritméticos somn:
7.3,-1,-5-9
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Media aritmética o promedio aritmético
© Sean los niimeros x, y x,, entonces la media aritmética o promedio aritmético se define por:

ntx
2
© Sea el conjunto de nlimeros x,, X,, Xy,....X,, €N consecuencia la media aritmética o promedio aritmético se
determina asi:
X +x,+x, .t
n
EJEMPLOS ]
1 @2 Enel grupo de danza se inscribieron 9 alumnos, cuyas edades son: 12, 13, 13, 14, 15, 12, 14, 15, 11, Determina la edad
ﬁ_ | promedio del grupo,
i Solucién

Se suman todas las edades y el resultado se divide entre el nimero de éstas, entonces:

R+13+13+14+15+12+14+15+11
Edad promedio = 5 =132

Por tanto, la edad promedio es de 13.2 aiios.

2 ®¢-Unalumno tiene en sus 4 primeras evaluaciones las siguientes calificaciones: 7.6, 9, 8.4 y 7.8. ;Qué calificacién necesita
tener en la quinta evaluacidn para exentar la materia con 87
Soluciéon
Sea x la quinta evaluacién y el promedio 8, entonces:

suma de las evaluaciones g = TH+9+84+78+x
total de evaluaciones 5

Al despejar x de la expresitn se obtiene:

Promedio =

58)—(76+9+84 +78)=x
40-328=x
T2=x

Por consiguiente, Ia calificacién minima que necesita para exentar es 7.2

EJERCICIO 151
Resuelve los siguientss problemas:

1. Interpola 5 medios aritméticos en la progresién, cuyo primer y iiltimo término son: 21 y 60.
Interpola 7 medios aritméticos en la progresitn, cuyos extremos son: 5y 17.

2
Interpola 6 medios aritméticos entre 37 3

W

4. Interpola 7 medios aritméticos entre 0.5y 8 %

5. Interpola 6 medios aritméticos entre =3 y 0.5,

6, Interpola 3 medios aritméticos entre % y %

7. iCuél es el promedio de un alumno cuyas calificaciones son: 6, 9, 8.4, 7.8 y 107

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

La compaiifa de dulces La Pasita compré una méquina registradora a un precio de $12 000, Al cabo de 6 afios Ia
vendi6 en $5 520, La depreciacitn anual es constante, calcula el valor de la registradora al final de cada afio,

Solucién
Esta es una progresién aritmética, cuyos precios inicial y final son: $12 000 y $5 520 respectivamenie, entonces,
= deben interpolar 5 periodos (afios).

En consecuencia:

a,=12000, q,=5520 y n=7
Se encuenira la depreciacién anual (razdn):
a, —a, 5520-12000 —6480

= e — r= —

n—1 T-1 6
El signo negativo indica que el costo de 1a méquina va a disminuir $1 080 por afio.
Por tanto, el valor de la méquina al final de cada afio es:

r =-1080

1¥ afio; $ 10920 4° afio; § 7680
2° afio: $9840 5% afio; $6600
3 afio;  $ 8760 6" afio; $ 5520

EJERCICIO 152

1. En unsalén de clases de 15 alumnos la edad promedio es 7.8; 9 de ellos tienen 8 afios; la edad de otros 3es 7. ; Cudl
es la edad de los restantes si tienen los mismos afios?

2. ;Cudl es la calificacidn que debe obtener un alumno en el cuarto bimestre para exentar con 8,5 la materia de biologia,
si en los 3 primeros bimestres obtuvo las siguientes evaluaciones: 8.7, 7.9 y 7.67

3. Determina el promedio de una progresidn aritmética que se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y el
liltimo 16.

4. Obtén la media aritmética de la progresion aritmética a,, @,, &s.....0,,

5. El lado norte del tejado de una casa lo forman 476 tejas, ordenadas de tal forma que la primera hilera tiene 80 y la
iltima 56. Determina el nimero de hileras y el de tejas que contiene cada hilera.

6. Si el lado norte de un tejado consta de x menos 50 hileras, y x es el nimero de tejas que tiene la primera hilera, Si
Ias hileras subsecuentes exceden en 4 tejas a la anterior, y el total de tejas utilizadas es de 576, determina el niimero
de hileras y mediante una interpolacitn precisa el nimero de tejas de cada hilera.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresién geométrica o sucesién geométrica

Ala sucesitn a,, a,, 4,...., @, sele llama sucesidn o progresién geométrica, si para todo a,, que pertenezca a la sucesién
existe una constante r diferente de cero, tal que:
o N
Donde la razén comiin es r = a:, y se denota con el simbolo ++
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Ejemplos
Determina cudl de las siguientes sucesiones es geométrica.
a) 3,6 3.2
1 1 1 1
! emiET
¢ L4,7..,3m=-2
Solucién

a) Se obtiene la razén comiin:

(m+1}-1 "
ro G _ 3.2 _ 32 5
a 3.2 3-2m

Se observa que los elementos de la progresion: 3, 6, 12,..., 3.2 se obtienenal multiplicar por 2 el término
que le precede, por tanto la progresidn es geométrica.
b) Se determina la razén comiin para la comprobacion:

1 1
N i 3™ 1

3n|+l 3u|+l

Significa que los términos subsecuentes de la progresién: i : —- sé obtienen al multiplicar por

- entonces se deduce que es progresion geométrica.
¢} Al obtener la mzén de la progresion:

Ay m+1)-2  3m+3-2  3m+l

r= —— =

a, 3m)-2  3m-2  3m-2

La progresion no es geométrica, ya que los términos siguientes no se pueden obtener al multiplicar por la
razon resultante.

Férmula para obtener el mésimo término en una progresion geométrica
Sea la progresién geométrica ++ a, @ @.... @,y raZin comiin r, entonces el n-€simo término se define como:
=

a, = n-ésimo término r=razén de la progresion
= primer término n =nimero de términos de la progresion

EJEMPLOS
E ] @+ Determina el 9 término de la progresién ++10, 20, 40,...
[

L]

! Solucién
Se obtiene la razdn al dividir uno de los elementos entre su antecesor:

4(]2(]
20 10
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Entonces, los elementos dados son:

Al sustituir, se obtiene el 9° término:

a,=a r"

Finalmente, el 9° término es 2 560

Progresiones

a,=10,r=2y n=9

2 ®e Determina el 7° término de+-+200, 100, 50,...

Solucién
De la progresitn se tienen como datos:

a

- a;=10(2)° ' = 10(2)°
a, = 10(256)
a; =2 560
100 1
:mu’ = e— = —
! "=200 -3 Y7

Luego, para encontrar el 7° término se sustituye en la formula:

a,=a-r

Entonces, el T° término es %

o =(20)(5)”

3 ®¢:Si en una progresién geométrica el 37 y 7° términos son 18 y 1458, jcudl es el 5° término?

Solucién
De acuerdo con el problema
a=ar !
18=ga,r’
Se obtienen las ecuaciones:
2

ar’=

Pero a,r° =a,r r*=18r", entonces
18-*=1458

Al sustituir este valor, se obtiene a,:

En consecuencia, el 5° término es:

_}
1 a
=(200)| =
a =( ](2]
1) 200 25
=300 -— | == =
@ ={ ](64) 64 8
a7=a,r"'"
1458 = g,r°
18 y a,r®=1458
s w8 - r=3
18

a(3) =18 - a,=%=2

a=ar'=()(3)' = (2)(81) =162
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Férmulas para obtener el 1% término, nimero de términos y la razén
Todas las férmulas subsecuentes se obtienende a, = a,- 7"

2 Para encontrar el 1% término:

a, =a-r" - a = j%
© Para encontrar la razdn:
=l w-l EL an
=g .F — Fo= — Fo= =
a4, =& a 3,
© Para determinar el mimero de términos que contiene la progresién geométrica:
2 =a,.r = e 1084 = 0RG, HI0NT
logr
Estas férmulas se aplican, segiin las necesidades de los ejercicios que se deben resolver, como se ejemplifica a con-
tinuacion:
EJEMPLOS .
-g_ 1 @4 En una progresién geométrica la razén es ;‘1; y el 8° término es % .Calcula el 1% término.
ﬁ_ Solucién
Ly
Los datos en este problema son:
1 1
a;= -E- n=8 r= 1-2-
Entonces, al sustituir los valores en nuestra férmula, se obtiene:
1 1
a, ) g 128
a = -4 - g = —8 =i=—=16

Por tanto, el 1% término de la progresitn es 16

1
2 ®¢-;Cuilesla razén de la progresién geométrica, cuyo 1%y 7° término es g 3 125 respectivamente?
Solucién

Los elementos que se tienen como datos son:

=3125 n=7

ro= n-\u/g s Fi= 312 = §15625
@ \J

Finalmente, 1a razdn de la progresion es 5
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Progresionas
3 ®e-;De cudntos términos estd formada la siguiente progresion geométrica?
++ 1,2 ,..,512
Solucién
De la progresitn se tiene:
a=1 a, =512 r=%=2
Se sustituyen los valores para obtener el nimero de términos.
s log (512)-log (1)+log (2) _ 2.7092-0+.3010 _,
log(2) 3010
El mimero de términos de la progresidn geométrica es 10
EJERCICIO 153
De las siguientes sucesiones determina cudl es geomeétrica:
L 1,24..2"" 4 —-4,-2,0...2n-6
1.3 14391 3
. 31 21 47»5 2._5 5. 1,?,3,.‘<,n
3 L26,....n! 6. 3,6 12,..., 32>
Determina el término que se indica en cada una de las siguientes progresiones geométricas:
y 1 . 729 243 Bl
. El& =, =1, 3,.. 13, El1 12 T e Bt el
7 término de 3 término de ' 216
B. Elg:térmj.m&%galagarn 14. Elgutérmm&%ls_msa mﬁsrn
9. El 5 término de <= =5, 10, =20, .., 15, El 1(F término de ++ n7™", 0™, 1,...
5 5 5 4
10, El Ttérminode ++ 25, =, ... 16, El 7" término de - (1) (n+1)"
4’ 8 R R S T
11. El 10° término de ++ -9, -3, -1,... 17. El 13 término de ++27 7%, 2% 7%, 275, .,
12, El 8 término de <= 8, 4, 2,... 18. El 9 término de ++ a,, a,7%, a,r'....
Dados algunos elementos de una progresidn geométrica, halla el elemento que se pide:
19, El 1* término, si la razdn es %yclﬁ“témﬁmcs %
20. El 2°término, si surazénes =2 yel 7" es - 128

3 1
21, iel 1* término — 15°es —
Larazon,siel 17t es 3 yel5es 35

729
22, Larazon,siel 1" términoes —8 y el T"es ~si2

23. El mimero de términos de ++ -2, —6, .., —162
24. El niimero de términos si la razén es = el 1% término es 4 el dltimo 08
: 5 77 78125

25, El nimero de términos de ++ 5°, 5™, ..., 5™°
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2 16
26, El 1" término siel 4°es — yel 7° —
i siel 47es o ¥l T o

A 1
27, El4°términosiel 2°es 1 y el Fes s

T 13
28, El 11° término si el 3%es 25 yel9%es 2°

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un cultivo de 20 000 bacterias aumenta su poblacién 25% por hora. ; Cudntas bacterias se generan en la sexta
hora?

Solucién
El cultivo es el 100% inicial de bacterias, a la primera hora aumenta 25%, esto indica que el porcentaje actual es
125% o % de la cantidad inicial; luego, el mimero de elementos que conforman la sucesitn es el término inicial

mds los 6 términos siguientes.
De acuerdo con los datos:

a,=20000,r= 2 yn=17
4

Al sustituir en la f6rmula para obtener el p-€simo t€rmino;

sy
a,=ar""’ a,= 20000 (:) =76293.9 =76 294

Por tanto, al cabo de 6 horas habri aproximadamente 76 294 bacterias.

EJERCICIO 154

1, Determina la sucesitn de 4 términos, cuyo primer y cuarto término sea 9 y — 1, de tal manera que los tres primeros
niimeros formen una progresion geométrica y los dltimos 3, una progresion aritmética.

2, Una generacion celular es la division de una c€lula en 2, Si se tienen B células iniciales, jcudintas células se han
generado tras 10 generaciones celulares?

3. Tres niimeros forman una progresion aritmética con una razén de 2. Si el segundo nimero se incrementa en 1 y el
tercero en 5, los mimeros resultantes forman una progresion geométrica. Determina los nimeros de la progresion
aritmética

4. Determina el nimero de células iniciales si se obtuvieron 98 304 después de 14 generaciones celulares.

5. Un cultivo de 25 000 bacterias aumenta 5% en 20 minutos. ;Cudl serd la poblacitn de bacterias al transcurrir una
hora 20 minutos?

6. Del problema anterior establece la férmula general que determina el niimero de bacterias en r horas,
7. Seinvierten $230 000 a una cuenta que da por concepto de intereses 5% anual. ;Cudnto se tendrd al final de 8 afios?

8. En cierta ciudad nacieron 32 500 bebés en el afio 2005, si el nimero de nacimientos se incrementa 20% anual, jcudntos
bebés se estima que nazcan en el afio 20097

9. Se tiene un cuadrado de drea 1 024 cm’ y se inscribe otro cuadrado de tal manera que los extremos coincidan con los
puntos medios del primero; después se inscribe otro cuadrado en el segundo con la misma disposicitn. Si se conoce
que el drea de un cuadrado inscrito es la mitad del drea del cuadrado en el que se inscribe, ; cudl es el drea del noveno
cuadrado inscrito?

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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Suma de los n primeros términos de una progresién geométrica
Deduccion de la formula.

Sea la progresion geométrica ++ a,, a,, @y».., 4, llamemos Sa la suma de los primeros n términos, entonces:

S=Ya =a+a+a;+. .. ta, =
=1
Al multiplicar por la mzdn la igualdad:
Sr=qpr+a;r+ a;r e a.-r —

Al restar a la ecuacion 2 la ecoacion 1, tenemos;

Sr = ar + apr + a;r o Q01

=8 = =@ = @7 = G Teniniien =@ T

Sr=8S=a -r—q

Entonces:
S(r-1)= a,-r-a, pero a, = ar""
S(r=1)=ar""-r—a,
S(r=1)=ar"-gq
Finalmente:
a (r -1 =1 1=+
jalr=) o ) (ie)
r=1 r=1 l-r

4

'H'E- pr P
Solucién

En esta progresion los datos son:

Luego, al sustituir en la férmula se obtiene la suma de los B términos:

e GG e (o)) -

r=1 3 B 1 3\ 256

=1 -

2

Se concluye que la suma de los primeros B términos de la progresidn es %
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2 ®s-Encuenira el 1% término de una progresitn geométrica, cuya suma de los primeros 10 términos es 341 y Ia razén es — 2.
Solucién
De acuerdo al problema los datos son:
n=10,r=-2 y §=341
Al sustituir en la férmula y despejar g, se obtiene:

"1 -2 10 iy
Lal-) L afra]
r=1 -2-1
Se simplifica la expresitn y se despeja a,:
@ [(-ﬂm -1] a[1024-1] (-3)(341) -1023
M1=—=——— 4 1= o= = wy
=3 -3 1023 1023

Por tanto, el 1% término de la progresitn es = 1

3 ®e-Determina el nimero de elementos de una progresién geométrica, cuya suma es 1093, su 1% término es 1y laraz6n es 3.
Solucién
De acuerdo con el problema:
a,=1r=3 yS=1093
Al sustituir en la formula de la suma de términos:

a,(r" -1) 1(3" -1)
5= —— 193 = ———=
r=1 & 3-1
Al simplificar y despejar # se obtiene:
1093= 21 2186=3"-1 2187=3" (3) =3

Por consiguiente, se realizd la suma de los primeros 7 términos de la progresion.

EJERCICIO 155

Encuentra la suma de los primeros términcs que se indican en las siguientes progresiones geométricas:
1. Seis términos de ++ -9, -3, -1, .,

. 2
2, Sietetérminos de ++—-, 1, —, ..
rminos 3 3

3. Nueve términos de ++ -5, 10, =20, ..,
4, Diez términos de == 9, 12, 16,...
1 [ [ |

Sl i i ] ] e
Quince términos de 533

6, Dieciocho términos de +—= 2, 4, 8,...
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10.

11,

12

Progresiones

. Doce términos de += \6,3, \fiﬁ,

. Diez términos de ++ 1, =2 , 2,...

Veinte términos de < n, i’ #'.....
Nueve términos de ++ 2°°, 27.2% ...

ntérminos de <+ a,, a,r’> @,r"....

, e S
ntérminos de <3 e

Resuelve los siguientes problemas:
13. Encuentra el nimero de términos de una progresién geométrica; si la suma es 255, el 1% término es -3 y la razén — 2.

14,
15.

16.
17.

18,

19,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determina la razén comiin de una progresién geométrica si el 1 término es — 8 y el 6° término —%f

6305 2

{Cudl es el 17 término de una progresidn geométrica, cuya suma de los primeros 8 términos es

4 Cudl es el iiltimo término de una progresidn geométrica cuya suma es %,su 17 término es % y la razén %?

Determina el 17 término de una progresién geomeétrica si la suma de los primeros 6 términos es 364 y la razén es -3,

£ Cudl es la razdén de una progresién geométrica, si la suma es%,c] 1* término es %)r el dltimo término es %7?

1_ T
Encuentra el nimero de términos de una progresién geométrica, si la suma es ——— el 1% término es ¥y Ia razén
es .
x

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Una compaiifa de autos tiene estimado vender 5000 autos en 2010 y durante los 10 afios siguientes incrementar en
5% anual las ventas con respecto al afio anterior. Determina cufintos automdviles pretende vender la compaiiia en ese
periodo.

Solucién

De acuerdo con el problema los datos son:

a,=5000, r =100% + 5% = 105% = 1.05

1-7
5.=a.[1_r]

0
8, =5000 LD
1-1.05

= 5000 (12.5778)
=62 889.46 = 62890 autos

Por consiguiente la compafiia pretende vender aproximadamente 62 890 autos en los siguientes 10 afios,
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2 Una epidemia ataca a 2 500 habitantes de una poblacidn en 2006, y por cada afio que transcurre la clinica de salud
de la entidad observa que las personas que padecen la enfermedad se incrementa en un 5% ;Cudntos habitanies
habrdn padecido la enfermedad pam el afio 20107

Solucion
De acuerdo al problema, los datos son los siguientes:
a,=2500,r=105%=1.05y n=5
Sustituyendo en la férmula, se obtiene:

¢ _a(1-)

i 1-r
2500(1-1.05%)
§=———
1-1,05
_2500(1-1.2762) _ 2500(-02762) _ 15814 habitanics
-0.05 -0.05

Por tanto, para el afio 2010 habrén padecido 1a epidemia 13 814 habitantes aproximadamente.

EJERCICIO 156

1. Un tridngulo equildtero se divide en 4 triingulos equildteros mis pequefios de igual drea, éstos a su vez se dividen
en otros 4 tridngulos cada uno; este procedimiento se repite para cada tridingulo resultante. ; Cudntos triingulos se

tendrin en total después de realizar 6 veces esta operacién?

2. Carolina tiene papd y mamd, a su vez éstos tienen cada uno a su padre y madre, y asi sucesivamente. ;Cudntas per-

sonas en el drbol genealdgico de Carolina existen hasta 7 generaciones atrds, incluyéndola a ella?

3. En cierta poblacién la produccién de maiz en el afio 2001 fue de 20 000 toneladas; por diversas cuestiones esa cantidad

ha tenido una disminucién de 25% anual. ;Qué cantidad de maiz se produjo desde 2001 hasta 20067

4. Durante el afio 2005 cierto hospital atendid 5 110 partos; sin embargo, este niimero se increment6 10% anual. ;Cudntos

partos estima el hospital atender desde 2006 hasta el afio 20107

5. La poblacifn en México en el afio 2000 estd cuantificada en 100 millones de personas. Si para el afio 2002 las an-
toridades registraron 104 millones de mexicanos, ja qué ritmo estd creciendo la poblacidn en nuestro pais? Si se

mantiene este crecimiento, para el afio 2010 ; cufintos habitantes tendrd el territorio mexicano?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Progresién geométrica infinita
Sea una progresién geométrica, cuyo 1% valor es @,= 100 y la razén r = % » qué le sucede a la suma de los primeros
n términos?
El comportamiento de la progresion:
a, —ar’
1=r

g =

1
Parag =100y r= 3 se obtiene:

1 "
Su = Za, —20, (E]
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Progresiones

s;zm-zm[%) sin=3
S, =200 ZM(L] sin=8
n 256 B
S, =200-200 — sin=20
£ 1048 576

De manera que, conforme n crece, el érmino [%] se hace més pequefio y tiende a cero.

Es por eso que para cualquier progresién geométrica infinita, donde la razén es menor que la unidad, se debe
considerar la suma de los primeros n términos igual a:

s, =2 v |q<1

Cl-r
EAEMPLOS
'§ ] @+ Determina la suma de la progresién geométrica infinita: 9, 3, 1,...
& ' Solucién

Los datos proporcionados por la progresién sona, =9, r= %
Como la razén |r| <1 entonces se utiliza;

Sn=i — Sn=i =

1=r 1

=z
2

| ko

1
3
En consecuencia, la suma de términos de la progresién geométrica infinita es: =

2 ®¢:0Obtén larazén de una progresién geométrica infinita si el 1% término es 4 y la suma es 8.
Solucién
De acuerdo al problema, los datos son:
a=45=8
Al sustituir en la formula de la suma de una progresién infinita:

&

g =—
1=r

LY
1=r

Al despejar r de la ecuacitn se obtiene:
Bl-r1=4 E—-8r=4 —8Br=-—4 r=

B | -

EJERCICIO 157

Realiza lo siguiente:

-3
1. Encuentra la suma infinita de términos de la progresién ++ —6, 3, 5

2, Determina la suma de términos de la progresién infinita ++

£l

e e e e s
=

3 | —
| =
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3. ;Cudl es el valor de 1a suma infinita de términos de la progresién += 6, 2,

[FERS]

suiid
4. ;Cudl es el valor de 1a suma de términos de la progresién infinita ++ %, -ga L...7

1
5. Lasuma de términos de una progresién infinita es 3 y la mz6n es = .Determina el 1% término de la progresién,

6. El 17 término de una progresién infinita es 2 v3 y la suma de los términos es 5+/3 . Encuentra la razén,

7. El 17 término de una progresicn infinita es E conb>aya beNylasumaes %,E,Cuﬁlcslarazéndclapmgrc—
si6n?

8. Un tridngulo equilftero de drea 1 cm’ sed1v1dcen4mﬁnglﬂoscquﬂﬁtcrmmﬁspeq1wﬁmdcﬁrca — cm’,a su vez, uno
de los 4 triingulos se divide nuevamente en otros 4 triingulos de —cm .y se repite el pruccd:mcntu sucesivamente
con 1 de los 4 trifingulos resultantes. (_Cuélcsclrcsultadudclasumadclasﬁrcasdclmtmingulus?

9. Se tiene un cuadrado de drea 1 024 cm” y se inscribe otro cuadrado, de tal manera que los vértices extremos coincidan
con los puntos medios del primero, y asi sucesivamente. Si ya se conoce que el drea de un cuadrado es el doble del
que se inscribe, determing la suma de las dreas de todos los cuadrados que se pueden inscribir de esa manera.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Interpolacién de medios geométricos

La interpolacién de medios geométricos consiste en encontrar un cierto niimero de términos, entre el 1°y dltimo, para
formar una progresioén geométrica,

EJEMPLOS .
"%_ 1. @+ Interpola 4 medios geométricos en la progresién ++ —3,..., 96.
iy

Solucién
Al interpolar 4 medios geométricos, la progresion estard formada por 6 términos, entonces:
a==-3,n=6ya,=9%
Se procede a calcular la razdn, a partir de:

F = 1|2 — = e = -
% Y2 =Y =2
a —

Por tanto, la progresidn queda como a continuacion se muestra:

= 3: - 2(_ 3}! - 2(6}1 _2(_ 12}! - 2(24}-; o 2(_ 48)
-3, 6, =12, 24, - 48, 96
Los medios geométricos son:

6, =12, 24,- 48

2 ®e-Interpola 5 medios geométricos en la siguiente progresién: ++ 16,...,
Solucién

Los datos de la progresién son: a, = 16, a, = ﬁ yn=17

256
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Progresiones

La progresidn que resulta es:
Lo
4 16 64 256
Por consiguiente, los 5 medios geométricos son:
1

T
4 16 o6d

Media geométrica
© Sean los mimeros x, y x,, entonces su media geométrica se define por:
-\fﬁ si x; ¥ x, son positivos
—JX,x, six, yx son negativos

< Sean los nimeros x,, X, Xa.....¥,, entonces, su media geométrica se define como:

{5 5 5 S 3
EJEMPLOS .
-i 1 @+ Determina la media geométrica de 12 y 48,
i§' ' Solucién

Se busca un término que forme una progresion geométrica con los elementos dados, entonces al aplicar la férmula:
Media geométrica = ,/(12)(48) = /576 =24

Esto indica que la progresion geométrica formada es:

12, 24, 48
Y se comprueba con la razdn:
24 48
12 24

Por tanto, la media geométrica es 24

2 ®e-Encuentra la media geométrica de los nimeros 3, 9, 27 y 81.

Solucién
Se aplica la férmula:
Media geométrica= {(3)(9)(27)(81)
Al simplificar la raiz se obtiene:

Y30 3.3 =343 -3 -9.3

Finalmente, la media geométrica es: 9/3
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EJERCICIO 158
Realiza la interpolacién de los medios geométricos que se indican:

1. Cinco medias geométricas entre % y 32,
2. Tres medias geométricas entre 12 y %
3. Cuatro medias geométricas entre — 3 y — 96,
4. Cinco medias geométricas entre 1% y 6144,

5 'li'esmediasgcumétricasentrczﬁ ylSJE.

!

1
6. C i i —¥y2 ;
uatro medias geométricas entre 3 Y2553

7. Seis medias geométricas entre — 128 y — 1

(=1

8. Tres medias geométricas entre (x = 1)y i

2
9, Tres medias geométricas entre % y iz.
a

10. Cuatro medias geométricas entre % y4,

Detarmina la media geométrica de los siguientes nimeros:
11. 6y9

12, —4y-8

13, 5y25

14, 9y 16

15. 2,3y6

16. 4, 8y32

17. 1,3,9y27

g A A
2 4 B 16

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Interés compuesto

Una de las aplicaciones mds importantes de las progresiones geométricas es el interés compuesto, por su constante
uso en la economia y la administracitn.
Considera un capital inicial de $100, que se invierte en una tasa fija de 10% de interés anual compuesto. Calcula
el interés compuesto por periodo en los primeros 5 afios.
M, =100(1+0.1)=110 primer afio
M, =110(1+0,1)= 121 segundo afio
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Progresiones

M,=121(1+0.1)=133.1 tercer afio
M, =133.1(1 +0,1) = 146.41 cuarto afio
M, = 146.41(1 + 0.1) = 161.051 quinto afio

Ahora bien, si se desea calcular el monto que genera un capital en determinado tiempo, con una tasa de interés

fija, se utiliza:
'!- il
M=C (1+ —)
n
Donde:
M = monto generado

C = capital inicial

i =tasa de interés porcentual anual
n = nimero de capitalizaciones al afio
t =tiempo que se invierte el capital

EJEMPLOS

&

] ®e Unama de casa ahorra en unbanco $5000, la institucién bancaria le da un interés anual de 6%. Calcula el monto que
i obtendrd en 12 afios.

Ejemplos

Solucién
Los datos de este problema son los siguientes:
C=355000 i = 6% anual

n =1 periodo r=12 afios
Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:
. (112)
M=C (1+‘—] - M =5000 (1+¥)
n
M =5000 (1,06)"
M =10060.98

Por tanto, esa ama de casa recibird después de 12 afios la cantidad de $10 060.98

? ®@e-Fernando invierte $3 000 en un negocio que le dard 10% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.
{Cudl serd el monto que recibird al cabo de 5 afios?

Solucién
Los datos de este problema son los siguientes:

C =53 000 i =10% anual n =2 periodos t=5aifios

Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:

s (23)
M:C(n’—] = M=3m0(1+%]
n

M=3000 (1.05)"
M = 4 BB6.68
Finalmente, Fernando recibird después de 5 afios la cantidad de $4 886.68
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3 ®#-Calcula el tiempo para duplicar una inversién de 10% de interés anual capitalizable trimestralmente.

Solucién
Si se quiere duplicar el capital, esto indica que M = 2C, luego la inversidn es capitalizable trimestralmente (n = 4),
por tanto:
. At 41
M=c(1+i] - zc=c(1+w]
n 4
2= (1.025)"
Se aplican logaritmos de la siguiente manera para despejar r:
log 2 = log (1.025)" - log 2 = 41 (log 1.025)
e OBD_
4l0g1.025
1=17 afios

Entonces, se concluye que el tiempo necesario para duplicar la inversion es de 7 afios.

EJERCICIO 159

Determina el monto que se genera en cada uno de los siguientes problemas:
1. $10 000 que se invierten a una tasa de 10% de interés compuesto anual, durante 10 afios.

2. $32 000 se invierten a 12% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente durante 6 afios,
3. $32 158 que vencen en 7.5 afios, a 6% de interés compuesto anual,

4. $24 000 que vencen en 6% afios, a 9% de interés compuesto anual, capitalizable cuatrimestralmente.
5. %9 500 que vencen en 8;17 afios, a 4% de infer€s compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

6. $15 400 que vencen en 3 afios, a 6% % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

7. $950 que vencen en 2% afios, a 12% % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

8. $6 000 que vencen en 3% afios, a 10% % de interés compuesto anual, capitalizable mensualmente.

2 1
9. $6 000 que vencen en 35 afios, a 1(]1 % de interés compuesto anual capitalizable cuatrimestralmente,

3
10. $154 000 que vencen en 3 afios, a GE % de interés compuesto anual, capitalizable semanalmente.

Resuelve los siguientes problemas:

11. Una compaiiia de seguros presenta a un padre de familia un fideicomiso para que su hijo de B afios reciba una cantidad
de $40 000 cuando tenga 22 afios, Determina la cantidad inicial que debe destinar si se le ofrece un contrato con una
tasa de 6% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.,

12, Una deuda de $9 000 dentro de 5 afios, deber liquidarse con un pago de $14 747,55, ;a qué tasa de interés trimestral
estd comprometido el préstamo?

13. ;Qué tasa de interés compuesto anual duplica una inversidn en 5 afios?
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14,
15,

16,
17.

18.

19,

20,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspoendiante

EJEMPLOS
1 ®# La tasa de depreciacién de un automévil del afio estd calculada en 8% anual. Si un cliente paga en una agencia $120 000

£
8

-

Progresiones

{Qué tasa de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente, duplica el valor de la inversién en 10 afios?

{Qué tiempo se necesita para triplicar una inversién con rendimiento de 10% de interés compuesto anual, capitalizable
cuatrimestralmente?

El indice de crecimiento que se plantea para una poblacién de 6 700 habitantes es de 2% anual. ; Cudnto habri crecido
Ia poblacién en 20 afios?

£ Qué tiempo habrd transcurrido para que un capital de $5 300 se convirtiera en $5 627.45, con una tasa de interés
compuesto anual de 2%, capitalizable mensualmente?

Una empresa pide un préstamo bancario de $400 000 para la compra de maquinaria. Si dicho crédito estd sujeto a
5% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente, y el tiempo para pagarlo es de 10 afios, ;cuil serd el
monto que se pagard?

Emilia invierte $85 000 durante 3 afios y recibe un monto de $92 881, ;Cuil fue la tasa de interés compuesto anual
ala que fue sometida dicha inversién?

¢ Cuél fue el interés que generaron $20 000 si se invirtieron con una tasa de 12% de interés compuesto anual, capita-
lizable mensualmente durante 4 afios?

Depreciacion

Se define como la pérdida de valor de un activo fisico (automdviles y casas, entre otros), como consecuencia del uso
o del transcurso del tiempo. Muchos de ellos tienen una vida 1til durante un periodo finito.
En este capitulo sélo se abordard el método de porcentaje fijo, que se define como:

§=c(1-d)’

§:valor de salvamento o valor de desecho
C: costo original del activo

d:tasa de depreciacién anual

1: vida 1itil calculada en afios

s

por una unidad, ;cul serd el valor de desecho del automévil al final de su vida til, si se calcula que es de 5 afios?

Solucién
De acuerdo con los datos:

C=120000,d=8%=008 y =5
Al sustituir los valores en la férmula y desarrollar las operaciones se obtiene:
§=120000 (1-0.08)" =120 000(0.92)" = 120 000(0.6590) =79 080

Por tanto, el valor del automévil a los cinco afios es de $79 080

2 ®e-Una pizzerfa compra una motocicleta en $42 000 para el reparto de su mercancia. Se calcula que su vida itil serd

de 4 afios y al final de ella su valor de desecho serd de $15 000, determina la tasa de depreciacién anual de la mo-
tocicleta.
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Solucion

De acuerdo con los datos:

C=42000,8=15000yr=4
Al sustituir los valores en la formula y despejando J, se obtiene:

15 000

15 000 =42 000(1-d)" 1-d= e

1 -d=0.7730

g

d=0227
d=227%

Por consiguiente, la tasa de depreciacitn es de 22.7%

3 ®¢:Se adquirié una miquina de bordado, cuyo precio fue de $78 600. Si su valor de desecho es de $20 604.50 y la tasa
de depreciacion es de 20% anual, calcula la vida itil de la bordadora.

Solucién
De acuerdo con los datos:
C=78600, $=2060450 y d=20%=0.20
Al sustituir en la férmula:
5=c(1-d)' 20 604.5 = 78 600(1 - 0,20’
Se aplican logaritmos para despejar r:

log (20 604.5) - log (78 600) _

= log(0.80)

Por tanto, la vida 1til de la mAquina de bordado es de 6 afios.

EJERCICIO 160

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Realiza los siguientes problemas:
1.

La tasa de depreciacién de una médquina estd calculada en 12% anual. Si su costo es de $200 000, ;cudl serd su valor
de desecho, si tiene una vida (til de 10 afios?

. El costo de una impresora es de $8 000 y se calcula que su vida itil es de 3 afios. Si la tasa de depreciacidn es de

23%, determina su valor de desecho.

. Un agricultor compré un tractor con valor de $300 000 y calcula que tiene una vida itil de 7 afios, al cabo de los

cuales su valor de desecho es de $40 045, ; Cudl es la tasa de depreciacién del tractor?

. Un edificio tiene un costo de $1200000, se le ha estimado un valor de salvamento de $226 432, y una probable vida

ttil de 20 afios, Determina su tasa de depreciacién anual,

. Una escuela adquirié una camioneta en $230 000 para el transporte de material, si 1a tasa de depreciacién anual es

de 12%, ;jcudl serd su valor al cabo de 3 afios?

. Un automdvil tiene un costo de $96 000, una vida itil de 5 afios y un valor de salvamento de $31 457, Determina la

tasa de depreciacidn anual.

. Se adquirié una planta de luz cuyo costo fue de $220 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $30 238; si

In tasa de depreciacion es de 18% anual, ;cudl es su vida 1itil?
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CAPITULO 16

MATRICES

HISTORICA
=]
~ A rhur Cayley, matemdtico britanico. En
S - 1838 ingreso en el Trinity College de
- - Cambridge, donde estudio matemati-

cas y fue nombrado profesor de esta discipling;
permanecié en Combridge durante el resfo de
sus dias. Uno de los matemdticos mas prolificos
de la historia, publicé a lo largo de su vida mds de novecientos arficulos
cientificos. Es considerado como uno de los padres del dlgebra lineal,
infrodujo el concepto de mairiz y estudié sus diversas propiedades. Con
posterioridad empled estos resultodos para estudiar la geomeria analiica
de dimension n.

Arthur Cayley (1821-1895)
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Definicién

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros de la forma:

ay 4 4 [
ty @n dn thy,
& Gn 4y dy,
A Gun Ggs o G

Los nfimeros a,;, @y, @ys.-4; reciben el nombre de elementos de la matriz. Para simplificar la notacidn, la matriz se
expresa: A = (a,). El primer subindice de cada elemento indica el renglén, y el segundo la columna de la matriz donde
se encuentra el elemento.

g G 6 C

a, a 4 .. a, | R
y y Ay o | R
a,, — Columna — @y Ay o Gy | Ry
chgldn aul ﬂ.z au3 iy a.— Ru

Donde: R, R,, ..., R, son renglones y C,, C,, ..., C, son columnas.

Ejemplos
Sea la matriz
-2 1 6
g -3 4 -5
1 6 -7
0o 1

Determina: a,,, @, @ ¥ 4,5
Solucién
a: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 1, es decir, a,,==3
., es el valor que se encuentra en el rengldn 2, columna 2, es decir, a,, = 4
a;: es el valor que se encuentra en el rengldn 3, columna 3, es decir, a,=-7
a: es el valor que se encuentra en el renglén 4, columna 3, es decir, ;=1

Orden de una matriz
El tamafio de una matriz de m renglones y n columnas se conoce como orden y se denota por m X n.

Ejemplos
[ a4 i ] :“ (TR y Gy s
4y G G u ay dn Gy An i3
Gy
Orden=1x3 Orden=3x1 Orden=2x2 Orden=2x3
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Nimero de elementos de una matriz

En una matriz de mrenglones y n columnas, el nimero de elementos es m X n, m veces n elementos.

Ejemplos
ay
all alz a!l a:z aIS
a a a
[ u e :3] [az:] [aﬂ aﬂ] [aﬂ i %s]
31
mxn=1x3=3 mxn=3x1=3 mxnp=2x2=4 mxn=2x3=6
3 elementos 3 elementos 4 elementos 6 elementos

Tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella cuyo nimero de renglones es igual al nimero de columnas; es decir, una matriz de n
renglones con # columnas, recibe el nombre de matriz cuadrada de orden n.

all a!! 013 i aln

ay dp % 9y % dy Gy dn .
[a’zl ﬁz] a‘" an aB a’ii a’i! as; B agu
Gy Ay Ay H H . H d
Gy A Gy W dy
Matriz cuadrada de orden 2 Miatriz cuadrada de orden 3 Matriz cuadrada de orden n
Ejemplos
2] T
b= e
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3
Matriz renglén. Es aquella de orden 1 xn
[ﬂ“ Ay Gy Ay oo ai.]
Ejemplos
A=[12—15] B:[—Z}T%_l g]
Matriz columna. Es aquella de orden m x 1
ail
)
iy,
a,,
Ejemplos
-1
3 2
P [_2] 5= 2
-5
Orden=2x1 Orden=4x1
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Matriz cero (matriz nula). Es aquella en la cual todos los elementos son cero.

Ejemplos
g 000 00
0=[000] o=, 0=|000 o=|00
000 00
0
Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de
orden 13 orden 4 x 1 orden 3 orden 3 x 2

Matriz diagonal, Es aquella matriz de orden # que tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal, es decir,
una matriz cuadrada M=(m,_,, ] donde m; = 0 siempre que i #j

my, 0 0 0 ..0
D my 0 0wt
0 Om, 0..0
M=l9 0 0m,.0
0000 ..m,
Ejemplos
1 o 0 -4 0 0 0
20 0 -1 0 0
A= B=|0 -6 0 c-
03 0 0 -6 0
0 0 -1
0 0 01

Matriz identidad (matriz unidad). Es aquella matriz diagonal de orden #, cuyos elementos distintos de cero son 1,
se denota por I,

cooo

.....
»»»»»
-----

[=]
=]
=
o]
=
—

Ejemplos

100
10
g:[ ] 1,=|o10
o 001
Matriz identidad de orden 2 Matriz identidad de orden 3

Matriz triangular superior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde los elementos a, =0, para i > j, es decir,
todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero,
all aﬂ al3 e a!n
0 ayay .. a,
A=10 0 ay .. 4,

00 0 .a
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Ejemplos
2-13
001
Matriz superior de orden 2 Matriz superior de orden 3

Matriz triangular inferior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde a,; =0, para i <}, es decir, todos los elementos
por arriba de la diagonal principal son cero.

a4,
y
A=|ay,

& F o
F oo

Ga Gy Gy e Gy

Ejemplos
2000
40 |5700
"‘[—s 3] =19 a10
1 361
Matriz inferior de orden 2 Matriz inferior de orden 4
Matriz simétrica. Es aquella matriz cuadrada de orden n, tal que los elementos a;=a;
Ejemplos
an a b, b, by 56 -3
A:[a" az] B=|b, by, by, c=| 61 4
& by, by, b -3 4 2
La matriz A de orden 2, La matriz B de orden 3, La matriz C de orden 3,
es simétrica si: es simétrica si: es simétrica porque:
by, =by € =6;=6
[aiz =dy by =by, e3=Cy==3
by=by Cp=cy=4
Matrices iguales. Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y sus elementos correspondientes son respecti-
vamenie iguales,
EJEMPLOS
Jie 1 5 4 (1) s
it 1 ®e Determina si las matrices | =1 2 =3|y |-1 Ja -3 son iguales,
1.0 3 1 0 327
Solucién

Las matrices son iguales porque son del mismo orden y sus elementos son iguales:
Js 1 5] |4 () s
-1 2 A3l=|l-1 Ja& =3
1o 3 1 0 I7
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2 ®oDetermina el valor de x, y, w z, para que:
x+y 6z -1 2
2w -3y || 6 -7
Solucién
Las matrices tienen la misma dimension, al realizar la igualdad de t€érminos se obtiene el siguiente sistema;
x+y=-1
6z=2
2w=6

2x=3y==T

Al resolver el sistema resulta quex=—2, y=1,w=3yz= %

EJERCICIO 161
Determina los valores de las incdgnitas, para que las matrices sean iguales.

]l ]
o ][5

3, [r+4 6-r 2g+1]=[6-1 5 T-¢q]

7 3-x x =4
=1 2- =1
4, Y = Y
8 2 8 2
0 z+12 0 10

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién por un escalar
SeaA = (a,) una matriz de orden m X n y A un ndmero real, entonces Ad= (Aa,)es decir, si:

all al! al3 H alp Mll MIZ 1alS j“alu
G @y An . G, Aa, Aay A, Aa,,
A= |a, ay as .. &,|entoncesAA=|Aa, Aan Aas Aa,,
G Qg Ay e Gy )-a.-l Aa,, Aa. . M,_

Esta nueva matriz también recibe el nombre de matriz escalar.
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EJEMPLOS °
_ 2 -1
i_ 1 eesia=|% 6| getermina3a.
Hr 0 -2
1 3
Solucién
Hl escalar 3 se multiplica por cada uno de los elementos de la matriz,
(2 -1 3(2) 3(-1) 6 -3
w4 6] 3(4) 3(6) | |12 18
{0 =2 [3(0) 3(-2)| |0 -6
(131 [30) 3(3) 3 2
6 -3
12 18
Por consiguiente, 34 = 0 -6
3 9]
o pe-sin- (7 24 ra ~ B
10 = 5 -2 1 encuen 3 .
Solucién

H escalar % multiplica a cada uno o los términos de T matrlz.,

|
S J

5 -2 1

[6 -3 4] 56 (-3 3(4)
1
2

STRY ]
(ST S

1
Por tanto, EB=

[CTRT
(S S

Suma

Sean A = (a,) y B = (b,) dos matrices de orden m % n.la suma de A y B estfi determinada por:
A+B=(a)+(b)

Donde A + Bes la matriz de orden m X n que resulta de sumar los elementos correspondientes.

EJEMPLOS s

$ 1 @+ Determina A + B para las matrices:

E ' 3 6 y R |

iR A=|2 4|yB=|6 7
2 4 0

Determina A + B
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Solucién

Las matrices tienen el mismo orden, en este caso, 3 x 2, entonces la suma se puede realizar; la definicién indica que
cada término de la primera matriz se suma con los términos correspondientes de la segunda matriz, es decir, se suman
ap+ by, @t by, an+ by, .y + by,

3 6 2 -1 3+2  6+(-1) 5 5

A+B=[2 4|+|6 —T|=|2+6 4+(-7)|=|8 3

-1 0 4 0 -1+4 040 3 0
5 5
Por tanto, A+ B= |8 -3
30

? ®+-Sean las matrices:
afF =2 0 A7 o [l 48 -3
“l-2 8 -7 8|76 21 -7
Determina 3C + 2D

Solucién
Se determina cada matriz escalar:

[3(5] 3(-2) 3(6) 3(—3]]=[15 -6 18 -9]
3(-2) 3(8) 3(-7) 3(8) -6 24 -21 24
2(-1) 2(-4) 2(8) 2(—5]]=[-2 -8 16 —m]

2(6) 2(2) 2(1) 2(-7) 12 4 2 -14

3c
2D =

Las matrices tienen el mismo orden, 2 x 4, al sumar se obtiene:

_[15 -6 18 -9 [-2 -8 16 -10
3C+m_[—6 24 -21 24]*[12 4 2 —14]

13 -14 34 -19
6 28 -19 10

: [13 -14 34 -19
Fma]mente,BC+2D—[ﬁ 28 —19 1(]]

[ ]

Inverso aditivo
Hl inverso aditivo de una matriz A de ordenm X nes — A,

SiA = (a,), entonces — A = (— a,), es decir, el inverso aditivo de una matriz se obtiene al multiplicar cada elemento
por el escalar — 1, en otras palabras, el inverso aditivo de una matriz A es otra matriz — A, tal que A +(—A ) =0, donde

0 es la matriz cero o nula.
Ejemplo
3 _s 2 =10
SiA:[ 7 2] yB=|-4 5 7| determina-A,- By verifica que A +(—A)=0.
=10 1 3
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EJEMPLOS

-9 ] @+ Encuentra A —B si

Ejemplos

Matrices
Solucién
Se obtiene la matriz inverso aditivo de la matriz A y B.
-3 -5 -3 =5 -1{-3) -1(-5 3 5
A= —-A=(-1) —S—A= (-3) ( ]=
7 =2 7T =2 -(7) =1(-2)] [-7 2
2 =120 2 -10 -2 1 0
B=|-4 5 7|>-B=(-1)|-4 5 7|->-B=| 4 -5 -7
=10 1 3 -0 1 3 0 -1 -3
Se realiza la operacién A + (— A)
-3 =5 3 5 =3+3 -5+5 00
A+(-A)= + = =
7 =2 -7 2 T-T —-2+2 00
3 s -2 1 0
Purtanto,—A=[ . 2],—3: 4 -5 -7|yA+(-A)=0
0 -1 -3
Resta
La diferencia o resta de dos matrices m X n, se define:
A-B=A+(-B)
Donde — Bes el inverso aditivo de B.
2 -4 2 -5
asf e[ 7]
Solucién
Para determinar la resta, la segunda matriz se multiplica por el escalar — 1, entonces la nueva mairiz se suma con la
primera y queda como resultado:

resrco B A B ool
[2-4] [2 ST [o 1
'[1 5]+ 4 2|7 3

0 1
Por consiguiente, A =B = [ 3 3]

01 0o 3

-3 1 2 -4
2 .rSeanlasmat:riccsM:!ei 5]yN=!—1 U],dﬁtcrmimrﬂﬂ—i‘-M

Solucién

La operaci6n 3M — 2N se puede expresar como en 3M + (— 2N), se obtienen las matrices escalares y finalmente se
suman,

-9 3 -4 8
aM=|12 15| y =2N=| 2 0
0 3 0 -6
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(continuacidn)

Entonces,

-9 3] [-4
AM-2N=3M+(-2N)=[12 15| +| 2
0 3 0

=13
14

11
Finalmente, 3M — 2N es [ 15]
o -3

3 ®+-Dadala siguiente igualdad:

Solucién
Se realizan las operaciones indicadas,

s, [2m+8 4n]

3=y 7

2]

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Zm + 8 = 10
dn = 8
3y =3

Al resolver el sistema se obtienen los siguientes valores: y =0, m=1yn=2

8 -9-4 3+8 =13
0]|=}12+42 1540 |=| 14
-6 0+0 3-6 0 -3

3m+2n m=2 =n llllidete ing el incibumi
1 4 5 5—37, rmina el valor ncognitas.,

L 35 S

11
15

2m+8 4n
3-y 7

Los términos resultantes se igualan con los términos correspondientes de la matriz del segundo miembro, y se

EJERCICIO 162

En las siguientes igualdades, determina el valor de las incognitas.
a=-T 5 w 3 b-1 4 6 T -w
6, +2 =
v—=4 l-¢ d - =3 0 -1 =7 5§

392

Para las siguientes matrices, efectia A+ B, A—- B, A- A 4A-3By2A-0B
-3 1 -3 1 o R
1..4: |B= 4_A= ’B
[U 2] [0 2] |4 -6 1]
2. A=[2 0 1].B=[-6 7 3] 5 i
= 5 s
5 8
2 =7 -4 5 a ~
3 A=\l u],ﬂ: 2 _6] 5.A=|0 :: 2\B=
2 -3 1 7 1 4
.7 5
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T

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

-g_ 1 ®# Realiza la multiplicacién de las siguientes matrices:
8
LA

Matrices
x+1 1 2 n 2 B-n 1 —w 3 x -4 2 4 -2 5
2| 5 0 =3 |y=-1 =2|=|-5 6 8 |11 9 12|+|-1 z-1 1]=]10 10 13
3 I-w 2 4 0 - y =T 2v -1 3 -4 6 =4 v

Multiplicacién
Sea A =(a,) una matriz de orden m X n, y B = (b,) una matriz de orden n X p, la multiplicacién AB da como resultado
Ia matriz C = (c,) de orden m x p, tal que

cy=agbtahyto tab,

Para:
i=112| 31 41»-1 m; j=1: 213: 41-»1’:
El mimero de columnas de la matriz A, es igual al nimero de renglones de la matriz B,
Matriz A Matriz B
mxn mXp
L - il
Tamafio de ABes mx p
Ejemplos
2x3 3Ix4 2x4
1x2 2x3 1x3
5x4 4x2 5x2
Ix1 Ix1 No definida

Az[z 3]y3=[2 0 3]
5 4 -115
Solucién

A es una matriz de 2 x 2 y B de 2 x 3, por tanto, la multiplicacién se puede realizar. Al aplicar la definicidn se procede
de la siguiente manera; se multiplica el primer rengldn por cada una de las colummas de la segunda matriz,
2 3][2 0 3] [2(2)+3(-1) 2(0)+3(1) 2(3]+3{5]] [1321]

AB= = -
5 4] [-1 1 5]

Se realiza la misma operacion con el segundo renglén,

2 312 0 3]
AB= 5 4] |-1 1 5|7 [s(2)+4(-1) 5(0)+4(1) 5(3]+4(s]]=[6435]

(continia)
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(continuacidn)

Suordenes de 2% 3

31 -1
? ®sDeterminaR*siR=| 0 4 2|
21 0

Solucion

indicadas en el ejemplo anterior,

(3 1 -1][3
0 4 2 0
-2 1 0

[ 3(3)+1(0)-1(-2)
=| o0(3)+4(0)+2(-2)
| =2(3)+1(0)+0(-2)

1
R= 4
8 1

11 & -1
=|-4 18 B8
|6 2 4

Finalmente, se unen los resultados para obtener la matriz AB,

fn 1 3 21
16 4 35

Se transforma R’ en R* = RR; esto es posible si R es una matriz cuadrada y se procede a realizar las operaciones

-1

2
0
3(-1)+1(2)-1(0)

0(-1)+4(2)+2(0)
=2(-1)+1(2) +0(0)

3(1) +1(4)-1(1)
0(1) +4(4)+2(1)
=2(1)+1(4)+0(1)

11 6 -1

entonces R° = -4 18 8§

£ 2 4

Propiedades de las matrices

Sean las matrices P, @, R de orden m X n, O'la matriz nula de m X n, I la matriz identidad y r, s escalares, entonces:

Conmutativa de la suma
Asociativa de la suma
Identidad de la suma
Distributiva zquierda
Distributiva derecha

Inverso aditivo

Asociativa de la multiplicacién de escalares
Asociativa de la multiplicacién
Identidad de la multiplicacion
Distributiva por la izquierda
Distributiva por la derecha

P+Q=Q+P
Pr(Q+R)=(P+Q)+R
P+O=0+P=P
riP+Q)=P+r2
rt+s)P=rP+sP
P+(-P)=0
(r-s)P=r(sP)
P(QR)=(PQ)R
IP=PI=P
PQ+R)=PQ+PR
(Q+R)P=QP+RP
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EJERCICIO 163
Para las siguientes matrices determina AB, BA, A(B - 2C) y A(BC), en caso de ser posible.
1] 4 2 -1 0
1. A=[5 B= 5 A= B=
[5 71y [—1_ 0 1]” [—2 -4]
2 -1 )
2.4=[3 0 -1]yB=|0 2 & wa| 2 olemsl, o
T LT SR L B PE, i
1 2 -
(4 -1 0 -1 -2 T 0 2 o
3.A=|1 0|yB=|-2 0 -1 7. A= ],B: -1 3 yCz[ ]
210 3 4
-3 2 -1 =2 0 - 11
i a0 -1 =2 (3 1
1 2 31 1 0
4, A= ]yﬂ: 2 0 -1 B.A=|2 -1 ,B:[ ]yC:[ ]
3 21 20 3
- -1 =2 0 0 %

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determinantes

El determinante de una matriz A de orden n, es un niimero escalar que se relaciona con la matriz, mediante una regla
de operacién, Denotada por detd = |A|

Sea la matriz de orden 2

T [all T ]
Ay An

El determinante de A estd dado por: -
= dyy Oy =dy tdy
21
(+
Por tanto, J
_ |G @2 | _ Eh =
ot = | ey ™ G
Ejemplo

Evaliia el determinante de la matriz:
41
a-]25]
Solucién
Cada elemento de la matriz se sustituye en la férmula y se realizan las operaciones.

deh = | 5[ = (a)(5)-(-2)(1) w4222

Finalmente, el detd =22
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Sea la matriz de orden 3

A=

ty A O
y Qn dy
ay Az dy

Se escribe el determinante de 3 x 3, para resolverlo se repiten los dos primeros renglones y se multiplican las
entradas en diagonal como se indica:

al! al! alS
det(A)=| a, ay ay |=
ay ay s

Por tanto, el determinante es:

detd = (ai! Ay Ay tay Ay atay -a, "azs]_{azi Ay Oyt ),y dn Ty, cdy ‘aﬂ]
detd = Oy ly Gyl Gyt iy Oy O =Gy Oy Oy =Gy "y Oy~ iy iy "

Ejemplo
2-10
B=|-2 34
-5 16

Solucion

El determinante de la matriz B, es:
Se forma el siguiente arreglo: se aumentan los dos primeros renglones del determinante, como se indica, después se
procede a sustituir los términos en la férmula y se realizan las operaciones indicadas en la férmula,

=]

—p— =
P’ ot

det(B)= Gy
3 (+)
(+)

Por consiguiente, el determinante es;

det B = (2)(3)(6) + (-2)(1)(0)+(-5)(-1)(4)-(-2)(-1)(6)-(D(M)(4)-(-5)(3)(0)

= 36+0+20-12-8-0 =36

En consecuencia, el detB = 36

Propiedades

1, Sise intercambian dos renglones de una matriz A de orden #, el determinante de la matriz resultante es:
detA = - detd

2, 5isoncero todos los elementos de un renglén o columna de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
3. 5i 2 renglones son iguales de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
4. Si se tiene una matriz A de orden #, ya sea matriz triangular superior o inferior, entonces

detA = producto de los elementos de la diagonal principal
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5. Si unrenglén de una matriz se multiplica por un escalar 4, entonces
detd = A detd
6, SiA y Bson matrices de orden n, entonces
detAB = detd detB

EJEMPLOS .

£

-
Ll

) 1 -3
1 .--VaiﬁcalapmpiedadZSidz[u u]'

Solucién
Se observa que en uno de los renglones de la matriz todos son ceros, luego se procede a encontrar el determinante de

la matriz A £3
mm:}}{E (1)(0)~(0)(=3) =0-0=0

(+)
Finalmente, el detA =0, y se verifica la propiedad 2
. . . 51
2 ®o-Verificala propiedad 4 si A = [(] 4].
Solucién
Se observa que la matriz es triangular superior, entonces el producto de la diagonal principal es:
(5)(4)=20
Luego, se procede a hallar el determinante de la matriz A

(=)
detd =%(5]{4]—{0]{1] =20-0=20

(+)
Por tanio, detd = (5)(4) =20
Finalmente, se verifica la propiedad 4

132
3 ---Vcriﬁcaqueeldemzt]sm:[z 34].

132
Solucion
(=)
3 (=)
(-J
detd =
(+)
3 (+)
(+)

detA = (1)(3)(2)+(2)(3)(2)+(1)(3)(4)-(2) (3)(2)-()(3)(4)- 1) (3)(2)

=6+12+12-12-12-6=0

Por consiguiente,
detd =0
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EJERCICIO 164

Encuentra el determinante de las siguientes matrices:
3-18 2 o
3 A:[i ';’] 2 B:[_lz_g] a; c:[lg _i] 4. E=|5 6 4 5. D=|-4 -1 -3
04 -3 1 0 -6

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Matriz inversa
Dada una matriz cuadrada P de orden », si existe una matriz { tal que:
PO=QP=1,
Entonces, se dice que la matriz 0 es la matriz inversa de Py se denota P™, de tal forma que:
PP'=P'P=1I,
Donde:
1 : Matriz identidad de orden n
Para que exista la inversa de la matriz P es necesario que la matriz sea cuadrada y el detP#0

Método de Gaussjordan

Se utiliza la matriz aumentada, la cual se obtiene al unir 1a matriz cuadrada de orden n con la matriz identidad I;
una vez aumentada la matriz, por medio de operaciones elementales, se obtiene otra matriz,

Pu Po = Py

0 .0 100 GE'EII Gz w0 Gy
Py Pn we Py 1

1
i
i 0 - 01 0 ﬂiqil n = 4y,
: . ; ::...:i: P o &
Pa Pa - P00 .. 1 00 . 1ig, 45 - 4,

Si en el proceso algiin elemento de la diagonal principal es cero, entonces la matriz no tiene inversa.

EJEMPLOS

ol o 2 1
1 ®+-Obtén R, siR= ;
° 1=
h -

Solucién

Se aumenta la matriz y se efectian las operaciones indicadas:

2 1:10] '__[1 =310 11 3101
1 a8 Al |2 1idon),. 0 [0 -7t 2

R, —3R, =R,
\ [ 13 17
~70531:| Nlui%% nlui‘f‘-,?
0 =TT Ak o iz 3 gail 2
PR 1 B 7.
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].

2

1

0

-2 3

4

? @e-Determina B'si B=| 2

Solucién

o
T
)
Ln) L3
— !
o o m £
—_—
o = I S
U_.I_.
=
s T = 4~._..m
— 1 G0 1 1
— v oo
T 8o ST T o
T
o en o e oo —
- o o N = Q =T =]
]
1 Ooea e e
o
; L t
7 ¥ 7
= o =
T LI | l--p.\_ _.-_.-
oo 7 o W ;M —_—
G B
- P I
=] =]
A - T
L o - lws
IIIIIIII oo
Sq R - e e
LA = - o Q™
oom 2 N Mmoo I =
- o o - o o - o o

EJERCICIO 165

Determina la matriz inversa de las sigulentes matrices:

For e e
el oo
A | | |
T
— o
T 9 —m a5 oo -
=Rt |
I I 1
[T ) i b o oown T
—
T e OO o P~ o
I I I
< = ~
= od o
o PR T 3-
—y [ BT TR B
1_31
—le e T = wmoe T
- L )
1l Il Il
=] & R
-+ wi ']
S
! ¥ _ 1 Lo I |
=+ =R 1
e ™M
e T w»n 1
! ] L J L J
Il Il Il
- = 9
- o eri

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Inversa de una matriz para resolver sistemas de ecuaciones

Sea el sistema:

a4, X, tapk, t.ta X =0
a!:_xl tapk, tota X =

a X ta X, +.+ta _x =c

Si el sistema se expresa en forma matricial se obtiene:

ay g e 4y, X 48
a4y dp Ay . Gy X, c,
Ay Gy Gy e Oy Xy | = |6
Q. Qua Guz e Gy Xn Cy
Sea
a4, 4y O @y, X, [
Qy dp Oy dy, X, Cy
A=|a;, a4y ay a4, | X=]x|yC=|g
aul aui aﬂ3 am x” c"
Entonces:
AX=C

Si existe A™, se multiplican por A™' @ ambos miembros de la igualdad.

Se obtiene: A™AX = A™'C, pero AA™ = I entonces, IX =A7C. - X =A"'C.

Esta iiltima expresion resuelve el sistema de ecuaciones,

E“EMPLOS -
il . J2x -3y =7
-E_ ] L T Resuclveelmgmentesmtema.[x vy sy
i.ﬁ' ‘ Solucién 5 %
- x
Scdcﬁncnlasmatriccsd,_tyc,cntunccs:d=[1 4] X=[y] C=
Luego, se obtiene la matriz inversa A ™
M a0 u] [1 410 11 [1
: = A =10
1 40 1) "2 811 0f, .
i 14 3 1 prt 3
1 0 VT P11 11
= I = i 1 2
0 11'-1 2| 0 1i-—— —
Thclaee e 11 11
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4 3
Por consiguiente, A™" = 111 121
IETRET
Finalmente, para hallar los valores de las incGgnitas se aplica la expresién: X=A"'C
Entonces:
4 3 4 3
L2 A1)+2(-2)
2 2
b R A i | R
¥l e B Pt 0 o) Y1 =
11 X1 11( ] 11( ]
Por tanto, las soluciones del sistema son:
x=2;}’=—1
x+y=-2z=-4
2 ®@e-Resuelve el siguiente sistema; {2x—y—z=1
3x-2y +z=T7
Solucion
1 1 -z x| -4
Se definen las matrices A, Xy C, entonces: A= |2 -1 -1 |,X=|y|yC= 1
3 -2 1 z] 7
Se obtiene la matriz A~
1 =21 0 0 (1 1 -2|/ 1 00
=1 =1(0 1 O ~10 =3 3|1-2 10
3 =2 1(0 0 1 i g =5 =3 0 1
- fen : ¥
[ 1 1
- -0
i # U 1 0 -1f3 3
~01-1§—%u ~01-1§—%n
0 -5 7 o0 2
-3 0 1], 1 _5
SRS 3 73 s
SRR
1 1, i 1 11
1 0 —12 3 1002 22
~01—1§—%u ~010§—%%
00t s e - O
6 [ QEH,-.R 6 6 2
+R, =
1 11
2 2 2
o 5 7 1
, A Al o R . 1
Por tanto < 3
1 51
6 6 2
(continda)
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Entonces:

(continuacidn)
Finalmente, pam hallar los valores de las incOgnitas se aplica la expresion:

O | — O | b=

&
%
%
6
5
6

B | = b3 | = | e

X=AC

-4

Por tanto, las soluciones del sistema son: x=1,y=-1yz=2

EJERCICIO 166

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de la inversa de una matriz.

1 4x—y =22
3x+5y=5

2 Tm+9n=-10
2n-3m =16

3 6a+Tb=-4
a-2b=31

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

402

2a+b—c=3
a-b+3c=13

a=2b+c=12
4

x+dy+z=12
3x-5y-2z=7

2x=y+3z=3
5

3x+y+2z=-2
x=-y+4z=-6

x+2y—-z=1
6
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CAPITULO 17

RAICES DE UN POUNOMIO

Els_rbmm

1 P

Niccolo Fontana-Tartaglia (1500-1557)

acid en Brescia y murié en Venecia. Su
N verdadero nombre era Fonfana, pero

fue apodado Tartaglia por su fartamu-
dez, causada por una cuchilloda asestada por
un soldado francés, que le derivé secuelas en el
habla, Fue el primero en idear un procedimiento general de resolucion de
ecuaciones de fercer grado, manteniendo en secrefo sus métodos. Cardano
le engafié bajo la promesa de mantener en secrefo estos métodos pero,
faliando @ su honor, los publicd. En 1537 publicé su primer libro sobre
teoria balistica.

Niccolo Fontana-Tartaglia
(1500-1557)




17 CarTULO

AiGERRA

Teorema del factor y del residuo
Sea el polinomio f(x)= a,x" + @, ,X"" +...+a, y bx + ¢ un binomio, entonces:

a) bx+ces ﬁa.cturdef(x}sif(—%] =0

b) bx+cnoes factor de fx) sif (—%] =k,con k #0, donde kes el residuo del cociente de f(x) con bx +c, asimismo,

—E resulta de resolver la ecuacién bx +c=0

EJEMPLOS ®
1. @+ Demuestra que 3x - 1 es factor del polinomio f(x) = 3x” + 2¢ = 19x + 6.
ﬁ. ! Solucién

El binomio 3x — 1, se iguala con cero y se despeja x
3x-1=0 - x=
Este resultado de la ecuacion se evalia en f(x):
1 5 2,9 1
) () ()
f[l) = 3[i]+2[l]—19(1]+6 =0
3 27 9 3
Como el resultado de fe] =0, entonces se concluye que 3x — 1, si es factor del polinomio,
2 ®e-0Obtén el residuo de dividir 4¢° = 11x* - x + 14 entre x - 3,

Solucién

Al aplicar el teorema del residuo, se iguala con cerox — 3 y el resultado del despeje se sustituye en el polinomio f(x) =
4 = 11¥ —x + 14

F(3) =437 - 11(3 - (3)+ 14=20
Por tanto el residuo de la divisién es 20

3 ®e- Identifica cudl de las siguientes expresiones 5x+ 1, x—4y x+4, son factores del polinomio f(x) = 10x* + 57¢ + 71x + 12,
Solucién
Las expresiones 5x + 1, x — 4 y x +4, se igualan con cero y se despeja a x, para luego evaluar los valores obtenidos
en flx):
1 1Y

2
f(—§)=lﬂ(—§] +5?(—§] +?1(—§]+12=U por tanto Sx + 1, si es factor

£(4)=10(4)* +57(4)" +71(4)+12=1848, por tanto x — 4, no es factor

f(=4)=10(—4)" +57(—4)* +71(—4)+12 =0, por tanto x +4, si es factor
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A ®e-Determina el valor de k, tal que f(x) = 3kx" + (4k + 5)¢" — 19x — 12, sea divisible por: x + 3.
Solucion
Para que f(x)sea divisible por x + 3, se debe de cumplir que f(—3) =0, entonces:
£(=3) = 3k(=3)" + (4 + 5)(-3)" = 19(-3) — 12=0

Se resuelve la ecuacitn para k
—45k+90=0 - k=2

Por tanto, el valor de k =2 y el polinomio queda expresado como:
fx)=6"+ 138" - 19x - 12
5 @ Determina los valores de &, tales que f(x) = kx’ = (' = 20" = (k + 3)’x — 20, sea divisible por; 3x + 2,
Solucién
Para que el polinomio sea divisible por 3x + 2, se debe cumplir que f[—%) =0, entonces:

f[—%]=k[—§)s—(kz—2](—§)z—(k+3]z (—%]—20=U

Al desarrollar la expresitn se obtiene la ecuacién de segundo grado:
3K +50k-177=0

Cuyas soluciones para £, son los valores, 3 y -%, entonces los polinomios son;

1
fE)=3"-7"-36c-20 y f(x)= —a[lﬂx3+3463x2+25m:c+180]

Raices

Dado el polinomio f(x) = a,x" + a,_,x"" +...+ a,x' +a, €l nlmero de raices o ceros corresponde al grado n del
polinomio y son aquellos valores que cumplen la condicién f(x,)=0, éstos pueden ser reales, complejos 0o ambos, de
acuerdo a las caracteristicas propias del polinomio.

EJEMPLOS
1 ®# Demuestra que -2, 1y 3 son mices del polinomio f(x) =x" — 2x* - 5x + 6.
i Solucién
Se sustituyen los valores — 2, 1 y 3 en el polinomio:
f=2)=(=2) =2(=2 =5(-2)+ 6==-8 =8+ 10 +6=0

Ejemplos

f=Ar-21-5()+6=1-2-5+6=0
3 =03y-23-5(3)+6=27-18-15+6=0

Todos los residuos son iguales a 0, por consiguiente, se demuestra que estos valores son raices o ceros del poli-
nomio.
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1
2 ®o-Prucba que —i,iy 7 son las raices del polinomio f(x) = 3x* — ¥ + 3x - 1.

Solucién
Los valores —i,i y -_1; son sustituidos en el polinomio

D =3=iF - + =) - 1=3(- ) - (") =-3-1==37--3i-1
=3-i)-(-1-3i-1
3i+1-3i-1
=0
=3P +3D - 1= - (O +3i-1=3"-+3i-1
=H-D)-(-1D+3i-1
==3ji+1+3j-1
=0

AT A A s

1
Por tanto, se prueba que —i,iy 3 son las rafces del polinomio.

3 ®e-Determina cudles de los siguientes nimeros 4, 1, 1+ i y =1 = 2i son ceros del polinomio f(x) = x* + 5x* + T + Tx
-20.

Solucién
Se sustituye uno a uno los nimeros en el polinomio, esto con el fin de saber cudles son raices del mismo.
fd) =@ + 547 +7(4)" + 7(4) - 20 = 696
S ="+ 501 +7(17 +7(1) - 20=0
FA+i) =1+ + 51+ + 71+ + 7(1 +1) — 20 =27 + 31i
F(=1=2i)=(=1=20)* + 5(-1 = 2if* + 7(-1 = 2’ + 7(-1-2i) = 20=0
Por consiguiente, los valores 1 y —1 —2i son los tinicos que son mices del polinomio,

Si las rafces de un polinomio son x,, X,, X5...., X, entonces el polinomio se puede expresar de la siguiente forma;
)= (x = x)(x = %)x —x3)...(x = x,)

EAEMPLOS »
'§_ 1 ®#-Determina el polinomio cuyas raices son los nimeros - 3, 0y 4,
i.!:' J Solucién

Dado que existen tres rafces, el polinomio a obtener es:
Jx) = (x = (=3))(x — O}(x - (4))
Jix) = (x +3)(x)(x - 4),
Se desarrolla el producto de los binomios y finalmente el polinomio es:
fx)y=x'-x"- 12
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Cariuio 17

Raices de un polincmio

1 35
2 @+ Determina el polinomio de tercer grado con ceros en - 1, 3 }r;‘(—Z}:—E.
Solucién
Dado que el polinomio es de tercer grado, se representa como;
Jlx)=(x = x}(x - x)(x - x)

0= (=) 53 Jir-5) = (41 -3 (x5

35
Y se sabe que f(—2) = Y entonces:

1

fev= s 2-g)2-x) o -3 -E-3)2-n)

Al resolver para x;, se obtiene que:

Xy=——

4
Por tanto, el polinomio que cumple las condiciones establecidas es:

. S P T

fﬂx}—{x+l][x 2][J\':+4] X+ 4x’ 2 m

3 ®+-0Obtén el polinomio de tercer grado si se sabe que sus raices son: — 1 —i, - 1+iy3.

Solucién
Hl polinomio se representa de la forma:
J&) = (x=(=1=i)}(x=(=1+0))(x=5) = (x+1+i)(x +1=i)(x=5)
Al desarrollar el producto se obtiene:
f)=x" -3¢ -8 -10

4 ®e-Encuentra el polinomio de cuarto grado si se sabe que sus raices son: 2i, -3, y ademds f(— 1) ==50 y f(0)= - 48,
Solucién
Al tratarse de un polinomio de cuarto grado se representa como;
J) = (x —x)(x — x)(x - x)(x — x)
f@ = (x=2)(x+3)(x-x,)(x-x,)
Pero se sabe que f(~ 1) = —50, entonces:
f-1) = (-1-2i)(-1+3)(-1-x,)(-1-x,) -3 =50 = (-1-2i)(2)(-1-x,)(-1-x,)
También se cumple que f(0) = —48, por tanto:
fO) = (0-20)(0+3)(0-x,)(0-x) >  -48=(=2)(3)(-x)(-x.)
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Donde se genera el siguiente sistema:
8
XaXy = ‘!_
242§
1+2§

Xatxy+Xax =

El cual tiene como soluciones x, = 4 y x, ==2i, por lo que el polinomio queda definido como:
Jory= (x—2i)(x+3)(x— 4)(x +2i) — J)=x'—x"— 8Bx' - dx— 48

Célculo de las raices por division sintética

Para encontrar las raices de un polinomio se emplea la division sintética, asf como los diversos métodos de factori-
zacién y resolucién de ecuaciones, ademds de hacer uso de 1a regla de los signos de Descartes.

Regla de los signos de Descartes
Esta regla nos permite determinar el tipo de raiz posible para un polinomio (positiva, negativa o compleja)
Sea el polinomio f(x) = a,x" + a,, X' +..+ a, ' + a,, entonces sucede que;
= El niimero de raices positivas es igual o menor en dos al nimero de cambios de signo del polinomio.
© El niimero de raices negativas es igual o menor en dos al mimero de cambios de signo de la evaluacién f(=x).

© El niimero de raices complejas depende del niimero de raices positivas o negativas que tenga el polinomio, S5i
el polinomio con coeficientes reales tiene una raiz compleja entonces también tiene como rafz su conjugado.

EJEMPLOS

1. ®#-Dado el polinomio f(x) =x* — 2x*— 11x + 12, determina sus raices.
gl i Solucion

.

i
Sise aplica la regla de Descartes se observa que:

1. Existen dos cambios de signos en fix), en consecuencia el polinomio tiene dos posibles o ninguna raiz positiva

fo=+x"-2¢-1lx+12
LS B
2. Se evalda f(—x), para determinar las posibles rafces negativas

f=x)==x"-2¢+11x+12
_/

Se observa que s6lo hay un cambio de signo, por tanto existe una posible iz negativa.
De acuerdo con la regla de los signos de Descartes las posibles combinaciones de raices son:

Raices positivas 2|0

Ralces negativas 111

Rafces complejas 0|2
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Cariuio 17

Raices de un polincmio

Se factoriza el polinomio mediante el uso de la divisitn sintética, como a continuacion se ilustra.
Ya que el coeficiente de x” es 1, se toman inicamente los divisores de 12

Divisoresde 12={+1,1+2 +3 +4 16, + 12}
Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo de la divisi6n sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectiian las operaciones siguientes:
1 =2 =11 12 1
1 -1 -12 —_—
4

1 s 12 0
4 12
1 3 0 Ii
3
1 0

Finalmente, las raices del polinomio son: x, =1, x,=4 yx,=-3
2 ®#-Dado el polinomio f(x) = x° + 3x* — 2x° - 10x" — 12x, determina sus raices.
Solucién
FEste polinomio carece de término independiente, entonces una de las raices es cero y mediante una factorizacién el
polinomio se expresa como:
fOO=xple) =x (¥ + 3x* = 2¢ = 10x - 12)
Se aplica la regla de Descartes al polinomio p(x) para determinar el nimero de posibles rafces:
1. Existe un cambio de signo en p(x), en consecuencia el polinomio tiene una o ninguna posible raiz positiva
plxi=x'+3x - 2" - 10x - 12
G
2. Seevalia el polinomio p(- x), para determinar las posibles raices negativas
pl-x)=+ x' =3¢’ -2 + 10x- 12
LS W

Se observa que hay tres cambios de signo, por tanto existen tres, una 0 ninguna posibles raices negativas.
De acuerdo con la regla de Descartes las combinaciones posibles de raices son:

Ralz cero 1 |1 |1
Raices positivas  [1 |1 |0
Raices negativas |3 |1 |0
Raices complejas |0 |2 |4

Con el método de division sintética se factoriza el polinomio p(x)

1 3 =B -10 =13 )
2 10 16 12
1 5 8 6 0 3
-3 -6 -6 T
1 2 2 0

Se observa que no existe ningiin divisor de 2 que dé como residuo cero en la divisién sintética, por tanto las dos
mices restantes son complejas y conjugadas, Hasta este momento la factorizacidn del polinomio f{x)es:

Jx) = x(x = 2)(x + 3)(x" + 2x + 2)

(continda)
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(continuacidn)

Se iguala a cero el polinomio ¥’ + 2x +2 y se obtienen las raices restantes:

- 2+ (2 -4(1)(2) _ 2+4-8 _ 24V _ 242
2(1) 2 2 2

==1%j

Por tanto, las raices del polinomio f(x) son:

x=0x=2x==-3 x,==1+ix==1-i

3 ®¢ Determina las raices del polinomio f(x) = 36x" + 24’ + 13¢ + 6x + 1.
Solucién
El polinomio se expresa de la siguiente manera:
fx)=36x"+ 242" + 4" + 9F + 6x + 1
Se agrupan los términos
Fe)y= (362 4+ 24%° + 42%) +( 9F + 6x + 1)
Hl factor comiin da:
FOO =4 (9% +6x+ D+ 1( 97 +6x + 1) = (e + 1) (W’ + ix + 1)
Para hallar las raices de f(x), se iguala a cero el polinomio, entonces

(42 + 1) (9 +6x+ 1) =0
' +1=0 ;%" +6x+1=0

Y=-=; (3x+1) =0

I+
N N

x=*=; x=-

[

se dice que existe multiplicidad cuando una raiz se repite dos o més veces, como en este caso, por tanto las raices del
polinomio somn:

i i 1
- hxzz——,x::xq:——

b3 | =
b | =
[’ ]

EJERCICIO 167

Indica cudles de los siguientes binomics son factores del polinomio propuesto:
; L fX)=x"-4’=Tx+10; x-2,x-1,x-5
2, g =2+ -Tx—6;,2x+3,x +2, x + 1
3 p)=3x" -8 -8 +32% - 16;3x -2, x + 2, x -2
4 f)=x'-F+T -0 —18;x+ 1, x+3i,x— 2, x+2i
5 ko =x"+20C+64; x+i,x—Lx+2i,x-2i
6. M) = +6F + B+ MP + 65 x+6, 5, x+ 1 =L x=1+ix+2+3i
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Determina el residuo que se obtiene al dividir el polinomio por los binomios dados:

7. (F+ 132 + 14x — BB) + (x +2)

B (2 +5¢ —x-6) +(x+1)

9, (6x’ +37x" 432¢ = 15) + (2x=3)

10, (' + 20 = Tx" = Bx+ 12) + (x + 1)
11, (5¢*—26x" + 15" +3Bx - B) + (x + 2)

12, (F =3 -5+ 15 + dx = 12) + (x+ 3)

Determina los valores de k para que el polinomio:

13. f(x) =2 - k" = (Sk+ 1)x + 12, sea divisible porx -4

14, f(x)=2¢ + (2% + 1)¥" — (£ + 1)x — 24, sca divisible por 2x + 3

15, flx) =k’ = (K" = 107 + (Tk + 5)x — 12, sea divisible por 3x - 1

16, f(x) (2" — 2 — (Sk — 1" — (3K* — 4k + 3)x — 6, sea divisible por 5x + 1
17, f(x) = k' = 2k’ = (4K = 3" + (k— 2)x + 15, sea divisible por x + 3
Indica si los valores propuestos son raices de los polinomios:

18, f()=x - 12 +d47x—60; x=3,x=4,x=5

19. f(x)=2¢ + 3" + 18x+ 27; x=3i,x=-3i, x= —%
20, f(x)=x"+10x" +27x+18; x=1,x=-2,x=-9

Determina cudles de los valores propuestos son raices de los polinomios:
21 f) =2 - 13+ Tx+22; x= % |

22, fl=5¢- 177+ 13+ 15, x=2+i,x=-2-j,x= —g

23, f(x) =67+ 57— 19x— 10; x=—-1,x= g s _%

24, f)=x"- 4" +7¢ - 16x+ 12, x=-3,x=-1, x=2i, x=-2
25. f(x)=25"-100x"— 19x" + B2x— 24; x=4,x=1,x % x=—§
Encuentra el polinomio cuyas raices son:

26, x==-5,x=0,x=1

27 x=3,x=-3,x=—4

28, x= % x=4i, x=—4i

29, x= g x==2x=
30, x=4,x=-5,x=3-2i,x=3+2i

31, x=i,x==ix= = x= =

Encuentra el polinomic que cumpla con las siguientes caracteristicas:

32. Polinomio de tercer grado, con raiz en %,f(l}=lﬂ, f-1)=-4

33, Polinomio de tercer grado con rafz en 1, f(1} =0, f(0)=1

34, Polinomio que sea de cuarto grado, con raices, —1, i y —i, ademds f(3) = 40

b | La

35, Polinomio de cuarto grado con raices en =3, multiplicidad 2 en raiz 1y f{0)==3

36. Polinomio que sea de cuarto grado, multiplicidad 3 enla rafz 2 y fi-1) = -27
37. Polinomio de quinto grado con raices 1, =1 y f(-2) = 0, f(0) = - 2, fi2) =60
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Determina las raices de los siguientes polinomios:
38, flx)=x"-5c"-x+5

39. fix)=x"- 12+ 47x - 60

40, flx)=15¢" =53¢ =30x + 8

41, f(x) =20+ 132 +30x + 25

42, fix)=x'-ax’- 13"+ 42x

3. flx)=x'-x+10x - 16x-96

M4, fx)=6x"+x"—-20x" - 42x - 20

45, f()=2x"+13x"+ 198 + "+ 17x = 12

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Solucion a los ejercicios



AIGEBRA

I D, ¢ ¢

1.AuB={-3,-2,-1,0,1,2,4,6}

EJERCICIO 1

Lg ¢ 7.e 10. ¢

2.¢ 5.e 8¢ ¢

de 6.e 9. 12, ¢

EJERCICIO 2

1.R={xeN | xesdivisor de 10 }

2.4={2,3,4,56,7,8,9}

3.B= {4} 2.4nB={2}

4.C={xe N| xes divisor de 20 }

5. FP={-2,-1,0,1,2}
6.0={¢o0u}

7.7={2,3,45}

B.5=1{2,37}

9.U={xe N| xes unmiltiploded }
10, M= {2,10,50 }

EJERCICIO 3

1,3{31.3 3. A4'={3,456,7}

6
2. n(B)=1 7
3.n(5)=4 8.n(L)=4
4.n(R)=0 9
5.2(Q)== 10. (0} =12

EJERCICIO 4
1. Iguales
2. Equivalentes y disjuntos
3. Digjuntos
4, Disjuntos
5. Equivalentes
6. Equivalentes y disjuntos
7. Equivalentes y disjuntos
8. Digjuntos
9. Digjuntos

10. Iguales

EJERCICIO 5

1. 8 subconjuntos
2. 32 subconjuntos
3. 16 subconjuntos

«{{}a}{p}{e}{ap} a0} {po}{wno}}
{{Mal{} el s} ac}{acl{ar}

s {aeh{as} e {maeh{acs ) {aer),
{eer}{acer}} 6.B-A={4,6}
{ {121} {6} {12 {r3] {16},

6. {23}{z6}.{36}{123}.{1.2.6} {136}
{236}.{1236}}

T{{ M sM{ o} {13} {ro] {30} {139} }

s {{1{5}{6) {7} {5.6}{57) {7} 567])
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Esercicio 7
1. 4uB={012346812}
2.BuC={01,2345612}
3.cuD={0123456}
4 DuB={12345612}
5. 4nB={246}
6.4nD={46}
7.CnE={012345}

8. Bnl:‘-{l,l,:!-.-i]

9. 4'={13,57.9,10]1112,13,14,15,16,17,18 }
10. 5 ={0,5,7,8,9,10,11,13,14,15 16,17,18 }
11, ¢ ={67,8,9,1011,12,13,14,1516,17,18 }

12.0'={01,2,7,8,9,1011,12,13,14,1516,17,18 }

13.4-5={08}
14.c-p={01,2}
15. E-B={057389}
16, B- A -{1,3,11}

17. 4~ B={1312}

18. AU B’ ={02,4567,8,910,111314,1516,17,18 }
19. 5 n ' ={10,11,13,1415,16,17,18 }

20. 4 - G={13,57,9,10,1113,1517}

21, (4w By = {57,9101113,14,15,16,17,18 }

22.(4n By ={01,3,57,89,10,11,12,13,14,15,16,17,18 }

23.(AuF)nc={024}

24 Bu(F- 6)={1,23,4,6,121517}

25.(F- Q) nE'={1517}

26.(FnGyuD={3456141618}
27.E n(duGy={12,14,1618}

28.(EUF) (4 G)={02,4,6814,16,18}

29.(CUE)n(FuG)={ }=¢

0. (BuDUFN G ={12345612141618]
3. (BuDy -(Eu GY={07,89141618}

R (LN FY)-(FnF)= { 57.9,14,15 ,16,1‘.?',18}
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Solucian a los ejercicios

A'nB*




A B
c
Fnd-0)
A B
C
UuONE-0)
A B

c

(AnBUBENC)

11,

@-BuBAC)Y

12
i) B
c
AUB)-{'uC)
EJERCICIO 9

1. A4uB={0123457}

2. AnB={23}

416



Solucian a los ejercicios

4 4nF={689}

9.(4- Byuc'={01,23567859}

6.(4uBuCY={69} 11. (4-BY n(B-CY={25689}

7. -B)nC={5}

EJERCICIO 10

d) 101 personas
B) 158 personas
€} 100 personas
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AIGEBRA

2,
a) 52 nifios
5)73 nifics
¢) 100 nifios
d) 32 nifios

kX

u G a) B personas

) 5 personas
¢} 10 petsonas

()| premme
(NN | st

)36 personas

4.
U w T d) 5 personas
B) 15 personas
A c) 55 personas
EI d} 31 personas
S
i

u Ch F a) 50 nifios

b) 13 nifios
A £) 20 nifios
I d} 16 nifhos

EJERCICIO 12

1. “Espafia estd en Europa y Japdn estd en Asia”
“Espafia estd en Europa o Japin esth en Asia”
“Espafia no estd en Europa™

“Japin no estd en Asia”

“5i Espafia estd en Europa, entonces Japin estd en Asia”
“Espafia est en Europa, si ¥ $6lo si Japdn esth en Asia”
“Espafia no esti en Europa y Japon estd en Asia”

“Espafia estd en Europa o Japon no esth en Asia®

“No es verdad que Espafia estd en Europa o Japon estd en Asia”
"No es verdad que Espafia estd en Europa y Japbn estd en Asia”

Swew e m s ow

Eiercicio 13

lLank
2. an~b
3. ~a v ~b
4 bva
S, ~anb
6. ~anrh)

EJERCICIO 14

1. ~a = "Espafia no esth en Europa y 6 no es niimero par”
2, ~b = "Los perros no ladran o 12 no es miiltiplo de 3"
3. ~c="5 no es nlimero par o es mltiplo de 157

4, ~d= "7 es primo y no es divisor de 21"

5. ~¢= "6 es nlimero impar o el tucdn es un ave”

EJERCICIO 15
LE

Conversa:

“Si 3 no es par, entonoes es divisor de 67
Contrapositiva;

“81 3 es par, entonces no es divisor de 6°
Inversa:

813 no es divisor de 6, entonces es par”

2
Conversa:

“51 x es divisor de 25, entonces es miltiplo de 57
Contrapositiva:

“S1 x no es divisor de 15, entonces no es miltiplo de 5°
Inversa:

“8i x no es miiltiplo de 5, entonces no es divisor de 257

LS

Conversa;

“Si un tridngulo no es un cuadrilitero, entonces es un poligono”
Conirapositiva:

“Si un tridngulo es un cuadrilitero, entonces no es un poligono”
Inversa;

“S1 un tridngulo no s un poligono, entonces es un cuadrilitero”

4,
Conversa:

“Sila Luna es un satélite, entonces Marte no es un planeta”
Contrapositiva:

“5Si la Luna no es un sattlite, entonoes Marte es un planeta”
Inversa:

“Si Marte es un planeta, entonces la Luna no es un satélite”

418



5.
Conversa:
“8i 17 no es miltiplo de 50, entonces s nlimero prima”
Contrapositiva:
“8i 17 es miltiplo de 50, entonoes no s nimer) primo”
Inversa:

“8i 17 no es niimero primo, entances es miiltiplo de 507

EJERCICIO 16
1.{2468}
N
Xes
par
1.{2,4}
N
X es pa
menar

3.{1,23,4,5,67.9,121518...}

N

4.{2.3456738}

Solucian a los ejercicios

Nikmeros reales

T.~g="x4 7", xeN

~g="x= 7" xeN

.

B ~h="smoesparyx B xelN
~h="snpesparyx2 8", xeN

N

X es

9 ~i="rddoxnoespar”; xeN

~i="y<d4oxnoespar”, xe N

N

10. ~f="x4 50 xn0 es primo”; x e N
~j="x>50xn0es primo”; xe N

N
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AIGEBRA

EJERCICIO 17

3. Verdadero 6. Verdadero

4, Verdadero

2, Falso 3. Falso

1, Falso

EErcicio 18

~p=~q

Ev g)a ~(p=tq)

~q

g | -Pva=>—

=g

~({p=q)

PA p=g)=p

g | v | ~pve

P

BY ~q

plaglpve | P=q

g |p=q | prlp=gq)

P

PA0=~pY 9

el ]

BASY

~pvaq)

. |
I

Pla|pagipvg| PAg Y g

g|p=q|g=p | p=qvig=p)

r

pla|-p | |Pr~g|PVy

11.

~gen | pvi~gen

- | ~4

r

J NI

¥

cl P

Flrlrs

v gapvn

PY g | pv¥r

F

7

f

P
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Esercicio 19
1 ax 8={(12)0.4)(22).(24).(42).(24}
, Axe={(13(13).(16).(23).
C O (29)2663.65).69)
3. xC={(23),2.5).2.6).4.9)(43).{46)}
& =] (22)02),2.3) (1), (42) (43}
5.cxB={(32). (1) (5 2).(54).(62)(6.4))
Ax(BxC)={(1,2,3) (1.2,5) [1,2.6),{1.4.3).(1.45).(1.4.6)
6. (22.3).22.5).(2.2.6).(24.3) (2.4,5),(2 46)
(3.2.3).(3.2.5).(3.2.6).(3.4.3),(3.4.5).(3.4.6)}

(ax B)x c={(12.3) {1.2.5).(12.6).01.4.3).01.4,5).(1.4.6)
7 (223),223).(226) (343 {243). (249

8.(4UB)x(4nc)={(13),(2.3).(3.3).(43)}

9.(4- B)x c={(1,3) (15) (1.6),(3.3).(3.5).(3.6) }

10.(4-C)x(4nc)={(13

).(23)}

(3.2,3),(3.2.5).(3.2.6),(3.4.3),(3.4.5).(3.4.6) }

Esercicio 20
1. -5x 10. 2# 19. &% —ab®
2.134% 11.-%4’.& 20, &K ¢ - 2d° b
3, -100° 12,0 21,74 -104% + 8
40 13.0355-2%5 22, -8ne® + don 4 508
5. 1048 14, -2ab’c 23, 25204 4 gpled
6. —Ba 15, =3m*™? 24, 9a™5 4 ™
7. - 16. =3x + 3y 25, -—.:2 + 3ab
17 oo AT ai
8, Bab 17.5 26, —— 2" - p
6 20
9, -a? 18, ~11m—8n 27 %:-ay
Elercicio 21
1 7 5
1. -1 10, — 16, = 21, =
25 36 3 12
49
33 1§ W 17. 2 2, @5_.
4.1 L i 16
514 12,31 18, —
12 1
7 23, -—
6-;5 13, =— 156
19, -=
7.-2 14,24 .42
8 -6
9,24 1,108 0, -2 g5, 3
8 64 2

Solucian a los ejercicios

Esercicio 22
1.x2-3
2 3a+8
o=
F
4. 100-x
S.oxx+l
6. 24, 2a+2, 2o+ dconaeZ

'.'I',(x-l- sz
B.x* & 3
1
g9 =
X
10. Yx=-y
11. \.': + \.'IE

12, 5x=10
a+ b

6

4. zn(zx +ZJ+(2:+4J-3(2::]+ i_{zn--l]
15. 25(10) + y=21y

1
16. zxyz- 4
17,{“5)2-49
18, 4= 2*
19,?-2(3.:+a)-2{4.=]-3.:
20.:+l:x+3:]+l::+5]-P
21, x=015x=085x
. 50-2x
23 x80-x
M 2x+], 2x+3, 2x+SconxeZ
25, A= x(3x-3)
6. x=10

X

H, ).“‘ - E
28, x2x 1807 = 3x
29.0.30x
30 2r+d
3, 3;4-3(;4-1]-1.10

3 x
0. w=3(x-1)+7

EErcICIO 23

1. Un niimero aumentado én tres unidades,

2. El doble de un nimero disminuido en once unidades.

3. El triple del cuadrado de un niimero.

4, Las cinco sextas partes de un niimero cualquiera,

5. El reciproco de un niimero,

6. El cuadrado de la suma de dos cantidades diferentes.

7. La suma de los cubos de dos alimeros,

8. El cociente de un niimero entre su consecutivo,

9. El quintuplo de un mimero equivale a treinta unidades.

10, El triple de un nirmero disminuido en dos unidades equivale a veinticinco,

421



AIGEBRA

11. Las tres cuartas partes de un nfimero aumentado en dos unidadesequivalen Ejepcicio 25

adicho nimmero.

12. Una sexta parte de la diferencia de dos cantidades aumentada en tres uni-

dades equivale a la suma de dichos niimeros.

13. El cociente de dos niimeros equivale a un quinto de su diferencia,
14, La diferencia de los cuadrados de dos cantidades.
15, La diferencia del cuadrado de un niimero con el doble del mismo,

16. El cuadrado de la semisuma de dos cantidades,

17. La raiz cuadrada del cociente dela suma de los niimeros entre la diferencia

de ellos.

18, La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos,

EJERCICIO 24
1.10x=5y-=z

2, -3m-n-2

3. 3a-b

4, =Tp+ g =Tr

5,557 #10x+2

6. -2 + %" -5

I oy
B.a'-2x

9.55° -3y* =3y-1
10. 28* + 7 =72 -1

11, =95 & 3y =117
2.2 4x' = 4 62" = 3x=2
13, =233y - o7yt - 100°
14 4t - nt -4yt

15. ~4a” +3a° +6a* —a® +7a

™

7l Bg Ty
24

1 3 17
19 —5? it i
9,3:‘ -I-,;‘z x y

4]
5,13 4 3 32 Sa23 3 4 295
DI WY T 6
1 1 1 1
g la s 1a 1 1
65" +4ﬂ' 3:1' 4.!'1'4
2. 3a™ + 24 +a*
23, %% 4 072
7 1 7
M -k s =0 +=b
B° "6 %
2

25, Sl st g Lo
3 12 3

1.-34 + 2a-5

2.5 =5 —10x +11

3. 54" + da’ = 7a* +24* =92 -1
4.15x%y =174y - 59

5. -a’h - 42 - 24°* + 5ab° -1
6, =" — 13 - o w120
7.0 62 — 5a"% 4 g}

g0+ 2o 18,5
4 3 3

sz"nq.;!m’n --im:n - 2mn*
10. - :I:“-I-E.r’y yz--y
11 =3x+Ty+5

12, 2a -2

13,182 ~18x" # 5x +1

14, 2% =2a® - a+5

15, 47y =627 5" + 12757

16, dm™" # 2o e =30 = dm*?

17. 156" 4 44" - 50" 4 3" - 84" + 5" 7%

18, lm-l.u-—p
1
IP.EXS-E:;J-+—:J-1-£J-3

2, - pe B2 15 38, 1 2
2 4 4 2

EJERCICIO 26
1L8s+y 719 & dx =12y
2. -11a+ 3+ 2e 8 -2x-20y
3.-23x+ 3y 9,-5x=2y+18z
4.23m -14n 10.=5x + 5y -8z
5. -12a+ 2 1. 24-2p

10
6, =18x+ Ty 12, E:-I-:—:
EJERCICIO 27
1. =155 7. -5ty
2.24x% 2 8, a'hc
3. -144° 8" 9.m'% p
4, -—ng5 10,%.:’.5'3:’
5. 50m" p* 11.-%:’;-’:‘
6. -3¢ 1105 12, =27

422



13.0.1mPnp® 22, -56a°y52*
14, 0.048aboxyz 23, 30xyz
15, =10a™ 2532 24, 484"y
16, —42a* 24043 25, gdlzb’:‘
17, =363 3 26. -% 5
18. 6),5:-&},9:!-5 27. Mﬂdbjﬂiﬂmz
19, 1 Sa-2g2e01 xad 28 _lz-inzykrl
4 12
20, =2x™'y 29, 4ytet yfel
21, -30a°8%¢ 30, 06248 w3yt
EJERCICIO 28
1.8a°8 - 14d'

2. =15m" +9m® ~18m" + 9m
xty-7ly- 2y
. =6a’h+ 21a°5" = 2408
. 4a*b* - 28070° +16a°F
 =35xTp42? #1550 %2 + 2007 220
. 40ming® - 24m’ g + 48’
=124 + 218%c? + Gac”
9, Eﬂ(.’.ﬂk.l . h“:n:“‘ + hn!ﬂhol
10, =14x™% 125" 4 162" + 182" —4x™
11, Qg™ ipindl g gpphaslpind o g tutlylesd
12, =255 1 4 10x5 e Pt 4 gy et gfusd
13, =129 2043 g 120 4557 - gt f
10l Lo 2

3 i |

G =) & n e ta

4

15,1'5}-1-35!“)2 -E’;J"‘

16. 2 a7t - B e 2 oysc - L e
25 5 25 20

17, —agtmstgtm 4 +%ﬂ.-.ﬁc..¢

18, =3 4 ™2 %x""

19, 28 gmwigsust; 4 16 jmpsuss
3 5

N.-%nﬁ“’u"’" + miﬂdﬂiﬁi + ?Ms‘ﬂi

Eiercicio 29
L5 =5x-14
2miem=T2
3.5 =5x+6
4.3 4192+ 28
5. 627 =11x=10
6. 25x" —16

Solucian a los ejercicios

11,— -—zy y’

12, 5 - 3atye 3t - 58
13_2'31-3;‘2_)'1-.31:)'21-)'3

4. m* 4o

15.:!!3—#3

16. 15x° =222y =13° +145°

17. =27 + 5146 + 40ab” - 285°

18, 4a° - 22* - 6a® #11a-4

19.152° =20x* = 92" + 12¢% - 18x + 24
0 5 =3 +3x =1

u,%a’-f—;a’h %dﬁ’- Ea’
m,mz’-%;ﬁ%gﬂ-%y’
:a.-m;’_ofﬁ;ﬂu,,,z -%,ﬁ
M~y — e 4

255" +b™

26, 27™5 4 2™ L30T L g 2T gt
27, 57 4 4?0 g P _gyte

28. 62" - 31 +43x% - 65 -8

29, -18x* - 25x" - 14x-9

0. 40y -6ty —247 Y —125°

3N.m® =2mp-a® + p*

32, <2 + Swom —mp = 3n* = np + 10g”
B -8 k-

M2 -2 —xt rart —dxe2

35, 3% -1 + 2067 - Tx - §

36, —atH 4 2 ARy P

37, 22770 & T g el g g (Bl
38, & - 20°8® - 4a7b* + Tab® - 28"

3. m™? = 2 + 8™ = 3m™?

40, 30! & 342 = 312 S 234700 4 353
41 m® 2 = 2t = 3P 4 2m? = =1

1455 17 55 3
-nz’-l- x’ ‘2-181

43 g%, 24:2“2 P P
4. a7 5 gt P gt _

423
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Esercicio 30
1.34'% 13, =g**2pred et
2. -6a* 14, ?:H el Amel
3 22°5 15.1
7
4, —4ptqt 16. —ac’
Py =
5. -%°p 17. %a
6. 5a%° 18, -4’
1 7
7. —-a 19, —a"'p"2
3 4 6
8. -2a% 20,104
3 9
9. % F 21, -9'p
0. Lot n -lap
4 2
11, =247 %3 2324
12, 5a"-S2e1 24 2 et gpe
8
EJERCICIO 31
1.x+2
2, 2x+1
3 =5x+1y
4.2 -x+1
5.2 #3x-4
6. =2:% & gxz +3x

7.9 —Smn® 41
8, u‘bhw’b-lsa’
9. dx”yF = Ta7y? =1

lﬂ.la-ﬁ
2

1 1 1
0. —a% - —ab® -4
30 24 &
2 -lase sty -2
3 9

13, 3 xﬁy" - %x’yz +55°

5 10 5
PRI L SRS I S
% 7 ¥ Y

15. -sl_a‘ys +%x‘y‘ -%x’y’ +%ay2

16. 24 122*B"c" = 16a™ B

7. 20 -ty

18, 4™ #2343 2meTglm-6 _ o mslgm-l
19, 2gim-bpnaid o g Smdga-d -Ed"'zb"h

20, 955025 4 2201 102 _ g 2o o3 o3

EsErcicio 32
1Lx+2

2 x+1

3 x4+ dy
4 x+3

3. x=6

6. x+6

T.m=dn
g x-10y
9.4 -6
10.m +4
1.5 +2
12,557
13.3x =7
M 4n-3
15. 5a=7

16. 22 + 36

17. Tm-3
18. 3a+ 4b
19, Tm=3n

0, 3x -2y
21, 3’ - 5

22, 3m" +5

23, 5m’ =6

. 5m =3m -2
25, 357 +7x -6
26, 24 -7

277. 2 4 ay+ ¥
Elercicio 33
168 —t+6

2. 9% 22+ 4400
3.5 # Gy + ¥
4,159 +14y+3
5.0z =Txy-6y"

6.12%° —Bw’ —13w -3

424

28, 4x" - 62y + 97

29, x* + 227" & 4y?

3D_¢3+¢2+a

3. x-4

32,25  # ayw 397

33. 3% 422

34,37 -x 41

35.2x% - 3x -1

36.2x% - 3x -5

37.44% -6a -7

38. 62" -3x-4

39,75 +x-4

40,5 -9x -3

41, 4% + 3x -1

42.54° - 3°b - 6ab® - 28°

43.4x -6x* -7x® -8y  -3x 42
5 1

44 —a+—b
3 2

1
45 dx =~
x 5)'

46 am-La
3

51 ™2 4 3 - 2

52, m**? & 2! -

53, =5m™™*? & ! 4 3m*
54, g el _gome o mel

T dx+y
BatsrteTt-2
9.40x" +36x+8
10. 9% -1

11,155 +4x =3

12, 05" =3x-9



Esercicio 34

1. 5+ 16x+ 64
2. #f = 20m + 100
3d-6at?
47+ 2+1
5. % 10y + 25
6. p - 12p+ 36
7.1-26+8
8. 5= 10x+ 25
9 4+dn+ o’
10. 16 - 8+
11. 5 + 18y + 81
12. 57— 24x+ 144
13, 77 + 30p + 225
14 42 - da+ 1

25 5 1
ls_ﬁxz—gx-l-a
16. 9% — 6ax + 1
17. nef + 16amn + 64d*
18. 4%% - 4245+ 95
19. 4% + 120y + 97
202+ 0.4x + 0.04
21, 165 + 4047y + 2547
22, 81a%- 18270+ &°F
23, 36m’n" + 36m’n'p + 9m"
24 - 258 + B

3 9
A== S
25 21y+16,;2y’

1
L —r = 4
2616 1)"-} y‘
4 1 1
o 16y

28, 9+% + 2447+ 1651

29, 254" - by + 9"
30. m" + 24m’y + 1498
31,94 - 54 + B1y?

32 4™ 24 + B

33, 9,507104 3l Sl 1y g et
34, S 2 o 6,3 4 1659

35,94 + 34" + -1_1 oy
36,18 g2 L ey, 2 2
23 5 4

37. 0,360 — 0,60 " + 0.25n°
38. 36544 60x™ =2 y P 4 25yPE
39.0.0'9::"—0_43;;‘}?"-} 0_64.’#'2

23 ba-s 2 132 , 36 2.6a
-!D.—xﬁ -I-d.l'a! 3 E Rt
5 s 25.»/’

L2y

n +3aFr yF g gyles

rﬁu dexﬁyunl 58;y2¢.2
T e e IR
3.2+ 57497+ Ly + Gzt 12
44,94+ 47— 120y + Gx-dy + 1
45. 4 + 3667+ 258 + 12ab- 10ac - 60k

41,

42,

46. d*+ 10a%+ 334" + 404+ 16

47, d*+ 6a* + 507 - 120+ 4

Aeddr ettt ]

A Dyt P —da-dy+ 4

. da= 12ab+ 98 + da=Gb+ 1

160" + 2567 + 4 A0mn+ Bemp + 10mp
ot 4t 1412 -6 - 97

la2+lﬁ?+3+m+ldﬁ+§k
4 9 3 3

U BEEeR

1

54,5.?

Ao 1oodd Al
P = e

56, 4 B + &= 240 + 2a'F - 207

57. M+ o ad o a4 4 4 2

5.

EJErcCIiCIO 35
1.4-9

-1
#-4
64
255
Bl-d
-

PP =2

9," - 257
160 = 8147
4’ -9
60—

. G — 64
2587 - 162
81278 - M
9% = *g 1°
il
5 4
A
36 4

lz:zlz
grr

FLEEGREFESomuomaws

B 9

B

Y J

100
“:h-i_bﬁx
ﬂyﬁ-ﬂulﬁx&
&+ Jab+ b= 2
& -5+ 2c- 2
o = '~ dnp~
P+ 2+ -9
1632‘9);"' 6}!—3
J."-I- ff—l—y‘
ol =t = 20 =
4+ 200y + 257 - 97
A+ day+ 4 -1

SHUNNRERNENE B

=4
|
g
I
|
g

&

425

Solucion a los ejercicios



AIGEBRA

3. &+ Jab+ B =& = 2ad- 4
35.:\;1-12-'-:2—-.721-2;'-1

37. of = 10m+ 25 = dor” + 12np = 97
B -ty + P -F+ 8- 16

39, &7+ 122y + 97 - 168 + 562 49
40, ¥ - 2y + 37— 97— 30225

EJERCICIO 36
1x"-3x-40 21.f-6'-72
2.0 + 3m=28 2489 =2
3,57 122+ 20 23 4= 7a*+ 10
4.2%=11x+ 30 24, Fim-2y gm-1_ 35
5.7+ 105+ 24 25, a'sf + 3550 + 28
6. +n-12 26. 945 — 9™y _ 2By
7.7 0x+ 8 27, 8=yl
279

1 1 1
2t Ga-2 e ——m——
B a’-6a-127 239 ™3
9. 4= 3x=10 29221, 5

16° 327 48
10. v + Sm-24 30.1’2)'2-% +;—Z

9 9 2
11, - 4x-24 1= ===

5 %775
12. 9 + 6m-24 280,100 1y

257 10 12
13, 365" - 6x— 12 33,074 2ab+ B4 Tat To+ 12
14. 16+ - 28x+ 10 34, o’ - dab+ 47 + Ga— 120+ 5
15.2- 95+ 94 35. 4 = 2ay + F - daz+ dyz- 217
16. 255 + 50x+ 24 36. 4 + day+ 3+ Zx+ -2
17. 4 - 2x- 4257 37 i + 2t 4+ o + Ao+ da - 45
18, 25 - 35x- 18+ 38, "B+ 3 — dac- B
19, #'- 4 - 60 9.4 -6 - 4f = d+ 1y
20, mf - 120+ 32 40, a*+ & - 258+ 2ac
Eercicio 37

1Lx' -3+ 3x-1

2. m + 180 + 108m + 216
356+ 12x-8

4. a*+ 304 + 300a+ 1 000

5,00 =21 + 147n— 343

6.5+ 97 + 27+ 27

T.1=3x+ 3 -5

8. 1000 - 300m + 30nf —

9.8+ +12° +ex + 1

10. 274° - 1084" + 1440 — 64

11, 8 + 3627+ 54x + 27

12. 1 = 12m+ 48nf - 64nt*

13. 275" - 1087y + 1440 - 647

14, 125m° + 150m*" + 60nn'® + 84"
15, 27475 - 54824 + 362y - 82

16. 644" + 962y + 48P + By

17, 27m' - 108m" 'n+ 144m"%" — 64 m®n®

18, 2 + 5° -|-al-:r-|--L
3 7

wae-desd, 1
2 4 B

Boas 1. 1. 1

270 T3 T8 T

2?:3 xxz 16 64
,— o — R Tl e
T ey B o
12 228 8y
57 716" T Y T

1 2 1 4
EJ.J +3:By+xyz+f

0.

21

n,

23,

24, 8457 - 3620y ! 4 S eI gyin?

EJErciclo 38
1L.A4+4-2

2. m' - 65m’+ 64

3, 81¥* = 1624° - 99x* + 180x+ 100
4,625+~ 1 800+ + 1 296

5. = 12m* + 48m" - 64

6.2~ 727+ 129

7. 1 = 36" + B4* - 49

8. Ild._z:ﬂy-l_'_yi

9, 16m* = dom* = 200 - 148m- 48
0. 6561 — 1 296"

11, %= 414 + 400
1 16 g6 & 504 L}.ﬂ
81 225 625

13, 256:° - 32!y 4 °
14.m'-m’—2m-1
15205

16. m® — 12m* + 48m® — 64
17, 5= 2oyt + oF

18.5° - 104+ 9

19, " — 11 - B0

20, n' - 48n* + 768" - 4 096

EJERCICIO 39

1. afa+1)

2. & HE-2)
3.d@+a-1)

4. 6:%3x+ 5)

5. 1274 - x- 24%)

6. 555 + 70 = 98")
7. 1la(x= 1ax+ 3a%)
8. 3ab(3d" — 4ab’ + 5b- 6a’F)
9. 3(37 + 2x+ 1)

10. 2% - 2x+ 3)

11, Gax=y= 1)

12, 142707 - 2x+ &%)
13 17424 + 3ay - 47)

EJERCICIO 40

1. (m+ s){m + %)
2.6+ 1)(3x-1)

I ix+yNa=-B)

4. (y- 342"~ 1)
5. (a= 2E)m— 3a)
6. (& - 3B dx - 55)
7. (= 3n)e +p7)
B (Sm+ nz)(mn-lpz)
9. (3a-25)y'+ 1)
10. (2m+ 3n)x*+ 5)

426

14, 55m(ifx+ 2% - 4y%)

15, 5x%(54° - 2% + 3x- 1)

16, 3a(3a - 45 + 54 - 85

17. 1201 + 201 = 30t + dnf' 1)
18, B3 + 6ab - 548 + 84'F + 44'bY
19. By - ¥ =3 -5

20. 50abo(2al’ - 3bc+ B - 49
21, 314 3(Baxy - 27y = 4)

22, 2a(3x= 1f(x+ 3)

23, 3(x+ 12 -2)

24, x{x+ 2)(x- 1)

25, d'(2x- 5)(2x- 3)

26. (2= 1)(3 =29

1L, (b= O + mY)

12, (x+ 3= 5)

13, (b= 3m)( 3z=¥)

14. (@ + a+ 1)

15. (1= 3™ 2a + 1}

16. (3x- Nix* + 1)

17. (1 - da)B- 1)

18. (3m + 2)(6m’ - 5)

19, (= + my)xy - ms)

20, (Pt + mln)pt® + mof')



Esercicio 41

L (x- Dix+ 1)

2. (4 TNx-T)
3.(9-2+9)

4, (4x- 3)dx+ 3

5. (@ + P)a-Ba+ b
6. (F + B)' - B)

7. 85 - 245 + 24

8. (6x=1)(6x+ )

9.(2-52(5x+ D
10. (24" - 3bc)(2d" + 3bc)
11, (x* + 6)x* - 6)

12. (4B + YA B

o)

EJERCICIO 42

L (a+ 4y
2. (m-5y
3. -4y
4, (x- 3¢
5 (x+6F

6. (3a-5)

7.(11c-6)

8, (da+ 381
9. (2a- 58"
10. (3a + 5

11, (2a- 38

12. (124 = 1F

17.

16. [ﬁ ][:-_][n%]
[7:: ][m]
e

19, (a2 - 3% J[a*? + 3
-t

2. (1-#)(1+ #)

o i )

23. (a4 -7y J{ax* +75*)

24, (x+ y=d)}x-y+ 2)
25, (2x+ ¥+ )=y 4)
26, (x=dy=1)(x+ 4y-1)
27.(3x- 1)}9x=T)

28, (3x + 2)5x + 6y)
29, 4(Tx- 9135 6)

30, 3 @x- 2)5x+ 6)

13, (104" = 38F 25, (2m = n+ 37
14, (" + 68 2. (5a- B
15, (94 + 11) 27. 4
16, (7 - Say’y' 2. (3a- B
17. (204 + 1) 29, (b - m)
18, (4 + 97 (vzh ]2
2
19, [E'z] 31,{\.":“1]
3 z
[5?” 32 .:2-5]
1 )
21,[::’ i] 33, Z»f:!]
5., 1 L Y
L P i
32,[&5 5] 3 [4x l]
1y ! *
23 [w-“;] 35. | m3 +1]

24, [3a+ 3x=2*

Esercicio 43

1.(x+ 2)x+ 1)

2. (m— 6)(m-5)

3 (n-4)n-3)

4.(y=-8)y-T

5. (x+ 6)x+ 1)

6. (x+ 4)(x+ 3)

7. {a+ 6)a+ 4

B, (B-5)b-2)

9 (m—5)}m-4)
10, (y+ 3Ny + 1)
11, (x - d)(x- 1}

12, (n+ 40n+2)

13, (a- 18}a + 2)

14, (3 + 6)y=5)

15, (x= 9)x+ 2)

16, (x = 105)x = 83)
17. (a - 10B)a + 5B)
18, (= 10m)(m + 3n)

19, (x + 8- Ty)

20. (m* + A)m— L)+ 1)

2. (y= 2+ 26*-2)

22, (4 4)(n- A)(n-(n+ 2)

23, (a- 6)a+ 6)a— L)a+ 1)

M. (P = 10)F+9)
25 (ab+ 4)(ab-3)
26, (Sy+ T)5y+ 6)
27.6*- 16"+ 2)
28, (m — Tu)(m+ 3n)
29.(5 - X1 + B
30, &+ 5K -4)

EiERCICIO 44

1. (Sm=2)m+ 3)

2. (3a+ 1)a-2)

3.3+ 2)2y+ 1)

4. (2x-1}x+2)

5. (dn+ 3+ 3)

6. (4 + 1)(5x-1)

T ATa+ S¥a=T)

B v+ 2 2y+ 1)

9 (dx+ 1)(5x+ 2)
10, (3 + 2)(5m—6)
11. (Z=+ 5)(10z- 3)
12. (b+ 10)(26+ 9)
13. (27 + 3)(3*-2)
14, (2o = TWTnf' + 2)
15, (3ab - 5H2ab+ 5)

427

Solucian a los ejercicios

3107 + 120007 - 59
32.(a=b+ 8)(a=b-3)
33 -1+ 9)
3, (n + 12) (= 11)
35, (- 18)(n - 16)
36, (y+ 25)(y-22)

37 (- 44)(c+ 22)

38, (a+ 21)a+ 12)
39 (x4 3N+ 11)
40, (t- 54)(t- 45)

41, (x+ B(3-5

42, (4-xYx+ 3)

43, (x+ 85 -2

44 (7 =x)x+ 6)

45, (8- 3a)(3x+ 2)
46, (2r+ 9)(1 = 29)

47. (7 - Ba)(8x+ 11)
48, (13 - 5x(5r + 11)

49.(x" -9)(+ -4)
50. (5 + 9)(2* -8

51.{;—’* +64]{y3’+1]

52 (4 + 2)1- 271+ 2714 47)

53.(9-5"2)(x™2 +5)

4. (x=Hx=-3)

55 2(x-9)2x+ 1)

56. (5x+y+ TN(5x + y-6)
57. 6a(6a-5)

S8, (x+ Iy + 11N2 - x- 33)
59, 4(dx+ (1 - %)

60. (x+ 3y)dy - x)

16. (3y + B)Y 5y~ 25)
17. (21— 3m)6n + Smi)
18. (3x+ 5)(6 - %

19. (45 + 53 - 289
20, (5x- 3yX6x+ T¥)
21, (24" + 5)(54" + 2)
22.(2a~ 156)3a + B)
23, (37 - 2)(-22-3)
24, (3 - 10)(10+" + 3)
25, (2= n)3m— 4n)
26. (2ax - Ty)3ax+ 5y)
27. (3a- 2B)8a + TE)
28 (g + D4y - 5)
29, (b - 3(5a"b+ 20
30, (m+ 10m)2m = 11n)



1
®
+

ba | a

e’
r———
oy
+
| -
N —

3
+

.
R e ’_\T R e
+
faa | =t | b
—_— =
] +
LT RE I S
e

10.(Jx +5)(2/x+3)
1. (33 - 2)(4x +1)

12, {5 Jx+ 4]{3«; - ?]

1 1 1 1
13. ) x2 -Syz][hz +y2]

" h%”][ax% -s]
5 ,;%ﬂ][.«,,%-l]

16, ({77 ~2)(E 7 4)

2 L 2 3
17.| 3% - 82 [l 4x% 4 552

2 2 2 2
18, 203 + 3y% || 4x3 =53

EJERCICIO 46

1 (Zx— 14"+ 2x + 1)

2. (x+ 3 - 3x+ 9)

3. (2x+ )45 = 2y + )

4. (3a- BX9a" + 3ab+ )

5. (24 + 30°N 4" - 6ab® + 95Y)

6. (4a— (164" + 362 + 81)

7. (8 - 3a")64 + 244" + 9%

8. (7 - 2"+ 247y + o)

9. (1 - Gm)1 + 6m+ 36m7)

10. (@ - 5)a’ + 5a + 25)

11, (3m + 490" = 12mn’ + 166°)
12, (7x= ByP)495° + 5607 + 641)

13. (& + 58" - 575 + 2589
4. (247 + 9)(as' - 184 + 81)
15. (3 + 7Y 9 = 21’ + 4945

I 12 L1 ‘3
16.] 2% +9° || 27 =2"9% +5°

1 L TS 11 1
17.| at = 284 [¢’+2w‘b'+4b2]

1 ] L3
18.| 52 +5y2 || x - Sx2y? +255°

19, (x* - y M2 4 x4 gl
20, (3y- A7 + 3+ Y

20, (x+ 36" = day + Ty)

22, (=2m)(27n + 18mor + 4n)
23, = (a+ 2BY 74 + 19ab+ 135%)

L (5x = y){74" #52y+1957)

M —
216

EJERCICIO 47

L (x+ ) - doy+160%)

2. (a=2)0d + 27 + 4" +B4 + 160 + 324+ 64)

3.(3 = 2481 + Sdx+364" + 2447 + 164%)

4.+ DE -SSP e —xe 1)

5. (= m)e® + w'sn + 0o + e + 1Y)

6. (x— ab)a® + Fab + AP + LEF 47 8B 42D + 2
T.(l-afl +a+a*+a +a"

8. G+ 5 - 5% 42577 - 1250+ 625)

9 x-DEF+ M+ e S et el e ae])

10, (x+ 2)(° = 247 + 44 — B + 162* - 322° + 6447 — 128x + 256)

EJERCICIO 48

1. (m+ 2+ 1)m = 2n+ 1)
2. (y+z=Iy=-2=3)

. (x=y+ 5)x+ y=-5)

4. ==+ 1 + 3)

5. (7nf = Sm+ 3n)Tm® + Sm= 3m)

6. (m+a-x-3Im+a+x+3)
TAl=a=3m)1+a+ 3m)

B.im=—n+ 1)}{m+n+3)
9.(1-y+BXL+y-8

10. (5p + m+ 1{5p—-m—-1)

11.(m=n+ 2)(m+ n+ 10)

12. (x+ y+ da+ 35)x+ y - da - 3)
1B.(10 - 3y + m—ag)10 - 3y— m + ap)
14, (a+ 56+ m+ 3n)(a+ Sb—m=3n)

15. (Zm— Tn— 3a— 5E)(2m - Tn+ 3a+ 55)

EJERCICIO 49

1. (x=2)x-1)
2 (x=5)x+4)

3. (m=5)m - 2)

4. (x= B)x+ 6)

5. (a- 10)a + 4)

6. (n+ 9)(n—6)

7. (3x+ 4)x+ 2)
8. (3m+ 2}2m + 1)

428



9. (3a-4)a+1)
10. (3x+ 4)(2x- 3)

11.(7F+n+ 1) =n+1)

12, (@ =20= 1)@ + 2-1)

13, (i = 208 o + AN + 2odPn® + o™y
14, (5 + 5x— 10)(+" - 5x- 10)

15. (8"~ 6a + TH84" + 6a+ T)

16, (75 - ab+ 11)(@F + ab + 11)

17. (6m” = Sron = Tof W6nd' + Smn = )
18. (¥ + g+ PP -+ )

19. (" - ab - 3™Ya" + ab - 3F)

20, (2m + Sen'e = T Y2~ St - Ty

EJErCICIO 50

L. sfx - T)x + 4)

2. 3a-2)a+ 1)

3, 3m{m- 1){m+ 1)

4,07+ -2y + 2)

5. (m=1Y(m+ 1)

6. a(2x+ 1)}(3x-2)

7. 3+ Dix=1)

8. 2a(Zc+ 1)(2x= 1)

9, ol + 2)(a-1)a+ 1)

10, (2 + m)(2 = m)}4 = Zm+ nY4 + 2m + )
11, (x= 4)x - I)x + Ox+ 3)

12, (a- b} - ab + B)a+ B

13, ald® + B%a® + B*)a + B)a = B)
14, ax+ 1)

15. (@ + 2} + Ja+ 9)a-3)

16. (a+ Ia- 1){d" —a+ 1)

17. dnf(y= 1A + 3+ 1)

18, 3mm(p- 2)(p + 3)

19, (4 + a)(4 - a)16 + &)

20, (a=b)d* + B + F)a+ B)
20, 2(2%4+ 1)(2x- 1)+ 1)

22, Smixy+ 2}y - 1)y + 1)

23, (a+ 3a=3Na" + Ja+ 9a" = 3a+ 9)
24, x(x- y)x+ )07 + 2y + ) —xy+ 57
25, (a= 1y (a= B)a + B)

26. 44 - a+ I +a+ 1)

27, (m= Di(m+ 2)m - 2)

28, Wy + Z)(y+ 6)y- 2y~ 6)
29. mim® + 1){m- )m + 1)

30. —mf(3m - 3)*

EsErcicio 51
L@-12@E+1)

2, (w= L){w+ 1}w+ 2)

3 = 3=-2ix+ 1)

4, (x=4)x+ 2)Nx+3)

5. (r= 1)(2x- 2x+ 3)

6. (m+ 2)(nf + 1)

T o0+ D3y+ 202y - 3)

8. (@=Ma= et a+ 3)
9. (= &)x+ 5)3x+ 1)

10, (m+ S)m+ )" = Im+ T)
11, (= 2F (n + 17

12, (x= 2 (x+ 1)x=1)

13, (x= 1P (x+ 2)x-3)

Solucion a los ejercicios

4. (x= 3)x = Dix- Li(x + 1F

15, (@ - 6)a+ 2)a+ S)Ha' —a+ 3)

16. (x= 3)x = Z)x+ L)x+ 2)2x= 1)

17, (r= 3)x = 2)c— L + 2x+ 4)

18, (¥ = 2)x - L)x+ IW2x- 132+ 5)

19, (n=3)(n+ 3)(n=2)n+ 2)(n- )n + 1)
2. (- 5)xr= e+ 1 )20+ T+ 1)

EJerciciO 52
MCD mem
1. 77 210474
2. 24m’y 1440m*y*
3, 2y 4057
4, 13abc 156 a'H*
5. 15mn’* 2 100 +2
6. 11" 1325°%2 82
7. 6a%(x - 1) 360 o’(x - 13
B. 9(a=Bix+3) 135(a = B (x + 3)°
9.6 36002+ 11— T)ix + 8
10. 19a(1 + &) 228 a'(1+ BF
11. x4+ 1 ax+ 1)
12, m=1 (m=1){m+ 1){m’ + m+ 1)
13 m+n mzdﬂr-l- )
4. x-y (x- ) x+ )
15, %-2 Byl - Dx+ x+ 1)
16, -1 a(@3a- 1Y% + 3a+1)
17 m—-4 mim = &)+ 3)m + 2im - 5)
18. a(a-1) 12da-1)
19, 25+ 1 (2b+ 1366+ 13(h-3)
0. y-3 (=3} + 2)0p- Dy + 12y +3)
EJERCICIO 53
2y - =
1(1‘,"‘""“"E 11_M 21, 2=2
Jah Sx+y Ja+2
2_ 2‘125 lz_m 22_ 3‘
a =2 =3y W=z
5 443 13 Hon=n) 23 W32
2a m+n y=x
4,2’“2-6“-3 14__.:21-2::1-4 g4 21
5=3m x+ 4 l=p
| b |
5 A 152 Ay 25 -1
RS =3
5.2 m_y’-l-.’hyq-?x’ 26, X*1
x+ 2 y+lx x+3
xxly x=1 x=1
L _— 17. 27.—
7 ity 7 x=2 7 =4
g aEi 18, 222 28, 222
x+b &y y+2
grf__..% 19 1 29, ...‘.i.:..':.r...
n+l EX S y(yq-l:]
23y 20,274 50, 29l +4)
; Jxey " 2ab i a=3



AIGEBRA

Esercicio 54 13 X+ 16, X*6 " 1[:-5
L4x=3 -l 54 2 241 5 T x4+ dx+1 ’
" odx " Inm ‘n To2x ’ 1 dxt3 ' :‘{x-l-:!:]

" a6 i 19m -9 3y-5 8.5 "3x+d i 2x+1 zu'n-tl

i 4n 2y £ oedre 18 =3
T -9x+18 Ta-1
EJERCICIO 55
2 EJerCiCIO 57
7 55 —12x
20 o 2 2 s
3(x-2p 4x* x
Tx+9 or® +124° , o8 131
2, ox 15. . _— "1
(:.-21-1]; 3 3 14 x+11
5 W -7x-8 6. 4x 2 (2x+3)" x = Tx
T : 1 1 1 2
o 2 g2 3 x"=2x=-135
(3 -:1] {z ‘l] 4,&:’(11‘31-1]3 15.*'—""'—"-:2_3“
T e gy SR 5 4x+) T
3s-2P( 42 8 L
% 241 O b |
5_-% 13_L2 Caf 2x% 3
+h+2x+ 2 £
—0,2)2 *-9 &
(lﬁx‘ % J 2 x+9 13.“5
2k x?—3x-40 )
Bimr—— e bl x +6x+8
(x#b=1)(x-1) (x+4)(x+8)(x=-3) L 19. P S
4k g0, 2F +25" ~5x 434 g X =bx+5 20, "
(AT (= (-2)+) Zex-n2 742
2 =1lx+30 21 &+ ab
2h + i TR 3% - 14x 4+ 8 “a-b
i(:l.'-l-ﬁ)zi-li{z’z-l-l] #+4 1 -1 22 2 -1
1x=3 a2
x 4
v B EJERCICIO 58
Ax Am
10 — 23— 1 62 +9
,:‘2—1 mz -m-l-nz LE ?'2:‘2-2'-3
27 + 27y - 557 o
| PP ¥ R il s o S asl ¥
x=3 ':*"'53']':*'13'}("?) 1'dz-l-d-l-l s-.t'-lﬂ
Sx+1 Sa i
2 — 25, —— a+l (1:' 3:]
-1 18(a +2) e Py
Tx* =20x + 3 ”
2oams3 - - (x-5) (x+3)
(# -9)ix+3) rheal w5 m’(z-z]’(z-lj
EJERCICIO 56 5_1(:-4:] 11'7“‘2"5:
i % 2 3(x+3) (x+1)(x +3)
1, —— 5, — 9 =
Tab*x* dxy 6 = % 1g 27 =%=25

, 3 m+1 . 6t ~Tx+2 © P25

'y 4 i
EJErcicio 59

a.i T.b(b_a) ST 1% Bl

8x b-6 2 ey Y53
16ax x+3

4 3&2 B1 12, 5 1';!_11 4:t§

430



Solucian a los ejercicios

5 5 +y+l 11, ab - p* 7.y==5 P, |
b+a 9
il 12 a=2& 4
b-a B.y=2 15.x= 5
x+2
7% ﬂ-ﬁ 9.y=1 16.x=-1
+1)2 [2x + 32
2{1 :] ( :] 10, w= 19 17. x= E
n=-3 14 ¥ —10x i 7
P edn ' 2 11, x=— 18.x=0
" [x’-s]z 5
4h 2 12:.’-1'- 19 x-%
9.: » 15, ————— T2 T3
(31’—1]5 {3I-IJ§ 13, x-—I 0, x= _E
3 8
i 16 _d-a
y(y-x - i EsErcICiO 62
y{y ) 31‘3[52.’2 +1:]" 1
1.x=18 9 x=8 17. 2 =— 25, x=1
23
Z_I-E 1‘:’,3'-E 13.;;'-§ 26, x= 35
o ’ '
3 xm -% 11 x==8 19 x= -i 2?,:-%
EJERCICIO 60
13 4 x==8 12_;-31’ zﬂ_;--l 23_;--..2..%
Lx=3 15, w=~- 14 29 === 11 u 3
21 9 25 9 1
1 1 5.:--5 13,I-E Il.x-ﬁ 29.:-6
29=10 16, x= -~ 30.z= —
2 19 5 1 14 1
1 ﬁ_x-E 14.:-3 ﬂ_:-—i Jﬂ_x-—E
3 z==~1 17_1.'-5 3. x=—4
B 6 7 28
4 x==2 18, y==2 32.x=m3 ?.x--g 15.z-E 2;!..-:--E 31.:-?
5.x=4 19.x=6 3B.a==2 B.x=6 16.:-5—4': 24.y=2 32.y=6
6.9=3 20.x=:—'; 34,;;--;3
8 EJeRCICIO 63
7-1-5 21, y==3 35, w=-=1 Lx=7,x=-9 8 m=1 15_x=—é,x=i
5 11
8 _i 27 x=14 36 l 4 3
. X 3 Lx= 'z-j!,l} 2-}’="1.J'=4 9_;:-;'1—:0 16'X=E
11 i 2 4 2
9ow=-2 23.9:=E 37. No tiene solucitn 3,m=3,m=..4 10.x=7,x=1 17_x=4.x=_j
11
10, st 2M,:=3 38. Todos los reales g g 1 [ et [ g
7 5 3 3 4’7 2
2
11.x=5 25,y=-% 39, Todos los reales 5. y=0,y=4 12 x= 18, x=-12 19.x=§.:=2
12.x=2 za.x=13 40, No tiene solucién 6.m=-3,m=—2 13.:=-%.x=§ w.:=59.x—%
13.y==3 2?.z=§ 7.x=%,x=—g 14 x==4,x=5 2. x==9,x=3
17
14.:=-8 B.y=77 EJERCICIO 64
l.x=a 6. x=m+n
EJERCICIO 61
s 6 Z.y-a—;’l T.x=b-a
1 x=3 4 I-E PO A &y
21 41 b+l
e — 4 yp=— Q.z=2m
;Lx-u 5.:11.'-:!‘2 ¥ e %
g 5 Wmas 5. x= 10.2=0
¥+ 1
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AIGEBRA

ElERCICIO 65
1. 103,104,105
2,234y217
3.9092, 94
4.13,1517
3. 68y 32
6,28y 70
7.18y12
8.12y8
9.80
10. 12
11.7y3
12.6y5
13.8
4. 24y12
15.30y 10
16.20,15y 10
17.55y 35

EJERCICIO 66

1. Andrés: 35 afios, Carlos: 31 afios, Rodolfo: 24 afios

2, 24 afos

18. 15y B
19.14y6
20.32y24
21.35
22. 64
23.15
24.45
25.72
26. 38
27.54
28.24
29.97
30. 9%
31,124
32, 264
33.436

3, Luz: 11 afios, Maria: 14 afios, Tania: 17 afios

4. Dentro de 6 afios

5, Carlos: 30 afios, Mauricio: 10 afios

6. Birbara: 8 afios, Patricia 16 afios
7. 7 aftos

8. Omar: 16 afios, Alejandra: 36 afios

9. 8 afios
10. 20 afios

11. Guillermo: 48 afios, Patricia: 36 afios

12, Joaquin: 10 afios, Julidn: 20 afios, Camilo: 30 afios

13, Antonio: 25 afios, Ivan: 15 afios
14, 18 afios

15, Juan Carlos: 15 afios, Damel 20 afios

Elercicio 67

1. 48 litros

2, 40 litros

3. 40 gramos

4. 180 litros

5. 10 litros

6. 0.6 litros

7.6 onzas

8. 10 litros

9. 25 ml al 4%, 50 mlal 1%
10. 50 ml al 5%, 50 mlal 2%
11, 10 litros al 30%, 20 litros al 3%

12, 60 onzas al 30%, 90 onzas al B0R%
13. 1 000 litros al 56%, 1 400 litros al 80%

14. 92% y 62%

ElERCICIO 68

1. 180 monedas

2. 7 de $500, 5 de $1000, 4 de $200
3,20 de 55, 10 de $10

4, 100 de 50¢, 300 de $1

3, 6 monedas

6. 8 de $200, 7 de $100, 6 de $50
7. 12 de $10, 36 de §5, 46 de §2
8. 30 monedas

9. 6de$5, 12de$2

10. 60 monedas

11. 8 hilletes

EJERCICIO 69

1. $600

2, chamarra: $800
pantalén: $400
Hlusa: $120

3. 53600

4. 185000, 80000, 167000

5.%200

6. escritario; $2500
computadora: $12600

7. 10 problemas cor rectos

8. $5200

9. $360

10. 20 horas extras

11. 20 kg de $9.30
10 kg de $12

12. 4 de adulto y 2 de nifio

13. 8000 de $60 y 4000 de $80

14, 4 kg de $100
Blg de $70
Bkg de $105

EJERCICIO 70
1. 1 hora 12 minstos
2. 2 horas 24 mimitos
3. 16 horas
4. 2 horas 40 minutos
11
5. 1— horas
13
6. 3 horas
7. 4 horas
5

3.255 Mintos

9. 711 horas
12

10. 16 horas 30 mimitos
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EErcicio 71

1. 36 segundos
2, 25 segundos
3. 10 minutos
4. 12:18 pm

5. 108 metros
6. 16 segundos
7.15km

8. 1434 pm
9.8:37 am
10. 20:36 pm

Eiercicio 72

1.62°

2. 45°

3, ancho: 12 em, largo: 36 cm

4, ancho: 24 metros, largo: 58 metros
5, ancho: 4 metros, largo: 36 metros
6.6, 7y 10 metros

7.Bem

8 10ydem

9. radfo:E,largo:H.ZS cm
r

10. 6 metros
11. ancho: 9 metros, largo: 18 metros
12, ancho: 6 metros, largo: 23 metros
13. radio: 15 metros
14, ancho: 3 umidades, largo: 8§ unidades
15, base: 6 unidades, altura: 4 unidades
16. k= 64-3x

8
17. 12 unidades
18. ancho: 60 cm, largo: 160 cm

Esercicio 73
[ty Mg d—
rt n =1
2 ¢= P';"J 12.;-"—54'5
[3
3ma2=t 13.%-5—
x
d=35 2
4. =82t 4.7, =¥ -2ad
1 2
5.F-§C+32- 15. mm—
- :
15_1r-1|||l’;q lﬁ.f-ql?-l
—tpee
?.5.%-3 1?_m|.l":2m@
tB
8.5, = TN 18, s u 22 4 G0 -0
m 2a
[ 3 2 ef
9, hmxtr? = (y-#) 19, p'=
f_
2 1.2 ‘.
lﬂ.F-Bz+C - 44%r m.:-—vi'u'ﬂdﬁ‘-l-vz

44

Solucion a los ejercicios

ElErciciO 74
1.

433




AIGEBRA

5.
EJERCICIO 75
IL.m=1
2. m==12
3.m=§

9
4 m= -E

27

S.m= i

14
ElerciciOo 76
1.
2,
kY

y=-2

F=-5

x=4

434

¥
3
im —
2
X
¥
y=2x+5 ]
/ )
b
y=dx
X
¥.
1
==y
A
P i >y
¥
1 ¥
-
F 2/2/




9,
¥4
y= -;x-l-]
/ :
10.
¥
J‘z_%x“‘j \
Exercicio 77
1.
FI.
m=4§
X
m=1 m=—1
m=2 m=-2
2,
. ¥ =3
m=_]
m=4 \
3.
"=

Solucion a los ejercicios

4.
¥ b=0
b=3 b=—3
e
b=2 b=_2
5,
b=3_ ¥
b=20
b=—13
X
b=1
b=—1
6.
¥e, b=0
; -
=3 b=-3
Esercicio 78
1. 5= 40¢ {a)G=1£I+I&D
20
2 a}P-EH-:!j h)[.l'-i.' 1800
' 3 0
b)P=245kg ) R=$4000
¢} t= 10 afios 6 meses S.aC=F==40
calp, 1681 B) C= 160°y F = 3207
a0 3

Esercicio 79
1.(2,-3),(7,0) sonsclucién

2.[%,-%]&9011:@@

3.(3,-4), (-3,~12) son solucién



AIGEBRA

EJErcicio BO
1.

x=y+img

////, )
42‘]’1-6-3

/ X
dc+3p-12=9

X

Fx—dp=0

2+ Ty =0

—3x +5y—jy

¥
Bcm2p_d
X
7
X
2 I
L ymy
3.‘.’ J’-
¥
3 1
A e, st
T
X




Solucian a los ejercicios

EJErRCICIO B1 6. Conjunto infinito de soluciones (rectas coincidentes)
1.(4-2) ¥
¥
Sc+3y=2
x—y=6
x+y=2
\ e
X .
10x+ 6y =4
e 7. Conjunto vacio (rectas paralelas)
(rectas coincidentes)
]
: \
fic—9y=18 fic+3p=—19 X+typ=3

o
z—sy-s// \ \

3, Conjunto vacio (rectas paralelas) 8.(-2.3)
¥ K

- 15p=-15

| S

._..--""""'FA —

e e
x-Sy=18

] \v\ .

4-(_1'2) Sx+dy=2
¥
EJERCICIO B2
/55— 3y=-11
1 x-."! T mm=-1
x+2y=3 "=l | n=4
\\\\-‘ 4 x-l
2.y 3 A
1 ' _y-z
=73
H=—
5.(01) 2 9 3
¥ y=3 ...1
4
detymi Tx-2pm-2 4 "; 10, Conjunto infinito de soluciones
J'-
3 11, No hay solucién
X 1y=a '
a=3 _
6. P 12. No hay solucién
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AIGEBRA

Ejercicio B3

F=—4
y==1

m==3
sm—d
ra=]
t=l

-l
4. # 3

y=3

EJercicio 84

xm3
yu—i

dm=2
b=]

x==3
y=4

EJErcicIO B5

1.23

2.62

3.0

4 .39

EJERCICIO B6

xm=3

y==6

fm—2

A==

am=2
=5

x=m=7
y=-1

p=2
g=3

xm——

y-—z
2

b |

E'E

y=-2
p=-4
g=0

x=12

p=-1

xm=q

y=0

am=]1
=3

EJErCICIO BT
: 3 2 xm=1
9. Conjunto infinito 1.
de soluciones y=2
10, No hay solucion g #med
bh=4
11. Conjunto infinito
de soluciones 3 | =2
nm=1
12, No hay solucion
Pl
5 =R
R-E
Q.
2 m=3
PR —-—— 5
3 n=5
10. Conjunto infinito o x=+3
de soluciones : y-Jz
. 7 Fm=5
11. No hay solucion i
2
Xm—
12. No hay solucitn 8. f
Y=z
EJErcCiCIO 88
7 180
9 -— 1
? 45
1QEIE 1407
a 2'
4r
e 3™
x+3 50
1
418
1
aml 3
"|a=0 5 $80por adulto
o " |$50por nifio
bl
8 51 6.5 manedas de $10
B--E
Lados iguales=19 cm
9. Confunto infinito de soluciones 7.
Base=10cm
Agenda =5$750
i B,
10. No hay sacién Traductor =550
° Hermano=15 afio:
11. No hay solucidn " | Antonio =5 afios
10, 3
65
12, Conjunto infinito de soluciones
1 Carlos tenia $300
" | Gabriel tenia $200

438

10,

11.

12,

13.

14,

15.

16,

xmb

g -

x==1

y=2

x=d

y==1

p=5
g=-1

xml
y==3

=}
y==7

aml
b==1

12,

13,

14,

15.

16

17.

18,

19.

21

17.
O |
3 2

x=2

18,
y=3

Km——

19,

21,

xma+b
y=a-b

=
=g

y-JB

Primera parte=350
Segunda parte=200
14
70

7
45

Alejandra tiene =$120
Beatriz tiene=$50

Lancha: 10 km/h
Corriente: 1 km./h

25 gallinas

19 botregos
Gallinas=$30
Borregos=$300
Algebra L.=$120
Geometria A.=$90
12.51tdelade 30%
37.51tdelade 6%

Veracruz=0.75 kg

" | Chiapas=0.25 kg



EErcicio 89

x=7
1.y y=3
z-l
d=6
2. 4 em=32

f=3

x=3

mm=3
5 dnm=2

rm=]

cm—

Esercicio 90

Paleta=%2
1. { Helado=$4
Dulce=%§1

Camisa =$300
2, 4 Pantalon=%$500

Solucian a los ejercicios

g2 __2
s '4-: x+3
Xm
1 5
10. +
T -’":‘ Zx+ T x=2
- 1 L . 2
am=5 ) (3""2]2
B 4 hm=2
em—3 g1, 3
¥ x+2 x=3
2 1 1
= 13, -—
mm7 =2 z‘+1+x+4
9.1 nm=d 1 2 3
Fml W —vt—
x+3 x- (1_2)2
L T Y I
—_ ¥ Zx=1 x-3
23 4
= 16, -+ —+
10. J’i x =1 x+2
- U
"Zx+3 -2 x
x=3 T WAL S I
11,4 y=d x+l x+3 x-2
=5 lg_i_ 6 - 3
*+1 2x+1 x-2
¢.% A P
4 e 3
x+l) D (g4
- (x+1) (x+1)
2 pl, 1 __ 3 _ 2
cml i s
* (x-0} (-] #
g il g By e o Lo
(“3]2 x+3 (x_af x=3
Paresde calcetas=$50
3. { Pantalon=§550 ExRcIcio 92
Playera=$120 13,50
X -
Centenas=§ £ -3
4 | Decenas=6 g1 ,x-2
| Unidades=2 ¥+l 3241
Niimero=862 =L el
3
=2 4l
g2 1
‘P57
1 2x+3
5 —
=1 Pix+l
6 :r+1_ Tx
"5 a3
7(1_ x+3 A x+1
¥ -2 43
AP
=3 Po2p-1
=3  Sx=1
9 +
257 -7 x4
x=2 _§
" +5x-3 ¥
3x-1 1

439

‘P adxs5 2x-4



1 Ix+1 1

18, + e
(xz _212 -2 el

Sx+17 14 = 34x 16
] AP -xe)) o))

EERCICIO 93
1,274 13, 4
2. 1647 i
m®
16 Wt
,— o 15 2
=T *3
4. - 2164 16. E:_
n
5, - 324 7. 3‘
1748
4
6. B 18,5
16 v
5
.E 19, -0
55
8. 16a%* 20. 162
9. 155 a.-9
10. »/ 2.2
1. x 33_%
X
12, —mn 24 L
' 36

. 2
x=1

27—

29. 1084°
30, i

A
32,1

33. o'
34, 724"

EJERCICIO 94
L#ytF 10.1
¥
3 1
2.4 11,(x+3_;r:]$
i1
- = J'I2
3. xty? 12.
[P
2
e 13,90
44 c
2
5 A 14.%
b x
yZ
G.c 15
P
6y’ ct
& 16
¥ T
ix
8. 16a8" 17, %08
[]
» i
9. h’TzM 18. m'
EJERCICIO 95
1,27 - 5dx + 365 - 82
21+ da+ 607 4400 + 5
38 -6+ 1207 -8
4.1+E+E+%

5. - 657+ 15+ - 204 + 155 - 6x+ 1

6,16 -32x+ 247 - 85 + o

7,49+ 587 4 1084+ 1045 + 5250+ 50
£ 5 5t 5 sx
v s i |

"3 4 2 2
L gl gh et
Bl 27 6 6 16

10, £+ 1555 + 7555% + 125)°

DY ORI, e P I SN
P S L L L

1 3 3 3 15

D —t—t——t—t— .,
87 16 16° 3245 1284
1 4 10 20 35
1 ——— ==+
T S R
1
PAce el B R 10

Wl el il wo(sels

S
9x3  Blxd M3y}
1 3 21 77 1155
B+ 1 5 5

440

19. 165
20,5 + 3

21.(x= 25

3
ubd’

&+ b

-y-x

26, x+y

PR k-l

* e



EERCICIO 96
1. 127575+ 5, - 253125000%
2,34 s
8 £
3, - 4390404% ks
P
2 5 2
729(8x)% 512"
EJERCICIO 97

1165° + 322+ 2447 4+ 83+ 1
2. 2187 - 10206+ 204125% - 226800°+ 151205 — 60485° + 1344,° — 128y
3.5+ 847 + 285+ 5627 + Tl + 5657+ 2847 + Bx+ 1
4, 5= 68 + 155 = 200° + 1567 = 6+ 1
5.3125m" - 6250m'n + 5000ntn’ - 20000 + 400mn® - 3247
6. &+ 16a"b+ 112°F + 4485°F + 11206"F + 17924°F + 17924°8° + 1024ab”
+ 2568
7. 24 304% + 3755 + 25005 + 9375 + 18750:%° + 15625)°
s_i+E+ Eq.&q. Eq.iq.iq.l
128 64 32 16 8 4y 2P 47
9 4 By 62"+ 37 - 124 125+ ¥ - 69" 412y -8
10,1;-‘55;“0::‘;--109-%52;-%
J' J" X X
11, 5" 1248+ 66210 — 22057+ 4952F - 79247 + 924aF — 79247 + 4952% - 2204°
+6607 - 125+ 1

oA P 2 B B
Esercicio 98
£l L
1. m? 11.{1‘)-‘)'
2 1
2,57 12.(#+ )3
4 1
353 13, {x‘r _J,TJ H
a 4
4.4 14.( +y’]3
u u
5.b2 15.{1’1-2;;:]5
L £ 2
6.(5x)2 16, a® - 87
E L L)3
7.(24)8 17 x=+y=]2
2 13
8. (3_,.2:]4 18, min®
2 L 5
9.(179'}2 19. m? (n-l- p)z
2 2 B2
10,(1‘2ng 20, adm® plt

Eiercicio 99

Esercicio 100

1.27
2.2

33
4. 14

5.4

9
6.4—

7.6
8.-8

0-4
10, 259"

EJercicio 101
1. .t-.'r;
2.30% 3y
3, 8oz \Jm
4 3 i"lmz
5. et {'Ixzy
6.50% Vx
7.154% 26

8.150%* ¢
4r
9. 6y 3z

10, 108 Y 5°F

441

Solucian a los ejercicios

03145

=
10. s\'mz - '.{J'n
11. Yo+ U

12.Vx -4y

13,5\'|'(zx+ »)

14, Jvm+n
| 1
15,%ul(.=3+551
|
lﬁ_zll'(n" -m‘zl’
11, 3
12, 24
13.2.:’);5
14. 2m’n
15. 3
16, 5m* " *n® -3
17.%(1 + )
18, |x- 3|
193 W
27 g
20 |z+2y|
o
11, G 3o 21, -i-":;- ey
, ry
2ab 524
12'21.2 3|'_ u__3|_
J’s\l 15321# al
_
13 6m'n* Yo 233413
4\3
2,[5
14. @23 24242
h EXE
15. 5a ab* 25. 3mm — 21t
T
16. S mor’ 3 20mp? 2. |4 + 55|
1753y 27. aba* - 2ab
18. Et‘: 28, |m—n| Jm—n
X
ax 7 2
19, = x 29,3 -3} 3|x? - »?
= A - -7)
2 [,
zu_ﬁslﬁ 30. 1
m \ 3m?

o Yoy



AIGEBRA

Esercicio 102 EiErcicio 104
1 T
1, 45 1. i35l 3a Ia
T N 6.
2. 175 12, 3|r£ 2,56 17.%\5
Y sp? ant
- -y 3,239 18, 6- 446
3. 128 13,4222 = =
Y 1284? 4. 27410 19.5-25
4 % 14, 3 5 0" m,if\ﬁ-z
32 s 6. 03 0° 21.19-8.3
5.";'IE 15, Vdx "
s [ T.Er’ 22.95
6.+x" 16, \/4a’b + 4a°D* + ab® o
' 5 8.18a%5/% 23, 2m = 32 — dne?
¥ 17— fr=—=
7. Vo’ ey 9.2 3wy . x-y
5. o 18, |2+ 10. & Ja 25.|x 4 5] \Jx- y
=) —
\'I(‘ y 1. 2 Ya 26.\x? =y
9.\ 19. #% 12, 8% Vob 27,1 -4
4x +4
nit
10, V50a°°¢* 20.2e* = Mr‘;_ S
4]
R 4, Bxyx* 29.x+ 3| \Jx-y
_ _ 15. ~6a°5° 2 30.1
1.545 20, Bav/b
2. 633 211133 EJErRcicio 105
3.0 22, -14:2 32 1.%s 6. a " dab® 11 5%y
i & .
4,87 -5 23. Jayx 2, oz 7252 12, 13 @
¥
5. =33 =742 u.uwza _awaa -
18 af
o 1? 3.y 8.42y" 13,%~.'&m’
6. 3310+ 213 25. bl 5
= . 4. »Sf108ey* 9.a"a 14,5:““3\,'15;.;-‘
7 -EJﬁ 26, -—n’bJ
4y 10 iz
. - 5. 38y s 10.xvs* 15, Va2
8. -a¥m 27108y - 7222y % W
9.3x 28 -t oy = P ol3x Ercicio 106
5 4
10. 2V 29, %2y + 43 3x 1. mifom 8. 9m’x 15 2
3T
1. 47 30, =2abv2c +16ac436
. Pl 2.9 8y 9. 2, 1522
12, 27\2 3. -22 Yy? -3y Yax 4 P
13, 1743 32.10ab V5% - 6228 \2ab? e 0.2 - 21 [
- 1 1 ¥
14,845 +7:2 33, Ewﬁ -Ea\fﬁ o g
4,4_)-\1'; 11.% 13,£J21
15, 2,3 u.ﬂzﬁpigﬂ; ”
o 5.3y 337 11.:“T’ 19 -;—We
16. 42 ~1045 35. --93\1 dﬁ’ I;
i St
17, 4745 - 50411 36.6va-2 s B 0.
18, -zq'_hl;JE 7 N , % W
—— "t T2yt
19. 94/7a% 38. 10xy/x - 3y T

442



Exrcicio 107

1. —

1. —=

10.

s
2612
02\ a

7.4 Ve

11.

12,

13,

14,

15,

16.

17.

o
11_sl4_:
Vy

wen
H vx

12

13,71

[T
14, Wx =1

15, 'ﬂ'(a -5}

15. %}(4- \I'E:]
16. '\.'I.?r_d + \-'ﬁ
17.(1+ x)(l- \.";]

29( Ve -3+ 17
X+ J'

19, -[1+ P )

18.

20. You? -3t + Up?

T=247
1
5+ \.'Ii
-
54246
_ 1
l:x + 3:](\lrr + \'r.'.!:]

& =¥
i+ J\I'Ixy + 1y
e
2(\:; + v"ﬂ__vl

18,

19,

()3 20 0)

Solucian a los ejercicios

EJERCICIO 110
1. 40
2. 6i

3.7

4. 11§

EErcicio 111
1.9

2344
3.-9
4 11§

5. 660
6.0
7. -2+ ¥

Esercicio 112
1.=-1

2.-1

3.=3

4.1

54

Esercicio 113
1.-9

2. -124%
r.-

3 X

4.=2

5.-2-i

2 4
Eercicio 114
1.(23)

2.-1+5i

3.(0,7)

ExErcicio 115
1.(10,1)

2.(1,0)

3.(-2,-5)

443

5. 25/ 9. 55 13,3460
6. 2% 10,92 14 2- 4T
7.52i n 2/ 1524105
7 39
o I~ 4 [
8. 3ei 12, ; Jai 16. 5 -2
8.%'4'&1-%\!5:'
9111
10.7
11,0
12.0
13.5%
14.%»,"\;;;
6.d 11,3i-2
J.=i 12. 0
8.3i-2 12.-1
9.4 14, Sinespar: 0
Sinesimpar: -7
10.1 15.0
18 2
6 —— 1= 16.0
5 5
7.-60 12,424 17. -1_4
g9
8. -6-36 13, =i 18, ="
10
9. 4i 1.8 19. %
5
10. 3 15.0 20.-§
5.(5-2) 9.3
618 m.[s.-a]
2 7 11
5
e | 11, — =8¢
7 S8
8 -1.0] 12.(1, -1}
3
4 1
4.(5,6 74.-1
.- [5 !
3l 1 -
s (3-3) 8(V2.-3)
6. {0.1:] 9. {'\E. \'EJ



AIGEBRA

0.7-4 15.11-%; 20,16 - 4 Esercicio 118
1.6 16, 4104 21,2+ 3 | bnaginarios
12.0 17.1 22,4450 : —
) 119, i
13, =1+ 11 IS.—EII-—EI . |
M. & 19.4-3i
Eircicio 116 - 2
1.-17 + 6i ?.%E 13, -8-6f *ieales
Wy
2544 8. -24+32; PO JEt *
2 4400 35 5]
3.6+ 4i 9.6+ 18i 15. 32 - 1264 [
41-3 10, -2 + 10 16. 4
5 -3+ 4 11_-?4-4; 17. -5+ 13/ EJERCICIO 119
6. -1+ 26 12.4 18.-3+4i 1413 1654 Attt
s 1 2
19, {.ﬁ-h‘][d-ﬁ) =7 PP =g+ 2l ”--E‘ 224
. 3. Ja 18.(2,-1) 33,148
=“f(’)2 +Im z) 4.3 19, (0, 3) 34.2-9
».(1+if -(1-;}'=[1-52J'={1+1)' 5.45 20.-$+§f 35,4
=[Re(z)+Re(z,)]’ 6.1/85 2.-2-6f 36.11
3 .
21.w"={1+f]"=[(1+f)’].=(2£)‘sinespar. 73 wEhl e
8.5 23, 2-11; 38.7- 6
entonces n= 2k con k € Z, sustituyendo: 4
P 11 1,
{ﬂr:(ﬁ]ﬁ={ﬁzr={—qk=(—1‘4:]k 9.42 H‘[-E'-E] 39'11'51
= (1) (4 w0 2 252 30, a0.3:
L V3 No se incluye o :
=(-1)%(2) 1, %u'ﬁ la solucitn 41, %
=(-1)*(2.0f 2.1 2 %
H..w"=|:1+i)h=[(1+ff].={1‘£r=|:l],2}|' Al il
M.-5 44.%
EJERCICIO 117 _ :
e g 18I Ll o
"5 T 5

5-12i =2+3
21 23>

. =13-9f
E=a W= EJERCICIO 120
" -1-2\61 p 21 1 % mmdym=1 6.2 =15, 8,m=1
5I o 2 q=w=-9x,=3 T x=bx,=4
-4 =2 =129 - 107
ST 12.—-—‘10—-—‘—' J_Q-I-—ﬁ_;z =5 B. II-—EU,;;z m]2
f2 - 4 4.y, =3+iy,=3=-1 9.5 ==l+2 1, ==1=2
6141 13, 4\-23 4 1 2 1 22
14i S_wI-—S,wz-S lﬂ_x' -ll,x2 -—3
7. T 14, -1

444



Solucian a los ejercicios

1 3 1 5
1l xy==— x,==2 16, w, ===a, w,=5a . g -

2 | x -7

§ ; . 10. 5"' 64 2 2 A=A
11'“"-5'“2--5 IT,II-—S,EF;'I-E -E :2-55 ,1‘2-5\7

2 ML 2 1
WARSRES 1B H=phy s P Hmeg
11, 1747V 3 23,

11 1.1 2k b 1 1
Mgy ey oahnmg iy 19. j ==y = H=q x,=2ab HEmc
1.5 ==t xy=1b 20, ﬁ-%a,yz-% ; gl gl

12,4975 189 F 2, 31

Esercicio 121 &2-1 x2-; ;-2-_:

- - =_l_ =_l 1 1
lLy=3,x=5 11.x; 5 H,x 2-1-2: ",I__E P w'-_i
13 19,4 L 25

2. m=3,m=-2 Has el 3y o % 2

-0 =30 M=k hREg-g o - e o L
3m=-4,m=-2 13w = 0,4y = 5 _
e =2J3
4 5p=5mxm=-3 14rz|=':'.lz="§ . 2 20,4 5 3
% .E 22-—\I'3

5 5 7
Sa=5m=3 15.y.=0.y2=§ ;

- il
6;‘=-i =l 16.%,=0 =E 15 11-‘.' -3'\_1'-3
o 2'& 3 el v F :2-5 :2-5\1'3
3
Tn==-=m=1 17.5,==5,5=5
g R EJERCICIO 124
1 1 x =0
8.n=3-VT, m=3+7 B.a=-_,m=7 p 1A=0 6l i
B b = 2=y
9 m=-1-6,5=-1+6 19,5, = =i iy = =
a a 0 x =0
ﬁ-
% 4 4 2 T. 1
10, xy=2=f,x=2+1 0. ===, W= L
* LT " F Wz P x, =2 %, =
ElERCiCiO 122 s x =0 N =0
1. Reales y diferentes NEAL NEAEE
2, Complejas % =0
3. Complejas & 5 g |%=0
4. Reales e iguales — x,=-8
5. Reales y diferentes
6. Complejas i x=0 10. x=0
7. Reales y diferentes %, =1 %=l
8. Complejas
9. Reales y diferentes EErciCIO 125
i @ 2
lU.Rﬂlese_ngnles £ m—2 X, -_1 X m——
11, Complejas 1. 6.4 11. 3
12. Reales ¢ iguales % =g x,-%
Ekrcicio 123 .
==] 1=" % ==]
o 2.4 2 Gl 1343
x ==1 X =-9 % x, =1 ] x =l
1. 4, 7. 72 52-3
x, =6 %, =10 53
wy==10 =6 -
yym—i 3 8.4 13, i
3 x =-8 5 w =1 " 1 w, =10 =6 ¥y =i
- B 1
Iz--a wz-‘l J'z-i 4 x=-8 g-wln—ﬁ 14 Wy = =5
-s ' -\ﬁ' 5 L -5-1I
» m=q J'I -E :I--E Iz M 2
3 -5 6. 3 9, a3 -3 s
A »=2 % =3 L1 1047772 A
»=3 #y =3 X =

445



AIGEBRA

EJERCICIO 126
Algjandro =8 afios
1.27y1 12,
TR Alfredo=4 afios
2.30y12 13.7
arboles=15
3.3,5y7 14.
y flas=13
412,14y 16 15.r=4cm
=1
slys 154 S =L
3 jancho=16 cm
6.5y20 17. 39 afios
largo =200 m
7. 18. 5 segundos
base=125m b
largo =250m
19. 7.5 segundos
hase =100 m e
8 Jalhira =10 m 20 piimera [lave=8h
" |base=30m " |segunda llave=24h
9.3,4y5 21.$20
10. 96 m® 22. 8,6 y 10 unidades
1 altura =18 m
" |base=54m
EJERCICIO 127

1L¥(2-2) x=Lx=3

4V(-2-7) xm=\T -2,2=\7-2
5.7(-14) xm=142ig=-1-2
6.7(L0) x=Lx=1

T.P’(l?] yyml+ Hooml-3
8.¥(50) x =5x,=5

9.7(0-9) x=3x=-3

5 I|+Iz-l 9 r|+:rz--3
; ; 14
;'Ixﬁn—u XXy =m—
9
.'I.'-I-I:- 1
s -1

%k - R
EJERCICIO 130
1. ¥ -9a0 6. & +dx+29=0
2. +7x=0 7.2x% —5x+2=0
3. 2 +16=0 8.20x" +19x +3=0
4 P -Sxedmi) 9, 5 4 2 =307 =)
5. 2 +Bx+15=0 10, x* = Tax +10a% =0
EJERCICIO 131

1

1. x=49 7.xm3 13, x=—

x x x 56
2, x=m=§ B.x=7 14, x=]
3.:-1—; 9 x==1 15, x=3
4, x=5 10. x=1 16, x==2,~7
5 xm§ 11. x=4 17 x==11
6. x=2 12, x=1 18, x=9
EJERCICIO 132
1.(0,0), (4, &
2.(0,3),(3,0)
3.3,-3.(-33
4.42,4)(-2,-4)
5.(-3,-5.05.3
6.03,2),(-3,-1)

7.04,3),@,-3),(-4,3),(-4,-3)

(i
9, (2, 4\.'5),(2, -4»&) ,{-2, 4.."5] ,(-2. -4\-’51.)

0.(7-D(-77 (zd?,ﬁ],{-zﬁ. . ﬁ]

39
w'F[E' 2] fmhe=R (4,2, (-4-2 (5. 1. (-5.- 1)
EJERCICIO 128 12.(5,1),(=5, ~1), (-3, 2:3),[43, - 23]
1.50y 50 6.19@y19¢m B.(1, ){~1,- 1),(-2,0), (2, 0}
2.-107 10 7. 300 ejemplares H.(3,2), (- 3,-2), (44,0), (- 4, - 1)
3.20y20 8. 20 pelotas — P
4,55y55 9. 35 cajas E-[%-%ﬂ].[-%.-335-39—].(2.-3).(-2. 3)
5. 72 pies 10. 2;2 16.(3,6),(-3,-6)
II-“ |r- =
EJerRciCIO 129 17.(21),(-2,-1) ,[-%,ﬁ}[%. - u'z]
% +x,=0 B.(-2,1),2-1)
x +x, =1 X+ x, =5
1. 3 5 7 J17 7
‘;Iszn-g {:\“-xz-ﬂ {1‘.-::2-6 19_{1'[]](_1_ U}l. @"_” : _@__ﬂ
4 " 17 17 177 17
T ke R o e e D.(-1,-9,@-7.LH.(-2.7)
Xy "Xy ==23 %%y =0 XXy =3

446



Exercicio 133
L.(3)

2.(-e3)
3. [=w,-4)

4. -m,-1]

5.(=o,-7)

o[£

EJErCICIO 134
1.(-33)
2[-44]

3.(=oe,-5 Ju[ 5.=)

4.(=o0,-6)u( 6}

]

6.(~=,0)u(5=)

=
Y e 1 e
1 1 ]
B ow|E M= oM
i a
g NE Gz
| N S —

—

ka g 1 1

8 ¥ 89 K
&)
£y
L._—.—II-—JMul

- N1

ta | oo
C——

w|R

?.{-H,U:]u(-!,u]
B.( —oe,—4)u(5,)

o[42

1 (e, d]u~1,m)

u.{-u,-l]u[%,u]

(3

Esercicio 135

{2

4 (- 2)u(2e)
5.(~w,3)
6.[-32)

7. (e Jo(3m)
ElERCICIO 136
1L[-2-1]u[24]
2. [2)o{-2)

3.( == =2)u(-1,1)

Esercicio 137
L(=ee,=7Ju[ 7e)

2.(-7.7)

3= )u9=)

3]

5.(=e3)u(5)
6.9

7.[-910]

8. —es,-4)u( 20, )
9.[218]

Esercicio 138

1.
¥

¥y=6

447

Solucion a los ejercicios

8.(-L3)u(1Le)
9.[ -9,-%]u(4,u]
10.(~=,~2 Ju(2,4]
1 {~4,-2)u(l,e)
12 { -n,-z)u[%,d]

13, (~es,-6)u(1,4]

4.( —oo,-4)
5.(-30)u(3,)
6.( == =2 [ 4,)

10.[1,2]
26

(i)

12.(~=-2]o[ 0

13.4




ALGEERA

3. B. EJErcicio 139

¥, x=3% ¥t ym3c—10

y=2
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I s

Solucian a los ejercicios

EJERCICIO 140 12. 2log x+ y]+§loaz
1.8=2* 13. log,, a= 2 2
2.16=x5 14, log, 625 =4 B.%logx-%losy
1
3.81=234 15. logg, 4= 3 14, 31oga+ Liogs - 2ioge - Logd
2 2 3 3
A 1
4 —=f 16. —= 1
36 o8 16 15-5103:{“"‘-"]'41%{"9'1
5.9=(\3)" 17 2l=2 1
: '(‘ ] 'mg 9)" w,zlogx-ilog{x-aj-zlog{nz]
6.343=7" I8 x+3|=d 1 1 1
; Tog,(x+3) 17. L1085+ 3)+ Liog(y —5) - 210g(s +6) - Logly -2)
7.6 =(af2 19. log, 256 = x
2 2
Ba-1=3 2. log,  8=3 18, E-%+;m{;+1}+%1n{x-1]
A | -
9.625=w 21, log, z=w 19, 102542 28.log, 24 :
1 m* -
10, 128 = (x= 1)" 21_10335--4 L
' 29 x%yt
11,243 = (&) 23. log, 125=~3x 0. log— log——
12. 256 = (Zx - 1) 2. log, ) 441=2 £
Ty Sey
2. P In T
EJERCICIO 141 log, ¥ y* 0.1
l.x=5 8.m= 15.x= 3 A
R_]nse-ht al_lﬂe (I+Jr:]
1 2 (x-5)°
2. x=4 9 y=— 16, a==-—
) 5 Z
L 2
3.9=3 10.N=8 17. 5= =6 23, logn* 3/m? 32 log s
(x-l- 2:]3
4 b:l 11. w= 18 =_l R—
5 i g 54
24 log, 3-4* 33.log, |——
5.x=4 1z.x=;; 19. x= -3 Vs
i
1 |::+ 1)5 (:-1]2
6. a= 343 13. =2 J!S.lc:kgb=3 3. log ;
'?\.'{r + ]Jxi {: + 2:] ID:E
. x=81 14.x=2 i
Tx=8 ! 3 104 (x41)°
26, log = 35, log
EJERCICIO 142 x Pe
. .y o]
3 Je Tay
2.~ log, 3 EJERCICIO 143
e | Lx=1 9.x=17, x=7
3 —+=log, x 4
33 2.x=-20 10.x= =
4, log5+logx+ 2logy 2
3.3log, x +2log, y+ log, = 3_,=g_x=_£ 11_I=3_x.§
6.8+2In3+4lnx 5 9
73 ot s 4 x=17 12.x==1
-Blog(+ 3} log(x 4] 5.%=6,x=-6 13, x=0, x= 35
8. log, 7-2log, x 6.x=13 14.x=6
3 2 T.x=40 15.x=3
.Inx+2lny-3-4ln
9 Inx+2lny-3 r S —_— ]2'1—:‘1?;

10. logs 3 + 3 logs x+ 6 logs (1-2x) = log; 2 -
» logs x - logs(™~ ")

449



AIGEBRA

19, x=7
0. x=4
EJERCICIO 144

l.x=4

2 x= M
log3

14.

=
1]

&
=
n

16.

=
1]

17,

®
1]

=
=
1]
Rt witn L el

EJERCICIO 145

1. pH=47212

2, pH=32218
3.1x10°

4. 4.3010

5. 0.9 segundos

6. 3500 micrdmetros
7. 59.46%

8. 64321 aflos

.= 35, gm L2
L 2-gf
1
22 x=4d¢ 26. 5=~
&
21, x=4
2e-1
24, 5= 208"
Ve =1
1
19.x=--
ey

20, x= \'IE LX= -\"'1_5
21.x=3,x=-1

22, x=2

H_;:-E
2

24 x==],x==2
25 x==1

26, x=12
log2
2log2 - log 3
2B.x=0,x=2
99 y= 21087+ log5
2log7 - logs
A0.x=0

27. x=

3.y=In1l-In13
32.x=2,x=1

33, x=1ni2

M x=0

35. x= ].11(1- JEJ

36. x= I3

9. 138 62 afios
10, 18321 habitantes
11, 3.5 horas
12, 29,15 afios
13, T'=64762°C
14, T=94B4°C
15, t= 1339 min

EJERCICIO 146

1.1

b

1

2
299,999,
10 17
916
8
-

— lﬂnﬂ-l'—*

3.2,

E Y]

4,

Bt n ) pa

2

| -

o
"4
6-=1,4,-9 16,
7.0,0,2,6,12

1 2
fonk =2

3.

—

273 Ty

9.1,2,34,5

10.1,-

1

Syl
2 2
1 4

e

12, 1

13.

LRE Rl

43 8
3'2" 5
11.2,5, 11,23, 47

1
"5
Q00 99000 O 00000

26
" 25
2
o
40
L]
4 3
5' 6
3
'3

710

3" 3

14-1'?.*-9.3.-1.-
3

5.-1,-1,-2,-6,-24
16.-2,4,16,256,65536

17.4,2,1,—

EJERCICIO 147

1.48
2,165

3 Sies
4. No es

5. 5ies

6. 5i es

450

'3 :ﬁ'a
18.3,1,-1,1,-1

8.

10.

11,
12,
13,

14,

17.

18,

21
"
N{]l'l'])
2
=3
ce=1
=3
c=2,-y
13
dy==5 19.2=9
1
= 454 . r===
18 L8 1
@y ==127 21l ay=-128
g =— 22 ay==15
a=7 23 =10
r==3 M4.a=7



Solucian a los ejercicios

25,4 =-1 27.¢=1 29. 6, = 8n-5 19. a,= 23.n=5 .a=L
6 4 e
15 Wn -7 LJES
26.n=10 28. a. iy 30, ay= 6 0. =4 24.n=8 28, ay= 28
EJERCICIO 149 21,;:% 25.1=9
1, 5=176 6, 5= 450 11, §=o" 3 1
2. 5=9 7.51=0 12.n=12 =7 %.4=7
3. 5=3 8. §= 40600 13.n=10
aln+1) Esercicio 154
4, 5,=648 9.5=T 14, a=-9
31 .
5. 5,==T8 10. §= nin+ 1) 15.4,= 2, a,= 100 1—9-5-1-“1 5. 30388 bacterias
;=1 = 1.05)*
EJERCICIO 150 23,1, 6. a,= 25000(1,05)
S 2. 4096 células 7.$3398147
2':‘:‘; DRAIES 3.3,5,7 B. 67392 bebés
_ ladrﬂ.los 2
4,6 células 9.4
3. $1375 cm’
4,9 rollos
5. 18 filas EJerciCIO 155 ( ]
364 a ™ -1
1.8=-2 nsg=—_1
EJERCICIO 151 27 A
1 1 1 2059 -1
1.27-,34,40-,47,53= = &
= = = 2.5= ¢ 12. 5, =
2.65.89% 11,121 14,152 3. 5,=— 855 13.2=38
PRt 2 2
989527 1
Frasasmakad 4.50="2187 Wr=>
37377737
32767
1,1,1,1.1.1.1 5. 85=—— 15.a,= 27
41202 30 dn 5 62,7~ G -
22270478y B ;
5.-25,-2,-15,-1,-05,0 6. 55 = 524286 m’""=§
5 411
6 ey 7, 85,2= 1092+ 364 3 17.a,=-2
7. Promedio = 8,24 8.85,=31-312 18,r=-§
{1
Esercicio 152 g,s,2="2—'1“ 19.0=7
-
1. 8 afios s
=511.2°"
2, 9.8 de calificacién Wi =S
3. Promedio =9
# e EsERCICIO 156
4, Promedio = -
2 1. 5461 tridngulos
5. 7 hileras y constan de 80, 76, 72, 68, 64, 60, 56 tejas 2, 127 personas
6. B hileras de 58, &2, 66, 70, 74, 78, 82 y 86 tejas 3,65761.7 ton.
4. 34316.76 partos
Esercicio 153 5. 1.01 % por afio, 110.4 millones
1, Sies 7. ag=-81 13,qz=—i%
128 . Esercicio 157
2 Sies Bag=—— l-i,a=;=mF
2187 3
i 1.§==4 6.r=2
3. Noes 9. a;==80 15.ay=n 3
9 1
2.8== 7.r==
4 Noes 10, ay= > 1ﬁ,¢,=i 4 73
128 n+l 1
1 R 3.5=9 8.5=— en'
5. Noes 11'¢'°=-21_3‘I 17 ay= 27" 45 3
7 4.5== 9. 5=2048 cm®
6. Sies 12.¢£=r 18, dg= ayr"®
“ 5,s=%
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AIGEBRA

Eiercicio 158

1.1,2,4,8,1

2,2
3’9

6

3.-6,-12,-24,- 48
4. 6,24, 96, 384, 1536

5.6,673 ,18
183 18
"3'9° 27" 81

7.-64,-32,-16,-8,-4,-2 16.832

10.1,42,2,242
11. 36

"
12.-4\2
13545
14. 12

15. 336

-1f 17. 3.3

3
4
9.4l —
a

EsErcicio 159

1.$259374
2, $64390.28

3, $49783.2
4, $43346.6
5.§133244
6. $18824.8
7.$1292.2
B.$87232
9. $8682.5
10. $188542

EJERCICIO 160
1. $55700.19

2.$3652,26
3.25%
4. 8%

NS

27

11, §17483

o {15% trimestral
108 anual

13. 14 86%

14, ™%

15. 11.1 afios

16. 9955 habitantes

17. 3 afios

18. $655446.5

19, 3%

20, $12244 5

5. §156738.56
6. 20%

7. 10 afios de vida {til

[-7 -7 -4

4 AR =
[ — e
EJERCICIO 161

lLa=21b=~1
2 x==2,y=4,:z=0

Esercicio 162

1. .4+3.['

dd=3F=

2. A+Ba[-4 7 4], 4-8=[8 -7 -2],4-4=[0 0 0]

6

2

J-a-2-[3 o] -4~ 3]

0 4

dg=21r=11t=1,
dx=T,y=1lz==1

P

44-3B=(26 -21 -5],24-0B=[4 0 2]
-2 -2

J A+ B=

3
3

1]

4
43

44-3B= | -2 18

5

=33

6 =12 00
-6|,4-B=|-1 6|, 4-4=|0 0
1 =10 00

4 -14

,24-08= 12 0

4 -6

PRI Ll A gall deE ,A=A=
1 -4 8 7 -8 -6
44-33-{5 6 '“5],2,4-13.5'.[‘1 -8 '2}
5 =30 -17 -1z 2
(318 1 711
5 3 8 5 3 8
1 1
5. A+ B=| - -2 10|, A-B=|-- 8 -6
3 3
3, 3 B3 3
| 3 2 3 5 2
23 1
000 s ® 3
A=-A=|0 0 0|, 44=-3F=|=1 27 -16
000 2% -2 2
5 2
4 1
s Wiy
24-0B=|0 6 4
2
14 = 0
5
6. { dgulbml cml dal ym=-3 wad
T.{ﬂ.—},w.—lﬂ,x.ﬂ_y-ﬁ
B.{v-4,w--2,x-3_y-7_z-2
EJERCICIO 163
1. AR=[ -2], Bd= 7
-5 =7
2. 4B=[5 -5]
[ 5 -4
3 Bd=| -5 D
| -6 1
5 AR= =8 -S:F,E‘I-[_‘ -2]
| -2 -4 -8 -8
5. il -7}'3"_[1 3]
|=5 2 8 13
_ 4 2 0
7. AB= "l 25},34-1 -1 -3 ,.«1(:are;?)-['“"l
L=t 7 7 5 3
(11 3 15 17
B. AR=| 4 2 ,A(B-zc)- 40 ,A{Bc)- 8
|2 0 o T | 2
EJERCICIO 164
1. detd = 22
2. detB=§
3. detC=-50
4, detD= 43
5. detE= 122
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EErRCICIO 165
2
13| 14]2 -3
7 14
-1 0
g 1[-2 o
2. B7'= =
g 4 z[ 5 1]
g 4
3_C,._[z 1}
32
6 2
4 pa|l 7 T 62
' 23| 7l-12 3
7 7
51 1
g A2 51 -3
et L
111 33 -3
2 2 2
B, 8 v
8 4 B -3 18 -
a1 1 2] 318 -3
6 Fl=| = -2 —l=—| 6 -12 &
R [ [ ot
A 7 1
|24 12 8
5 2 3
17 17 17 ~10 4 6
7.6G7'= 1L7 -;—1 -% == 2 -11 -8
13 4| LT €3
17 17 17
1.1 3
5 10 10 2 -1 -3
8. H'= -é g g-_ -2 & 18
1 3 4 = 0 =
5 5 5
[ 4 1» 1]
6 6 6 6
1 1 11 4 49 -19 1
o7 8 5 8 Tslal-l -1 1o
67 7@ 3 1| 6|-67 -79 31 -1
6 6 6 6 -3 =38 14 =2
e 1B 7 _1
L 3 a3 3 3l
EJERCICIO 166
x¥=5
lr{x-S 3_{.:-11 s dyaz
ym=2 b==10 o
4 a=4 xm]
z_{"'" 4{p=-3 6 yanl
n=l cml zm=1

Exrcicio 167

1LG-DyE-5)

2.(x+ 1) y(2x+ 3)

3 (x+ 23x=- ) y(x-12)

4 (x+ 1) yi(x+ )

S5.(x+ 20) y(x=24)

6. ()x+ 1 =0 y(x+ 2+ 30)
7. Residuo =72

s.Residuo-%

Q.Rcsid'uo%
10. Residuo 12
11. Residuo 264
12, Residua 240
13, k=2

4. k=3, k=-6

46
15 k=6,k=—
3

16_ k= d_kz_

17. k=4, k= <2
3

BEE
g
8
§
;

11
X ___1- -
21, x= x=

22.::=2+1',I=-§
5

za_xz_li'ng

M ox=2ix==21
3

B x=4 x=—
5

2. f()=2" + 4"~ 5x

27 f)=5 + & - 9x-36

28, f(x)= 3 -x + 4Bx- 16

29, f(9)= 8"+ 287 - 43x- 30
30, £ =2 - 5= 1357 + 133x- 260
3, f()= 65" -5 + T - S+ 1
R (D=3 5+ -2

B fl=r - -x+1
M= -P-x-2

35, f(x)= 4 - 6"+ Bx=3

3. ()= -4+ 162- 16

I f)=x + Wi x-2

3B x==lx=1,x=5

B x=5x=4x=3

'ﬂ..r=1l ,x=-§ cx=4
5 3

41.x=-§,x=—2.+1',:=—2-—:'
2
42 x=2 x=-3,x=T,x=0
P x=-dix=4fx==1x=]
4‘l_I=——,x=§ A==l 4fx==1=]
3
. . 1
45_x=~1,:|'=1,x=~4,x=~3,x‘=£

453

Solucian a los ejercicios






Anexo: Ejercicios preliminares



AIGEBRA

Operaciones con numeros enteros:

: -12
: 1. 6-4 17. ==
. 3
: 15
p 2. -B+6 18, —
. -5
: -28
. 347 19, —-
: 3 3+ 9 “1a
: 4, -5-7 20, —(-3)+(5) -2A-1) +(-4)+ 7
¢ 5 -2-5+6+4 M, =B ++9
: 6. —3-6-8+45+4+7 22, -4-(6+8-2)
¢ 7. 846+43-5-9-2 23, 7=(5+3)=(=1-9+4)+(-8)
s B 4+5-1+2-7-3 24, 5-(-4-3)-(7+2-1)
. 9, —2+6-8-12+10-3-7 25, 6-2(1-3-4)+(5-2+7)
T 26. 13;'5
: -3-12-5
e 11 3(-2 77, ———
. 3D 10
: 3046
T 12, (5K-4 28,
: e 9+13
: 14 -2
- 13, -6 29,
» ©) 2+4
: B+5+7
D14, (4)(3 30.
: (4)(3N5) 6-3_7
: 2(5-T7)+20
<15 2(-4)- ], S
. 2A==3) 3 5+3
T 16 3-(-4) gy M= EHI+ESD)
. 5(4)-6(3)
. Descomposicion en factores primos los siguientes numeros:
O - Y 40, 460
. 348 41, 125
¢35 20 42, 576
. 36,50 43. 980
AR 44, 1000
o 381X 45. 1120
* 39, 25 46, 1800
¥ Determina el MCD de los siguientes nameros:
. 47 Byé6 53, 24,36y 42
o 48. 9y 18 54, 20,35y 70
9. 12y24 55, 32,28y 72
50, 36y 18 56. 18,24, 72y 144
51, 6, 18y 48 57. 12,28, 44y 120
- 52.510y15 58. 24,72, 84 y 180
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Determina el mcm de los siguientes numeros:
59,
60,
61.
62,
63,
64,

6y3
9y6
12y 18
20y25
2,6y4
g 9yl2

Efectua las siguientes operaciones con fracciones:

72,

73.

74.

75.

76.

7.

78,

79,

80.

81. 3

82,

83.

B4,

85.

86.

87,

88.

4 8§

"o =1k
+
+

+
|tas =2 tn|

+
da =3 ==

| *=
+
o ®
—
th

—

1

(=

1

._.
(&

-

|y -

+

| =1 &=
+

= =
+
s | LA

—
3

| o=

1

—

457

68,

70.

91.

93,

95.

98,

100.

101,

102,

103,

104,

105,

106

7, 14y21
3,10,12
8,9 12y18
2,3,6y12
8, 12, 16y 24
4,6,15y 18

X X X

*
Wk oo o g |w

=N I U S [ R N e

b2

th |
b4

da | = oo

|
b4
Tad

Anexo: Ejercicios preliminares



AIGEBRA

107. 2x2x2
3 6 8

4 1 5
108, —=x—x—x1
w 3 20 16 ?

1 2
108 = e
5715

51
110, Z5=
4’2

111, E+i=
6 3

Efectaa las siguientes operaciones:

117. 6*
118, 4°
119. (-2)*
120. (-3)°
121, =52

= (3
=t

124. 4

Racionaliza las siguientes expresiones:
1

133, e

134, %

135, %

136. 5“?
6

137, el

458

112,

113,

114,

115.

116.

125,

126,

127,
128,

129,

130.

131,

132,

138,

139,

140

141.

142,

+

o=
| -

[3¥]
o | =

+

+
3]
= oo

[N I - N
+
n

Py
+
Is

EEFEE

5 8

(] =]
o f.ﬁ‘_ &,lw

;—-m :_l,h
“ﬂ“m

2|



Operaciones con n meros enteros: g3, 3 100, 35
1.2 12. 20 ;-3 2 b
2.-12 13.- 30 4.4 g4 13 o1 L
3.10 14.60 25.28 s 2
4-12 15. 24 2. 4 8.2 1wz L
5.3 16.7 27.-2 4 9
6.-1 17.-4 2.3 ] 17

86, - 103, —

7.1 18.-3 22 3 40
B.0 19.2 X, -3 17 39
L= 104, —

9.-16 20.13 .2 = & 20

10,23 21.3 28 19
11.-6 2.-16 B 105
Descomposicion en factores primos los siguientes 89, % 106. -5%
n meros: i :

90. — 107. —

waans : s

35, 2x2x5§ 91.% 105.[5—6

36, 2%5%5 .

37.2%2%x2x3x3 92.—7 ll:I'Sl.E

3B IxXIXIKIKS 8 2

3 IxIxEFxS Dj.ﬂ lli:l.E

40.2%x2%x5x%23 12 2

41 5% 5%5 94_55'_ l1l.§

42 2%2%2u2nInIxIn 12 8

B.2xIxFHTT g5 -1 12, 8

M IRIHIKEHERS 3 5

45.2%x2%2XIHIXTRT o6 139 113.2

46.2%2%2X3X3X5%5 "2l '

8 2

Determina el MCD de los siguientes n meros: 97. 15 114, 27

47.2 53.6 1 4

48.9 5.5 . ns.55

49,12 5.4 9 5

5018 5.6 o9, E 116. -'3"

31,6 57.4

52.5 58,12 Efect a las siguientes operaciones:

. 117, 36 124.2

Determina el mem de los siguientes n meros: 118, 64 125.5

9.6 65, 42 119, 16 126.9

60.18 6. 60 120.- 27 127.8

61.36 67.72 121, - 25 128.2

63. 12 6. 48 16 130.2

64.72 7. 180 81 131.2
Efect a las siguientes operaciones con fracciones: C 16 132.3

7.5 77 g Racionaliza las siguientes expresiones:
2 78.1 a2 122

5 3 2
[ 1 [7
.2 n3 134, "—: 139, 163
19 9 = i
4, = = / '
7 7 80 8 135, \-2'_ Siii %
M 136, 206 i
T e 3 141, 25
29 3 65 =
Ly 8.3 Ry 1427
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Algebra es una rama fundamental de las matematicas, muchas veces incomprendida, pero
valorada por todas aquellas personas que han logrado modelar problemas de la vida cotidia-
na y darles solucién gracias a su dominio y comprensién. Ademas, cualquiera que pretenda
iniciar estudios en cursos de matematicas avanzadas, sin duda, necesita dominar Algebra
para tener éxito en su aprendizaje.

El libro tiene por objetivo convertirse en la referencia inmediata para entender y aprender lo
relacionado con el Algebra. Dividido en diecisiete capftulos, donde se encuentran temas como:

Conjuntos y l6gica.

Conceptos bésicos del Algebra.
Productos notables.

Factorizacidn.

Fracciones algebraicas.
Ecuaciones de primer y segundo grado con aplicaciones.
Funci6n lineal.

Sistemas de ecuaciones.
Potenciacién.

Radicacion.

Ndameros complejos
Desigualdades.

Logaritmos.

Progresiones.

Matrices y raices de una ecuacion.

Sin duda alguna, este material es una herramienta importante para el profesor, ya que en-
contrard una ayuda invaluable para trabajar la parte préctica con sus estudiantes y reforzar
aquellos temas que se necesitan para poder iniciar cursos mas avanzados como: Trigo-
nometria, Geometria analitica o el mismo Calculo.

Bajo el fundamento de que la persona que aprende Matemadticas, piensa, analiza, razona
y, por tanto, actda con légica, el libro se presenta con un enfoque 100% practico. Es decir,
se aborda con sencillez la teoria y se pone mayor énfasis en los ejemplos que serviran al
estudiante para resolver los ejercicios propuestos y verificar su aprendizaje consultando las
respeclivas respuestas que se encuentran al final del libro. También encontrard una serie de
problemas de aplicacion, los cuales vinculan las mateméticas a situaciones reales.

Por todo ello, Algebra es un libro de referencia obligada que no puede faltar en la biblioteca
personal de cualquier estudiante o profesor, ya que es una obra para el que aprende y para
el que enseiia.

Para obtener mas informacién acerca del Colegio Nacional de Mateméticas visite:

www.conamat.com

ISBN 978-607-442-289-4
Prentice Hall
es una marca de

PEARSON Visitenos en:

_‘_'_,_.-l—'—-_-—'—u-.._\_\__
www.pearsoneducacion.net

“ HH 90000
36074422894 “




