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El poder de las matemdticas

El que domina las matemdticas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con légica en la vida cotidiana,
por fanto, domina al mundo.

ING. ARTURC SANTANA PINEDA






Prefacio

regularizacion en las dreas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios,

Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidié plasmar
y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo
principio fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, analiza, razona y por tanto actiia
con logica,

El Colegio Nacional de Matemdticas es una institucion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logradoe no s6lo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender Matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el drea, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lgjos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula,

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos elementales para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendra la referencia
para resolver los gjercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro esta formado por veintiocho capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta
siempre que el estudio de las Matematicas se va construyendo, es decir, cada capitulo siempre va ligado con
los conocimientos adquiridos en los anteriores.

Cada capitulo estad estructurado con base en la teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos
son desarrollados paso a paso, de tal forma que el lector pueda entender el procedimiento y posteriormente
resolver los ejercicios correspondientes. Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal
forma que el estudiante puede verificar si los resolvié correctamente y comprobar su aprendizaje. Por otro
lado, en algunos capitulos aparece una seccion de problemas de aplicacion, la cual tiene como objetivo hacer
una vinculacion con casos de la vida cotidiana en donde se pueden aplicar los conocimientos adquiridos en
cada tema,

En los capitulos 1 y 2 se abordan los temas basicos de la aritmética, desde la escritura de nimeros, hasta
las operaciones basicas de mimeros enteros con sus respectivas aplicaciones.
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Preracio

En el capitulo 3 se estudia el concepto de divisibilidad, asi como el de minimo commin miiltiplo y méaximo
comiin divisor, se proponen también algunas aplicaciones.

Para los capitulos 4y 5 tenemos los mimeros racionales y decimales respectivamente, en ambos casos con
sus diferentes operaciones y problemas de aplicacion,

El capitulo 6 contiene definiciones, teoremas y operaciones con exponentes y radicales, asi como un
apartado de algoritmos para resolver raices cuadradas y cubicas,

En el capitulo 7 se presenta una introduccidn a los logaritmos y se aborda la notacion cientifica, 0til en la
simplificacion de operaciones con cantidades grandes o pequefias.

Las razones y proporciones se abordan en el capitulo 8. Se tiene como objetivo principal que el estudiante
pueda resolver reglas de tres y problemas con porcentajes.

En el capitulo 9 se estudian los sistemas de numeracion, empezando por transformaciones en distintas
bases pasando por operaciones en base diferente de 10. Se concluye con una breve resefia de los antiguos
sistemas de numeracion,

H capitulo 10 es el correspondiente al sistema métrico decimal y los niimeros denominados, los cuales le
darén al estudiante un concepto basico sobre las mediciones,

Para terminar la primera parte correspondiente al area de Aritmética, se concluye con el capitulo 11,
razonamiento aritmético, donde se presentan problemas y se utilizan muchos de los conocimientos adquiridos
en los capitulos anteriores.

La segunda parte del libro, estudia los conocimientos de Algebra, donde se inicia con el capitulo 12,
que aborda la teoria de conjuntos y logica, temas clave en el estudio de las Matematicas; se dan definiciones
basicas, operaciones con conjuntos, diagramas de Venn, proposiciones légicas y algunos problemas de apli-
cacion,

Los conceptos basicos del Algebra, desde simplificacion de términos semejantes, lenguaje algebraico,
operaciones con polinomios y algunas aplicaciones de estos temas, se estudian en el capitulo 13,

En los capitulos 14 y 15, tenemos los productos notables y la factorizacion respectivamente, temas que son
herramientas ttiles en el desarrollo de los siguientes apartados, por lo que su estudio debe ser completo para
poder facilitar el aprendizaje de otros temas. Ambos capitulos nos ligan directamente al capitulo 16 (fracciones
algebraicas), en el cual, se incluyen temas como el maximo comiin divisor y el minimo comin multiplo, para
pasar asi al estudio de las fracciones, desde su simplificacién hasta sus operaciones.

El capitulo 17, comprende ecuaciones de primer grado, en donde el objetivo es que €l estudiante resuelva
ecuaciones con una incognita en sus diferentes formas, y pueda llegar a una de las grandes aplicaciones que
tiene el Algebra: el poder representar un problema de la vida real con una ecuacion, la cual, al resolverla dé
solucion a dicho problema. Al final, hay una seccion para despejes de formulas, lo cual esta relacionado con
otras ramas de la ciencia no solo con las Matematicas,

La funcion lineal y algunas aplicaciones se estudian en el capitulo 18, para dar paso a los sistemas de
ecuaciones en el capitulo 19, en el cual se ven los métodos para resolver un sistema de dos y tres ecuaciones
con sus respectivos problemas de aplicacion; termina el capitulo con solucion de fracciones parciales.

En el capitulo 20, se estudia la potenciacion, desde las definiciones y teoremas bésicos como el desarrollo
de binomios elevados a una potencia “n”, ya sea por el teorema de Newton o por el de tridngulo de Pascal.
De aqui se sigue con el tema de radicacion en el capitulo 21, donde se simplifican radicales y se resuelven
operaciones con ellos. El capitulo 22 analiza los nimeros complejos con su suma, resta, multiplicacion y
divisiodn,
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El capitulo 23 corresponde a las ecuaciones de segundo grado —con sus métodos para resolverlas—,
aplicaciones y sistemas de ecuaciones que contienen expresiones cuadraticas.

En el capitulo 24, se estudian las desigualdades lineales, cuadréticas, racionales y con valor absoluto.

Los logaritmos se introducen en el capitulo 25; su definicion, forma exponencial, propiedades, aplica-
ciones, ecuaciones con logaritmos y exponenciales. Al final del libro se incluye una tabla para el calculo de
logaritmos y antilogaritmos,

En el capitulo 26, se estudian las progresiones, aritméticas y geométricas y al final, se da una aplicacion
financiera con el tema de interés compuesto.

El capitulo 27, aborda el tema de matrices, las cuales se estudian por medio de su definicion, operaciones
y aplicaciones. También se da una introduccion a los determinantes,

El contenido del capitulo 28, es el de raices de un polinomio, en donde se estudia como obtenerlas, los
teoremas de residuo y del factor, asi como la obtencion de la ecuacion dadas sus raices,
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NUMEROS REALES
— os nimeros naturales tienen su origen en
N una necesidad fan anfigua como lo son
- los primeras civilizaciones: lo necesidad
—— de coniar,
Ry El hombre primitivo identiticaba objetos con

caracieristicas iguales y pedia disinguir enire uno y ofro; pero no le era
posible capar la cantided @ simple vista. Por ello empezé a representar
los cantidades mediante marcas en huesos, trozos de madera o piedra;
cada marca representaba un objeto observado, ast concibié la idea del
njmero.

Para el siglo xd. C. el matemdtico y posta Omar Khayyom establecié una
teoria general de nimero y afiadié algunos elementos a los nimeros racio-
nales, como son los irracionales, para que pudieran ser medidas fodas las
magnitudes.

Solo @ finales del siglo xx se formalizé la idea de continuidad y se dio una
definicidn safisfacioria del conjunto de los nimeros reales; los frabojos de
Cantor, Dedekind, Weierstrass, Heine y Meray, enfre ofros, desfacan en
esta labor.

Ormar Khayyam
(1048-1122)




1 Carfluo

ARTMETICA

Clasificacién

El hombre ha tenido la necesidad de contar desde su aparicién sobre la Tierra hasta nuestros dias, para hacerlo
= auxilié de los mimeros 1, 2, 3, 4, 5...., a los que llamd nimeros naturales. Niimeros que construyd con base en el
principio de adicitn; sin embargo, pronto se dio cuenta de que este principio no aplicaba para aquellas situaciones en
Ias que necesitaba descontar. Es entonces que cred los nimeros negativos, asi como el elemento neutro (cero), que con
los mimeros naturales forman el conjunto de los mimeros enteros, los cuales son:

wn ey _'S'l _41 _3: _21 _ll us 11 2: 31 41 5: aan

Asimismo, se percatd que al tomar sélo una parte de un nimero surgian los nimeros racionales, que se expresan
como el cociente de 2 niimeros enteros, con el divisor distinto de cero, ejemplo: % —%, (]? % _%’

Aquellos nimeros que no es posible expresar como el cociente de 2 niimeros enteros, se conocen como niimeros
irracionales: 3, ¥2, ¥81, x, ...

Al unir los mimeros anteriores se forman los niimeros reales, los cuales se representan en la recta numérica.

Propiedades

Los nimeros reales son un conjunto cerrado para la suma y la multiplicacién, lo que significa que la suma o
multiplicacién de nimeros reales da como resultado otro nimero real. De lo anterior se desprenden las siguientes

propiedades:

Propiedad Suma Muktiplicacién Ejemplos
3+5=8eR
(o R . R
emadura at+tbe a-be D=6 R
1.3 3.1
277772
Conmutativa a+b=b+a a-b=b-a ) p
m(§)=(§ 2
VE+@+4)=(VE+3)+4
Asociativa a+b+d=l@a+b+c alb-d=(a- bl
3-2-5=(3-2-5
5+0=5
Elemento neutro a+0=a a-1=a 3 A
q 2+(-2=0
Inverso a+(-al=0 a-—=1 5,1=1
a 5
- A7+3)=2.7+2-3
istributiva alb+c =ab+ac 5.4+5.8=5(4+8)




Cariuio g

EJERCICIO 1

10.

11.
12,

13,

14,

15,

16

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

4,

(8Y(-3)=-24eR

504+

3 3
2 e
a7

4(-3+5) = 4(=3) + 45)
7(- %)

— | —_-—]=

N AR ]
(-N+(-B)=-11eR

2 5 5 (2]
- = | ==

4 9 9 | 4
3+(-2+47)=(3+(-2))+7
2-J§+2~7=2(J§+?]

(8)(4) = (4)(8)
. 5:(3-6)=(5-3):6

Lectura y escritura

MNomeres reales

Identifica y escribe el nombre de la propiedad a la que se hace referencia.
L 3+(-3)=0

Qe

3

Un niimero en el sistema decimal se escribe o se lee con base en la siguiente tabla:

Billones Millares de millén

Centenas de millares
de millén
Decenas de millares

Centenas de billén
Decenas de billon
Unidades de billon

de millén

Unidades de millares

de millén

Millone Unidades

?

Decenas de millén
Centenas
Decenas
Unidades

Unidades de millén
Decenas de millar

Centenas de millén
Centenas de millar
Unidades de millar

En la tabla, los billones, millares de millén, millones, millares y unidades reciben el nombre de periodos, los que
asu vez se dividen en clases y cada una de éstas se forma por unidades, decenas y centenas.

5
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ARTMETICA

EJEMPLOS =
1 ®¢ Lee el nimero 37.
i§' i Soludén
37 se acomoda de derecha a izquierda en el periodo de las unidades.

Centenas
w  Decenas
~ Unidades

Al mimero dado lo forman 3 decenas y 7 unidades y se lee: “treinta y siete”.

2 @ Lee el mimero 824,

Solucién
824 se acomoda de derecha a izquierda en el periodo de las unidades.

@ Centenas
Decenas
& Unidades

Al niimero lo forman 8 centenas, 2 decenas y 4 unidades. Se lee: “ochocientos veinticuatro”,

3 ®@e-Lee el nimero 37 643,

Solucién
Se acomoda en los periodos de los millares y las unidades.

gE E ZE | £ 3
83 E-E 53| & .g 5
3 7 b 4 3

El mimero se lee: “treinta y siete mil seiscientos cuarenta y tres”.
4 ®e:Lee el ndmero 52 384 273,

Se acomoda en los periodos de los millones, millares y unidades.

85 82 f$5| %z 25 g5 &8 3§ %
EE N BE N BEN EE 2E HE (B E 8 2
38 o8 58|33 od 53 0 a =

5 2 3 8 4 2 7 3

Se lee: *cincuenta y dos millones trescientos ochenta y cuatro mil doscientos setenta y tres”.

6



Cariuio g

Nomeras reales
5 @s:Lee el nimero 962 384 502 936 114.
Solucién
Se acomodan en los periodos desde las unidades a los billones.
Billén Millar de millén Millén Millares Unidades
S § s|&2 5 &5 |2 § &8 |& 5 2
=) B o Ec: Ee Ei& £ = t E £ E 0 i
g 3 8|82 g9 83| g s g|8 g | f &8 &
P jol .ﬁ wE 5 E _ﬁE n @ o o _ﬁ g g 32
P oslesst3e|f f od0% B o§|s & s
3 2 s |8 &8 5 3 rg S| 8 a 5
9 6 2 3 8 4 5 0 2 9 3 4 1 1 4
Se lee: “novecientos sesenta y dos billones, trescientos ochenta y cuatro mil quinientos dos millones, novecientos
treinta y seis mil ciento catoroe™,

EJERCICIO 2
Escribe con letras las siguientes cifras.

1. 45 7. 9016 13. 34480
2. B0 8. 20018 14, 108 214
3, 523 9 11011 15. 3 084 000
4, 770 10. 9072 16, 1215364
5, 597 11, 12103 17. 5683 040
6. 8302 12, 22 500 18, 13 000 075

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Para escribir numéricamente una cantidad, se identifican los periodos y las clases de dicho mimero como lo ilustran
los siguientes ejemplos.

m

JEMPLOS °
1 @+ Expresa cuatrocientos ochenta y siete numéricamente.,
Solucién

Este niimero sdlo abarca el periodo de las unidades y se forma por cuatro centenas (400), ocho decenas (80) y siete
unidades (7), al aplicar el principio aditivo el mimero es:

Ejemplos

cuatrocientos 400
ochenta + 80

sicte 17

487



1 Carfluo

ARTMETICA

2 ®+-Escribe con niimero; siete mil cuatrocientos treinta y cinco.

Solucién
La cantidad abarca hasta el periodo de los millares, entonces:
siete mil 7000
cuatrocientos 400
treinta  © 30
cinco |
7 435

3 ®e- Expresa numéricamente: doscientos noventa y nueve millones setecientos ocho.

Solucion

La cantidad abarca hasta el periodo de los millones, entonces:
doscientos millones 200 000 000
noventa millones 90 000 000
nueve millones  + 9 000 000
setecientos 700
ocho 8
299 000 708

EJERCICIO 3

Representa numéricamente:
1. Quinientos veintiuno.

2, Dieciséis mil.
3. Mil doscientos noventa y nueve,

4. Treinta y cinco mil.

5. Ocho mil cuatrocientos.

6. Seiscientos uno.

7. Setecientos mil ciento treinta y ocho.

8. Un mill6n quinientos veintisiete mil cuatrocientos veintiocho.

9. Un millén ciento ocho mil doce.
10. Ciento cuarenta y cuatro millones, ciento cuarenta y cuatro.
11. Ciento dieciséis millones, trescientos ochenta y seis mil quinientos catorce.
12. Quinientos cinco millones doscientos diez.

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente

Orden

Este conjunto se ordena con base en las siguientes relaciones de orden:
<menor que  >mayor que = igual que

8
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MNomeres reales

Ejemplos
18 15 .
3<83esmenorque 8 12>-7; 12 es mayor que -7 E=9;~2—e51gualque9

= Postulado de tricotomia
Sia, b e R, entonces al compararlos se pueden presentar los siguientes casos;
ax>h a<b a=b

= Postulado transitivo
Seana, b,c  R,sia>byb > c entonces:

asc
2 Postulado aditivo
Para a, b, ¢ € R, sia > b, entonces:
a+c>b+c

© Postulado multiplicativo
Seana,b,c e R,cona=bh,

si ¢ > 0 (ces positiva), entonces ac > be,
si ¢ < 0 (c es negativo), entonces ac < be.

(Oxtra forma para comparar los niimeros reales es colocarlos en la recta numérica. 8i el niimero a se encuentra a la
derecha de b, entonces a > b, pero, si se encuentra a la izquierda, entonces a <b.

Ejemplos
Observe la siguiente recta numérica;
S A3 a4 6i%d& s
Se puede afirmar que:
4> 1, “4” se encuentra a la derecha de “1” 2> -2, 2" estd a la derecha de “-2"
=3 < -1, *~3" estd a la izquierda de “-1" -3< 0,"-3"estd a laizquierda de “0”

En general, cualquier nimero negativo es menor que cero o que cualquier positivo, ya que se encuentran a la
zquierda de estos nimeros en la recta real o numérica.

EJERCICIO 4
Compara las siguientes cantidades y coloca los simbolos: =, <o =, seglin corresponda.
1, 28 y35 5. 5397y-1284 9. —1000 000 y —100 000
2, 1125y 1105 6. -844.5y0 10. %)'i}
] T
3. -3712y372 7. I)ri 11, ~37 1.5
4, —483 y -840 8, 12000 y 120 000 12, u.s;;—ﬁgg'

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente

9
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ARTMETICA

Para comparar dos niimeros racionales se realiza un producto cruzado, como se ejemplifica a continuacitn:

EJEMPLOS
T8
-g‘ 1 e -Cumparag}r =
a Solucién
Se realiza el siguiente procedimiento:

Se multiplica el numerador 7 de la primera fraccitn por el denominador 6 de la segunda y el producto se coloca
debajo de la primera fraccion; enseguida se realiza la multiplicacién del denominador 8 de la primera fraccidn por el
numerador 5 de la segunda y el producto se coloca debajo de la segunda fraccitn, el resultado de los productos y se
coloca €l signo correspondiente.

L
8 ¥ 6
(TX6) (5X8)
42>40
5
El signo entre 42 y 40 es el mismo para los niimeros racionales, por tanto: %}E
2 1
2 e+ Compara Y i
Solucién
Se realizan los pasos del ejemplo anterior y se obtiene;
o L
3778
®)(-2) GX-D
=16 < =3
2.1
Por tanto: g{ E
EJERCICIO &
Compara las siguientes cantidades y coloca los simbolos >, <o =, seglin comesponda.
2 1 7
L 3 —3a T 7 — 0
3 7 3, 13
2= = Bomie:  o—
§ TR 10 26
1 1 5
3 —E g e 9, 7— 1
7 21 17
- B 0+ .8
9 27 6
11 12 39
5 T__? 11, =3 __ E
fpiacs R
4712 8 9

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

10
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MNomeres reales

Valor absolute de un nimero

Es la distancia que existe desde cero hasta el punto que representa a dicha cantidad en la recta numérica. El valor
absoluto de un niimero a se representa como |a|.

E

L,

EMPLOS
1 ®¢ Determina el valor absoluto de —3.
Solucién

Se representa —3 enla recta numérica:

Ejemplos

3 unidades

De cero a =3 se observa que hay 3 unidades de distancia, por tanto, el valor absoluto de =3 es iguala 3 y se
representa como; |- 3|=3,

2 @« Encuentra el valor de [8].

Solucién
En la recta numérica la distancia entre el origen y 8 es de 8 unidades, por consiguiente, [8|=8
-l 1 1 L J L 1 e 1 | .
Ao T 1: T T T T T T T i
-0 0 1 2 3 4 5 6 71 8 S
S unidades

3 ®+-Cudl es el valor absoluto de }—%‘?

Solucién
7

En la recta numérica hay siete medios de distancia entre el cero y el punto dado, pnrtan‘tu;|—%i= 5

o -4 -3 =2 -1 0 =
EJERCICIO 6
Determina:
5 13
1. [-10 4, |- . | == 10, [-6.8
-0 2 "5 e
7 1 9
2, |+ 5 = 8 |- 11, |0
i E b o
3. |9 6. 23] 9. 52 12, |-00001

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente m—————

11
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Valor absoluto y relativo del sistema posicional decimal

Hl sistema decimal emplea los digitos: 0, 1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9, que al combinarlos mediante ciertas reglas pueden repre-
sentar cualquier cantidad. En este sistema las unidades se agrupan de 10 en 10, razén por la cual recibe su nombre.
Para nombrar cifras mayores que 9 se emplea el principio posicional y aditivo.
En el principio posicional el valor absoluto de un digito es el nimero que representa, y su valor relativo es el que
adquiere de acuerdo con la posicién que tiene en el niimero.

Ejemplo
En el mimero 4 342, el valor absoluto y relativo de cada digito es:

Digito  Valor absoluto  Valor relativo

2 2 2

4 4 40
3 3 300
4 4 4000

En la tabla anterior se observa que el digito 4 tiene distintos valores relativos, como consecuencia de la posicién
que ocupa en el nimero.

EJERCICIO 7

Determina cual es el valor abscluto y relative de los digitos que se indican en los siguientes niimeros:

Nimero Valor absoluto Walor relativo
1 g

2, 89

3272

4. 1524
5. 1893

6. 15278
7. 42939
8. 153975
9. 794 568
10. 1502734
11, 12364 568

12. 157103 000

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiante

12
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MNomeres reales

De acuerdo con el principio aditivo toda cantidad o mimero mayor que 9, en el sistema decimal, se expresa como
Ia suma de los valores relativos, la cual se denomina forma desarrollada. Analicemos los siguienies ejemplos.

Solucién
Se obtienen los valores relativos de cada uno de los digitos que conforman el nimero:

-i 1 @+ Expresa en forma desarrollada 72 435.

Digito  Valor relativo

5 &

3 30

4 400
2 2000
7 70 000

Por lo tanto, su forma desarrollada es:
72 435=70000+ 2000+ 400+ 30+5

2 ®+ Expresa el nimero 1 023 000 en forma desarrollada.

Solucién
1 023 000 =1 000 000 + 20 000 + 3 000

3 @+ Expresaen forma desarrollada el mimero 373 894,

Solucién
373 894 =300 000 + 70 000 +3 000 + 800 + 90 + 4
EJERCICIO 8
Expresa en forma desarrollada los siguientes nimeros:
175 9. 49 835
2. 132 10. 246932
3. 428 11. 300 000
4, 510 12, 475314
5, 3002 13. 120983
6, 7491 14, 1320 865
7. 15204 15. 3742958
8 32790

@ Vaerifica tus resultados an la seccién da soludones correspondients m———

13






CAPTULO 9D

NUMEROS ENTEROS

HISTORICA
=]

urante los siglos VI y Vi, los hindles fue-
D ron los pioneros en usar los cantidades

negativas como un medio para repre-
sentar las deudas.

No obstante su uso en esos siglos, la acepta-
cién del concepto de nimero negativo en Occidente fue un proceso de una
lentitud sorprendente, ya que, por varios siglos, los nimeros negativos no
fueron considerados como cantidades verdaderas, debido a la imposibili-
dad de representarlos en el mundo fisico.

Finalmente, y con mucha dificultad, los nimeros negativos fueron conside-
rados en la resolucién de ecuaciones, segun se refleja en los escritos del
matemdtico italiano Gerénimo Cordano: “Olvidad las foriuras mentales
que esto os producird e infroducid esfas cantidades en la ecuaciéon”.

En el siglo XX aln existia enfre los matemdticos de Occidente una gran
desconfianza en el manejo de las cantidades matemdticas, hasta que en el
mismo siglo Weierstrass hizo la construccién formal de los nimeros enteros
a partir de los nimeros naturales.

Karl Weilerstrass
(1815-1897)
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ARTMETICA

Suma

En esta operacitn los elementos reciben el nombre de sumandos y el resultado suma o adicion. La suma o adicion de
niimeros enteros se efectda sélo si los signos de los mimeros son iguales.

EJEMPLOS - *
-g_ 1 ®s ;Cudl es el resultado de 3 + 97
8. Solucién
T En esta operacién ambos sumandos tienen el mismo signo (+), por lo tanto, se suman sus valores absolutos y €l signo
del resultado es el mismo (+).
3+9=12

2 @eRealiza-5-1-3,
Solucién
Los niimeros tienen el mismo signo (=), por consiguiente, se suman sus valores absolutos y el signo del resultado es
el mismo que el de los sumandos (=},

-5-1-3=-9

Para sumar mimeros de dos 0 mds digitos, los sumandos se ordenan en forma vertical para hacer coincidir las
respectivas clases y se realiza la operacidn, columna por columna y de derecha a izquierda.

EJEMPLOS s
] @+ Efectiia la operaci6n 325 + 63,
8 Solucién
w
Se acomodan de manera vertical y se realiza la operacion:
325
+ 63
388
Por tanto, el resultado de la operacidn es 388
2 @+ Elresultado de —1 533 — 2 980 — 537 es:
Solucién
Al hacer coincidir las clases y sumar se obtiene:
-1533
=2980
- 537
=5050
Hl resultado de la operacién es —5 050

16
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MNimeros enteros

EJERCICIO 9

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

I - T S TS

Efectiia las siguientes operaciones:
I

. 4050 +2019+310

. 11207 + 5 874 + 453 +96

. 102396 +11375+1 117+ 60

364 + 93

1123 005 + 2475 727 + 704 973 + 53 200
7 000 000 + 648 000 + 53 047 + 4 200 + 600
—242 - 563

-1250-398

. —6359-4872-45

. =372001 - 200 000 - 50 007 - 14 304

. =13 275009 — 4 000 529 — 363 571 — 42 500 - 95
. =512013 419 - 23 642 000 — 1253 421 - 683 125

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Una empresa cobra 12% sobre los ingresos mensuales de 5 franquicias. La cantidad que paga cada una es: $45 400,
$38 900, $72 300, $58 600 y $92 100, ;qué cantidad recibid la empresa en un mes?

Solucién
Para determinar cudnto recibi6 la empresa se realiza la suma de las cantidades pagadas:

45 400
38 900
+ 72300
58 600
92 100
307 300

Por consiguiente, la empresa recibi6 $307 300

Una persona le adeuda a su tarjeta de crédito 6 000y realiza con ella un pago de $2 500, si el banco le cobra $500
de intereses y recargos, ;cudl es el nuevo saldo de la tarjeta?
Solucién
Los adeudos de la persona se representan con cantidades negativas; entonces, para obtener su nuevo saldo se efectia
la siguiente operacion:

=6 000

=2 500

—_500

-9 000

Hl signo negativo del resultado indica que la persona le adeuda al banco $9 000

17
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EJERCICIO 10

10,

11.

12,

@ Vrifica tus resultados en la seccidn de solucionas correspondiante

2,

Resuelve las siguientes operaciones:
L,

Leticia tiene 15 afios actualmente, ;qué edad tendrd dentro de 22 afios?

Uriel se ha preparado durante toda su vida, invirtié 2 afios en el nivel preescolar, 6 en primaria, 3 en secundaria,
3 en el bachillerato, 5 més en la licenciatura y, finalmente, 3 afios en un posgrado. ; Durante cudntos afios estudié
Uriel ?

. Luis gand $1 500 en febrero, $3 500 en marzo, $2 800 en abril, $2 200 en el siguiente mes, ;cudnto dinero gand en

total?

Carlos nacié en 1978, a la edad de 26 afios se gradud en la carrera de ingenieria y 2 afios después se casd. ;En qué
afios se verificaron estos 2 sucesos?

Efrain nacié en 1960, se casé a los 28 afios, a los 3 afios de matrimonio nacid su dnico hijo. Si Efrafn fallecié cuando
su hijo tenia 14 afios, jen qué afio ocurrié su fallecimiento?

. Unautomdvil realiza un viaje en tres etapas para ir de una ciudad a otra: en la primera etapa recorre 210 kilémetros,

en la segunda 180 y en la iltima 360; ;qué distancia existe entre las ciudades?

. En una carrera de automdviles, el automévil que lleva la delantera ha recorrido 640 kilémetros; si para llegara la

meta le faltan 360 kilémetros, jcudl es la distancia que deben recorrer todos los automdviles para finalizar la com-
petencia?

Una editorial publica 12000 ejemplares de un libro de dlgebra, 8 000 de uno de geometria analitica y 10 700 de uno
de cdlculo diferencial e integral, ;cufntos libros de las tres dreas publica en total?

Una persona ingiere en el desayuno un jugo de namnja con 20 calorfas de contenido energético, unos huevos fritos
de 800 calorias, una rebanada de pan con 50 calorias y un céctel de frutas de 150 calorias, ;cudntas calorias consume
en total?

Cierto famoso jugador de futbol nacid en 1966, a los 17 afios gané el mundial juvenil, a los 24 el mundial de primera
fuerza, 4 afios méds tarde perdic una final de campeonato mundial y 3 afios después se retird del futbol, ;cudl fue el
afio de su retiro?

En un dia en la Antértica el termémetro marca una temperatura de 35°C bajo cero y el prondstico meteoroldgico
indica que en las siguientes horas la temperatura descenderd 18°C mids, ;cudl es la nueva temperatura que registrard
el termbmetro?

Una empresa reporta en los dltimos 4 meses las siguientes pérdidas: $330 000, $225 000, $400 000 y $155 000,
{A cudnto asciende el monto total de las pérdidas?

Resta

Es la operacitn inversa de la suma o adicién. Los elementos de una resta son el minuendo (+), sustraendo (=) y la
diferencia.

a -+— Minuendo
—b -«+— Sustraendo

¢ -+— Diferencia
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© Cuando se restan 2 niimeros enteros la diferencia lleva el signo del entero de mayor valor absoluto, como lo
muestran los siguientes ejemplos:
EJEMPLOS
-i 1 @ Efectia9-7.
Solucién
Se efectia la operacién y el resultado leva el signo del mimero con mayor valor absoluto,
9-7=2

Hl resultado de la operacicén es 2
2 ®o;Cudl es el resultado de 3 - 47

Solucién
Se realiza la operacién 4 — 3 = 1, y al resultado se le antepone el signo negativo, debido a que el nimero de mayor
valor absoluto es negativo, por tanto:

3-4=-1

< Silos niimeros son de dos o més digitos, entonces se acomodan de manera vertical para que coincidan las clases
y se efectiian las operaciones, columna por columna, de derecha a izquierda:

EJEMPLOS
5 | ®¢ Realiza; 289 47,
§ Solucién
L
Las cantidades se acomodan de manera vertical y el resultado lleva el mismo signo que 289, ya que es el nimero de
mayor valor absoluto.
289
- 47
242
Por consiguiente: 289 — 47 =242
2 ®e-A quées igual 425 + 379,
Solucién
Se efectia la diferencia de 425 — 379 y al resultado se le antepone el signo negativo.
425
=31
46
Por tanto, =425 + 379 =-46
3 ®e«-Elresultadode -6-3-2+8 +1les:
Solucién
Se suman las cantidades que tienen el mismo signo.
-6-3-2=-11 E+1=9
Entonces: =6 -3—-2+8+1=-11+9
Se realiza la resta y se obtiene el resultado final: -6 -3 -2+8+1=-11+9=-2
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4 ®o-Realiza; -8 +12-3+9-1-15+7.

Solucién
Para obtener el resultado, primero se agrupan los nimeros del mismo signo.

-8+12-3+9-1-154+7=-8-3-1-15+12+9+7

Los nimeros de igual signo se suman y posteriormente se restan:

==27+28
=]
EJERCICIO 11
Realiza las siguientes operaciones:
1. =2+6 16, 25+23-8=T7=4-3
2, -T+4 17. 144+ 15+18-7-3-20
3 -9+11 18, 100-6-5-4-3-42-5]
4 =20+ 15 19, 47-12+7-9-1
5 15-23 20, -6+8+4-2-5+3-2+10
6. 49-35 21, -3+6-2+4-7+10
7. —-B+8 22 5-6+9-7-3+10+11
8 —14+25 23, -1+2-3+4-5+6-T7+8-9
9. 105-143 24, 15-10-3+18-20+9-2
10. -1 024 + 958 25 1-2-3-54+6-T7+10+11-13
11, =2-5+8 26, 4=3-2+6+1-5+4-8-9
12, —13-15+6+ 11 27. 531-120-402+ 101
13, -9-T7-8-2+5+4+11 28 —-B53+45+73+ 183 +2-166
14 -6-10-3+12+13+ 14 29. 9031-1217-1902+4701-18
15. 13-2-5-9-1+8-11 30, 1432+ 17913-19935-2 001 -7 034

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiants

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Al comprar un televisor de $2 809 a crédito, hay que dar un anticipo de $748 y el resto se paga a 6 meses, ;cuédnto
Testa para terminar de pagar el televisor?

Solucién
Al costo del televisor se le resta el anticipo para saber cudnto falta por pagar:
2809
- 748
2061
Por tanto, resta pagar $2 061
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EJERCICIO 12

Resuelve las siguientes operaciones:
1. En un colegio hay una poblacién de 800 alumnos, de ellos 430 son varones, jcudntas mujeres hay en la escuela?
2. ;Cuinto dinero le falta a Ernesto si su ahorro es de $12 000 para comprar un automévil que cuesta $35 0007
3. Angel al vender su casa en $250 000, obtiene una ganancia de $13 000, ;cudnto le habia costado su casa?

4, La suma de las edades de Laura y Carina es de 48 afios, si Laura tiene 25 afios, jcudl es la edad de Carina?

5. 5i Fernanda tuviera B8 afios menos tendria 35 y si Guillermo tuviera 10 afios més tendria 25, ;cufinto més joven es
Guillermo que Fernanda?

6. Una cuenta de ahorro tiene un saldo de $2 500, si se efectiia un retiro de $1 500 y se cobra una comisién de $7 por
disposicién ;cudnto queda disponible en la cuenta?

7. Unrollo de tela tiene una longitud de 40 metros, el lunes se vendieron 3, el martes 8, el miércoles 5 y el jueves 6,
Jeudintos metros de tela quedan para vender el resto de la semana?

8. Un atleta debe cubrir una distancia de 10 000 metros, si recorre 5 850, ;qué distancia le falta recorrer?

9, Juan solicité un préstamo de $20 000; el primer mes aboné $6 000, el segundo $4 000, y en el tercero $5 500, jcudnto
Ie falta pagar para cubrir su adeudo?

10. La edad de Abigail es de 31 afios, la de Mario es de 59 y la diferencia de las edades de Carmeny Clara es de 37 aiios,
zen cudnto excede la suma de las edades de Abigail y Mario a la diferencia de las de Carmen y Clara?

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Suma y resta con signos de agrupacién

Al realizar sumas y restas de nimeros enteros que tienen signos de agrupacidn, primero es necesario eliminar dichos
signos, para hacerlo debes seguir el siguiente procedimiento:

© Sia un signo de agrupacitn lo precede un signo positivo, el nimero entero que encierra conserva su signo,

Analicemos los siguientes ejemplos:
EJEMPLOS ;
3 e
g. {Cudl es el resultado de (=8) + (=3)?7
1 Solucién
Puesto que ambos signos de agrupacidn estin precedidos por signos positivos, entonces se suprimen y se realiza la
operacion para obtener el resultado:

(-B)+(-3)=—8-3=-11
2 @ Efectia (+6)+ (-8).
Solucién
Al estar precedidos por signos positivos, ambos enteros conservan su signo y se obtiene como resultado:
(+6)+(-B)=6—-8=-2
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© Si un signo de agrupacion es precedido por un signo negativo, entonces el entero que encierra cambia su signo:

EéEMPLOS
-g, 1 @+ Resuelve —(14) - (- 10),
i

Solucién

Alos signos de agrupacion le anteceden signos negativos, entonces se deben cambiar los signos de los enteros y realizar
Ia operaci6n que resulta.

~(14) = (-10) =-14 + 10=—4
El resultado de la operacitn es —4,
2 @+ ;Cuil es el resultado de (—6) + (= 3) = (-11)?
Solucién

Se aplican los procedimientos correspondientes a cada signo de agrupacidn y se procede a efectuar la operacién con
enteros:

(=6 +(-3)-(-11)=-6-3+11=-9+11=2
3 @+ Obtén el resultado de (6 — 8) + (5 -2),
Solucién
Una forma de realizar la operacitn es efectuar las operaciones que encierran cada uno de los signos de agrupacion:
6-8)+(5-2)=(-2)+(3)
Se aplican los criterios mencionados y se realizan las operaciones pertinentes para obtener el resultado:
==2+3=1
4 ®+Realiza (B-3)-(-4+6)+(2-T-3)+5.
Solucién
Otra forma de obtener el resultado es aplicar los criterios para cada una de las cantidades contenidas en cada signo de
agrupacion y, posteriormente, las operaciones con niimeros enteros correspondientes.

B=3=-(-4+6)+(2-T=-3)+5=8-3+4-6+2-T=-3+5
=B+4+2+5-3-6-7-3
=19-19
=0

5 ®¢;Cudl es el resultado de [(~8 + 6) - (=3 =2)] + [4 = (2 - 1)]?
Solucién
Se efectian las operaciones contenidas en los paréntesis:
[(-B+6)=(-3-2)] +[4 - (2~ D]=[-2)- (-5)] +[4-(1)]
Se eliminan los paréntesis y se realizan las operaciones que encierran los corchetes:

=[-2+5]+[4-1]
=[31+[3]

=3+3

=6
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EJERCICIO 13

Resuelve las siguientes operaciones:
L (3)+(12)
2 (-6 +(-2)
3. =(-15)-(-9)
4, 8+ (13)

5. (15)+(-8)

6

7

8

9

» (= =(=2)

L =6-(-3)

. (A1) +(8)

s =N+ (1) - (-10)
10. (11} - (13) + (- 16)
11, =(-24) + (-13) = (9)
12, =(T} + (-3} —-(-16)
13, 9-(-6) +(-12)

14, (3)=(6) +(=5)=(-8)
15. 9 (5) +(-3) - (11)

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Multiplicacién

Lamultiplicacitn es la representacidn de la suma de una misma cantidad varias veces. Una multiplicacidn se representa

con IDS simm].m" Shagtt d ¥ 0 u( }"'

Ejemplo
La multiplicacién de 3 x4 es lo mismo que:

MNimeros enteros

. B+ 5 ~-13+2)

L (=3-9)=(8+T)

15 = (4+6) + (-3-T)

, (9+S)-(R-11}-19

L (B=25)-(B+5)+(13+11)

L =(5=-T+(16+3)-(4+7

(=T +(E+H- (-3 -4
 1=(-3-24+8)+(2+3+ 1)

. 4= (6+[-5+(12-8)]}

, =5+ {4+[3-(4-8)+(-5-10)])

=B+ -(5-1]+[(B-3)=(5+1)]
A9-12-(1-511-[-(5-4+ (5
[(A+2-11D)+(13+9-20)] - [(-3+5-21)— (18 - 15 +6)]
C12-[(6-4H+(B-15]-[4-(3+2-(1-7)]

, 8+ (A-TN+(2-5-]+[6--(2-5-6)-12]

Ixd=4+4+4=120biend4x3=3+3+3+3=12

Los elementos de una multiplicacitn reciben el nombre de factores y el resultado producto o multiplicacidn. Asi,

en el ejemplo anterior, 3 y 4 son los factores y 12 es el producto.
Para no realizar las sumas, se utilizan de forma mecdnica las tablas de multiplicar.

Al multiplicar niimeros de varios digitos, éstos se colocan en vertical y se realiza el procedimiento que muestran

los ejemplos siguientes:

1 @+ ;Cudl es el resultado de 358 x 67
Solucién

Se acomodan los factores y 6 multiplica de derecha a izquierda a cada uno de los digitos del mimero 358

358
X 6

2148
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? ®e-FEfectia 2 624 x 45.

Solucion
Se multiplica 5 por 2 624
2624
®x 45
13120

Se multiplica 4 por 2 624 y el resultado 10 496 se coloca debajo del anterior (13 120) recorriendo el dltimo digito
un lugar a la izquierda con respecto al primer producto.
2624
X 45
13120
10496

Las cantidades se suman para obtener el resultado de la multiplicacidn.

2624

X 45

13120
10496

118080

Por consiguiente, 2 624 x 45 =118 080

Leyes de los signos 1. El producto de dos nimeros con signos iguales da como resultado un niimero positivo,

Ejemplo
(BY5)=40 ; (=3)}(-7=2

Leyes de los signos 2. El producto de dos mimeros con signos diferentes da como resultado un niimero negativo.

Ejemplo
6@ =-24 ; O)-3)=-2T

En general, la aplicacitn simbdlica de las leyes de los signos anteriores es:
#H) =+ HE=- (Ho)=+ X =-

EAEMPLC‘S - -
-§_ 1 ®e Efectia (~3)(-4)(-6).
8 Solucién
T Se realiza el producto de (—3)(—4) y el resultado, 12, se multiplica por -6, entonces:
(=3W=4)(=6) = (12)(-6)=-72
Finalmente, el resultado de la multiplicacién es —72
2 @+ ;Cudl es el resultado de (3)(=5)(—2)(4)?
Solucién
Se multiplican 3 por =5 y =2 por 4, los resultados se vuelven a multiplicar para obtener el resultado final de la ope-
mcidn,
(3N=5N-2)(4) = (-151-8)=120
Por tanto, el producto es 120
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MNimeros enferos

Resuelve los siguientes productos:

1. 3% 567 10. 17 235x 111 19. (—82 462)(2732)

2. 4846 x5 11, (—5)(-4) 20. (12 734)(-4 263)

3. B5 %27 12. (32)(-5) 21, (-5X=3}-T)

4, 324 % 53 13, (=14)(=23) 22, (3=2)0=5)

5. 272x 524 14, (=324)(48) 23, (6)=1)}=3)

6. 7236 %36 15, (=723)(-420) 24, (5HH(-3)-1)

7. 4005 x 736 16, (B40)(—233) 25, (=9)(-8B)}-3)(4)

8 8236x5274 17. (-4 256)(-3 (23) 26. (—2)(=3)(—d)(-5)6)

9. 9821 %3890 18, (—27 845)(327) 27, (4)(=T2)=1)-5)—6)

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludenes correspondienta

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Cada tren del metro de la Ciudad de México tiene 9 vagones, cada uno con 8 puertas y cada una de dos hojas co-
medizas. Si se desea cambiar las hojas de los 120 trenes existentes en la ciudad, jcudntas hojas se vana cambiar?

Solucion

Para obtener el ndmero total de hojas, se multiplica el niimero de trenes por el mimero de vagones por el nimero
de puertas y por el nimero de hojas:

Niimero de hojas = (120)(9)(8)(2)= 17 280
Entonces, el niimero de hojas a cambiar son 17 280

EJERCICIO 15

=

=

o

Resuelve los siguientes problemas:
L
2. ;Cusintos libros hay en 12 repisas, si cada una contiene 15 textos?

. Juan tiene 3 docenas de canicas, Julio 5 docenas y Daniel tiene sélo 9 canicas, jcudntas canicas tienen en total los 37

. Se van a sembrar en un terreno 25 filas, cada una con 30 drboles, ;cudntos drboles se van a plantar en total?

En una caja hay 24 refrescos, ;cudntos refrescos habrd en 9 cajas?

Rafael tiene B piezas de tela de 12 metros cada una, pretende vender a $10 el metro, ; cudnto dinero puede obtener
por la venta de todas las piezas?

¢ Cudintos minutos hay en una semana, si una semana tiene 7 dfas, cada dia tiene 24 horas y cada hora 60 minutos?

7. Enun vecindario hay 28 edificios, cada uno tiene 12 departamentos, jcufintos departamentos hay en el vecindario?

11

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

. Una caja de lapiceros contiene 20 paquetes, los que a su vez tienen 12 lapiceros cada uno, si hay 25 cajas, ;cufntos

Iapiceros se tienen en total?

. Rodrigo percibe un sueldo quincenal de $2 700, ;cudnto dinero recibe al cabo de un afio?
10

Un autobiis tiene capacidad para 42 pasajeros y un conductor, si a un evento asisten 3 grupos de 5 autobuses y cada
uno se llena a su méxima capacidad, ;cufintas personas en total asisten a dicho evento?

Una empresa de productos licteos ocupa, para vender y distribuir leche, camiones con una capacidad de carga de
250 cajas, cada una de ellas contiene 12 litros y el precio del litro es de $10, si un supermercado realiza un pedido
de 4 cargas, jcudnto debe pagar por la compra del licteo a la empresa?
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Multiplicacién con signos de agrupacién

Los signos de agrupacion que se utilizan son: { ), [ . { . T cuyos nombres respectivamente son: paréntesis,
corchetes, llaves y vinculo.

Para simplificar y obtener el resultado de una operacitn con signos de agrupacitn, hay que suprimir éstos y mul-
tiplicar los nimeros del interior de los signos por el niimero o signo que los anteceden.

Después se agrupan y suman los niimeros del mismo signo y los resultados se restan.

EJEMPLOS
k| 1 @ Efectia 3(4—2)— 5(1-4)= (8 +9).
g Solucién

Ly

Los signos de agrupacion se suprimen al multiplicar por los nimeros y signos que les anteceden.
34-2)-51-4)-(8+9)=12-6-5+20-8-9
Se agrupan y suman los niimeros con el mismo signo, los resultados se restan:
=124+420-6-5-8-9
=32-28
=4
Por tanto, el resultado de la opemacidn es 4
2 @+ Realiza—6--2-7+(2-1).
Solucién
Se realizan las operaciones en el paréntesis y en el vinculo (barra horizontal que abarca a —2 y —7). Se suprimen los
signos de agrupacién y se efectian las operaciones para obtener el resultado.
-6-2-T7+(2-1)=-6-9+(1)
=—6-(-9)+1
=—6+9+1
=4
3 @+ ;Cudl es el resultado de 6 - 42 —5(4 - 3) +3(3 -2))?
Solucién
En este caso, primero se suprimen los paréntesis y los mimeros se multiplican por los mimeros que les anteceden:
6-4{2-54-3)+33-2)]}=6-4{2-20+15+9-6)
Ahora, se eliminan las llaves al multiplicar por —4,
=6-8 +80-060-36+24
Por ltimo, se realiza la operacitn al agrupar signos iguales y los resultados obtenidos se restan:
=6+80+24-8-60-36

=110 - 104
=6
4 ®+-Obténel resultado de —8 — {2 — 3[5 — 2(1 — 3) + 48 — 10)]} + 3[2 - 5(1 - 3) — 10].

Solucién
Otra forma de realizar operaciones con signos de agrupacitn es, primero, efectuar las sumas o restas que encierran los
signos con menor cantidad de nimeros, en este caso son los paréntesis.
—8—{2-3[5-2A1-3) +4(B = 10)]} +3[2=5(1=3) = 10] = =8 - [2 = 3[5 = 2(-D) + 4(=2)]} + 3[2 - 5(-2) - 10]
Para eliminar los paréntesis se multiplica por el nimero que los antecede:
=—8-(2-3[5+4-8]} +3[2+10-10]
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Ahora los signos a eliminar son los corchetes, para hacerlo se realizan las sumas y restas que encierran, y poste-
riormente las multiplicaciones:
=-8-{2-3[1]1} +3[2]
—8—[2-3])+6

Se sigue el mismo procedimiento para eliminar las llaves:
-8 -[-1}+6
-B+1+6
-B+7

==1
Por consiguiente, el resultado de la operacion propuesta es —1

EJERCICIO 16

Realiza las siguientes operaciones:

1, 2A7-4)+31-5+8

2, —42-3-1}+2B-5+X4-5)

3. -6+ (3-[4-24-7])

4, 8- (5-4[-6+7(5-2)]-3)

5 —{-6+4[2-54-34-3)+2(7-3)]+2} -1

6. 6-[4-34-2)]-{7-5[4-27-1)]}

7. =24 {-3-[T+H-2+5)]} -4
8 12+3(-6+2[5-43-2)+57-8)]-5}
9, =2(=7+11)=5={=2+(=3+5-[4 -2 )]}
10, =11 +7=2(-4+1 = [-2(-3+4) -2 +4 +7 - 8] - 4}

@ Varifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
1 El costo y la disponibilidad de boletos para un concierto en el centro de espectdculos “El Huracdn" es: prefe-
rente A: 224 a $840, preferente B 184 a $650, balcén C 125a $430 y balcénD 96 a $280. Si para el dia del evento
se agotaron los boletos, ;cudl es el ingreso de las entradas?
Solucié

Se multiplica el nimero de boletos por el costo de cada boleto de cada seccion, al final se suman los resultados y
se obtiene el ingreso total de entradas.
Ingreso total = (840)(224) + (650)(184) + (430)(125) + (280)(96)
= 188 160 + 119 600 + 53 750 + 26 880
=388 390
Por tanto, el ingreso total fue de $388 390
2 Se desea realizar un viaje a Huatulco, 4 dias y 3 noches todo incluido, y se tienen contempladas 232 personas, el
costo por persona es de $780 en habitacién doble y $865 en habitacidn individual. Si sélo 15 personas no realizan
el viaje y se sabe que se alquilaron 75 habitaciones dobles, ; cufntas habitaciones individuales se alquilaron y cudl
fue el monto total del viaje?
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Solucién
El niimero de personas que realizaron el viaje son: 232 - 15 =217
De ellas se hospedaron en habitacién doble 2(75) = 150
Esto indica que en habitacitn individual se hospedaron 217 — 150 =67
Luego, todos se hospedaron 3 noches,
3(780)(150) + 3(865)(67) =351 000 + 173 865 = 524 865
Por tanto, el monto total del viaje es de $524 B6S

Una familia de 5 miembros asiste a un restaurante de comida rédpida que en todos sus paguetes tiene descuentos; el
padre y la madre compran cada quien paquetes de $52, con un descuento de $15. Los nifios piden cada uno paguetes
de $42, con un descuento de $10 por paquete, ;Cudnto es lo que pagan por todos los paquetes?
Solucién
Para obtener el resultado se multiplica el nimero de paquetes por el costo de éstos, ya incluido el descuento,
2(52 — 15) + 3(42 — 10)=2(37) + 3(32)
=74 +96
=170
Por consiguiente, los padres pagan $170

EJERCICIO 17

10,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
L,

Karen recibe un salario de $850 semanales y, por ser una buena estudiante, tiene asignada una beca de $1 000 men-
suales. ;Cudl es la cantidad de dinero que recibe en un mes? (Considera un mes igual a 4 semanas. )

A Maritza le da su papd $20 diarios. 5i en unafio ella destina para pasajes y diversidn $2 300 anuales, ; qué cantidad
de dinero le sobra para sus otros gastos? (Considera un aiio igual a 365 dias.)

Un cuarteto de misicos recibe como pago $240 diarios por tocar entre semana en un restaurante, mientras que por
tocar en el mismo lugar los fines de semana el pago es de $480 diarios. ; Cudnto dinero percibe cada integrante del
grupo, si lo que ganan se reparte en forma equitativa? (Considera una semana iguala 7 dias.)

. Elsueldo de un capturista de datos es de $150 diarios con su respectivo descuento de $30 por concepto de impuestos,

{Qué cantidad recibe en un mes? (Considera un mes igual a 30 dias.)

En la reparticién de una herencia el abuelo designa en partes iguales un terreno de 12 hectdreas a 3 de sus nietos, si
el precio por metro cuadrado es de $250, ;cudl es el monto que recibié cada uno de los herederos? (Considera una
hectdrea igual a 10 000 m’,)

Roberto tiene 12 afios, Mdnica es 4 afios mds grande que Roberto y Julidn tiene el doble de la edad de Ménica.
;Cudnto es la suma de las edades de Roberto, Monica y Julidn?

Pablo asisti6 a las ofertas de una tienda departamental y se compré 3 pantalones en $750 cada uno, con un descuento
de $225 por prenda; 4 camisas de $600 la pieza con su respectivo descuento de $120 por camisa y 5 playeras cuyas
etiquetas marcaban un costo de $250 y su descuento de $75 en cada pieza, ;cudnto pagé Pablo por los articulos?

Un granjero realiza la venta de media docena de borregos, 8 conejos y 3 cerdos: si el precio de un borrego es de $600,
el de un conejo $150 yel de un cerdo es de $450, ;cudl es el importe que recibe por la venta de estos animales?

. Lahipoteca que contrajo Damifin en enero de 2008 con un banco asciende a $425 000, si durante el primer afio Damifin

realiza el pago de $6 500 mensuales, ;a cudnto asciende su deuda pam enero de 20097

En un estadio hay 3 tipos de ubicaciones con diversos costos cada una: 25 000 en preferente especial, 15 000 luga-
res en la seccién de preferente y 30 000 en general, si el costo de un boleto en preferente especial es de $150, el de
preferente $100 y el de general de $80, ;cudl es el ingreso de la taquilla si hay un lleno total en el estadio?
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Divisién

Siay b sonniimeros enteros, Ia divisién de @ entre b, siendo b un niimero entero diferente de cero, consiste en encontrar

a los niimeros enteros p y rtales que:
a=bp+r Paratodoa>h y b<r.
Donde a recibe el nombre de dividendo, b el de divisor, p el de cociente y r residuo.
Ejemplo
En la divisién de 25 entre 4, el cociente es 6 y el residuo, 1 ya que:
25=4(6)+1
Ejemplo

En la divisién de 36 entre 9, el cociente es 4 y el residuo es 0, ya que:
36=9(4)+0
Cuando en una divisién el residuo es igual a 0, entonces se dice que la division es exacta.
Las divisiones se representan con los siguientes simbolos:
Con una caja divisora [
Por medio de dos puntos 9: 7
Conel signo +

Con una raya horizontal (fraccién) %

Algoritmo de la division

Para dividir ¢ entre & con a > b, se efectian los siguientes pasos:

1. Se acomoda el dividendo dentro de la caja divisora y el divisor fuera de ella.
Divisor —# b[a «— dividendo

2 Del dividendo se toman las cifras necesarias para formar un nimero mayor o igual que el divisor.

3. El dividendo parcial se divide entre el divisor y resulta la primera cifra del cociente, que se coloca encima de la
tltima cifra del dividendo parcial, enseguida se multiplica la primera cifra del cociente por el divisor y el producto
= resta del dividendo parcial y se escribe la diferencia debajo del dividendo parcial.

4. A la derecha de la diferencia se baja la siguiente cifra del dividendo original, con lo que se forma un nuevo divi-
dendo parcial al que se le repite el proceso descrito.

5. Secontinia con el proceso hasta bajar todas las cifras del dividendo original.

6. Sialgin dividendo parcial resulta ser menor que el divisor, se escribe cero en el cociente y se baja la siguiente
dfra del dividendo original.

EJEMPLOS
< | @+ Divide 9 entre 4.

Solucién

Se acomodan las cantidades en la caja divisora,

Ejemplos

4lo

{continta)
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{(continuacidn)
Se busca un niimero que al multiplicar por 4 se aproxime a 9 sin excederlo (4 x 2 = B), de forma que la diferencia
del dividendo 9 y el producto 8 sea menor que 4
2
4lo
1
Por tanto, el cociente es igual a 2 y el residuo 1

? ®e Efectia la divisién de 47 entre 3.

Solucion
Se colocan el dividendo y el divisor en la caja divisora, ensus respectivos lugares.

3la7
Se elige un dividendo parcial y se efectiia la operacitn,

1
3la7
1
Se baja la siguiente cifra del dividendo original y se divide entre 3 nuevamente.
15
3la7
17
Z
El resultado de la divisién es 15 y el residuo 2
3 e@e-Efectia23|1217.
Solucién
Se elige el dividendo parcial y se efectia la operacitn.
5
2301217
06
Se baja la signiente cifra del dividendo original y se divide nuevamente para obtener el resultado de la divisién
propuesta.
52
231121,7
067
21

Por consiguiente, el cociente es 52 y el residuo 21
4 @« Divide 65 975 entre 325.
Soluciéon
Se acomodan los niimeros en la caja divisora.

325 [65975

Se elige el dividendo parcial y se efectia la operacitn.

2
325 | 659,75
009
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Mimercs enteros
Al bajar la siguiente cifra, el nuevo dividendo parcial 97 es menor que el divisor 325.

2
325 | 659,75

0097

Por lo tanto, en el cociente se escribe 0 a la derecha de 2 y se baja la iltima cifra del dividendo original.
20
Se efectiia la divisidn de 975 entre 325 y se obtiene el resultado.

203

325 | 659,75
009 75

000

Por tanto, el cociente es 203 y el residuo 0, la divisién fue exacta,

EJERCICIO 18
Realiza las siguientes divisiones.
LA 0I8 7. 23[485 13. 120563472
2. 5016 8 35(1216 14. 4621 (80 501
3, 7343 9, 1253724 15. 12503 120973
4, 9[2674 10. 853[4296 16. 425243123274
5. 1296 11, 526 [15396 17. 10053 [2000382
6. 18236 12, 903 [42874 18. 22325 [110 121 874

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
En el auditorio de una escuela se presenta una obra de teatro para maestros y alumnos. Si en la escuela hay

28 maestros y 585 alumnos, y el auditorio s6lo tiene capacidad para 80 personas, ; cudntas presentaciones se deben
realizar para que todo el alumnado y todos los profesores la presencien?

Solucién

En total hay 28 + 585 = 613 personas; luego, se realiza una divisién entre el total de personas y la capacidad del
auditorio para obtener el nimero de presentaciones,

7
801613
53

Se observa que el cociente 7 representa al nimero de presentaciones con auditorio lleno, pero sobran 53,
entonces se necesita una presentacién més para que todos puedan asistir a la obra de teatro. Por lo tanto, se tienen
que realizar 8 presentaciones.
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EJERCICIO 19

10.

11,

c} Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
L,
2,

¢ Cudintas veces cabe el niimero 15 en 3457

Ciento ochenta y seis mil pesos es lo que ahorraron 62 alumnos del Tecnoldgico de ingenieria para su graduacidn, si
cada estudiante ahorrd la misma cantidad, ;cudnto dinero ahorr cada uno?

. El producto de 2 nimeros es 137 196, uno de ellos es 927, ; cudl es el otro nimero?

¢ Cudéintas horas hay en 3 360 minutos, si se sabe que una hom tiene 60 minutos?

Se reparten 7 200 libros de matemdticas a 4 escuelas, si cada una de ellas tiene 600 alumnos, ; cudntos libros le tocan
acada estudiante?

,En cudntas horas recorrerd 144 kilometros un automovil que viaja a 16 kilometros por hora?

¢Cudntos dfas necesitard Fabidn para capturar en su computadora los datos de un libro de mateméticas que contiene
224 péginas, si copia 4 paginas en una hora y tmbaja 8 horas por dia?
Un reloj se adelanta 3 minutos cada 4 horas, jcudnto se habri adelantado al cabo de 20 horas?

Una fuente tiene capacidad para 2 700 litros de agua, ;qué cantidad de este liquido debe echar por minuto una llave
que la llena en 5 horas?

En una tienda de ropa, Omar compra igual nimero de pantalones que de chamarras con un costo total de $1 500,
cada pantalén cuesta $200 y cada chamarra $550, ;cudintos pantalones y chamarras compri?

Los 3 integrantes de una familia deciden repartir los gastos que se generan en su casa: el recibo bimestral de luz
llega de $320; el recibo del teléfono de $240 mensuales; la television por cable $260 mensuales y el predio es de
$3 600 anuales, ; Cudnto dinero le toca aportar mensualmente a cada integrante, si los gastos se reparten de manera
equitativa?
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lo Antigiiedad y quizd también el mas
nombrado y conocido de la historia de
los matemdticas.

Euclides es el matemdtico mas famoso de

Su obra més importante es un fratado de geo-
mefria y aritméfica que recibe el fitulo de Los
elementos.

Esta obra es importante, no tanto por la origi-
nalided de sus contenidos, sino por la sislema-
fizacién, el orden y la argumentacién con la
que fue redaciada. Euclides recopila, ordena y
argumenia los conocimientos geométrico-matemdticos de su época, que
ya eran muchos.

los elementos consta de 13 libros sobre geomefria y aritmética, de los
cuales sélo los libros del vil al X trafan la feoria de los nimeros [arimétical),
discuten relaciones con nimeros primos (Euclides prueba ya en un teorema
que no hay una cantidad finita de nimeros primos), minimo comin maltiplo,
progresiones geométricas, efcéfera,

Euclides
{300a. C)
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Divisibilidad
Sean a y b niimeros enteros. Se dice que a es divisible entre b si el residuo de a + b es cero.

Ejemplos
48 es divisible entre 16, porgue 48 = (16)(3) + 0, es decir,

3
1648
0 ——» Residuo

1 512 es divisible entre 42, porque 1 512 = (42)(36) + 0, entonces,
36
4211512
252
0 —— Residuo

385 no es divisible entre 12, porque 385 = (12){(32)+ 1, es decir, el residuo es diferente de 0

3z
12[385
25

1 ——» Residuo

Muiltiplo. El miltiplo de un nimero es el que lo contiene un nimero exacto de veces,

Ejemplos

36 es miiltiplo de 9, porque lo contiene 4 veces.

240 es miiltiplo de 12, porque lo contiene 20 veces.

Los miiltiplos de un niimero £ se obtienen al multiplicar k por los niimeros naturales,

Ejemplos
Los miltiplos de 3 son: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ..., porque 3(1) = 3, 3(2) = 6, 3(3) = 9, 3(4) = 12, 3(5) = 15,
3(6) =18, ...
Los miiltiplos de 5 son: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, ... , porque 5(1) = 5, 5(2) = 10, 5(3) = 15, 5(4) = 20, 5(5) = 25,
5(6) =130, ...
Los miiltiplos de 8 son: 8, 16, 24, 32, 40, 48, ... ., porque 8(1) = B, 8(2) = 16, B(3) = 24, 8(4) = 32, B(5) = 40,
8(6) =48, ...

Niimero compuesto. Es aquel que ademds de ser divisible entre sf mismo y la unidad, lo es entre otro factor,

Ejemplos

12 es niimero compuesto, porque tiene como divisores al: 1,2,3, 4,6y 12,
28 es nlimero compuesto, porque tiene como divisores al: 1, 2,4, 7, 14 y 28,
Criterios de divisibilidad

Nos permiten visualizar cudndo un niimero es divisible entre otro sin efectuar la division. A continuacitn se enuncian
algunos de ellos:

< Divisibilidad entre 2. Un nimero entero es divisible entre 2 si termina en 0, 2, 4, 6 u 8, los nimeros divisibles
entre 2 se llaman pares,

Ejemplo
20, 12, 114, 336, 468 son divisibles entre 2, ya que terminanen 0, 2, 4, 6 y 8, respectivamente.
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< Divisibilidad entre 3. Un nimero entero es divisible entre 3, sila suma de sus digitos es un miiltiplo de 3.

Ejemplos
51 es divisible entre 3, ya que 5+ 1 = 6 y 6 es miiltiplo de 3.
486 es divisible entre 3, ya que 4 + 8 + 6 = 18 y 18 es miiltiplo de 3.

= Divisibilidad entre 4. Un niimero entero es divisible entre 4, si sus dltimos 2 digitos son 0 o un miltiplo de 4.
Ejemplos

900 es divisible entre 4, porque termina en doble 0.
628 es divisible entre 4, porque 28 es miiltiplo de 4.

= Divisibilidad entre 5. Un nimero entero es divisible entre 5, si su dltimo digitoes 00 5.
Ejemplo
5 215 y 340 son divisibles entre 5, ya que terminan en 5 y 0 respectivamente.
= Divisibilidad entre 6. Un nimero entero es divisible entre 6, sia su vez es divisible entre 2 y 3.
Ejemplos
216 es divisible entre 2, ya que termina en 6, y es divisible entre 3, porque la suma de sus digitos es miltiplo de 3. Por

tanto, 216 es divisible entre 6.
9 000 es divisible entre 6, ya que es divisible entre 2 y 3.

© Divisibilidad entre 7. Un niimero entero es divisible entre 7, cuando al multiplicar el dltimo digito por 2 y
restar el producto al nimero que se forma con los digitos restantes, la diferencia es 0 o un miiltiplo de 7.

Ejemplos

315 es divisible entre 7, ya que 5x 2= 10y 31 - 10 =21 y 21 es miltiplo de 7.
147 es divisible entre 7, porque 7 x 2= 14y 14 - 14=10.

< Divisibilidad entre 8. Un niimero entero es divisible entre 8, cuando sus 3 iltimos digitos de la derecha son 0
o forman un miltiplo de 8.

Ejemplos

6 000 es divisible entre 8, ya que sus ltimos 3 digitos son 0.
3 160 es divisible entre 8, porque los 3 iltimos digitos, 160, forman un midltiplo de 8,

© Divisibilidad entre 9. Un nimero entero es divisible entre 9, sila suma de sus digitos es un miltiplo de 9.
Ejemplos

1 233 es divisible entre 9, ya que 1+ 2+ 3 +3 =9, y 9es miltiplo de 9.
6 786 es divisible entre 9, ya que 6+ 7+ 8+ 6 = 27, y 27 es miltiplo de 9.

© Divisibilidad entre 10, Un niimero entero es divisible entre 10, si el dltimo digito es 0.
Ejemplos

360 es divisible entre 10, porque su dltimo digito es 0.
2 500 es divisible entre 10, ya que termina en 0.

© Divisibilidad entre 11. Un nimero entero es divisible entre 11, si el valor absoluto de la diferencia entre la
suma de los digitos en posicién par y la suma de los digitos en posicién impar es 0 o miltiplo de 11.

Ejemplos
1364 es divisible entre 11, ya que [(3+4)-(1+6)|=|7-7|=|0|=0.
82 918 es divisible entre 11, porque |(2+1)- (8 +9 +8)|=[3-25|= |-22| =22,y 22 es miltiplo de 11.
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© Divisibilidad entre 13. Un niimero entero es divisible entre 13, si al multiplicar el iltimo digito por 9 y restar
el producto al nimero que se forma con los digitos restantes, la diferencia es 0 o miltiplo de 13.

Ejemplos
273 es divisible entre 13, ya que 27—-(3x9)=27-27 =0,
442 es divisible entre 13, porque 44 —(2x9) =44 —18 =26, y 26 es miltiplo de 13,

© Divisibilidad entre 17, Un nimero entero es divisible entre 17, si al multiplicar el dltimo digito por 5 y restar
el producto al mimero que se forma con los digitos restantes, la diferencia es 0 o miiltiplo de 17.

Ejemplos
357 es divisible entre 17, ya que 35— (7% 5)=35-35 =0,
493 es divisible entre 17, porque 49 —(3x 5) =49-15 = 34, y 34 es miltiplo de 17.

= Divisibilidad entre 19. Un niimero entero es divisible entre 19, si al multiplicar el dltimo digito por 17 y restar
¢l producto al nimero que se forma con los digitos restantes, la diferencia es 0 o miltiplo de 19,

Ejemplos
342 es divisible entre 19, ya que 34 —(2x17)=34-34 =0,
1 045 es divisible entre 19, porque 104 —(5x17) =104 - 85 =19, y 19 es miiltiplo de 19.

EJERCICIO 20

De

L

T Y

o

10,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

los siguientes nimeros:
105, 243, 73, 2 457, 3 589, ; cudles son divisibles entre 37
800, 112, 324, 1 426, 13 564, ;cudles son divisibles entre 47
105, 3 176, 8 910, 34 615, 217 583, ;cudles son divisibles entre 57
B0, 78, 314, 768, 1 470, ;cudles son divisibles entre 67
175, 157, 576, 1 645, 3 528, ; cudles son divisibles entre 77
. 700, 3 128, 5 024, 9 000, 10 018, ;cudles son divisibles entre 87
225, 349, 1 008, 2 925, 23 619, ;cuidles son divisibles entre 97
. 66, 111, 253, 935, 540, ;cudles son divisibles entre 11?7
. 195, 315, 540, 713, 1 105, ;cudles son divisibles entre 137
1007, 1062, 380, 719, 1 596, ;cudles son divisibles entre 197

Nimeros primos

Un niimero primo sélo es divisible entre si mismo y la unidad. El 1, por definicién, no es primo.
Ejemplos

7 es niimero primo porque solo es divisible entre si mismo y la unidad.
15 no es nimero primo, ya que ademds de ser divisible entre si mismo y la unidad, también lo es entre 3 y 5.
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Tabla de niimeros primos. Para obtener los primeros # niimeros primos de los nimeros naturales se puede utilizar la
criba de Eratostenes, la cual consiste en hacer una tabla con los nimeros del 1 hasta n.

El procedimiento es sefialar con un paréntesis los niimeros que sean primos y tachar los que no lo sean. Se empieza
por tachar el 1 y escribir entre paréntesis el 2, a continuacidn se tachan los miltiplos de 2, posteriormente se busca el
primer niimero no tachado, en este caso (3), se pone entre paréntesis y se tachan todos sus midltiplos. El procedimiento
sé sigue hasta tener marcados todos los niimeros.

Criba de Eratéstenes

4 2 3) 4 (5) 6 %)) 8 g +#
(11) 12 (13) 14 15 16 amn 18 (19) 20
2t 22 @) | 24 25 26 27 2% | (29 | s
Gy | s 33 34 35 % | 37 38 39 40
(41) 42 (43) 44 45 46 @n 4% 49 58
5t 52 (53) 54 55 56 57 58 (59) 60
(61) 62 63 64 65 66 (67) 68 69 70
ay | = 7 | 75 % ¥ # | (79 | #8
84 82 (83) 84 85 86 87 88 (89) 99
= E= = o = B (97) 3 e Hifh

Por tanto, los nimeros primos entre 1 y 100 son;
{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97 }

Descomposicién de un nimero en sus factores primos

La descomposicién de un mimero en sus factores primos es su expresién como el producto de sus factores primos,
Para obtenerlo, se divide el niimero entre el menor divisor primo posible, el cociente que se obtiene se vuelve a dividir
entre el menor divisor primo posible, y asf hasta que el iiltimo cociente sea 1, este procedimiento también se conoce
como factorizacion completa de un nimero,

% 1 @ Expresa 144 como el producto de sus factores primos.

i

Solucién
Se divide 144 entre 2, el cociente 72, se vuelve a dividir entre 2, y asi sucesivamente.
144 +2=72 14412
T2+2=36 7212
36+2=18 362
18+2= 9 182
9+3=3 913
3+3=1 313
1

Por tanto, 144=2.2.2.2.3.3
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2 ®@e-Expresa 105 como el producto de sus factores primos.

Soluciéon
105 se divide entre 3 y se continiia con el procedimiento.
105+3=35 105|3
35+5=7 35|15
T+7=1 77

Por consiguiente, 105=3-5-7
3 @+ Encuentra la factorizacién completa de 294.

Solucién
294 se divide entre 2 y se continida con el procedimiento.
294 +2 =147 294(2
147 +3 =49 147(3
49+7=7 49(7
T+7=1 7

Entonces, la factorizacion completa de 294 es2-3.7 .7

[ ]

EJERCICIO 21
Realiza la descompaosicidn en sus factores primos de los siguientes nimeros:
1. 72 4, 576 7. 840 10. 2376 13. 30240
2, 96 5. 945 8 2310 11. 7020 14. 16 200
3, 225 6. 210 9. 3675 12, 29 400 15, 300030

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Méximo comin divisor (MCD)

Es el mayor de los divisores en comiin de 2 0 mis nlimeros.

Ejemplo
Los divisores de 18 y 24 somn:
Divisores de 18:1,2,3,6,9y 18
Divisores de 24: 1,2,3,4,6, 8, 12y 24
Los divisores comunes son: 1, 2, 3 y 6, el mayor de los divisores en comiines el 6

Por tanto, el méximo comiin divisor de 18 y 24 es 6
Para calcular el MCD de varios niimeros se descomponen simultineamente en sus factores primos, hasta que ya

no tengan un divisor primo en comiin, Cuando los nimeros sélo tienen a la unidad como comiin divisor, los niimeros
reciben el nombre de “primos relativos™,
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EJEMPLOS
5 | @+ Encuentra el méximo comin divisor de 48, 36 y 60,
ﬁ_ Solucién

i Se descomponen simultdneamente en factores primos.

48 36 60]2

24 18 30|2
12 9 153
4 3 5

4, 3y 5, no tienen divisores primos en comiin, los niimeros primos obtenidos se multiplican y el producto es el
resultado.
2.2:3=12

Por consiguiente, el miximo comiin divisor de 48, 36 y 60 es 12,
2 ®e-Determina el MCD{72,180).

Solucién
Se realiza la descomposicion de 72 y 180, en sus factores primos.

2:2-3:-3=34

Por tanto, el MCD(72,180) = 36

3 @+ Calculael MCD(11,23).
Solucién
Los niimeros sélo tienen a la unidad como comiin divisor, lo cual quiere decir que 11 y 23 son primos relativos.
Por consiguiente, el MCD(11,23) = 1

4 @+ -Encuentra el miximo comin divisor de 234, 390 y 546,
Solucién
Se descomponen simultAneamente en factores primos.

234 390 546|2
117 195 2733
39 65 91|13 2-3.13=78
4. & 7

Por consiguiente, el miximo comiin divisor de 234, 390 y 546 es 78
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EJERCICIO 22
Calcula el MCD de los siguientes nimeros:
1. 108y 72 5. 27,25y28 9. 308, 1617y 1925
2, 270y 900 6. 80, 675y 900 10. 572,4719y7 865
3, 243y125 7. 216,300y 720
4, 60,72y 150 8. 126,210y392

EJE
3
£

EMPLOS
1 @+ Determina el mcm [28,42].

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondients m————————

Minimo comin mdltiplo (mem)
El minimo comiin miiltiplo es el menor de todos los miltiplos comunes de 2 0 mds nimeros.

Ejemplo
Al obtener los miiltiplos de 4 y 6 se tiene:

Miiltiplos de 4: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, ...

Miltiplos de 6: 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54

Los miiltiplos comunes son: 12, 24, 36, 48, ...

El menor de todos los miiltiplos en comiines 12

Por tanto, el minimo comiin miiltiplo de 4 y 6es 12
Para calcular el mcm de varios niimeros se descomponen simultdneamente en factores primos hasta que los cocientes
sean 1, si alguno de los niimeros no es divisible entre el factor dado, se baja y se continiia hasta encontrar el factor
primo que lo divida.

Se descumpcmen ambos niimeros en factores primos

28 42)2
2.2.3.7=84
1. 1
Por consiguiente, el mem [28,42] es 84
? @+ Determina el mem [25,30,150].
Soluciéon
Se descomponen los nimeros en factores primos
2-3-5-5=150

Por tanto, el mem [25,30,150] es 150
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3 @+ -Calcula el minimo comin miltiplo de 36, 48 y 60.

Solucion

Se descomponen simultineamente en factores primos y los nimeros primos que resultan se multiplican,

36 48 60|2
18 24 30|2
9 12 15
15
15
5
5
1

2:2:2:2-3:3-5=T720

Lth W W b D

e DD
e L7 I =

Entonces el mcm de 36, 48 y 60 es 720

EJERCICIO 23
Calcula el mem de los sigulentes nimeros:
1. 108y 72 6. 28,35y 63
2, 18y45 7. 20,30y 50
3. 27y16 8. 720, 600 y 540
4, 36,20y90 9. 220,275y 1925
5. 45,54y 60 10. 605, 1925y 2695

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludeones correspondiente

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 En una reunién de academia del drea de matemdticas se repartieron 18 bocadillos, 24 vasos con refresco y
12 rebanadas de pastel, ;cudntos profesores asistieron ala reunion y qué cantidad de bocadillos, vasos con refresco
y rebanadas de pastel recibi6 cada uno?

Solucion
Se calcula el méximo comiin divisor de 18, 24 y 12

MCD(18,24,12) =2 :3=6

Por consiguiente, a la reunitn de academia asistieron 6 profesores y a cada uno le toc6 3 bocadillos, 4 vasos
con refresco y 2 rebanadas de pastel.

2 Tres escuelas deciden hacer una colecta de dinero entre sus alumnos para donar a varias instituciones de beneficencia.

Si la primera junta 120 mil, la segunda 280 mil y la tercera 360 mil pesos, ;cudl es la mayor cantidad que recibird
cada institucién de tal manera que sea la misma y cudntas instituciones podrén ser beneficiadas?
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ARTMETICA
Solucién
Se calcula el médximo comiin divisor de 120, 280 y 360
120 280 3602
60 140 1802 AR
30 70 9|2 MCD(120, 280, 360)=2-2-2-5=40
15 35 45|5
A8 T g
Cada institucion recibird 40 mil pesos y el niimero de instituciones beneficiadas serd la suma de los residuos
3+7+9=19,

Por tanto, 19 son las instituciones beneficiadas y cada una recibird $40 000,

3 Al hacer el corte del dia en un restaurante, el administrador hace 3 rollos de billetes de la misma denominaci6n, en
el primero hay $1 350, en el segundo $1 700 y en el tercero $3 550, ;cudntos billetes hay en cada rollo y de qué
denominacién son?

Solucién
Se calcula el méximo comiin divisor de 1350, 1700 y 3 550
1350 1700 35502

675 B50 17755
135 170 355 |5 MCD(1 350, 1700,3 550)=2-5-5=50
27 34 71

La denominacién de cada billete es de $50, en el primer rollo hay 27 billetes, en el segundo 34 y en el tercero 71,
4 Una persona viaja a la Ciudad de México cada 12 dias, otra lo hace cada 20 dias y una tercera cada 6 dias. Si hoy
han coincidido en estar las 3 en la ciudad, ;dentro de cudntos dias, como minimo, volverdn a coincidir?
Solucién
Se calcula el minimo comiin miltiplo de 12, 20 y 6
12 20

Lh L2 b2 | kD

6
3
3
1
1

El minimo comiin miltiplo es: 2 -2 -3 - 5= 60,
Por tanto, el minimo de dias que trascurricin para que las 3 personas coincidan en la Ciudad de Méxicoes de
60 dias.

5 Un médico receta a un paciente tomar una pastilla cada 6 horas y un jarabe cada 8 horas. Si al iniciar el tratamiento
toma la pastilla y el jarabe a la misma hom, ;después de cudntas horas volverd a tomar ambos medicamentos al
mismo tiempo?

Solucién
Se calcula el minimo comiin miltiplo de 6 y 8

El minimo comiin miltiploes 2-2 -2 -3 =24
Entonces transcurrirdn 24 horas para que el paciente tome los medicamentos juntos.
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EJERCICIO 24

10.

11

12,

13,

14,

15,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Resuelve las siguientes aplicaciones:
L

Tres cajas contienen, cada una, 12 kilogramos de carne de res, 18 de carne de cerdo y 24 de carne de pollo. La carne
de cada caja estd contenida en bolsas del mismo tamafio y con la mixima cantidad de carne posible, ;cudnto pesa
cada bolsa y cudntas hay por caja?

. Gerardo fabrica un anuncio luminoso con focos de color rojo, amarillo y verde, de tal manera que los focos rojos

enciendan cada 10 segundos, los amarillos cada 6 y los verdes cada 15, si al probar el anuncio encienden todos los
focos ala vez, ;después de cufintos segundos volverdn a encender juntos?

. Un ebanista quiere cortar en cuadros lo méds grande posible una plancha de madera de 300 cm de largo y 80 cm de

ancho, ;jcudl debe ser la longitud de los lados de cada cuadro?

. Unciclista da una vuelta a una pista en 6 minutos, mientras que otro tarda 4 minutos. Si ambos inician sus recorridos

juntos, ;después de qué tiempo volverdn a encontrarse y cudntas vueltas habrén dado cada uno?

. Una llave vierte 4 litros de agua por minuto, otra 3 y una tercera, 8. ;Cuil es la cantidad menor de litros que puede

tener un pozo para que se llene en un nimero exacto de minutos por cualquiera de las 3 llaves?

. Tres rollos de tela de 30, 48 y 72 metros de largo se quieren cortar para hacer banderas con pedazos iguales y de

mayor longitud, ; cudl serd el largo de cada pedazo?

. Unparque de diversiones quiere construir balsas con 3 troncos de palmera, los cuales miden 15, 9 y 6 metros, ;cudnto

deben medir los pedazos de tronco si tienen que ser del mismo tamafio?, ;cufintos pedazos de troncos saldrdn?

. El abuelo Eduardo da dinero a 3 de sus hijos para que lo repartan a los nietos de manera equitativa. A su hijo Rubén

le da $5 000, a su hijo Anselmo le da $6 000, mientras que a Horacio s6lo $3 000, ;cudl es la mayor cantidad de
dinero que podrin darle a sus hijos y cufintos nietos tiene Eduardo?

. Fabidn tiene un reloj que da una sefial cada 18 minutos, otro que da una sefial cada 12 minutos y un tercero cada 42

minutos. A las 11 de la mafiana los 3 relojes han coincidido en dar la sefial, ; cudntos minutos como minimo han de
pasar para que vuelvan a coincidir?, ;a qué hora volverdn a dar la sefial otra vez juntos?

Daniel y Omar tienen 60 canicas azules, 45 verdes y 90 amarillas; quieren hacer costalitos iguales con el nimero
mayor de canicas sin que sobren, jcudntos costalitos pueden hacer y cufintas canicas tendrd cada uno?

Ricardo tiene en su papelerfa los lapiceros en bolsas. En la caja *A" tiene bolsitas de 30 lapiceros cada una y no
sobran, enla caja “B” tiene bolsitas de 25 lapiceros cada una y tampoco sobran. El mimero de lapiceros que hay en
Ia caja “A” es igual al que hay en la caja “B”, ;cufintos lapiceros como minimo hay en cada caja?

Rosa tiene cubos de color lila de 8 cm de arista y de color rojo de 6 cm de arista. Ella quiere apilar los cubos en 2
columnas, una de cubos de color lila y otra de color rojo, desea conseguir que ambas columnas tengan la misma
altura, ; cudntos cubos, como minimo, tiene que apilar de cada color?

Tres amigos pasean en bicicleta por un camino que rodea a un lago, para dar una vuelta completa, uno de ellos tarda
10 minutos, otro tarda 15 y el tercero, 18 minutos. Parten juntos y acuerdan interrumpir ¢l paseo la primera vez que los
3 pasen simultineamente por el punto de partida, ; cufinto tiempo durd el paseo?, ;cudntas vueltas dio cada uno?

En 1994 se realizaron elecciones para presidente y para jefe de gobierno, el periodo presidencial es de 6 afios y el de
jefe de gobierno de 4. ;En qué afio volverdn a coincidir las elecciones?

El piso de una habitacién tiene 425 cm de largo por 275 cm de ancho, si se desea poner el menor niimero de mosaicos
cuadrados de mirmol, ;cudles serdn las dimensiones méAximas de cada mosaico?, ; cudntos mosaicos se necesitan?
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CAPTULO 4

NUMEROS RACIONALES

HISTORICA |

dén entre dos enteros fue utilizada por
los pitagéricos en el siglo Vi a. de C.
Afios antes, los babilonios y los egipcios utilizaron algunas fracciones, las

I a idea de nimero racional como rela-

que fenian como numerador 1, por ejemplo: Y = y algunas en particular

como: -
Después fueron los hindies, quienes se encargaron de formalizar las reglas
para ejecutar las operaciones enfre nimeros fraccionarios. Algunas re-
glas generales las plantearon An,nbhciu y luego Bramagupta, en los siglos vi
y VI, respectivamente. Tiempo después fueron los mismos hindues quienes se
encargaron de sistematizar y ampliar estas reglas. De modo que las reglas
ue ufilizamos en la actuclidad para frabajar con fracciones, fueron obra
ﬂe Mahavirg, en el siglo I, y Bhaskarg, en el siglo xi.

Durante el siglo Xv el matemdtico persa Akashi planted la escritura decimal
de los nomeros fraccionarios y, al mismo tiempo, establecié las reglas de
cdlculo con los nimeros decimales. En el Occidente cristiano a las fraccio-
nes decimales se les conocia como fracciones de los turcos.

Posteriormente a las fracciones equivalentes, que pueden ser simplificadas,
se les denomind nimeros racionales, mientras que la fraccion siempre serd
un término que no tiene factores comunes entre el numerador y el denomi-
nador, es decir, es irreducible.

Al inicio del papiro de Rhind aparece una tabla en la que se expresan las fracciones de
numerador 2 y de denominador impar entre 5 y 101, como suma de fracciones unitarias;
wn ellas efectuaban las cuatro operaciones aritméticas con fracciones.




4 CApTULO

ARTMETICA

Fraccién comin

Sia y b son niimeros enteros, y b es diferente de cero, se llama fraccién comin a la expresién E, donde a recibe el

nombre de numerador y b el de denominador. En una fraccidn comiin el denominador indica el nimero de partes iguales
en que se divide la unidad y el numerador indica el nimero de partes que se toman de la unidad.

EJEMPLOS *

W
1l
| —
) -
bl -
b -

La parte sombreada de la figura representa al numerador.

2 @ Lafraccidn-:;i.ndicaquelaunidadse divide en 3 partes iguales, de las cuales se deben tomar 5, lo cual no es posible.

Por lo tanto, se toman 2 unidades y se dividen en 3 partes iguales cada una, de la primera unidad se toman las 3 partes
yde la segunda tinicamente 2 para completar las 5 partes indicadas en el numerador.

LI La
I
L3 | =
I
L3 | =

x
3

W)=
=

5
Otra manera de representar la fraccion 3 o8 conn niimero formado por una parte entera y una parte fraccionaria

2
15, este tipo de fracciones reciben el nombre de mixtas,

EJERCICIO 25
Representa gréficamente las siguientes fracciones:
1.E 2.1 3.E 4.I S.E 62
8 4 5 6 2 k!

Indica la fraccion que representa la parte sombreada de las figuras.

© @ -0ee€

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente m————————
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EJERCICI

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
En la familia que forman 3 hombres y 4 mujeres, ;qué fraccion de la familia representan las mujeres?
Solucién

En este ejemplo la unidad 1a representa la familia, que a su vez estd formada por 7 miembros (3 + 4 = 7), la fraccién
de la familia que representan las mujeres es el nimero de ellas dividida entre el total de miembros. Por lo tanto, la

fraccidn es igual a%.

0O 26

Resuelve los siguientes problemas:

1.
2

Una caja tiene 9 pelotas verdes y 5 azules, ;qué porcion de las pelotas que hay en la caja son azules?
¢4 Qué fraccitn del dia ha transcurrido cuando un reloj marca las 6:00 p.m.?

3. Enuna caja hay 40 listones rojos y 60 de color amarillo, ; qué fraccion del total de éstos representan los listones rojos

4,

@ Verifica tus resultados en la seccidn de soludones correspondiente

¥y los amarillos?
Un obrero trabaja diariamente jornadas de 8 horas, ;qué fraccitn del dia ocupa para realizar sus otras actividades?

Clasificacién
Fracciones propias, Son aquellas que tienen el numerador menor que el denominador,
Ejemplo

Las fracciones —, —, ——, —, = fienen el numerador menor que el denominador, por lo tanto, son propias.

Fracciones impropias. Son aquellas cuyo numerador es mayor o igual que el denominador.

Ejemplo
i 8 6 4 21 3 . . 3
Las fracciones 3757381 son impropias, ya que el numerador es mayor que el denominador.
EJERCICIO 27
Identifica las fracciones propias y las impropias.
T w2 g 28 0. 3 i3 28
8 16 9 7 435
2, E 5 2 8. E 11. E 14, %
6 5 15 45 228
9 9 32 345 213
3 = 6, — , — 12, — 15.
12 24 > 87 028

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludienes correspondiente

Fracciones mixtas. Son aquellas formadas por una parte entera y una parte fraccionaria,
Ejemplo

1 cad el
Las fracciones: 23, SE’ 35 son ejemplos de fracciones mixtas,
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Conversiones

Para realizar la conversién de una fraccién impropia a mixta se efectia la divisién del numerador entre el denominador,
d cociente es la parte entera, el residuo es el numerador de la fraccitn y el divisor es el denominador,

EJEMPLOS a &
1 e Conviertcafracciénmixta-ﬁ—.
ﬁ_ Solucion
v Se efectia la division:
7 +— parte entera
denominador — 643
1 +—— numerador
., 43 ; 1
Purlomnto,lafracmén?enfumnnnxtaes?g
. . 125
2 o Expresaenfraccmnmmaﬁ.
Solucién
Se realiza el cociente:
10
12125
005
125 5
btie iR [ e
PR 12 12
EJERCICIO 28
Convierte las siguientes fracciones impropias a fracciones mixtas.
1. i 7. ﬂ 13, E
3 6 15
2, I 8. E 14, .4_'.5..
5 3 16
3. . 9, 27 15, Bl
2 7 40
13 36 488
& 10, — 16, —
4 13 a5
5, E B g 17. E
3 13 105
63 12,22 1g, 1258
8 12 305

@ Verifica tus resultados en la seccidén de solucionas correspondiante

Para convertir una fraccién mixta a impropia se multiplica la parte entera de la fraccién mixta por el denominador de
Ia parte fraccionaria y al producto se le suma el numerador.
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EJEMPLOS

% 1 @+ Convierte a fraccién unprup:aig
= Solucién
Al aplicar el procedimiento anterior se obtiene:

MNimeros racionales

22_ 2x5 +3_ 10+3 13
5 5 5 5
3 13
Por igui 2===
consiguiente 575
2 l-l.afraccidnimpmpiadclgcsiguala:
Solucién
Se realiza el procedimiento para obtener:
11_(1x9]+7_9+?_£
9 9 9 9
7 16
tanto, 1= = —
por 9" 9
EJERCICIO 29
Convierte las siguientes fracciones mixtas en fracciones impropias.
2 4 9 6 19 4
1, 3= 4, 5— T 1— 10, 7— 13, 15== 16, 50—
5 10 ?19 20 7
2 2 8 3 1 3
2, 1= 5 7= B 2— 11, 12— 14, B3— 17, 121=
9 3 13 10 12 ! 5
3. 42 6 83 9. 52 12, 182 15, 36> 18, 231
7 4 16 30 14 7

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucienes correspondiente

Fracciones equivalentes

Sonaquellas que se expresan de manera diferente, pero representan la misma cantidad. Para averiguar si 2 fracciones son
equivalentes se efectia la multiplicacion del numerador de la primera fraccién por el denominador de la segunda, y el
resultado debe ser igual a la multiplicacién del denominador de la primera fraccion por el numerador de la segunda.

—'3 3 15
g— 1 ®¢-;Son equivalentes las fracciones EyET
e Solucién

Se efectian las multiplicaciones indicadas y se comparan los resultados:

(3)20) y (4)(15)
60 =60

Por tanto, las fracciones son equivalentes.
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2 @e-;Son equivalentes las fracciones 1%3 ;—??
Solucién
1 5 5 30
Se convierte la fraccién mixta en fraccién impropia 1—= — y entonces para comparar — con — se realizan los pro-
Sricioe: 4 4 4 24
(5)(24) y (4)(30)
120=120

Las fracciones, por consiguiente, son equivalentes,

EJERCICIO 30
Indica si las siguientes fracciones son equivalentes.
2 g)’% 8. %yl%
4, %y% 10, 1%;,: ;;?
5 Ey% 11 14—33;3%
6. %}'ﬁ 12, ﬁ;,rs%

e Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Propiedades
Hl valor de una fraccion no se altera al multiplicar su numerador y denominador por un mismo niimero,

'?'?xiﬁ-

5 20
2 ®+-5ial numerador y denominador de lafracciﬁngsc les multiplica por 4, se obtiene la fraccidn equivalenie TS

5x4_20
Ix 4 12

E=
3
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MNimeros racionales

El valor de una fraccién no se altera cuando al numerador y denominador se les divide entre el mismo mimero. A este
procedimiento se le conoce como “simplificacién de una fraccion”.

EéEMPLOS *
12
Simoli L
. | @« Simplifica la fraccién P
ﬁ_ Solucién ’
w 1
Para simplificar la fraccién 11 debe dividir al numerador y denominador entre 2 que es el méximo comiin divisor
de 12y 14
12_12+2_6
14 14+2 7
12 6
H:lrtantu,ﬁ—;
. P 36
2 @ Cudl eslafraccién que resulta al simplificar 7
Solucién

Otra forma de simplificar una fraccién es dividir al numerador y al denominador entre un niimero primo, este proceso
se realiza hasta que ya no exista un divisor primo comin,
36 _36+2_18 _ 18+2=2=9+3= 3

24 24+2 12 12+2 6 6+3 2

36 3 .1
Por iguiente, —=—=1-
consiguie 3 2
EJERCICIO 31
Simpilifica las siguientes fracciones:

20 9 25 90 132
1, — . P 5 — Tii— i —=
24 12 10 g 165
, 18 T g 2 g 2 o, B3
12 42 60 43 70

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucdienes correspondiente

Ubicacién en la recto numérica
Paraubiemlaﬁacciéngmlaredamlmérim,scdividecadamﬁdadmelnﬂmodepartesquchadicacldmm:imdmb
y se toman las partes que indica el numerador a.

EJEMPLOS
-5 | ®¢ Localiza en la recta numérica el niimero %
ﬁ_ Solucién
L
Se divide 1a unidad en 3 partes iguales y se toman 2
0 1 2
I *—{ i
(-] E (=]
3
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? ®eo-Grafica la fracci6n —2%::1: la recta numérica.
Solucién
Se convierte la fraccidn mixta a fraccién impropia —2%=—14—1, ahora se divide en 4 partes iguales a las unidades que
= encuentman a la izquierda del 0 y se toman 11 de esas divisiones.

3 2 1 1]
- I..- g 4 JI. P I >
4
EJERCICIO 32
Grafica en la recta numérica las siguientes fracciones:
5 8
1, = Gl
8 12
9
2 == 1=
4 h 5
g Al T
6 3
9 2
4, = 9 -1=
5 6
3, 2 10. g2,
9 10

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta con igual denominador
Se suman o restan los numeradores y se escribe el denominador en comiin,

EEJEMPLOS ol

3 2. 1

Efectia la ion —+—+—,

- 1 @« Efec operaci Sy
f Solucién

g Se suman los numeradores, el resultado tiene como denominador 4 y la fraccidn resultante se simplifica.

1 34241 6 _3

4 4 4 2

Dyt
4 4
i 3
Por tanto, el resultado de la operacitn es —

2
? @« Efectia la siguiente operacién %_E

9
Solucién
El denominador de las fracciones es el mismo, por lo tanto, se restan dnicamente los numeradores y el resultado tiene
¢l mismo denominador.

W=
ot

7-5
9

D | b

Por consiguiente, el resultado es %

52



Carluio 4

MNimeros racionales

3 .-.:,Cuﬁlesclrcsultadudclsq.%_z 7

Solucién
Se convierten las fracciones mixtas en fracciones impropias y se efectiian las operaciones.

1_8_4_11_8+4-11_1
55585 5 S °§

Elresultadues%
EJERCICIO 33
Efectia las siguientes operaciones:
1 12 B8 1
e it ol S j=Eisag=
1 3+ 10 S 5 19 +2 3
3 4 1 7 4 7
2, —+=— 11, ——= 20, 2—————
] 9 9 9 9 9
1 7 3 1 1
Sl sl  pdli Lot
2 2 15 15 A 4 4 4
1 1 B 3.4 .2
—+ 4= 3——— 1=+7—-9=
4 ﬁ+ + 13 33 22 5+ 9
2 14 A
5 —+—+— 14, 1——— 23, 3=+1=--4-=
17 17 7 7T 7
3 7T 1 5 4 7 8 4 2
—t—t—+— —+——— 2— 1— 2———
& 10 10 10 10 5 6 6 6 o 5 5
7. 1£+31+z 16, 3—i+E 25, 21—1— l+E
9 9 9 12 12 12 E B B8 B
8. E+22+4i+1i 17. 3 +E_E_i 26, E_1l_1+1i
6 16 16 16 20 20 20 20 13 13 13 13
813 ",' 6 9 7 11 15 6 1 2 .1 6 4
1— —+2 —+= —_——t————= 3—+l—+——4-—
% 3 B 8 L 9 9 9 9 9 s 5 5

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondienta

Suma y resta con diferente denominador

Se busca el minimo comiin miiltiplo de los denominadores, también conocido como comiin denominador, éste se
divide entre cada uno de los denominadores de las fracciones y los resultados se multiplican por su correspondiente
numerador. Los niimeros que resultan se suman o se restan para obtener el resultado final,
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EJEMPLOS
2

31
Efectia = +—+—.
< 1 e cctlia2+3+6
iy

Solucién
El minimo comiin miiltiplo de los denominadores es 6, se divide por cada uno de los denominadores y el resultado se
multiplica por su respectivo numerador, posteriormente se suman los resultados de los productos.

§+l+2= (3}{3}+(2}(1}+(1}(2}= 9+2+2=E=2%

2 3 6 6 6 6

Pmtantu,clrcsultadudelasunmcs%oﬁé

2 ®e-;Cuil es el resultado de %—%?

Solucién

El comiin denominador de 2 y 5 es 10, se efectiian las operaciones y se obtiene el resultado.
Fokas2. 2
2 5 10 10

. R O |
3 ®+-Realiza SE_IE-'-EP
Solucién
Se convierten las fracciones mixtas a fracciones impropias, enseguida se obtiene el minimo comin miiltiplo de los
denominadores y se realiza el procedimiento para obtener el resultado,
1 1.1 19 3 1 19-9+2 12

el [ S e il P e P
6 2 3 6 2 3 6 6

EJERCICIO 34

Realiza las siguientes operaciones:

e 1A Rooptyl 15, 31 AL

B 23 3 0 18 4 6 12
: 2. -2-+§- 9. £+I+-L 16. —?-+-3-l—-1—
o 36 4 8 16 12 8 20
. 3, i+§ 10, E_l 17. §+2_i
: 10 2 8 4 4 5 20
«  goakaes G M 18, 3+1-3

s 24 30 12 24 2 4

Lo 8,15 b 115 o 1 1.1

. 26 39 64 8 4 16 2
PR T 13 1 8.8 ay; Hedad

. 5 3 2 5 6 3

€ g Zacul 14 et g1, Dydud s
i 6 3 2 4 6 10 8 4 6 3
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22, 3+2_l+1 27 1—l—2§ 32 31—21+ll
5 4 2 3 12 4 2 3 4

g4 A A 32 w 12-2_1 33, 2243211411

5 2 10 20 6 3. 2 4 3 2 6
24, l+l+l+l—l 29, 42—31+2 34, 1§+E—21+1l

6 5 3 4 2 3 6 4 3 2 12
34,49, 3 N L LT S B R

10 5 2 5710 4 2 16 32 B8
2. 416 & it ;e e, S

2 5 3 4 6 2 12 3

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondienta

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 1
1 Para preparar un pastel se emplean los siguientes ingredientes: 15 kg de harina, 3 kg de huevo, una taza de leche
que equivale a % kg y aziicar % kg, ; Cudntos kilogramos pesan estos ingredientes?

Solucién
Se suman los kilogramos de todos los ingredienies y se obtiene:

1 1.1 .5 3.1 1 5 12+4+2+5 23 .7
I+ —4 ==~ —=""=7_
2 2 4 8 2 2 4 8 8 8 &
Por consiguiente, los ingredientes pesan 2% kg
2 Miguel perdi6 %dc su dinero y presté % 4Qué parte de su dinero le queda?
Solucién
Se suma la porcin que perdié con la que prestd y este resultado se resta a la unidad que representa lo que tenia.
. 20 g e Rl e
3 4 12 12 22 12 12

Purtantu,abﬁgudlesoman%desudinem.

EJERCICIO 35

' Resuelve los siguientes problemas: N
. 1. Juan comprd en el supermercado % kg de azicar, 1 kg de harina y 1 kg de huevo, estos productos los coloct en una

. bolsa, ;cudntos kilogramos pesa dicha bolsa?

2. Dos calles tienen las siguientes longitudes: 2’;—} ¥y 1% de kilémetro, ;cudl es la longitud total de ambas?

. 3. Al nacer un bebé pesé 2% kilogramos, en su primera visita al pediatra éste informé a los padres que el nifio habia
aumentado ril; kilogramo; en su segunda visita observaron que su aumento fue de -;— de kilogramo. ; Cudntos kilos pesd
% el bebé en su dltima visita al médico?
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10,
11.
12,

13,

14,

15.

16.

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

m

JEMPLOS

—Ejemplos

4.

1 e Efcctliazx—.
5 6

A Joel le pidieron que realizara una tarea de fisica que consistia en contestar un cuestionario y resolver unos proble-
mas, Se tardd ;de hora en responder el cuestionario y Zépam solucionar los problemas, ;cudnto tiempo le tomo a
Joel terminar toda la tarea?

. Ensu dieta mcmual una persona debe incluir las siguientes cantidades de carne: la primera scmana dc kilogramo,

Ia seguma ,la tercera l 57 la tltima semana ; kilogramo. ; Cudntos kilos consumid durante el mes?

3

. 'Tres cuerdas tienen las siguientes longitudes: 3 2 5 Y 4 3 metros, cada una. ;Cudl es la longitud de las 3 cuerdas

juntas?

. Lafachada de una casa se va a pintar de color blanco y azul, 51 sepmtandeculurblamu,(,qué porcidn se pintard

de color azul?

. Un ciclista se encuentra en una competencia y ha recorrido El;lt: la distancia que debe cubrir para llegar a la meta,

;qué fraccitn de la distancia total le falta por recorrer?

Un sastre realiza una compostura a un pantalon cuyo largo originalmente es de 32 pulgadas, si para hacer la valenciana

se dobla hacia arriba I%dc pulgada, ; de qué largo quedé el pantalén después de la compostura?

De una bolsa de lkﬂugranmdcazﬁmrsccxtracumpurcmnquccqmvalcagdckﬂugl'amu,¢cuﬁntaazﬂcarqucda
en la bolsa?

Un depésito contiene agua hasta %partes de su capacidad, si se ocupa una cantidad de agua equivalente a la mitad
de la capacidad del depésito, ;qué fraccidn de su méxima capacidad sobra?

Enrique vende %&wmmde su finca, alquﬂa%ylo restante lo cultiva. ; Qué porci6n de la finca siembra?

De un rollo de tela se han cortado las siguienies porciones: %yédﬁ metro, ;qué porcitn del rollo queda?

Luis, Jorge y Addn se organizan para realizar una tarea: Luis se compromete a hacer la mitad y Jorge hard la octava
parte, ;qué fraccin de la tarea le corresponde a Adén?

Los %dc un terreno se venden, %dc] resto se siembra de chile de drbol, ;qué parte del terreno sobra?

% de los alumnos de una escuela estdn en cuarentena debido a que se encuentran enfermos de sarampidn, ademds %
dela poblacidn escolar Ilega tarde y las autoridades no les permiten laentrada. ; Qué porcidn de alumnos asistid a laescuela?

Multiplicacién

Para realizar esta operacién se multiplican los numeradores y los denominadores. En caso de que existan fracciones
mixtas, se deben convertir a fracciones impropias y posteriormente realizar los productos.

1

Solucién
Se aplica el procedimiento descrito y se simplifica el resultado.
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1 2x 2+2 1
x [RS—— —

2
Essﬁﬂhzls

.
5

Por tanto, el resultado es %

2 @+ Cudl esel resultado de 3%)(4%?

Solucién
Se convierten las fracciones mixtas a impropias y se efectia el producto.

32x4_ 1425 _350_350+2_175_ 7
6 4 6 24 2s2 12 D

Hl resultado del producto es 117: 14 %

3 ®+Realiza Exlxllxz
4 6 3
Solucién

Se convierten las fracciones mixtas a impropias, se observa que existen factores iguales en el numerador y denominador,
por lo tanto, es recomendable simplificar la expresidn para obtener el resultado.
. e P | 3.1 4 2 Inlxd4x2 1x2 2 242 1

R—KI X=X XX == =T =
4 6 3 46314)(6)(3)(1 6x166+23

Por consiguiente, el resultado es %

EJERCICIO 36
Efectiia los siguientes productos:
1. g-xlg 8 Exﬂ-l- 15, l-l-xExE-
5 TR 3 2 6 7 2
2. ExE 9 135(4E 16. I)(Exixl&
4 7 9
3 Exz 10. 22x3-1- 17. zzxlexlz’-
6 9 3 5 9 3 5
4, gxﬁ 11. Exgx— 18, Exzxixs
4 3 3 4 6 9 5 14
5. ?'-ng 12. -l-xgxl—z- 19. 2 X2= xl—%-xl-l-
4 5 5 4 6 9 11 3
6. 32)(3 13. E)-czz-tE 20, 2)(?3:(12){2
5 4 3 7 4 5 19 4
2 5 3 5 4 1 4 2 1
L1522 14, ZxZx— 21, 1=x—x2=x2—
Tlgiy Vit e e

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente m———————
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

En un grupo hay 40 alumnos, de ellos las tres quintas partes son mujeres, ;cudntas mujeres hay en el grupo?
Solucién

Para obtener el total de mujeres del grupo se multiplica el total de alumnos por la fraccién que representan las
mujeres.,

Por consiguiente, hay 24 mujeres en el grupo.

Se realiz6 una encuesta para averiguar qué medios informativos se prefieren; de cada 10 personas, 4 prefieren el pe-
ri6dico; si se encuestd a 600 individuos, jcufintas prefieren otros medios?

Solucién
La fraccitn 14—0 representa a las personas que prefieren el periddico, por lo tanto, % representa a las personas que

prefieren otros medios, entonces, para obtener el niimero de personas que representa esta tltima fraccién se multiplica
por el total de la muestra,

EJERCICIO 37

Resuelve los siguientes problemas:

L

L I R R R R I R R

P R R R R R I

L.

Una alberca tiene capacidad para 3 000 litros de agua, si s6lo se encuentra a tres cuartas partes de su capacidad,
{eudntos litros tiene?

. Enun estadio de béisbol _,—25 de los aficionados apoyan al equipo local, si el mimero de asistentes es de 6 300 personas,

jcudintas apoyan al equipo visitante?

La tercera parte de una poblacion de 2 100 habitantes es afectada por cierto virus, jcudntos habitantes no padecen el
virus?

Se sabe que los viernes por la noche en el D.F. %del total de automovilistas manejan en estado de ebriedad, si se

realiza un sondeo entre 600 conductores un viernes por la noche, ;cufintos automovilistas se espera que manejen en
estado inconveniente?

. Enuna caja hay 120 pelotas: verdes, rojas y azules, si las pelotas rojas son la tercera parte del total y las azules equi-

valen a la sexta parte, ;cudintas hay de cada color?

3
Elcustudcunkilogramudcazﬂmresdc$B,.§,cu§lesclprcciud63:kg?

. Julidn tenfa $1 500, si compré 3 libros que le costaron dos quintas partes de su dinero, ;cudnto le sobré?

La velocidad de un automdévil es de 100 kilémetros por hom, ;qué distancia recorre en un tiempo de 2;—5 horas?

Determina los dos tercios de los tres cuartos de la mitad de 240,
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10. En un grupo de 60 alumnos, las dos terceras partes se inclinan por la fisica, de éstos, la mitad quieren ser fisicos
nucleares y la cuarta parte de ellos desea realizar una maestria en el extranjero. ;Cudntos alumnos desean estudiar
su maestria en otro pafs?

11. Sia 2 de cada 10 personas les gusta el rock, de una poblacidén de 4 500, ;cufintas prefieren otros ritmos?

12. Larecomendacion de un doctor a un enfermo de gripe es que se tome lépasti]]as de dcido acetilsalicilico (aspirina)

durante 4 dias cada 8 horas, para contrarrestar los malestares de esta enfermedad infecciosa. Si el paciente sigue
cabalmente las indicaciones del doctor, ; cufintas pastillas de aspirina tomard?

13, Las calorias y los joules en la fisica son unidades de energia; ademds, se sabe que una caloria equivale a—Jou]cs
(Cudnta energia en joules habrd en un alimento de 120 calorias?

0 Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Divisién
< Se multiplica el numerador de la primera fraccién por el denominador de la segunda fraccidn, el producto es
el numerador de la fraccidn resultante.,

© Se multiplica el denominador de la primera fraccién por el numerador de la segunda fraccidn, el producto es
el denominador de la fraccitn resultante.

Para realizar esta operacidn;
L
a,c_b_axd
b d ¢ bxe
d
EJEMPLOS .
2 4
‘Realiza =4+ —
'% ] [ 1} 33+5,
i Solucion

Se aplican los pasos y se simplifica el resultado.
2,4_2x5_10_10+2_5

375 3x4 12 12+2 6

2 45
Por tanfo, =+ ===
s 3 5 6
2 @e Determina el resultado de 4%&%.
Solucién

Se convierten las fracciones mixtas en impropias y se efectia la divisidn,

Ao eyt AR B BRI B2

5 4 5 4 5x11 55 55+11 5 5

2 =3 3
Por iguiente: 4 —+2—=1=
consiguien 5+ 1=13

5%
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EJERCICIO 38

Efectiia las siguientes operaciones:

1. l+2 5. i+E 9. E+1E 13 i+S 17. E+3E
6 3 12 6 6 3 9 9 3

2. §+l 6. 1+El 10. 2%+‘i 14. 3—!++26 18. 5=!—+1‘1‘
4 2 8 16 3 15 4 4

i Rl o s, E 15, 1412 19, 53433
8 4 3 30 5 10 4 8§ 4

4, E+i 8. 2—B+i 12, l+3l 16. IZ';-AI-+2E 20. 12+E
9 3 7 5 2 4 6 13

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiants

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

)
(Cuiintas bolsas de Ede kilogramo se pueden llenar con 20 kilogramos de galletas?

Solucién
Se dividen los 20 kilogramos entre la capacidad de las bolsas para obtener el niimero de las que se pueden llenar:
20
2(]+2=£_L=m_@=32

Por tanto, con 20 kilos se pueden llenar 32 bolsas dc%dc kilogramo,

EJERCICIO 39

Resuelve los siguientes problemas:

L

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

El peso aproximado de una pizza familiar es de un kilogramo y si la pizza se divide en 8 porciones iguales, ;cudnto
pesa cada rebanada?

. ¢ Cufintas botellas de tres cuartos de litro se llenan con 60 litros de agua?

. ¢Cudntas piezas de%dc metro dc longitud sc obticnen de una varilla de IS%mcfmsdclargu?

. Si una llave vierte 6% litros de agua por minuto, ;cuéinto tiempo empleard en llenar un depdsito de ES% litros de

capacidad?

. JCudl es la velocidad por hora de un automévil que an%Mrasrccorrc 120 kilémetros?

Francisco compré S% kilogramos de jamén con $156, ;cudl es el costo de un kilogramo?

. Una familia de 6 integrantes consume diariamente 1% litros de leche, si todos ingieren la misma cantidad, ;cudnto

toma cada uno?

Javier reparti6 160 kilogramos de arroz enire un grupo de personas, de tal forma que a cada una le tocaron ﬁzkg,
jcuiintas personas eran? 3
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Operaciones con signos de agrupacién

Se realizan las operaciones que se encuentran dentro de un signo de agrupacion, posteriormente éstos se suprimen,
como se muestm en los siguientes ejemplos.

EéEMPLC‘S -
5 1 1 1

"E ] @» Efectia Z(E_E]-"?{E_E].

iat Solucién

Se efectian las operaciones que encierran los paréntesis, los resultados se multiplican por las cantidades de fuera y se
simplifican para sumarse después y obtener el resultado final,

G-

Hl resultado de la operacién es 2
2 ®+-;Cuil es el resultado de E...(l...l]?
4 \3 6
Solucién
Se efectia la suma, el resultado se simplifica y después se realiza la division para obtener el resultado de la operacién
propuesta.

Por consiguiente, el resultado es % 02%
1 35011
i == ===,
3 .oReahza[ﬁ 4](2 5]

Solucién
Se realizan las restas, después la multiplicacion y se simplifica el resultado.

(G- )
R

Por tanto, el resultado es %
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1 5 3.8
o PR et |
4 @s uﬁleselresultadude( 5 6]+(8 4)
Solucién
Se realizan las restas y posteriormente la division para obtener el resultado final,

(-GG
965

3 =3 24 4
== =-——

6 8 -18 3

Por consiguiente, el resultado es —%

EJERCICIO 40
Realiza las siguientes operaciones:
o ()3
2, %(3)“% 9 )(%JG—%)

4, (E)[L+l+l+l) 11,
4012 6 4 2

5 oy
8J\10 5 2

(@)
wh2 6 3

3 1

1-= || 3-2=

7 (1-3)(>-2) "

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

=
e
L
1
bd | =
N’
+
—
|
1
oo | ba
S

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1
1 La matricula de una escuela aumentd 7" respecto al afio pasado. Si habia 400 alumnos, ;cudntos alumnos hay
este afio?

Solucion
1
Scubticnclacuaﬂapartcdeﬂﬂ:s(mﬂ}ysc suman los 400 alumnos del afio pasado.
%(400}+4m=¥+4m

= 100 + 400
=500
Por tanto, hay 500 alumnos este afio.
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2 Una fotografia mide 5% pulgadas de ancho por 12%pulgaw de largo. Si esta fotografia se coloca en un marco que

tiene un ancho constante de % pulgadas, ;cudles son las dimensiones de la fotografia colocada ya en el marco?

Solucién
Fotografia: Fotografia con marco
5
Pt
1 1
53 33 121
5 4
4 3 i
12 12
Entonces las dimensiones son:
A S 16 10 16 5 32+5 37 1
ho: 5 =— +2="2" =" = 6 pulgadas.
o 3+(12 12) 3’13 3 E & 6 pul
5 5 49 10 49 5 147+1(] 157 1
12 — e =—=13— .
argo: 4+(12+12) B 4 s B B il

EJERCICIO 41

Resuelve los siguientes problemas:
1
1. Se sabe que cuando un fluido se congela aumenta T del volumen que ocupaba en su estado liquido, si una botella

de agua tiene un volumen de 3 600 mililitros en su estado liguido, ;cudl serd el volumen del mismo fluido en estado
sdlido?
1
2. Agustin se ejercita caminando todas las tardes de la semana para mejorar su presion arterial, entre semana camina 5
3
hora, mientras que el fin de semana camma de hora. ; Cudnto tiempo invierte Agustin en caminar?

3, Jurgc:,rDavldde-:lden]mrtarpartedesusa]mrmsparacumprarunnucvu]uegudewdeu,lurgcapum de$200(]
ahorrados, mientras que David decide aportar — de$3tll],¢,cuﬁ]ﬁlcelcustudel]uegudewdeu?

4. Roberto divide su sueldo de la siguiente forma, 5 a alimentacidn, Eal pago de renta y servicios y E a diversidn. Si
Roberto percibe en un mes $12 000, ;cudnto dinero designa a cada rubro?

5. En una bodega hay 4 cajas de 20 bolsas de%lci]og;ramude detergente, 6 cajas con 15 bolsas de %dek:ilugranm y
3 cajas con 10 bolsas de un kilogramo. ; Cudntos kilogramos de detergente hay en la bodega?

6. Enpruebas de manejo se ha detectado que por efecto del uso y del calor, la presion de los neuméticos de un automdvil
aumenta % con respecto a la presidn que tienen si el automévil se encuentra estitico. ;Cudl era lt;presién de unos
neuméticos, que después de ser sometidos a una prueba de manejo registraron una presién de 3(]—?

7. Una fotografia mide 6* pulgadas de ancho por 10* pulgadas de largo. Si esta fotografia se coloca en un marco

que tiene un ancho cumtante de — pulgadas, .;,cuﬁles son las nuevas dimensiones de la fotografia colocada ya en el
marco?

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucienes correspondiente
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Fracciones compleids

Se llama asf a la fraccidn que estd formada por una serie de operaciones subsecuentes con fracciones.

EJEMPLOS *
8 -3
£ 1 eoEfectia —%.
2 1+=
o 8
Solucién
Primero se efectian las operaciones 1—% y 1+é, sus resultados se dividen y se simplifican para obtener el resultado
que se desea.
| 3 4-3 1
_E_ 4 _ Z _Bxl1 B8 B+4 2
1+ B+l 9 9x4 36 36+4 9
8 8 8
Por consiguiente, el resultado es g
2 @+ ;Cuél es el resultado de +?
1+
L
2 4
Solucién

Se inicia con la operacién %— % ¥ las subsecuentes hasta obtener el resultado,

] e B e B oo
T T ]
1+l_l 1+E 1+ l
2 4 4 4
Por tanto, el resultado que se buscaba es %
EJERCICIO 42

s Resuelve las siguientes fracciones complejas:
: 1, 1 3, 3+ 2 5 1+—1
. 1 1 1
. 4 — 3+—1 1- i
3 Z-3 14— 1+—
- 4 1
- 1--
: 3
. 2—% 1+§
: =
S T 4.2-— I S
. ¢ PO st {— M
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@ Verifica tus resultados en la seccién da soludiones correspondienta
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CAPTULO §

NUMERQS DECIMAILES

HISTORICA
E =
Fashi [n, 1380 confribuyé ol desarro-
Allo de las fracciones decimales no solo
para aproximar nimeros algebraicos,
sino fambién para nimeros reales como pi, Su
aporte a las fracciones decimales es tan im-
portante que por muchos afios se le considerd
gt su inventor. Sin embargo, en la década de los
R i o= ochenia del siglo pasado se hallé evidencia de
que el empleo de fracciones decimales se remonta al siglo X en el Islam,

por alUglidisi; de hecho, el sistema de notacion que empled alUglidisi era
superior al de al-Kashi.

Ghiyath al-Din Jamshid Mas'ud
al-Kashi (1380-1450)
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Definicién
Un niimero decimal o fraccién decimal es el cociente de niimeros racionales o el resultado de una fraccién comin.
Existen dos tipos de niimeros decimales, los exactos y los inexactos.

Niimeros decimales exactos. Son aquellos que tienen un niimero finito de cifras decimales.

Ejemplos

0.25, es un niimero de 2 cifras decimales
0.732, tiene 3 cifras decimales

2.1, tiene una cifra entera y una decimal

Niimeros decimales inexactos. Son aquellos que tienen un nimero infinito de cifms decimales. En estos niimeros, los
puntos suspensivos indican que existe un nimero infinito de cifms o que el residuo de la division nunca es cero.

Ejemplos
0.96525.., 0.85858585..., 6.333333...

< Nimeros decimales inexactos periédicos
Decimal que tiene una o mds cifras que se repiten indefinidamente después del punto o de una cierta cifra decimal. La
dfra o cifras repetidas reciben el nombre de periodo.
Ejemplos
Los decimales periddicos se expresan de la siguiente forma:

0.33333,,.=03,en este ejemplo el periodo consta de una cifra
0.32565656...= 0.3256, el periodo es 56 y la parte no periddica es 32
5.315024024024... = 5.315024, 5es la parte entera, 315 la decimal y 024 el periodo

= Nimeros decimales inexactos no periddicos

Decimal que no tiene un periodo. Estos niimeros representan a los niimeros irracionales (no se expresan como el
cociente de 2 niimeros enteros).

Ejemplos
1.7320508...= /3, 3.141592654..=x, 2.7182818..=¢

Lectura y escritura

Para leer o escribir mimeros decimales, se toma como referencia la siguiente tabla,

Centenas
Decenas
Unidades
Décimos
Milésimos

g
4
E
8
=]

Centésimos
Cien milésimos
Millonésimos
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EJEMPLOS
% | ®¢Leeelnimero0.18.

ﬁ. Solucién

T 0.18 se acomoda de izquierda a derecha haciendo coincidir el cero con el periodo de las unidades.

idades

Uni

Décimos
® Centésimos

=
-

El niimero dado estd formado por 1 décimo y 8 centésimos, y se lee: “dieciocho centésimos™,
2 ®+:Lee el mimero 5.037,

Solucién
5.037 se acomoda de izquierda a derecha haciendo coincidir al 5 con el periodo de las unidades.

g E o3
ﬂggg
5333
5 0 3 7

El niimero estd formado por 5 unidades, 0 décimos, 3 centésimos y 7 milésimos. Se lee: “cinco enteros treinta y
siete milésimos™.

EJERCICIO 43

Lee los siguientes nimeros:
1. 0.31

1,098
20.004
2,809

. 12,0915
3.567

. 13,0876
0.00005

RS- T ST

245.060093
10. 2.040009

11. 18.040506
12, 342000256

@ Varifica tus resultados an la seccién de soluciones cormespondients m———
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Para expresar una cantidad numéricamente, se acomoda dicha cantidad en la tabla como lo ilustran los siguientes ejemplos:

%EMPLOS
= | @9 Escribe con niimero “un entero, veinticinco centésimos™,
E Solucién

El mimero abarca hasta el periodo de los centésimos, se acomoda la cantidad en la tabla y queda expresada como:

¢
&

Unidades

o Centésimos

-

2

un entero, veinticinco centésimos = 1.25

2 @+ Expresa con nimero “seis enteros, nueve cien milésimos”,

Solucién
La cantidad de acuerdo con la tabla inicia en las unidades y termina en el periodo de los cien milésimos, por lo tanto
SE eXpresa coma:

BEEEN

3§ % 8 533%

= 3 = £ E

b 0 0 0 0 9

seis enteros, nueve cien milésimos = 6.00009

EJERCICIO 44
Expresa con nimeros las siguientes cantidades:
Cinco diez milésimos,
Cuarenta y ocho cien milésimos.
Seiscientos setenta y ocho diez milésimos.
. Dos enteros cuatro décimos,
Seis enteros cuarenta y tres milésimos.
Cinco enteros veintinueve cien milésimos.
Treinta y dos mil quinientos veinticuatro cien milésimos,
. Sesenta y seis cien milésimos.
. Un entero cuatrocientos setenta y siete millonésimos.
10. Tres millonésimos.
11, Cuatrocientos setenta y dos enteros doscientos treinta y dos mil ciento un millonésimos,

I - I

12, Cuarenta y ocho enteros treinta mil doscientos quince millonésimos,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Suma y resta

Se acomodan los elementos de 1a operacidn en forma vertical con el punto decimal como referencia y se hacen coincidir
las clases, para después efectuar las operaciones correspondientes.

E‘.i EMPLOS - *
-§_ 1 @+ Determina el resultado de 2.0098 + 037 + 105.4056,
2 Solucién
Se acomodan las cantidades de manera vertical y se efectian las operaciones columna por columna de derecha a
2.0098
+ 037
105.4056
107.7854

Por tanto, el resultado de la operacitnes 107.7854
2 @+ Cudl es el resultado de 13,284 - 5737

Solucién
Se acomodan los niimeros y se efectida la operacion.

13,284
- 573
7.554
Hl resultado de la resta es 7.554
EJERCICIO 45
*  Efectla las siguientes operaciones:
. 1. 57+39.4+4.0318 + 21.68 11. 3.08
. 48,047
. 2, 28,018 +37.42 + 40318 + 3.028 + 5.084 6.8
. 3. 4036 + 28.032 + 586,25+ 3 146.6 + 0.078 * 15.16
y: 21637
) 4, 481.08 +0.216 + 39.5 + 26.49 + 0.8347 38.415
¥ 5 B576+03867+264+38+05643+213
. 6. 4.273-3.16
: 12.  98.765
: 7. 12 — 8,963 146,38
: 8. 1236504 —98.45694 F; 2,675
. 36.4186
. 9. 400 - 278.00258 23
" 10, 5 276.2369 — 4 998,269889 158.16
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13.  4897.08 16, 48.567
38 926,785 — 38,3265
4 876,845
12000009 17. 4 875.0086
14,  396.086 —2356.54
4845.6
36.0876 18. 386.08
0.318 — 28.00486
26,031
_8216.208 19. 38654.032
15. 8654332 = 654,087
858 796,076
29 198,007 20, 2384.6282
938 009,108 — 1 432.4908

£y,

(s Verifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Benito estudié 1.5 horas el lunes, 2.3 el martes, 1.25 el miércoles y una hora el jueves, ;cufdntas horas estudié para
presentar su examen el viernes?

Solucién
Para obtener el tiempo total que estudié se suman las horas que dedicd por dia.
135
23
+1.25
1
6.05

Por consiguiente, Benito estudi6 6,05 horas pam preparar su examen,
Si un corredor recorre 3,75 km de una distancia de 5 km, ;cufntos kildmetros le faltan para finalizar la ruta?

Solucién
Se efectiia la resta y se obtiene la distancia que falta por recorrer,
5.00
~3.75
1.25

Por tanto, le faltan 1.25 km para terminar,

De unabolsa de aziicar de 3.00 kg, se extraen las siguientes cantidades: 0.50, 0.20 y 0.75 kilogramos, jqué cantidad
queda en la bolsa?

Solucién
Se suman las cantidades de aziicar que se extrajeron de la bolsa y el resultado se resta a los 3 kg,
0.50 3.00
+ 020 - 145
0.75 1.55
1.45

En la bolsa quedan 1.55 kg,
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EJERCICIO 46

Resuelve los siguientes problemas:

L

10.

11.

12,

13.

14,
15.
16.
17.
18,

19,

21,

En el aiio 2000 el nimero de habitantes de una poblacién fue de 1.8 millones, para el afio siguiente su incremento
fue de 0.25 millones y para el tercer afio aumenté 0.75 millones, ;cudntos habitantes habia al final del afio 20027

. JerGnimo se prepara para una competencia de atletismo: el lunes recorre 3,75 km, el martes 2,85, el miércoles 3.5,

el jueves 3 y el viernes 2.95 km. ;Qué distancia recorre dumnte los 5 dias?

. De un saco de arroz se han tomado 23,55 kg, después 15.85 kg y mds tarde 24.525 kg, si el saco quedd vacio,  cudntos

kilogramos del cereal contenta?

. Los lados de un terreno hexagonal irregular miden: 8.65, 12.50, 13, 12, 9.35 y 10 metros, respectivamente. ; Cudl es

su perimetro?

. Rodrigo pint6 4 habitaciones de una casa, enla primera utilizé 1.5 galones de pintura, 2.15 en la segunda, 1.85enla

tercera y 2 en la tltima. ; Cudntos galones ocupd en total?

. Untrailer se carga con las siguientes toneladas de productos: B toneladas de comestibles, 3.5 de herramientas y 7.25

de material para la construccion. ;Cudl es el peso total en toneladas si la caja del remolque pesa 6 toneladas?

. El registro de precipitacién pluvial del segundo cuatrimestre del afio en la selva de Chiapas es:mayo 11.4 centimetros,

junio 12,6, julio 15.8 y en agosto 18,75, ;Cudl fue la precipitacion pluvial durante este periodo?

. Enun edificio existen 5 departamentos con un gasto promedio mensual de energia eléctrica de: en el departamento

1 se consumen 120.8 kilowatts; en el 2, 135.6; en el 3, 118.5; en el 4, 233.6, y en el 5, 160.7, ;cudl es el consumo
mensual de energia eléctrica en todo el edificio?

. Tania fue al mercado y compré 2.5 kilogramos de papa, 1.5 kilogramos de aguacate, 0.50 kilogramos de limén y 6.5

kilogramos de naranja. ; Cudl es el peso total de la mercancia que comprd Tania?

Delia regularmente consume en el desayuno 120.7 calorias; durante el almuerzo 190.3; en la comida 258.3 y durante
Ia cena 97.2, ; Cudl es su ingesta caldrica en un dia?

Durante el recreo una nifia consume: una torta de $18.50, un jugo de $8, una paleta de $3.80, caramelos de $6.70 y
frituras de $5.50, ;cudnto debe pagar por su consumo?

Pama preparar un pastel se emplean estos ingredientes en kilogramos: 0,750 de harina, 0.200 de aziicar, 0.008 de royal
¥ 3 huevos, cuyo peso es 0,065 cada uno. ;En total cudnto pesa el pastel?

Las canciones del iltimo disco de sencillos del “Marqués de la cancién”, duran en minutos: 4.56, 3.58, 4.05, 3.51 y
4.12, ;cuil es el tiempo total de duracidn de la obra musical?

Un ciclista ha recorrido 35.55 kilémetros de una ruta de 78 kilémetros, ;qué distancia le falta por recorrer?
De 897.025 restar 587.995.

Restar 126,78 de 302.01.

De un depdsito de agua que contiene 5 865.325 litros, se han extraido 1 457.348 litros, ; cudnta agua queda?

Una computadora tiene un disco duro de 368 MB de memoria, si varios programas ocupan 128.75 MB, ;qué cantidad
de memoria estd libre?

En un depdsito de 2 500 litros de agua hay 2 llaves de salida. La primera desaloja 1 585,175 litros por hora y la
segunda, 748.235 litros en el mismo tiempo, ;cudntos litros quedan en el depédsito después de una hora?

. Julieta fue al supermercado y compré un desodorante de $23.81, una caja de paiiuelos desechables de $17.55, una

caja de cereal de $32.08 y una botella de agua de $5.40; si pag6 con un billete de $100, ;cudnto fue su cambio?

Una carrera ciclista consta de 3 etapas: en la primem se cubre una distancia de 125.50 kilometros y la segunda de
183.75; si la distancia total que se debe cubrir es de 450 kilémetros, ; cudl es la longitud de la dltima etapa?
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2.

26.

27,

@' Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

3
£

Un atleta participa en la marat6n de la Ciudad de México, la cual consta de 10 km; si este participante lleva recorri-
dos 3 560 metros, ;cudntos kilémetros le hacen falta para concluir la carrera? (Considera que 1 kilémetro equivale a
1 000 metros).

La estatuma de Raquel es de 1.66 metros, mientras que la de Ana es de 1.27 metros. ; Cudinto mds alta es Raquel que
Ana?

La distancia entre las ciudades de México y Morelia es aproximadamente de 380,65 kilémetros, ; cudntos kil 6metros
le falta recorrer a un turista que viaja entre ambas capitales, si lleva recorridos 176.12 kil 6metros?

Una persona tiene en su cuenta bancaria $12 359,32, si retira $2 000 y el banco le cobra una comisién de $5.50, ;cuél
es el saldo del cuentahabiente?

Un paciente vestido pesa 65.765 kilogramos, si el peso de la vestimenta es de 1.8 kilogramos, jcudl es su peso cor-
poral?

4 Qué niimero hay que sumar a 2 013,507 para que el resultado sea 2 147,257

Multiplicacién

Se efectlia igual que la multiplicacidn de niimeros enteros. Para ubicar el punto decimal se cuentan las cifras que
contengan ambos factores a la derecha del punto decimal, 1o que indica el lugar que debe ocupar el punto decimal, de
derecha a izquierda, en el resultado.

1 @+ Efectiia la siguiente operacién: 23.87 x 5.3,

Solucion
Se acomodan los factores en forma vertical y se realiza la multiplicacién,

23.87
%53
7161

11935
126.511

Al contar las cifras que se encuentran a la derecha del punto decimal en los factores, se observa que son 3 cifras, enton-
ces el punto decimal del resultado se coloca 3 lugares de derecha a izquierda. Por lo tanto, el resultado final es: 126,511

2 ®s Realiza la siguiente operacién: 3.002 x 4,56,

Solucién
Se acomodan los factores en forma vertical y se multiplica.
3.002
®4.56
18012
15010
12008
13.68912

Finalmente, el resultado de 3.002 x 4.56 = 13.68912

[ ]
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© Multiplicacién por miiltiplos de 10

Cuando se multiplica una cantidad por un miiltiplo de 10 (10, 100, 1 000, 10000, ...), el punto decimal se recorre hacia
Ia derecha tantos lugares como ceros tenga el miiltiplo de 10,

Ejemplo
{Cudl es el resultado de 3.102 x 1007
Solucién

El miiltiplo de 10 es 100 y est4 formado por 2 ceros, por lo tanto, el punto decimal se recorre 2 lugares a la derecha
de su posicidn inicial y se obtiene como resultado:

3,102 x 100 =310.2

EJERCICIO 47

MR =1 h o Lbh e W B2

—
[ I o= |

—
Ll

@ Vaerifica tus resultados an la seccién de solucdiones correspondiente

Efectia las siguientes operaciones:
1

4.56x3.45

. 42,25% 6,2

. 328,654 x3.02
. 3425 2,005

. 12 572 x 0.0025
. 20 000 x 0,00005
. 4.85x10

. 28.05x 100

. 3.8436 x 100

. 3.875x 1000

. 3.4 %1000

. 28,1367 x1 000

58.608 15, 248,67 17. 465.67 19, 4,656 21, 48.26
* 2,007 x27.08 x® 3.8506 ¥ 100 » 1000

56,865 16, 56,861 18. 73.05 20. 216.5 22, 386.2
x217.8 % 26,310 * 10 * 100 x 1000
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« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
{Cuél es la superficie de un terreno rectangular de 30,45 m de largo y 12.52 m de ancho?

Solucion

Para obtener el drea o la superficie del terreno, se multiplica el largo por el ancho.
Al colocar el punto decimal se obtiene como resultado: 381.2340,

30.45
% 12,52
6090
15225
6090
3045
381.2340

Por tanto, la superficie del terreno es de: 381.2340 m’,

EJERCICIO 48

L I I A B R R N R R |

TR R I I O I R R R

Resuelve los siguientes problemas:

1. Una pintura tiene un costo de $25.75 el litro, una persona compra 48 litros, ;cudnto es lo que paga?

2. Si 57 litros de aceite tienen un costo de $1 850 y se vende el litro a $45.80, ;de cudnto es la ganancia?
3. Un automdvil viaja a 853 kildmetros por hora en una carretera, ; qué distancia recorre en 6 horas?
4

. La sefiora Alcintara dispone de $1 500 para surtir su despensa, de acuerdo con la siguiente lista: 6 kilogramos de
aziicar le cuestan $15.50 cada uno, 4 kilogramos de arroz a $9.80 cada uno, 16 kilogramos de harina a $18.50 cada
kilogramo, 5 paquetes de jabona $8 cada paquete. ; Cudnto dinero le queda después de la compra?

5. Una familia de 6 personas asiste a un espectfculo y cada una de ellas realiza los siguientes gastos: $12.25 de pasaje,
$53.50 de comida y $150 por boleto de entrada, ;cudnto se gastaron en total?

6. Un grupo de 250 empleados asiste a un banquete y cada cubierto tiene un costo de $180.75, ; cudnto debe pagarse al
restaurante?

7. Cudl es el drea de un terreno rectangular que tiene de largo 45,30 metros y de ancho 26.45 m?

8. En una construccitn se emplean 38 hombres, cada uno de ellos recibe $150.80 diarios. Si el trabajo dura 25 dias,
A cufnto asciende la némina total y por persona, durante ese lapso?

9. Si una libreria vende durante un dia 35 libros de $180.50 cada uno, 56 ejemplares mds de $97.50 el ejemplar y 125
volimenes de $65 por libro, ;a cudnto asciende su venta?

10, Los nutriflogos recomiendan que una personadebe tomar en promedio 2.5 litros de agua en un dia, para que esté bien
hidratada. ;Cudntos litros de agua debe tomar una persona en un mes para que cumpla con una buena hidratacion?
{Considera un mes igual a 30 dias).

11, Uncarpintero desea saber, ja cudntos centimetros equivalen 20 pulgadas? (Considera una pulgada equivalente a 2.54
centimetros).

12, A unpaciente con hipertension arterial se le recomienda que tome 1.5 pastillas diarias de un firmaco llamado metil-
dopa, el cual controla este mal. ;Cufintas pastillas consumird durante 15 dias, si cumple con las indicaciones?

13. El volumen de una caja se obtiene de la multiplicacién del largo por el ancho y por el alto. Si se tiene una caja con
30.48 centimetros de largo, 17.78 de ancho y 12.7 de alto, ;jcudl es el volumen?
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I 14, Una escalera tiene 26 escalones y la separacitn que existe entre cada uno es de 0.28 metros, ;qué tan alta es la escalera?

15. Una gasolinera cuenta con 6 bombas expendedoras de combustible, si cada bomba vende 800 litros diarios y el litro
de gasolina es de $7.40, ;cudl es su ingreso en un dia?

16. El costo del pasaje en el metrobiis es de $3.50 por persona, si cada cami6n tiene una capacidad méxima de 82 personas,
;cudl es el ingreso de un autobis, si éste va totalmente lleno?

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Divisién

© Divisién de un mimero decimal entre un mimero entero
Primero se divide la parte entera entre el divisor, Al llegar al punto decimal, éste se sube al cociente y se continia la
operacién como si fueran nimeros enteros, Las cifras subsecuentes del cociente quedarin después del punio decimal,

Si la parte entera es menor que el divisor, entonces la primera cifra del cociente queda inmediatamente después del
punto decimal.

Ejemplo

Obtén el cociente de 38.316 entre 17.

Solucién

Al efectuar los pasos descritos, se obtiene el resultado de la divisitn,

2,253

17138316
43
091

066
15

Por tanto, el cociente es 2.253 yel residuo 0.015

© Divisién de un niimero entero entre un niimero decimal
Se multiplica el divisor por 10, 100, 1000, ..., segiin se necesite para hacerlo entero, esta cantidad por la que se mul-
tiplicd el divisor también se multiplica por el dividendo, Y posteriormente se efectiia la division,
Ejemplo
Divide 325 entre 0.16.
Solucién
Se multiplica a 325 y 0.16 por 100:

0.16 x 100 =16 y 325 x 100 = 32 500

Entonces el cociente de 325 entre 0,16 se convierte en la divisién de 32 500 entre 16

2031.25
1632 500
050
020
040
080
00

Por tanto, el resultado de la divisitn es igual a: 2 031.25
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EJERCICIO 49
Efectia las siguientes divisiones hasta con 3 decimales:
1. 58.76 entre 12 10. 4.008 entre 0.016
2. 38.25 entre 216 11. 658,23 entre 217
3. 49 364 entre 12 12, 4 entre 0.26
4. 5 867.56 entre 39.6 13. 4.5 entre 0.28
5. 23.56 entre 10 14. 8.46 entre 0.07
6. 1 entre 0.005 15. 38 entre 0.175
7. 125 entre 1.25 16. 38 entre 2.6
B. 368.5476 entre 480.5 17. 496.5 entre 2.086
9. 1276 entre 0.25 18. 7 B56.421 entre 1315

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Un empleado percibe $3 850.20 por 6 dias de trabajo. ; Cudl es su salario por dia?

Soluciéon

Para obtener el salario por dia del empleado, se divide el sueldo que percibe entre los 6 dias de trabajo,

641.70

613 850.20
25
10
42
00

Por consiguiente, el salario diario del empleado es de $641.70

EJERCICIO 50

*  Resuelve los siguientes problemas:

1. El precio de un articulo es de $6.25 y se pagaron $143.75 por varios de ellos, jcudntos se adquirieron?

El precio de 385 articulos comerciales es de $1 232, ;Cudl es el precio unitario?

Un metro de tela tiene un precio de $15.25, si se compra un rollo de dicha tela en $915, ; cufintos metros tiene?

Si se desea embotellar 4 500 litros de refresco en envases de 0.75 litros de capacidad, ;cudntos envases se necesitan?
Para embotellar 847 litros de refresco se emplearon 484 botellas, ;Cudl es la capacidad de cada una de ellas?

. 3i un automévil recorre 850 kilometros en 12.5 horas, jcudl es su velocidad?

Un rectdngulo tiene una superficie de 60.5 cm’, si su ancho mide 5 cm, ;cudnto mide su longitud?

Las temperaturas que se registraron durante la semana fueron: 22.5, 18.6, 20.1, 23.4, 28, 24.2 y 23.7 grados Celsius.
¢Cuil fue el promedio de temperatura?

. Un grupo de 42 personas va de excursitn a un zooldgico y en la taquilla pagan $2 457, ; Cudl es el costo de entrada
por persona?

L I I R A B R
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10.
11.
12,
13.
14,

15.
16,
17.

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

MNomeros decimales

Aurelio pagé $94.50 en una sala de videojuegos, en donde por esa cantidad le dieron 21 fichas para jugar. ;Cudl es
el precio que pagd por cada ficha?

Un sanitario es abastecido por un tinaco, cuya capacidad es de 300 litros de agua; si cada descarga del liquido es de
12,5 litros, ; para cudntas descargas alcanza el agua?

Un libro que contiene 200 péginas tiene 2.5 centimetros de grosor. ; Cudl es el grueso de cada una de sus hojas? No
consideres las pastas.

Una naranja tiene un peso aproximado de 0.125 kilogramos, ; cuéintas naranjas habriin en una tonelada, si se considera
¢l mismo peso para cada una?

El ingreso durante un dia en una caseta de la autopista México-Querétaro es de $98 439; si por esta caseta cruzan
1 254 automéviles, ; cudl es el costo de peaje por automévil?

¢ Por cuil mimero hay que multiplicar 125.42 para que el resultado sea 2 676.4628?
Un empleado gubernamental percibe quincenalmente $6 641.25 por concepto de su salario. ;Cul es su sueldo diario?

Un contratista pagd por un pedido de ladrillo $29 767.50, si cada millar cuesta $850.50, ;cudntos millares de material
comprd?

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un carpintero compra 2 kilogramos de clavos, 3 kilos de tornillos y 10 piezas de lijas, si el kilogramo de clavos
tiene un costo de $12.50, el de tornillos de $14.25 y cada pieza de lija cuesta $2.25, ;cudnto pagé en total?

Solucién
Se calculan los precios de cada articulo y se suman para obtener el costo total,
Clavos Tornillos Lijas Costo total
25.00
12.50 14.25 225 + 4275
x 2 x 3 x 10 22,50
$25.00 $42.75 $22.50 $90,25

Por consiguiente, el carpintero pagd $90,25

Cuatro amigos compraron en el supermercado 3 refrescos de $14.50 cada uno, 2 bolsas grandes de papas de $28,50
cada una, 3 bolsas de cacahuates de $6.75 cada una, un paquete de vasos desechables de $9.25 y un paquete de
platos de $18, si el gasto se lo repartieron en partes iguales, jcuénto le toc6 aportar a cada uno?

Solucién
Se calcula el gasto total y se divide entre 4 para obtener la cantidad que deben aportar individualmente los amigos.
Refrescos Papas Cacahuates ~ Vasos y platos Total Division
43.50
14.50 28,50 65 9.25 2023 27.00
x 3 i x 3 + 18.00 _ 27325 a ll_;ng
$43.50 $57.00 $20.25 $27.25 $148.00 000

Por consiguiente, a cada uno de los amigos le corresponde aportar $37
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Tavier y sus 4 amigos deciden ir a ver un partido de futbol, Para llegar toman diversos transportes que cobran por
persona: $4.50, $2.50 y $3.50. Si Javier pagé los pasajes con un billete de $100, ;cuénto le sobr6?

Solucién
Se suman los pasajes de cada persona y se multiplican por 5, el resultado se resta a $100 y se obtiene el dinero que
le sobré a Javier.

Pasajes por persona Total de pasajes Cambio de Javier
4,50
+ 2.50 10.50 100.00
3.50 X 5 - 52,50
$10.50 $52,50 $47.50
Por tanto, a Javier le sobraron $47.50

EJERCICIO 51

Resuelve los siguientss problemas:

=

L

10.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Lourdes necesita fotocopiar unos manuales que contienen 180 hojas en tamafio carta y 250 hojas en tamafio oficio,
El costo por fotocopia en tamafio carta es de $0.20, mientras que la de tamafio oficio es de $0.25. Si Lourdes paga
con un billete de $200, ; cufinto dinero va a recibir de cambio?

Rebeca surte una lista de dtiles escolares que contiene 5 libros, cuyo precio unitario es $30.50, 6 lipices de $5.60 por
unidad, 3 plumas de las cuales cada pieza cuesta $6.20 y ademés un millar de hojas de $105, ; cudinto pagé Rebeca
en total?

Elizabeth rompe su alcancia y se da cuenta de que tiene 16 monedas de $10, 13 de $5, 42 de $2, 33 de $1, 15 monedas
de $0.50 (50 centavos) y 16 de $0.20 (20 centavos). ;Cudl es el monto de su ahorro?

Las calificaciones de Héctor son: matemticas 8.5, espafiol 9.0, geografia 8.2, literatura 7.5, fisica 8.4 y quimica 9.4.
;Cudl es el promedio de sus calificaciones?

El perimetro de un rectingulo se define como el doble de la suma de la longitud del largo més el ancho, ;Cudl es el
perimetro de un rectdngulo cuyo largo es 13.456 centimetros y ancho 8.044 centimetros?

. En una tienda departamental se lleva a cabo una campaiia de beneficencia por parte de una fundacién civil. Esta consiste

en redondear las cuentas de los clientes, pero ademds por cada peso y centavo que aporta una persona la fundacién
pone la misma cantidad de dinero que el cliente. Si un cliente consume en la tienda $425.82 y decide voluntariamente
redondear su cuenta a $430, ;cuil es el monto total de lo aportado a dicha labor altruista?

. Un vagén de tren vacio pesa 6 425 kilogramos, si este vagén se carga con 3 contenedores, cuyo peso unitario es

de 845.75 kilogramos y con 2 cilindros de combustible que pesan 650.8 kilogramos, ;cuél es el peso del vagén ya
cargado?

. Un metal sufre una deformacion llamada dilatacion al ser expuesto durante largos periodos al calor, Si una via de

ferrocarril mide 6.32 centimetros de ancho y se expande una décima parte, ; cudl serd su ancho en un dia extremada-
nente caluroso?

. Un regalo es empacado en una caja de cartdn, cuyo peso es de 25.2 gramos y después se envuelve en un papel de

terciopelo que pesa 6,37 gramos, Si todo el paquete pesa B0O gramos, ;cudl es el peso del regalo?

Cuando un comerciante compra 50 juguetes, le cobran 15 centésimos extra del costo total por concepto de impuestos;
si el pago fue de $2 541.50 incluyendo los impuestos, ;cudl es el costo de cada uno de los juguetes?
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CAPITUIO §

Conversiones

MNomeros decimales

Cualquier fraccién comin puede representarse como un mimero decimal y viceversa. A continuacidn se explican y

ejemplifican las diferentes formas.

Dada la fraccién comiin, para convertirla en niimero decimal se divide el numerador entre el denominador.

EJEMPLOS

'E_ 1 @+ Convierte %a niimero decimal.
ﬁ. Solucién
Se efectia la divisién y se obtiene el nimero decimal.

-

3
FPor tanto, 1 0.75

2
2 @+ Convierte lga niimero decimal,
Solucién
23

Se transforma la fraccitn mixta en impropia 13

413.00

o8

2
R

.j.

batn

»88°8

Esta fraccitn representa un decimal periddico, por lo tanto, 1% =1.666...=1

6

i efectiia la division para obtener el resultado.

EJERCICIO 52

Convierte a nimero decimal las siguientes fracciones:

1 3

1. = 6, =

3 5

1 9

2 - s 72

5 i’ 6

1 1

3 = B —

2 10

2 3

4, = 9 =

5 8

g2 10, 12

4 5

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente m———
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5 CaplTulO

ARTMETICA

Para convertir un mimero decimal exacto a fmccién comiin, se colocan los denominadores 10, 100, 1 000, ..., segin
corresponda la fraccitn decimal, el numerador se multiplica por la misma cantidad colocada en el denominador y la
fracci6n resultante se simplifica, de ser posible,

E’J’EMPLOS °
'g, 1 @+ Expresa en fraccién comin 0.5,

.

w

Solucién
La fraccién decimal corresponde a cinco décimos, por lo tanto, se multiplica y divide por 10

_05x10_5 _ 5+5 _

0.5 === ad
10 10 10+5 2

Por consiguiente, 0.5 = %

2 @+ Expresaen fraccidn comiin 0.003,
Soluciéon
El niimero es tres milésimos, entonces se multiplica y divide por mil.

0.003x1000 _ 3
1000 1000

0.003 =

La fraccion resultante no se puede simplificar, por lo tanto, 0,003 = %

3 @+ Expresaen fraccién comin 1,75,

Solucién
Se multiplica y divide por 100 ya que la fraccién decimal corresponde a setenta y cinco centésimos,

_175x100 _175 _175+25 _7 _.3

5= ~100 10+ 4 '3
El resultado es % 0 1%
EJERCICIO 53

Convierte las siguientes fracciones decimales a fracciones comunes.
1. 0.20 6, 15
2, 033 7. 275
3025 8. 3.08
4, 0.44 9, 0,005
5. 0.66 10, 1.346

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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MNomeros decimales

Para convertir un nimero decimal periddico a una fraccién comiin se utiliza la siguiente férmula:

R=v
10* =10°

Niimero decimal periédico =

Donde:

R: es el entero que resulta de recorrer el punto decimal hasta la dltima cifra del periodo.
h: lugares recorridos para obtener R.

v: es el entero que resulta de recorrer el punto hasta una cifra antes del periodo.

c: lugares recorridos para obtener v,

EJEMPLOS
<4 | @+ Convierte 0.3a fraccién comin.

i.§' Solucién

Al asignar los valores respectivos a cada uno de los términos.

R:S,h:l,v:ﬂyc:ﬂ
Al sustituir, se obtiene:

3-0 3
10'-10" 10-1

O e
L]
1]
=

| =

Por consiguiente, 03=

2 ®s-Convierte 5.352 a fracci6n comiin,

Solucién
Al asignar los valores a cada uno de los términos en la formula:

R=5352,h=3,v=53,c=1

Al sustituir, se obtiene:
5353 = 53.:2-5?= 5299 - 5299
10° =10 1000-10 990
5299 349

El resultado de la ibnes: 5.352=""=5""
Tes Cconversion s 990 990

La férmula para convertir una fraccién decimal periddica a fraccién comiin, también se emplea para convertir una
fraccién decimal exacta a fraccién comiin, donde el periodo de la funcién es cero.

Ejemplos

036 =0360, 1375=1.3750, 00024 =0,00240
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ARTMETICA
EJEMPLOS
< | ®¢ Convieric el niimero 0.25a fraccién comiin mediante la f6rmula.
S. Solucién
i La fracci6n decimal es exacta, para que sea una fracci6n periddica agregamos un cero peri6dico, esto es, 0,250 y de
este niimero obtenemos valores,
R=250,h=3,v=25yc=2
Al sustituir en la férmula;

250-25 225 205 2254225

- 1
0.250= 3 2= - [ o T T
10°=10" 1000-100 900 900+225 4

Por tanto, 0.25 =%

Si el periodo en una cifra es el mimero 9, dicha cifra se redondea al siguiente niimero decimal,

EJEMPLOS *
-§_ 1 @+ Convierte 0.29 a fraccién comin.
i§' Solucién
Se asignan los valores a las variables de la férmula.
R=29,k=2,v=2yc=1
Al sustituir los valores, se determina que:

= -1 27 27 27+9 3
0,29= 3 T = B = = —
10° =100 100-10 90 90+9 10

— 3 = 3
Hl resultado de 0.29 = 10°°° observa que 0.29 se redondeaa 0.3= I

2 @+ ;Cuil es el resultado de convertir 1.9 a fraccién comin?
Solucién
Se asignan los valores a las variables:
R=19,h=1,v=1y¢=0
Al sustituir en la férmula:

Por consiguiente, 1.9 =2

EJERCICIO 54
Convierte a fraccidn comin las siguientes fracciones decimales.
1. 08 3,12 5 02 7. 9032 9, 519
2. 018 4. 421 6. 3121 8. 3.1214 10, 347

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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POTENCIACION Y RADICACION
HISTORICA
"
-]
— El exponenie
" | primero que colocé el exponente en una
posicién elevada con respecto a la linea
—_—t base fue Chuguet en el siglo xv. Sin embar-
' _— go, lo colocaba directamente al coeficiente, de modo que 5x2, lo escribia

como 5%

En 1636 Jomes Hume publicé una edicién del dlgebra de Viéte en la que
uilizé una nofacion practicomente igual a la actual, salvo que uiilizd nimer
ros romanos. Asi, 5x? lo escribia como 5x'.

Seria Descartes quien susfituyd en su obra Géométrie los incémodos nume-
rales romanos por los indoardbigos. No deja de ser curioso, sin embargo,
que para la potencia cuadrada no utilizase la nofacién elevada, sino que
siguiese escribiendo, como muchos hasta entonces, x? como xx.

H simbolo V" y los irracionales

Al parecer fueron los griegos en el siglo V a. de C., los descubridores de
la existencia de niimeros no racionales. Este descubrimiento hizo tambalear
uno de los principios de los pilagéricos, que consisiia en considerar que
la esencia de todas las cosas, fanio en la geometria como en los asuntos
tedricos y practicos del hombre, era explicable en términos de arithmos, es
decir, de propiedades de los nimeros enteros y de sus razones.

Puesto que la existencia de tales nimeros era evidente, los griegos no tuvie-
ron mds remedio que acepiarlos con el nombre de irracionales.

B
=

De esta manera, el campo de los nimeros se extendié para superar lo
incapacidad de los racionales para representar todas las medidas de mag:-
nitudes. En el siglo I, el fildsofo Grabe al-Farabi generalizé el concepio de
nimero a los racionales y a los irracionales positivos.

En 1525 el matemdtico aleman Christoph Rudolft introdujo el signo v~ "
que indica la raiz cuadrada de un nimero. El mismisimo Euler conjefurd P i
en 1775 que se frataba de una forma estilizada de la lefra r, inicial del i

#érmino latino mdix, “radical”.

Una construccidn cldsica que fiene que ver con los irracionales es la llama-
da espiral de Teodoro, la cual permite obtener las raices cuadradas de los
nimeros enteros a partir de un fridngulo recténgulo isésceles de lodo 1.

La espiral de Teodoro es un método para construir geométricamente los segmentos
de longitud V2, V3, V3,.. V7.
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ARTMETICA

Potenciacién
Es la operacitn en la cual la cantidad llamada base se debe multiplicar por ella misma las veces que lo indique el
exponente. De lo anterior se define:

< g =a-a-a., donde; ges la base y nel exponente.

H-VEDhER

|
d
EJEMPLOS
L 1 @+ Desarrolla 5%,
E Solucién
L
Al ser el exponente 2, 1a base 5 se debe multiplicar 2 veces ella misma;

5 =(3)(5) =25

Por tanto, el resultado de 5° = 25
1 3
2 ®9;Cudl es el resultado de (5) ?

Solucién
La fraccion se debe multiplicar 3 veces por ella misma.

e

3 ®+ Desarrolla 37,
Solucién
Se aplica la definici6n y luego se desarrolla 3* para obtener el resultado.
P | 1 1

¥ OPOE s

Por consiguiente, 3 =%

Cuando un niimero negativo se eleva a una potencia par, el resultado es positivo, pero si se eleva a una potencia impar,
d resultado es negativo.

EJEMPLOS
= 1 ®¢ Cuiles el resultado de (-6)*?

i.§' Solucion
La potencia es par, por tanto, el resultado es positivo.
(-6)" =6*=1296

86



CAPITUIO &

Petenciacién y radicacién

? @« Efectia (—g—)s.

Solucion

El exponente es impar, por consiguiente, el resultado serd negativo.
( 3]’_ (3 27
4) \4) &4
3 @+ Desarrolla (-4+1)".
Solucion

Se efectiia 1a operacidn encerrada en el paréntesis y después se resuelve la potencia para obtener el resultado.
(4+1) =(-3)" =3*=9

EJERCICIO 55
Desarrolla las siguientes expresiones:
L (-4) (IJ-Z (?T 17. (0.5+3.87
3,58 " * 18 (l+3]3
3. (6" F (_1]’ [5 s R
4, (_l}s ! 4 13, EJ .
e 19. (S+—]
5. (-9 10, [5] 14, —(1+2) 4
6, -2 15, (3-1) 1 ¥
" [ 2]_! : 2 (E”)
7. (-3) 1. | -3 16, (5+11)

0 Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Teoremas

< a"-a"=a""

Ejemplo

Demuesira que se cumple 2*- 27 = 2%,

Solucién

Se realiza la potenciacién2® .2 = (8)(4)=32y2*" =2 =32
Por lo tanto, se demuestra que 2°-2° =2° =32

-]

s
-

|
I
=]

=]
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ARTMETICA

Ejemplo ”
Demucstra que se cumple 25 = 37
Solucién
5
Se realiza z—z=¥=27335'2 =3 =77,
5
Se observa que ambos resultados son iguales, por lo tanto, se cumple que: %= 3

9 g'=1
Ejemplo
Demuestra que 7° =1.

Solucién

3
Para esta demostracion se emplea arbitrariamente que 1= M3 T

343 7

=7H_7
Por consiguiente, 7" =1
o (@) =am

Ejemplo

Demuestra que(43]z =403

Solucién

Se realiza (4°)" =(64)" =4096, ademds 47 =4° =4096
Por dltimo: (4%)" =4096= 4%

e (a-b-c]- =a"-b" -c"
Ejemplo
Verifica que se cumple (2-3.5)" =27.3%. 5%,
Solucién
Se realiza el producto de 2-3- 5= 30 y después se aa:lcw-'a(:.’.'f(]]z =900

Ademds: 2°-3.57=4.9-25 =900
Entonces, se cumple que (2-3-5)" =2?.3?.57

(%

Ejemplo
y &
Demuestra que se cumple (EJ =3
Solucién
: 3V _(3Y(3)_9. F_9
Pﬂﬂrwscclcva(4] —(4)[4]—16,P01'0truladu,4—,—ﬁ
<5l
E]] i i i
tmccs,scvcnﬁmqucL] FERRT
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Petenciacién y radicacién

Operaciones
Son aquellas que se realizan con la aplicacitn de los teoremas de los exponentes.

EJEMPLOS - -
1 ®¢ Realiza la simplificacion de (2°-57)(27 - 5%).
e Solucién
La operacitn es una multiplicacion, entonces los exponentes se suman:
(2°-57)(22-54) =25 =2.52=2.25 =50

Hl resultado es 50

5 g4
2 ®e-Simplifica la siguiente expresién: 223%

Solucién
Se aplican los teoremas de exponentes:

253~3:: =753.3 %69 97 31 =4_l
2°.3 !

wa | o

Por tanto, el resultado de la expresion es g

2

3 @« Simplifica la siguiente expresidn: 29-7—3

Solucién

En este ejercicio el 27 y el 9 se descomponen en factores primos para después aplicar los teoremas y finalmente obtener

el resultado:

F)
=2 ooy
() ¥
3 2

A ®+-Simplifica la siguiente expresién: :ng.

Solucién

Se descomponen 6 y 9 en sus factores primos, se simplifica y se obtiene el resultado:

3.9 (2.3 23.98.47 4%.as
23 ;2 =( S ]2 ] 22 33 .13 =23 34 =2H~354=20‘3’=3

2 -3
5 ®+-;Cuil es el resultado de (%) (;) ?

Solucién
Se elevan ambas fracciones, se multiplican y posteriormente se dividen para obtener el resultado.

1Y Ay £ a2 &t 1 8
2] == =3 R3S e 2 =
(3) [z] F 2 ¥ F 243
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& ®+ Simplifica la expresion

Solucién
Se simplifica la operacién que encierra el corchete y se eleva al exponente —2 para obtener el resultado final.

Sl 1

[5) B P N O O 0 I e S -

2Y 2 2. 93 2 ()" 2° 1 3 &

.5: ? 2!0
Portantn,clrcsultadnﬁm]es%

7 ®e Simplifica [L]_ .

2—2 i 2—3
Solucién
En este ejercicio primero se aplica el teorema correspondiente a los nimeros que se encuentran dentro del paréntesis,
después se realizan las operaciones,
-2 -2 -2 -2
- -] — = e = e b= - = == a -
| || | F| || -F) e
22 2 4 8 8 3

g O
Por consiguiente, (w] =4

EJERCICIO 356

Simpilifica las siguientes expresiones, emplea las definiciones y teoremas de los exponentes:

. 1. 5%.5° 5®

: 9 or

. 2,353 5

. 2 378

. Ay 10. =

. 4 (27.3)(27-3Y) Th

. *ogt

: 5 (¥.57)(2-37.59)

E 27.35
: 12, =——
5 6. (4; -3%][2" ~3":] 237
: 35 _4—15
i 13, ——
. 7. 42.2%.8° 347"
: 67 75 _33
- B. 6_" 14, T3
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Petenciacién y radicacién

15 g T 92,95 .47}
' 273550 Sl O
4 45 g6
16. TTS_E 1y?
275.375.5 13 2. 31
3 1
241.5_; 27.3?
1?' T 5
2 4.512 4 g1 '% 4 g3y
13 33, %] [32—5-1]
52.38.47 e Al
18, ——
2; _3_% .4; 9 (g]z
ik ool \2
6.08 .53
19. 45 ?5 6 (1 &
45.9 §.67° 35, (Z]
8* -
20, — 1 :?
4* «[9
12*.3° - e =
e IOUE
37. || 2
(2 % _(4] |
3 3y
—5)* 2
(e 3
233 L E
- (-5) 5
1 - 2
@y (1 (E]
. e 2] \s
26. (5 5}-“] = =
1
27, (3-57 40, ['3—_5)
= 2
28. (23-32] " ( 1 1 Y2
1 et 0 TR
29, (2" -3*-52]'5
7 N
30, (37.5%)'(3*-5.7)" 4 e
. ( ] ( 7] 2 +3 48

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Radicacién

Operacion que permite hallar un valor que multiplicado tantas veces como lo indica el indice, dé el valor que se en-
cuentra dentro del radical, el cual recibe el nombre de radicando. Para lo anterior se define:

= ’{."a_'=a:,dmﬂc:acslabmc,mclexpumntc y nel indice.
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ARTMETICA

Ejemplo

Verifica que se cumplalalgualdadv'{_ 83

Solucién

Se descomponen ambas bases en factores primos y se aplica el teorema correspondiente de exponentes y la definicién:

%fs_*=s((z)*]z=¥127=25=22=4 ademds s§=(23]§=zﬁi=zz=4

1

Se observa que los 2 resultados son iguales, entonces se demuestra que 3 83=4,

Las raices pares de niimeros negativos no pertenecen al conjunto de los nimeros reales ya que son cantidades imagi-
narias, las rafces impares de niimeros negativos son negativas.

EJEMPLOS
1 ®+ Aplica la definicién de radicacin y calcula 4625 ,
i.§' Solucién

Se descompone la base en factores primos y se aplica la definicitn para obtener el resultado final,
4
Y625 =4/5* =57 =5
2 ®e-Encuentra la raiz quinta de -1 024,
Solucién
Se descompone —1 024 en sus factores primos y se aplica la definicion:
1]
{1024 =—3fi024 =327 = 25 =22 = —4

Por consiguiente, el resultado es — 4

Teoremas
Los teoremas de los exponentes también se aplican a radicales, ya que se expresan como exponentes fraccionarios.

o Ya-b-c ={a-b-c]-_l- =a£-b£ -':'i =ta-8b-Ye

o {28

EJEMPLOS
= | ®s Aplica los teoremas de los exponentes y obtén el resultado de 3216,
Soluciéon

Se descompone 216 en sus factores primos, se aplica el teorema correspondiente y la definicidn para obtener el re-
sultado.

Ejemplos

3 3
P16=32" .3 =327 .Y =25.93-2.3-6

Por tanto, 3216 =6
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CAPITUIO &

4 ®+-Simplifica Ia expresion 2 -

Petenciacién y radicacién

1 3 1 5 1
2 ®¢;,Cudl esel resultado de [23 37 -5'5] (2'5 e -1255]?
Solucién

Se descompone 125 es sus factores primos y el radical se expresa como exponente fraccionario, se aplican las leyes
de los exponentes y se obtiene el resultado final.

[zi 37 .5‘;‘][2'5 N 1252 ]= [2*: 33 s;] [2'5 3 -(s*]ii]

3 ®e;Cuil es el resultado de 3+/7297
Solucién

Se descompone la base en factores primos y se aplica el teorema de radicales para obtener el resultado.
1 1 6
29 = V3 =(3° ) = (3%)° =36 =3
Por tanto, el resultado de la operacidn es 3
a7
CE

Solucién
Se transforman los radicales a exponentes fraccionarios y se realizan las operaciones con la aplicacitn de los respec-
tivos teoremas.

Por tiltimo, el resultado es 2

EJERCICIO 57

"

Aplica las definiciones y los teoremas de los exponentes y efecta los siguientes ejercicios:

1. V49 7. 46561 13, 3~1728
2. 729 8 Y243 14. 33375
3. J289 9. /196 15, 313824
4. =512 10. V441 16. 371776
5. V81 11. V576 17. 3248832
6. Y625 12. 3216 18. /4084101
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ARTMETICA
Simplifica las siguientes expresiones:
19, 2.7 5, JE: J3 .06
A 47, A%
2 2 &
20, V5°-% 5 'z\/I
21, 52623 .\ 2
3
22, ¥2¢.% - [21 !{E 38, jl_u_,,
73 33 .5° 125 25 23 .53
24, 3{25‘55‘33 az, (%‘E]q 39 [\,-"5.21'5]_" 54.\1’3
. 51 Q"fs
25, %.'2!0‘5“] 33, (ﬁﬁ]z
L, g
26, §27 .32 ° S.—Jai, 40, 3 B-:ﬁ
3igd 3
B 35, V4256 S O
28, 117-«]?_ % Jis,ss - 24 .51 -4 s
11567 L EE L T 42, 2P +67

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Simplificacién
Procedimiento que consiste en expresar un radical en su forma mds simple. Para simplificar un radical, el exponente
de la base debe ser mayor que el indice del radical.

EEJEMPLOS
-E' 1 @« Simplifica V8.

2. Solucién

Se descompone el radicando en factores primos,

L

JB=42?
2% ge expresa como 2° - 2 y se aplica el teorema correspondiente de radicales.
Por consiguiente, la simplificacién de V8 es 242
2 ®e-Simplifica 45.

Solucién
Se descompone el radicando en factores primos y se procede a aplicar los teoremas,

J5=\F.5=13.5=3/5

Por tanto, /45 =35
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Petenciacién y radicacién

3 @« Simplifica 372.
Solucién
Se descompone 1a base en factores primos y se simplifica la expresion,
=33 =32 .37 =230
El resultado es 239
4 ®c Simplific a%%@ﬁ“.
Solucién

Se simplifica el mdical y el resultado se multiplica por la fraccién para obtener el resultado de la operacién.
%W=%ér’_zf-3=%-{fz_5~a’§=%~z-if§=ﬂ§

EJERCICIO 58

Simplifica las siguientes expresiones:

1. 20 6. /162 10, %Jm
2. V72 7. 180 4

3 \#E 8. 24705 11; 3-‘1?5(]
4. 135 5 1

9. =686 12, —././3600

5. 3250 7 3

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludones correspondientt r———
Suma y resta
Estas operaciones se pueden efectuar si y s6lo si el indice del radical y el radicando son iguales (radicales semejantes).
adld +b¥d - c¥d = (a+b-c) Wd

EJ!'EMPLC'S - -8
—g, 1 ®e Efectda 2 ¥5+11 35,

S Solucién

w

Los radicales son semejantes, por tanto se realizan las operaciones con los nimeros que les anteceden (coeficientes
del radical),
235 +11 5 =2+11)¥5=1335

Entonces, el resultado es: 135
2 ®o;Cudl es el resultado de la operacién 312 +7V2 427
Solucién
Al ser semejantes los radicales, se efectiian las operaciones con los coeficientes.

WNZ+TV2-442=(3+7-4)2 =62

H resultado es: 6+/2
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3 e Efcctﬁa%f—%vﬁ.
Solucién
Se realizan las operaciones con las fracciones y se obtiene el resultado.

3 1 3 1 7
=J6-= 6=[———] =—.6
4 e”r 4 6 o 12“,_

*

Si los radicandos son diferentes, no se pueden sumar o restar los radicales de primera instancia, entonces se simplifican;
si resultan semejantes se efectiian las operaciones, de lo contrario, se dejan indicadas,
EJEMPLOS
£ 1 @+ ;Cudl es el resultado de 20 + /45 - /80 ?
g Solucion
Se simplifican los radicales y se realiza la operacidn.
V20 + /45 - /B0 =275 44375 2.5 = 25435 - 225 = (2+3-4)V5 =5
Por tanto, el resultado es +/5

2 ®e-Efectia Y189 +356.
Solucién
Se simplifican los radicales, se realizan las operaciones y se obtiene el resultado final.

189+ 356 =33 .7+ 3227 =337 +2¥7 =537
3 e Rfa]i:a%dﬁ—ﬁlwﬁliﬁ—%nﬁ+3m.

Soluciéon
Se simplifican los radicales, se multiplican por las cantidades que les anteceden y se simplifican las fracciones:

2 1 1. o 2 1 1.j
25— 12B- —125+ 332 == 3*.5- 22" .2 — /57 .5+ 3/2' 2
15 6 T R 32 15 ﬁJ 0" +3
g0 =t Afie @ i .
='i'5(3 JS]—E(E JZ]—IE(S\&]+3{2 JE]
18 8 5
=—5-242-2/5+1242
ISJ_ 6J_ IUJ_ JF

6 - 4 1 =
== ==\2==45+1242
j\ 3\."'_ 2\. + \."_
Se agrupan los radicales semejantes y se realizan las operaciones para obtener el resultado.
6 1 4
=—5-=J5+12,2-22
SV -5 +1242- 242

=[§__%]¢§+(12-%)I=%¢§+3—32ﬁ

Por tanto, el resultado es %5+%¢5
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EJERCICIO 59

Realiza las siguientes operaciones:

1 5J2+742 13, 4432 -748-318

2. V3+243+4.3 14, /27 +/48 = /75

3,305 +1 5 15, 3/12-2/5-7./3+ 125

4 16. 5v8-+27-32+3J3+2

4. 31—%5+%%‘9_+61%5 17. 4475 +6/18 - V128 - 245 — 98 3,125
§ if-op 18. /200 ++/50 - /98 - /338

& R AT i3 19. 3192278 + T

7. %ﬁ —%*E 20.%Jﬁ+%m-%m
8 5¥2 +332 -16 12 21, f‘ﬁ'%ﬁ’f% \ffﬁ_'__;_ﬁ
~ % B ¥aE '}‘g 22, 324 - ¥81- Y250 + Y12

10, /8+/18 23, 3%—23’5%%

11. V12-43 5 " y

12, 25480 M GV g A

o Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Multiplicacién
Multiplicacién de radicales con indices iguales. Cuando los indices de los radicales son iguales, se multiplican los
radicandos y de ser posible se simplifica el resultado.

Ya-tb-te=Ya-b-c

EJEMPLOS
-§, 1 @+ Efectda /3-5.

Solucién

Se multiplican ambos factores:

V345 = [(3)(5) =15
Por consiguiente, el resultado de la operacién es V15
2 ®+-;Cudl es el resultado del producto 1/6-+/3-4/27
Solucién
Se realiza el producto y se simplifica el resultado.
J6-43-2 = [(6)(3)(2) =36 =23 = V2" 3 =2.3=6

El resultado del producto es 6
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3 ®e-Realiza (234)(3310).

Solucién
Se multiplica y simplifica el resultado.

(23/2)-(3310) = 634 410 = 63/{4)(10) = 6340 =63/2° 5 =632°-35-6(2)35 =125

Por lo tanto, el resultado es 1235

Multiplicacién de radicales con indices diferentes. Para multiplicar radicales con indices diferentes se busca un
indice comiin, que resulta del minimo comin miltiplo de los indices de los radicales y recibe el nombre de “minimo
comiin indice™.

EaJ’EMFLGS .

<= | ®s Cuslesel resultadode 32457

ﬁ. Solucién

El minimo comiin fndice es 6, entonces los indices de los radicales se convierten a dicho indice.

V2 =2g2) =42 ademss 5 =2¢(5) =¢/5°

Se efectiia el producto y se observa que no se puede simplificar el radical, por consiguiente se desarrollan las
potencias y se realiza la multiplicacicn.

&

Finalmente, el resultado es /500

2 ®@s-Efectiia v2-4/8.

Solucion

Se descompone 8 en factores primos y el minimo comin indice es 4, por lo tanto, al transformar los radicales se
obtiene:

N

oy =47 y G-4F
Se efectia la multiplicacitn y se simplifica el resultado.
BB Y R Yt B
Finalmente, el resultado de la operacidn es 242

3 @« Multiplica v2-§2-§2.
Solucién
Se convierten los indices de los radicales a indice 8 y se realizan las respectivas operaciones,

Por tanto, el resultado es §128
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EJERCICIO 60

Realiza las siguientes multiplicaciones:

N 0. (248) 342 15 17, 4543

2. ¥5-325 18. ¥4.\2

3, V73 11, @JS](%JE]GJE] 19. Y9633

4, 3421 B3 20, V2-32.42

5. Ji5.412 12 ) ) 21, YE-2- 48

6. V24-3-J6 13, 315-39 22, 46-32.J6

7. 268 14, 310-320 23, (EJ'E](EUEJ

815527 15. (2 ¥10)(s ¥72) 4 8

9. (3J2)(sV6)viz 16. ¥2-33.34 24, (%E’E]G%‘E)

o Verifica tus resultados en la seccién de soludeones correspondiente
Divisidn
Divisién de radicales con indices iguales, Para efectuar la division se aplica el siguiente teorema:
Ya_ fa
2
EJEMPLOS o °
q 10

g. ] L} -Reahzaﬁ.
oy Solucién

Los radicales son de igual indice, entonces se dividen los radicandos.

o
Jio [0 N
—_— = | = 5
2 V2

Hl resultado de la operacién es /5

2 ®+-;Cul es el resuliado de @T

Je3
Solucién
Se simplifican los radicales y se realiza la operacién,

OB _o\FT_6VFT_60) [T_12 4
763 J3.7 347 32 \7 e

Por tanto, el cociente es 4
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Para introducir una cantidad a un radical, se debe elevar la cantidad a un exponente igual al indice del radical.

Ejemplo
Realiza __Jgfﬁ
Soluciéon

Eldivisorseexpresacum02=ﬁysema]imlauperaciﬁnparau’atmerelresultadu
RN RN AN B RN
2 22 V2

Divisién de radicales con indices diferentes. Se transforman los radicales a un indice comiin y después se realiza
Ia division,

EJEMPLOS p
4

K- ) . 8

g, 1 @+ Hallael cociente dc'iﬁ‘

s Solucién

Se transforman los indices de los radicales a 12 y se realiza la operacién.

ﬁ_i_@_-{ )

@y W

Hl resultado de la operacitn es %2

612 +23/6 4

2 @+ ;Cul es el resultado de
2 2.3

Solucién
Se divide cada término del numerador entre el denominador y se obtiene:

612 +2%6 6\."_ 2( 2 M\; o 2.9
23 2ha HES

2 2
=32 —6 42757 - 6+\|I21——6+E§

EJERCICIO 61
Realiza las siguientes operaciones:
L V712 s V4 o, Y16 13, Y200-4/50
T 42 RC W B
V1o 1 J6 ¥3-46
2, = 6. [EJE}(LE] 10, 5 14, =
57120 1 of= Ya J2+32
3, T 7. (Eﬁ]af(z 12) 11. e 15. 5
4 7./140 " Y48 " I6 6 J2+34-3N6
T O8JT " ¥ 3 ' J8

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Racionalizacién

Racionalizar es representar una fraccitn en otra equivalente que contenga una iz en el numerador, cuyo numerador
0 denominador sea un niimero racional respectivamente.

[
Racionalizacién del denominador. Dada una expresién de la forma ﬁ, se racionaliza de la siguiente manera:

c ¢ Wa"™ ce-¥a"™ e-¥a"™ e-¥a"™ ¢ ﬁ':
- - -— -— - =—-3q
a

EJEMPLOS .
'E_ 1 e ﬁmfmm%ennﬂaexpresiﬁneqlﬁvalcntcquecarezcaderaizeneldcmmimdnr.
i§' Solucién

La fracci6n % se multiplica por v3* = /3 tanto denominador como numerador.

Por tanto, la expresion equivalente a L es E

4373
§ i 2
2 ®+-Racionaliza la expresitn =
Solucién
Se debe separar la expresién en raices y se multiplican por v5°~ = /5 tanto numerador como denominador, para
obtener el resultado:

B_2_\3 5_\6_Jio
RN i~

BT

o

I8

Finalmente, el resultado de la racionalizacion es

Racionalizacién de un denominador binomio. Para racionalizar una fraccién cuyo denominador es un binomio (a £&)
y alguno 0 ambos elementos tienen una raiz cuadrada, se multiplica por el conjugado del binomio (a ¥ &).

€ __c a¥b_c-(a¥Fh)
ath ath a¥h o' -b

EJEMPLOS 2 *
E 1 e Racimmlizalaexprcsiﬁnm.
Lo

Solucién
Se multiplica el numerador y el denominador de la expresién por 1—+/2, que es el conjugado del denominador 1++/2

3 3 1-42 3-3/2 =3—3J§=3—3J§=3&_3

1+ﬁ=1+\ﬁkl—ﬁ=(l]z_(,ﬁ]’ -2 -1

La expresitn equivalente a la propuesta es 372 -3

101



6 CarlTUIO

ARTMETICA

2 : 7
? ®+-Racionaliza la expresion J5-43"

Solucién

Se multiplica por el conjugado del denominador y se simplifica para obtener el resultado.
7 7 V5+3_ W5+73 _7V5+7V3_1V5+743
S e i e .:5]’_(45]’ 5-3 2

. 3f3-242
3.'“1011&]123 211’_\!_

Solucién
Se multiplica al numerador y denominador por 2+/3 ++/2, y se efectda la simplificacién.

33-22_33-242 23+3 _6(v3) +3V6- 46 -2(\2) _18-6-4 _14-V6

23-V2 23— 2B+ (243) =(v2) 2-2 10
EJERCICIO 62
Racionaliza los siguientes denominadores:
1 % s, jr_"; 9. % 13, JE4+2 17. #
2, % 6. % 10. @ 14, Tjﬁ 18, %
;3 % 7. _J\% 11, Fiﬁ@ 15, % 19, FJEITE
4, % 8. % 12, ﬁ 16. ﬁ 20, m

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Racionalizacién de un numerador. Dada una expresién de la forma E, el numerador se racionaliza de la siguiente
c

forma:
SR A s T

EgIEMPL-OS °
-g_ 1 @ Racimm]izaelnumeradurdc%.
2 Solucién
Se multiplica el numerador y denominador de la fraccién por v2* =2 y se obtiene el resultado.
£ £ V_27_ 2
3 2 32 a2
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2 e E,Cuﬁleslaupmsiéncquivalcmcqucrcsulraalmcimmﬁzarclnunnradmdc’_@?
Solucién %

Se multiplica por §3*" = 4/3* ambos elementos de la fraccién para obtener el resultado.
s ¥s §3 4530 .27 $iss

*

Racionalizacién de un numerador binomio, Para racionalizar un numerador binomio que contenga 1 o 2 rafces
cuadradas en el numerador, se efectiia el mismo procedimiento que se empled para racionalizar un denominador.

ath _ath a¥b_ a'-b’

¢ ¢ a¥h c-(a¥h)
E“J'EMPLOS- -
-§' 1 Of—Racimmlizaclnumcradurde“;Er
i.E' Solucién
Se multiplican los elementos de la fracci6n por 1-+/2 que es el conjugado del numerador.
2
N L ) e o O O R S S
3 4 12 3(1-&] 3(1-\;5] 3(1-&] 3-3J2 3.2-3
1
Por consiguiente, el resultado de la racionalizacidn es
g 323
243 +45
2 ®e-Racionaliza el numerador de ————,
243-5

Solucién
Se multiplica numerador y denominador por 2v/3 =+/5 que es el conjugado del numerador, se efectian las multipli-
caciones y se obtiene el resultado.
1 2
2J3+J5 _2J3+J5 2345 _ (243) -(v5) 435
23-J5 2J3-45 2.3-5 4(@]’ _gﬁ_zﬁ+(vg]’ 4(3)-415+5

e
12-415+5 17-4415

EJERCICIO 63
Racionaliza el numerador en los siguientes radicales:
1, ﬁ 4, ﬁ 7. |3 10, 5+47 13. 2=47
3 3 12 4
3y i
2 V2 %L g, 112 1, 2235 14, 3+/5
5 4 3 145
5
5. Lg 6. X2 g, L+y5 g, ¥2-13 15, 29243
5 4 2 J2+3 2

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente
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Raiz cuadrada

La raiz cuadrada es un nimero que multiplicado por si mismo es igual al radicando.

Radicando. Es el niimero del que se desea obtener su raiz y se escribe dentro del simbolo
Algoritmo para el cdleulo de laraiz cuadrada. Para obtener la rafz cuadrada exacta o aproximada de un niimero se

realiza el siguiente procedimiento:
Ejemplo
Determina la raiz cuadmda de 426 409
Solucién
42,64,00 Se divide el niimero dado en periodos de 2 cifras de derecha a izquierda.
v/42,64,096 Se busca la raiz entera mds proxima al primer periodo, en este caso es 6. Se anota a la derecha del
-35 mdical y su cuadrado 36 se resta al primer periodo.
6
+/42,64,00]6 Se baja el siguiente periodo 64. Se duplica 6 y el resultado 12 se coloca en el siguiente rengldn.
% 1
664
v/42,64,09/65 De 664 se separa el digito 4 y el nlimero que queda, 66, se divide entre 12 (66 + 12 = 5), el cociente
=36 125 5se anota como la siguiente cifra en ambos renglones (si el cociente excede a 9, entonces se anota
664 9 0 un NIMEro Menor),
v42,64,00/65 Se multiplica 5 por el nimero que se encuentra en el segundo renglén 125, el producto 625 se
—36 125 resta a 664 (si el producto excede al nlimero que estd dentro del radical, entonces se prueba con
6 un mimero menor),
625
39
42,64,09653 Se baja el siguiente periodo 09, la miz parcial 65 se duplica para obtener 130, para determinar la
-36 125 siguiente cifra de la raiz, se divide (390 + 130 = 3), el cociente es la siguiente cifra de la raiz y
" 664 (1303 tmmbién se coloca en el tercer renglén, a continuacién se efectia el paso anterior para obtener el
625 resultado.
3909
-3909
0

Por tanto, la raiz cuadrada de 426 409 es 653

QEMPLOS -
—é_ 1 ®s;Cusl es el resultado de /34572607
L Solucién
v3.45.72.60 Se divide el nimero dado en periodos de 2 cifras de derecha a izquierda para la parte entera, y

de izquierda a derecha para la parte decimal.

3.45.72.60)1 Se busca la raiz entera mds préxima al primer periodo (en este caso 1). Se anota a la derecha
-1 del radical y su cuadrado 1 se resta al primer periodo.
2
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v/3,45.72,60
-1
245

+/3,45.72,60

-1

245
261

+/3,45.72,60
-1
"245
2724
21

v/3,45.72,60
-1
245
-224
T2
-1825
34760
-33381

1379

Petenciacién y radicacién

Se baja el siguiente periodo 45. Se duplica 1 y el resultado 2 se coloca en el siguiente renglén.

Se separa el (ltimo digito 5 de la cifra 245 y el nimero que queda 24, se divide entre 2 (24 +
2=12), el cociente 12 excede a 9, por consiguiente, se coloca 9 como segunda cifra en ambos
renglones y se realiza el producto,

El producto 261 es mayor que 245, entonces se reemplaza a 9 por 8, y se multiplica por 28, el
resultado 224 se resta a 245,

Se baja el siguiente periodo 72 que estd después del punto decimal, la raiz parcial 18 se duplica
para obtener 36 que se coloca en el tercer renglén; para determinar la siguiente cifra de la rafz,
se divide (217 + 36 = 6), pero el producto del cociente 6 por 366 es mayor que 2 172, por lo
tanto, 5 es la siguiente cifra de la raiz que se coloca después del punto decimal a la derecha de
Ben la raiz parcial, y también en el tercer renglén, y se efectian los mismos pasos hasta bajar
el ltimo periodo para obtener el resultado final.

Entonces, +/345.7260 =18.59 con un residuo de 0.1379

EJERCICIO 64

1 22

L
B
La
S

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente

Obtén las siguientes raices:

12,
13,

14,

32 381 790.25
/18 706 749,52
16, /435573597.06

15.
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Raiz cuadrada (método babilénico). Este método se basa en obtener por aproximacién la raiz cuadrada del nimero

Se busca un mimero, cuyo cuadrado se aproxime a 72; en este caso es 8, luego se

Se divide el radicando 72 entre este iltimo cociente.

Este procedimiento se repite sucesivamente, hasta que los cocientes que se deben

propuesto.
%EMPLDS
"g_ 1 @+ Calcula la raiz cuadrada de 72 por medio del método babilénico.
2 Solucién
o8] E_g
B realiza la divisién de 72 entre 8
B+9 g5 Ocho y el cociente 9, se promedian.
g h
72 _ga7 Se realiza el cociente de 72y 8.5
85
w= 8.485 Sc promedia 8.47 y 8.5
8.485
w= 8.48525

promediar sean muy aproximados, entonces el cociente que resulta serd la raiz mds
préxima al nimero dado.

Finalmente, 1a rafz cuadrada aproximada de 72 es B.48525

2 @« Aplica el método babilénico y calcula: /500,

Solucién
300 _ 9747, Elnimero, cuyo cuadrado se aproxima 2 500 es 22, entonces se efectiia la divi-
2 ' sién.
22.72;2+ 2 _ 22,3636 Se promedia el cociente y el divisor.
500 -223577 Se divide 500 entre el promedio.
22,3636
223577+22.3636 _ 223606 Se promedia nuevamente ¢l cociente y el divisor,
500 — 223607 Se observa que el cociente es muy aproximado al divisor; por lo tanto, la raiz que se
223606 busca es aproximadamente iguala 22,3607
EJERCICIO 65
Aplica el método babilénico y determina las siguientes raices cuadradas:
1. 35 3. 126 5. 1263 7. 65994 9. 456 200
2, 60 4, 553 6. 4200 8. 80000 10. 875403

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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E

[,

Ejemplos

EMPLOS
1 @« Calcula 31728 ,

Petenciacién y radicacién

Raiz clbica

La rafz ciibica es un nimero que multiplicado por si mismo 3 veces es igual al radicando. La rafz cibica de una can-

tidad puede obtenerse por aproximacion de un nimero, cuyo resultado se aproxime a la cantidad, siempre y cuando

é&te sea menor que 100,

Ejemplo

Determina la raiz cibica de 732.

Solucién
732(9

—729
3

Por consiguiente, la rafz cibica de 732 es 9 con un residuo de 3 unidades.

El niimero cuyo cubo se aproxima a 732 es 9

Para obtener rafces ciibicas de cantidades mayores de 3 cifras, se realiza el siguiente procedimiento:

Solucién
v1,728/1 Se separa 1 728 en periodos de 3 digitos, a partir del punto decimal de derecha a izquierda, y se
= | busca un nimero cuyo cubo se aproxime o dé como resultado 1.
0
1,728/12 Se baja el siguiente periodo 728, la raiz parcial 1 se eleva al cuadrado y se multiplica por 3

-1 [3x1¥=3 (3x 1"=3), se separan los 2 digitos de la derecha de 728 y se divide entre 3 (7 +3 = 2), 2se
07287+3=2 colocaala derecha del 1 y se realiza la siguiente prueba;

43—72% 3x1°x2x 100 =600
+3x1%x2*x10=120

P®= B

728

El resultado 728 es menor o igual que 728, se efectia la resta
El resultado de la raiz ciibica del nimero dado es 12,

EJEMPLOS
1 @+ Determina la raiz ciibica de 9 663 597,

Ejemplos

Si al efectuar el cociente resulta un mimero de 2 digitos, entonces para hacer la prueba se debe tomar a 9 0 un niimero
menor que 9.

Solucién

9,663,597]2 Se separa el radicando en periodos de 3 digitos, a partir del punto decimal de derecha
-B aizquierda, y se busca un mimero cuyo cubo se aproxime 0 dé como resultado 9, en
2T este casoes 2, ya que 2°=8 yserestaa 9.

(continia)
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{(continuacidn)

Se baja el siguiente grupo de digitos y el resultado 2 se eleva al cuadrado y se mul-
tiplica por tres (3 x 2° = 12), se separan los 2 digitos de la derecha de 1 663 y se
divide entre 12 (16 + 12=1), el 1 se coloca a la derecha del 2 para después realizar
Ias siguientes pruebas:

3x2'x 1% 100=1200
+3x2x 1% 10= 60
1= 1

1261
El resultado 1 261 se sustrae de 1 663
9,663,597|213 Se baja el siguiente periodo 597, el nuevo resultado 21 se eleva al cuadrado y se
-8 3P =12 multiplica por 3 (3 % 21° = 1 323), se separan los 2 digitos de la derecha de 402 597
1663 [16+12=1 y 4 025 se divide entre 1323 (4 025 + 1323 =3), 3 se coloca a la derecha de 21 y

-1 261 3x21'=1323 s realizan las pruebas anteriores:

402597 (4025+1322=3
3% 21%%3 % 100 =396 900

—402 597
0 +3x21x¥x 10= 5670
3= 27
402 597

Como 402 597 < 402 597, entonces se puede efectuar la resta.
En este caso el residuo es 0; por lo tanto, el resultado de la raiz ciibica es 213

EJERCICIO 66
Obtén la raiz ciibica de los siguientes nimeros:
1. 512 5. 10648 9, 2460375
2. 729 6. 54 872 10, 35287552
3, 3375 7. 300763 11. 78953 589
4, 4913 8. 857375 12, 220 348 864

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente m————

Jerarquia de operaciones

Indica el orden en el que se deben realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacitn, divisitn, potencia y raiz, asi
como signos de agrupacion. De esta forma se garantiza que se obtendrd el resultado correcto.

Orden de las operaciones. Dada una expresién que involucre diferentes operaciones, se realizan en el siguiente
orden:
& Potencias y raices. Si se tiene la potencia o la raiz de una suma o resta, estas operaciones se resuelven primero,
= Multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha.
< Sumas y restas de izquierda a derecha,
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EJEMPLOS

4 | @+ Efectia la operacién 6+ 9x4 + V16 X3 - 10+ 5,
S_ Solucion

L

Se desarrolla la potencia y se extrae a la raiz;
6+9x4+16x3-10+5=36+9x4+4x3-10+5
Se realizan las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha, finalmente se efectian las sumas y restas de
izquierda a derecha y se obtiene el resultado.
=dx4+12-2

=16+12-2=26
2 ®+;Cufl es el resultado de V5% —37 % 22 + B x /Bl +18+/18x8?
Solucién
Se desarrollan las potencias, se realizan las operaciones dentro de los radicales y se extraen las raices:
57 =37 x 27 + Y8 x/BI+18+18x8 = 25-9 x4+2x9+18+144
=16 x4+2x9+18++/144

=4x4+2x9+18+12
Se efectdan las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha. Finalmente, se suman las cantidades y se
obtiene el resultado.
=16+18+18+12
=16+1+12
=29

3 ®e-Realiza -9 {47 +3 [ 27 +4x6 ]-2’}P
Solucién
Se desarrollan las potencias y se extraen las raices:
Vo {443 [ Y77 +4x6 |2} =-3-{16+3 [3+4x6]-8)

Se realiza la multiplicacidn;
=—3-{16+3 [3+24]—E}

Se efectfian los pasos correspondientes para eliminar los signos de agrupacitn y obtener el resultado:
=-3-{16+3 [27]-8}
=-3-{16+81-8} =-3-{89}
=-3-89=-92

El resultado de la operacitn es 92

4 @+ Cudl eselresultado de (5-3)' + 4+{\67 =20 + 54 +16.+(8-4)"x3]?
Solucién
Se realizan las operaciones que encierran los paréntesis:
=(5-3)° +4+[462—2u+ V5x4+16+(8-4)" xS]
=(2)' +4+{V36-20+/5x4+16 +(4) x3

{continiia)
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{(continuacidn)
Se desarrollan las potencias:

=1ﬁ+4+{Ji"6'+ J§E+16x3]
Se extraen las raices:
=16+4+{4+6+16x3}

Se efectian las multiplicaciones y divisiones:
=4+{4+6+48}

Finalmente, se realiza la simplificacidén del signo de agrupacién:
=4+ {58} = 4+ 58 =62

Por tanto, el resultado es 62

- T JL(” 1};(14)-2,{;5}

V3 27 3)7 2 \6 24) 5 \8 8

Solucién

Se realizan las operaciones encermadas en los paréntesis:
17 _1_17-9 _38
53 ;oW
1 1 4-1 3 1
6 24 24 24 B8
Tl 7e1d W 35

g8 8 8 8 2
Los valores obtenidos se sustituyen y se realizan las multiplicaciones y divisiones:

SEOREORNY

53

4 2

Se obtiene la raiz cuadrada y se realiza la resta:
5

Por tanto, el resultadoes 1
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Petenciacién y radicacién

EJERCICIO 67

Efectiia las siguientes operaciones:
1. Tx2+8+4-3x2=
2, 12+4x3+18+9x3-4x3=
3. (10-2)+2x3+(8+6)(7-2)-12x2+8=
4, (6+2)x(7-4)+(14-2)+(12-8) x (7+3) + (10-2) =
5, 127 +y/16+B1+57x 6+3=
V13 =127 +(6-4)" x8-,/(10-8)" =

7. 2+[3><(!3—6)+[-(3+4]+1F—5:.<ﬁ+1u:|-5 =

8. 2x36+576+s+[(ﬁ—ﬁ]!—[?+(s-z)-(s_4]]+ﬁ]=
9. 3x{\[(5-2)x(7-4)~(5-3)+(8-3){6-(7-2) +8]-6} =

10, -6+(8-3)-[4+(6-3)x5-8}+3-{9-(6-4)}=

=

. =X ® ®
43551(]4236

SCCR S ]y
o (3] -(5) <5 (6) 54
(3 -2{G-2)-e-)-5)

« (B

e Verifica tus resultados en la seccién de soludienes correspondiente
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CAPTULO 7

HISTORICA
=]

NOTACION CIENTIFICA Y IOGARITMOS

Sistema solar

la notacion cientifica

. ! e emplea para simplificar célculos
e y tiene dos propésitos: uno es la

representacion concisa de nimeros
muy grandes o muy pequefios y, el ofro,
lo indicacién del grado de exactitud de un nimero que representa una
medicién.
Para los dos propésitos se usan potencias de 10, por ejemplo: podemos
decir que la velocidad de la luz es de trescientos millones de mefros por
segundo, o también de 300 000 000 m/seg. Si hablamos de grandes
cantidades de bytes, se puede decir que lo capacidad de almacenamienio
de datos de una gran computadora es de 500 Terabytes, lo que equivale a
500 000 000 000 000 bytes. Si nos referimos a la longitud de onda de los
rayos cosmicos, se podria decir que es inferior a 0,000000000000001
meiros.

En textos de ciencia y técnica estos cifros se escriben de la forma siguiente:
“la velocidad de la luz es de 3 x 10° m/seg...". *la capacidad de alma-
cencmiento de datos de la gran computadora es de 5 x 10 bytes...” y “la
longitud de onda de los rayos cosmicos es inferior a 1 x 107" metros. .."

los logaritmos

En 1614 John Napier publicé el Mirifici logarithmorum canonis descriptio...
donde, mediante una aproximacién cinemdtica, pone en relacién una pro-
gresién geoméfrica con una progresién arimética. la primera es de las
distancias recorridas con velocidades proporcionales a ellas mismas, la
segunda, lo de las distancios recorridas con velocidad constante; éstas son
enfonces los *logaritmos” de las primeras (el neclogismo es de NAPIER).

En 1619 apareci6 una segunda obra, Mirifici logarithmorum canonis cons-

tuctio. ... donde el autor explica cémo caleular los logaritmos.

Henry Briggs (matematico de Londres), habia descubierto la importancia
de estos trabajos y retomé la idea fundamental, pero consideré una pro-
gresién geoméirica simple, la de las potencias de 10, en 1617 publica
una primera fabla con 8 decimales. El logaritmo de un nimero x es, por
lo tanto, definido como el exponente n de 10, tal que x sea igual @ 10
elevado a n.

la Via Lactea tiene forma de lente convexa. El niicleo tiene una zona central de forma
eliptica y unos 8 x 10° afios luz de didmetro.
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Notacién cientifica

La notacién cientifica se utiliza para expresar cantidades en funcién de potencias de 10 y por lo regular se usa para
cantidades muy grandes o muy pequefias.

Potencias de 10
0.1= 10" 10 = 10'
0.01= 107 100 = 10°
0.001 = 107 1000 =10°
0.0001= 10" 10 000 = 10°
0.00001=10"" 100 000 = 10°

Para expresar una cantidad en notacién cientifica el punto se recorre una posicién antes de la primera cifra, sila can-
fidad es grande, 0 un lugar después de la primera cifra si la cantidad es pequeifia. El nimero de lugares que se recorre
el punto decimal es el exponente de la base 10.

E

[—

EMPLOS .

1 @+ Expresa en notaci6n cientffica 2 345 000,
Solucién
Se coloca el 2 como cifra entera, 345 como parte decimal (2.345) y se indica la multiplicacidn por 10 con exponente
6, ya que fue el nimero de cifras que se recorri6 el punto a la izquierda.

Ejemplos

2345000 = 2,345 x 10°

2 ®e Expresaen notacién cientifica 25 300,
Soluciéon
El punto decimal se recorre cuatro posiciones a la izquierda, por tanto,
25300=253x 10"

3 @+ Unsaiélite gira en una Grbita circular de 820 000 km sobre la superficie terrestre. Expresar esta cantidad en notacién
cientifica.

Solucién
La drbita del satélite expresada en notacidn cientifica es:
820 000 =8.2 x 10° km

Cuando los nimeros son pequefios, el punto decimal se recorre hacia la derecha hasta dejar como parte entera la primera
dfra significativa y el exponente del nimero 10 es de signo negativo.

EJEMPLOS
1 @+ Escribe en notacién cientifica 0,043,

Ejemplos

Solucién
El punto decimal se recorre 2 lugares hacia la derecha y el resultado se expresa como:
0.043=43x 107
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2 o« Representa en notacién cientifica 0.000000386.
Solucién
Se recorre el punto decimal 7 lugares de izquierda a derecha, por consiguiente,
0.000000386 = 3,86 x 107
3 ®+ La longitud de una bacteria es de 0.000052 m, expresa esta longitud en notaci6n cientifica.
Solucién
La longitud de la bacteria expresada en notacién cientifica es:

0,000052 m=5.2x 10" m

EJERCICIO 68
Expresa en notacidn cientifica las siguientes cantidades:
1. 4350 7. 5342000 13, 0.000000462
2, 16 000 8. 18600 000 14. 0.00000003
3. 95 480 9. 0.176 15. 0.0000000879
4, 273000 10, 0,0889 16. 0,0000000012
5. 670200 11, 0.00428 17. 0.000000000569
6. 350 000 000 12. 0.000326 18. 0.0000000000781

1:) Verifica tus resultados en la seccién de soludienes correspondiente

Escritura en forma desarrollada. El nimero g % 107 se expresa en forma desarrollada de las siguientes formas:

& Si el exponente n es positivo, entonces indica el nimero de posiciones que se debe recorrer el punto decimal

ala derecha y los lugares que no tengan cifra son ocupados por ceros,

EJEMPLOS
"i 1 e Expresa en su forma desarrollada 3.18 x 10°,
5 Solucién

El exponente 3 indica que el punto se deberd recorrer 3 lugares hacia la derecha, esto es:

3.18x10°=3 180

2 ®e Escribe en su forma desarrollada 25,36 x 1(F,

Solucién

ocupados por ceros,

25.36 % 10° = 25 360 000

El exponente 6 indica el niimero de lugares que se recorren hacia la derecha y los lugares que no tengan cifra serdn
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= Si el exponente n es negativo, entonces indica el mimero de posiciones que se debe recomer el punto decimal
ala izquierda y los lugares que no tengan cifra son ocupados por ceros.

"i 1 @+ Expresa en notacién desarrollada 7,18 x 107,
§. Solucion
En este niimero, el punto decimal se recorre 4 lugares hacia la izquierda.
7.18 x 107 = 0.000718
? @+ Escribe en su forma desarrollada 8 x 1072
Solucion
Se recorren 2 lugares hacia la izquierda, por lo tanto,

8 %107 =0.08

Otra forma de convertir un nimero en notacitn cientifica a notacién desarrollada, es realizar la multiplicacién por la
potencia de 10 desarrollada.

EJEMPLOS
'§ 1 @+ Escribe en su forma desarrollada 3,012 x 10°,
g Solucién

Se desarrolla la potencia de 10 y luego se realiza la multiplicaci6n, entonces;

3,012 % 10° =3.012 x 100 000 = 301 200

2 ®¢ Expresa en su forma desarrollada 8,0015 x 107,
Solucién

1
ia de 10 iene; 107°=— =
Se desarrolla la potencia de 10 y se obtiene 10° 1000

entonces,

1 R.0015
B0015%x 10°=8.0015 — =
1000 1000

=0.0080015
Por consiguiente, 8,0015 x 10~ =0,0080015

3 @+ Desarrolla 2.1056 % 107,

Solucién

1 1
Al desarrollar la potencia de 10 se obtiene que; 10~ = 107 = oo chtonces.

2.1056 x 107 = 2,1056 x —— = 21956

=0.021056
100 100

En consecuencia 2,1056 x 107 = 0,021056
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EJERCICIO 69
Escribe en su forma desarrollada las siguientes cifras:
1. 1.6x10° 5 42x10° 9. 1.05x 107 13, 23x10"
2. 0.1x 107 6. 72.4 % 107° 10. 2.34 x 10™ 14, 3.01x10™
3. 376x10° 7. 1x10° 11. 3264 % 10° 15. 4.14501 x 10°
4. 6x10° B 83x10° 12, 6234 % 107 16. 3.002 % 107

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente

Suma vy resta
Para efectuar estas operaciones es necesario que la base 10 tenga el mismo exponente.

ax10" +¢x10" =(a+c)x 10"

EJEMPLOS v

-g_ 1 ®¢ Efectia3.5x10°+ 1.83 % 107,

2 Solucién

Como los exponentes de la base 10 son iguales, se suman las cifras y la potencia de 10 permanece constante.
35%10° +1.83%10° =(3.5+1.83)x 10° =533%x10°°

2 @e ¢ Cudl es el resultado de 2.73x 107 —1,25 x 10™7

Solucién
Como los exponentes de 1a base 10 son iguales, se realiza la operacién de la siguiente manera:
273x107*-1.25x 107 =(2,73-1.25) x10™* = 1.48 x 107

Cuando los exponentes de la base 10 sean diferentes, se recorre el punto decimal para igualarlos y después se efectia
la operacitn,
EJEMPLOS - -
-g_ 1. ®s Efectia 1.34 x 10° +2.53 x 10°.
=
L

Solucion
Se escoge una de las cifras para igualar los exponentes, en este caso se expresa a exponente 5,

1.34 % 10° = 1 340 000 = 13.4 x 10°
Luego, la operacion resulta:
1.34 % 10° +253x10° =134 x10° +2.53x10° =(13.4+ 2,53) x 10° =15,93x 10°
Esta misma operacitn se realiza convirtiendo a exponente 6 y el resultado no se altera, entonces,
2.53 % 10° = 253 000 =0.253 x 10°
Luego, al sustituir:
134 % 10° +2.53 % 10° =134 % 10° + 0.253 x 10° =(1.34 + 0.253) % 10° = 1.593x 10°

Por consiguiente, 1.34 x 10°+ 2,53 x 10° = 1.593 x 10°
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2 @« -Hallael resultado de 2.82x 107 - 1.1 x 10°7°,
Solucién
Se convierte a exponente —6, y el resultado
282x10°-1,1x10°=282x10°-1,1x10"° =(28,2—1.1] ® 1078 =27,1x10°8
Ahora bien, si se convierte a exponente — 5, entonces,
282x10°-1.1x10°=282x10°-0.11x10° = (2,82—(111] x107% =2.71x107°
Por consiguiente, 2.82x 10° - 1.1 x 10°=27.1x 10° 0 2.71 x 107"

EJERCICIO 70
Efectiia las siguientes operaciones:
1. 3.18x 10f + 1.93 x 10°
B1x10*+23x%x10™
. 43%x10°-32x 10"
. L1x10*=091 x 10°¢
. 13.1x10°-0.29 x 107
. 2534 x 107 + 1,82 x 1072
3.83x 100+ 51x 10°-02x 10°
B72x107° =03x 107 +01x 107"
, 4% 10F - 0,23 x10° =25 % 10°
. LI8x10°+34%x10°-0,12x 107
. 2.03 % 10° +3.02 % 10" - 0.021 % 10°
L L2x 1072 +0.023x 107 + 234 x 107
. 7023 % 10° + 1.03 % 10° - 4.002 x 10° - 0. 023 x 10°
., B.2x10™+2003x 10° -2.89 x 107+ 7.23x 107
15. S04% 107 +12% 107 = 2,04 x 107 + 852 % 107*

= R . R S TRy

— s e
W R = D

c} Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién y divisién
= Para multiplicar o dividir un niimero en notacién cientifica por o entre un niimero real cualquiera, se afecta sélo

ala primera parte del nlimero,
10"
a(bx 10" =(axbyx 10" ; b"a =(®+a)x 10" cona#0 para la divisién
EJEMPLOS - -
-g‘ 1 ®+;Cudl es el resultado de 3(5.2 x 107)?
2 Solucién

Se efectiia el producto de 3 por 5.2, 1a base 10 y su exponente no se alteran.

L
| 35.2x107)=3(5.2) 10" = 15,6 x10" = 1,56 x 10°

118



Carluio 7

Nofacién clentifica y logaritmos

35%10°°
2 @ Efectlia"s—>

Solucién
Se realiza la divisidn de 3.5 entre 5 mientras que la base 10 y su exponente no se alteran,

-
“%mﬂij 10 =0.7x10° =7 x 10”7

& Para multiplicar o dividir nimeros escritos en notacitn cientifica, se efectia la multiplicacidn o division en las
primeras partes y para la base 10 se aplican las leyes de los exponentes,
ax 10"

(@x10™ (bx 10" =(axb) x 10 — =a+hx10
JEMPLOS - “
1 @+ Efectia la siguiente operacién (8.2 % 107°) (4,1 x 107,
2 Solucién
=

Se multiplican 8.2 por 4.1 y los exponentes de la base 10 se suman.

B2x107) (41 x 107 =(82x4.1)x 107" =3362x 10 =3,362 x 107

(4.25x10°)(2.01x107%)
2.5x10

? @ Determina el resultado de

Solucién
Se realiza la multiplicacion y posteriormente la divisién para obtener el resultado.

(425 x10°%(2.01x10%)  (425%2.01)(10°x 10°)  85425x10° 8.5425
2.5x10° 2.5x%10° 2,510 2.5
=3417x 10~

x 1048

Por tanto, el resultado de la operacitn es 3.417x 107*

3.2x107°(4.1x 107 -21x10%)
23x 107" +0,27 x 107

3 @ Cudl es el resultado de

Solucién

Se realizan las sumas y restas, posteriormente la multiplicacion y la division para obtener el resultado final.

3.2x 10-5(41:{ 107 = 21x 10-‘] 32x 10-5(4.1x 107 -2.1x 10-7] - (32 X 10-5](2 %1077

23x107% + 0,27 x 107" - 23x10%+27x107" 5x107"
(32)(2)x 107" 64x10™ 64 .
=T sx10®  sxio® s <10
=128x10' =128

Por consiguiente, el resultado de la operacidnes 12.8
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EJERCICIO 71
Efectiia las siguientes operaciones:
1, 3720107 12. 54x10°(13x10™" -5x10™
2. 42(3.52x10%) 13, 116x10%
2x 107
5 s
5, L13x10 i 425%107
2 5x10°
4, 1{4_33541(]-5] (1,32:(1(]"](2.‘5:{ 107"
4 G 3x10™
B
s, m (3.78x10°)(4.26x10”)
n 27%107
-4 -5
6. 5(3x107*+26x10 i 3.5%107+23x 107
7. 3.8(6.25x 10" - 42 x 10" " 5.9x10°-30x10°*
1.73x10% -03x107
8 (273%107)(L.16 x 10*) 18, 2 %10°
9. (425x10%)(1.2x10°) i (126107 )(1.04 x 107)
" (273x107)(1.2x 107)
10, (3.1x10°)(2.3x10%)
42x10°(1.7x 107 +0,003x 107
—6 2 10
11, 1.25%107°(7 x10° +1.2x10") 20. 24 x10"

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente m——————

Potencias y raices

Potencia de un niimero en notacion cientifica. Al elevar un niimero en notacién cientifica a un exponente dado, se
elevan cada una de sus partes, como se ilustra a continuacitn:

(@ 10" = g" »x 10™*"

EJEMPLOS -
1 ®s Realiza(12x10%)",
Solucién

Se elevan ambas partes del nimero al exponente 2

Ejemplo

(12% 10 =(1.2)" x(10°) =144 x 107"
Hl resultado de la operacion es 1,44 x 107
2 @+ ;Cuil es el resultado de (4r4 x 1(]5]3?

Solucién
Se elevan ambas partes del nimero,

(44 x10°) = (44) x(10°)’ = 85.184 x 10'* =B.5184 x 10

Por tanto, el resultado es; 8.5184 x 10"
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Raiz de un ntimero en notacién cientifica. Para obtener la rafz de un nimero en notacién cientifica se escribe el
exponente de la base 10 como miiltiplo del indice del radical, luego se extrae la raiz de ambas partes.

EJEMPLOS .
-g. @+ Halla el resultado de /1.69 x 107
g

El exponente de la base 10 es miiltiplo de 2, entonces se procede a extraer la raiz del nimero.

\;'16'9:(1(]“' +1.69 % -13)(1(]2—13541(]_z
Hl resultado de la raiz es; 13x 107"

2 @ Efecta J8x10",
Solucién
Debido a que el exponente de la base 10 no es miltiplo de 3, se transforma el exponente de la siguiente manera:
8x10"=08x10"
Por tanto,

810" = 0.8 x 10" = 30.8 x 10™ =0.92831x10° = 9.2831x 10°
Por consiguiente, el resultado es: 9.2831x 10*

[32%x107+043x 10°*
3 On-g,Cuﬂesclrcsulmduded T3 %10"

Solucién
Se efectan las operaciones dentro del radical y se extrae la raiz.

-7 -5 -7 -7 =T
3.2x10 +u.fxlu _ fsleu +4._3;x 107 _ 'J.wa_s - Jo25x10-3
12x10 '\ 12x10 1.2x% 10

= J625%107* = .[6.25 x/10* =2,5x10?

EJERCICIO 72

Realiza las siguientes operaciones.

L (17x107 : 8. 32.16x10°
2, (leu*]" 9. [324x107

3. (25%10°+1.3x10°°)’ 10, J1.6x107 +1.1x10°
4, (43x10°-25x107)° 11. ¥526x10™-2.06x107"
g (13x10° =4 x10° +35x10°)” 12, (12x10%)"-31331x10°
2ORICT 13 J_41X10741.9x10’
23x107 +5.7x10”° " Y35x107-1.625x10""
324%10° -1.64x 10°°

ijQ.lelu*-mﬁ %10

7. J9.61x 107" 3,25 x 10" +1,75 x 10"

@ Vaerifica tus resultados an la seccién de solucdiones correspondiente
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Logaritmo de un nimero

El logaritmo con base & de un nimero W, es el exponente a, al cual se eleva la base b para obtener el resultado o
argumento N,

log, N=a & N=b'conN>0
Eijemplos

Utiliza la definicion de logaritmo para transformar a su forma exponencial los siguientes logaritmos:
1. log,243=5=243=7%"

2. log,, 10 000 = 4 = 10 000 = 10*
3. log,64=6=64=2"

4. log  25=4=25=(5)’

Logaritmos comumes o de Briggs. Son logaritmos cuya base es 10, el logaritmo de cualquier nimero estd formado por
una parte que corresponde a un nimero entero llamado caracteristica y otro decimal que recibe el nombre de mantisa.
Estos logaritmos se representan de la siguiente manera:

log,,N=log N

Cilculo del logaritmo de un nimero, La caracteristica del logaritmo de un niimero se obtiene de la siguiente
manera;

= Si la parte entera del nimero es mayor que cero, la caracteristica es el nlimero de cifras enteras menos uno.

© Si la parte entera del niimero es cero, la caracteristica es negativa y resulta de contar el ndmero de lugares que
existe del punto decimal hasta el lugar que ocupa la primera cifm significativa.

< Para obtener la mantisa se buscan las 2 primeras cifras del niimero en la primera columna de las tablas, se sigue
sobre el mismo renglén hasta llegar al cruce con la columna encabezada por la tercera cifra; si es necesario se
sumard la parte proporcional que corresponde a la cuarta cifra, que se encuentra sobre el mismo renglén en el
cruce con la columna correspondiente.

'%_ 1 @+ Obténellog7.
i.§' Solucién
La caracteristica = mimero de cifras enteras=1=1=1=0

Se toma 70 en vez de 7 y para calcular la mantisa se ubica 70 en la primera columna y se toma la cifra que se
encuentra sobre el renglon y la interseccién con la columna 0

N 0 1 2 Bovuiisisisnsmesiesigins s asigins st 1 2 3
70 | 8451 B4AST  B463  BATO....cccniniceeeenenennn, B506 1 1 2

Por tanto, log 7 = 0.8451
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2 ®+.0btén el log 689,
Solucién
La caracteristica = niimero de cifras enteras —1=3-1=2
Para calcular la mantisa se ubica 68 en la primera columna y se toma la cifra que se encuentra sobre el renglén y

la interseccitn con la columna 9

N 0 1 2 3. 9 1 2 3
68 B325 B331 B3I3B  B3M.....oineennesnensnns s B3B2 1 1 2
Por tanto, log 689 = 2.8382

3 @« Encuentrael valor de; log 25.43,

Solucion

Caracteristica =2-1=1
Cilculo de la mantisa:

N 0 1 2 3 TSR | 1 2 3
25 3979 3997 4014 4031 4048 4133 2 3 5§

FEl resultado final de la mantisa se obtiene de la suma de 4048 y 5
Finalmente, log 25.43 = 1.4053

4 @+ Calcula el valor de: log 0.00457.

La parte entera es cero, por tanto la caracteristica es negativa y corresponde a la posicidn que ocupa el nimero 4,
que es la primem cifra significativa después del punto decimal,

Caracteristica = -3 y se denota como 3

La mantisa se obtiene de la misma manera que en los ejemplos anteriores:

N 0 1 2 3 E s v o 1 2 3
45 6532 6542 6551 6561 6571........6599.......6618 1 1 2

Por tanto, log 0.00457 = 3.6599
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7 CAPTULO

ARTMETICA

EJERCICIO 73
Emplea tablas y obtén el logaritmo de Briggs de las siguientes cantidades:

1. log 1349
2, log 1349
3. log 13.49
4. log 0.001349

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

Antilogaritmo

5. log32.1
6. log 7.28
7. log 0.689
8. log 0.049

9. log 0.0078
10, log 5 685
11, log3 233
12. log 53 000

Dado el log, N = a. el antilogaritmo con base b de a es N.

13

15,

16,

. log 1,364
. log 5,032
. log 0.41
log 30

17. log 7.032
18, log 1000

Cileulo del antilogaritmo de un mimero, La caracterfstica positiva més uno indica el nimero de cifras enteras que

tiene el nimero N,

La caracteristica negativa indica el lugar que ocupa la primera cifra significativa a la derecha del punto decimal,

Para obtener el antilogaritmo se buscan las 2 primems cifras del niimero en la primera columna de la tabla de antilo-
garitmos, se sigue sobre el mismo renglén hasta llegar al cruce con la columna encabezada por la tercera cifra; si es
recesario se suma la parte proporcional que corresponde a la cuarta cifra, que se encuentra sobre el mismo renglén en

d cruce con la columna correspondiente.,

] @+ Determina el antilogaritmo de: 2.5469.

g L
i

Solucién

Caracteristica = 2, entonces el mimero tiene 2 + 1 = 3 cifras enteras.

Mantisa:
N 0 1 2 3 L SUUTURRL . TR * 1 B
54 | 3467 3475 3483 3491 3499.......3516.......3540 1 -

El resultado de la mantisa se obtiene de sumar el 3516 y la parte proporcional que es 7 obteniendo 3523, Por

tanto, el resultado es:

Solucién

2 @+ Obténel antilogaritmo de: 3.4237.

Caracteristica=3+1=4

antilog 2.5469 = 3523

Mantisa:
N 0 1 2 3 ., SR R Rt S Rt | 1....7...9
A2 | 2630 2636 2642 2649 2655 ... 2085 1...4..6

Mantisa = 2649 + 4 = 2653
Finalmente, antilog 3.4237 = 2653
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Carluio 7

Nofacién clentifica y logaritmos

3 ®¢:Obién el antilogaritmo de: 2.0401.

Como la caracteristica del logaritmo de referencia es 21a primera cifra significativa debe ocupar el segundo lugar
ala derecha del punto decimal; en consecuencia, se debe poner un cero entre dicha cifra y el punto decimal,

Caracteristica =—2+1=-1

Mantisa:
N 0 1 2 3 T P TP i |
04| 1096 1099 1102 1104 1107..crvevrnrnrinnn. 1119 s
Por tanto;
antilog 2.0401=0.01096
EJERCICIO 74
Mediante las tablas de antilogaritmos calcula el valor de N:
1. log N=1.8674 11. log N =3.5766
2. log N=3.8046 12. log N=22618
3, log N = 1.4950 13. log N=14022
4. log N=2.4683 14, log N = 4.7163
5. log N=0.5611 15. log N=16310
6. log N=0.7322 16. log N =2.7047
7. log N=0.0065 17. log N=37514
8. log N=2.6545 18. log N=2034
9. log N=0.4718 19. log N =1.7949
10, log N=3.0017 20, log N=4.10

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Propiedades de los logaritmos

L. log, 1=0
2 log,b=1
3. log, M"=nlog, M M=>0
4. lngb'b'ﬁ=llugbﬂd’ M=>0
5 hngN=125M+m&N M>0y N>0
6. lng&%=log*M—lngkN M>0y N>0
7. log, M = In (M), In = logaritmo natural, e = 2.718...
Nota: log, (M +N) 2log, M +log, N hg&(£)=M
N/ log,N
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7 CAPTULO

ARTMETICA

Las propiedades de los logaritmos se utlizan para resolver operaciones aritméticas, como se muestra en los siguientes

ejemplos:

EJEMPLOS

< 1 @ Calcula el valor aproximado de: N =(5.130) (3.134).
i§' Solucién
Se aplican logaritmos a ambos miembros de la igualdad,
log N'=log (5.130)(3.134)
Se aplican las propiedades de los logaritmos:

log N=1.2062
Se despeja "N,
N =antilog 12062
Entonces, N = 16.08

2 ®e-Calcula el valor aproximado de: N =71,47,
Soluciéon
log N=log 37147
log N=%log (71.4’.-'}=-31-(1.85-41}=(].618I]
N=antilog 0.6180
Por tanto, N = 4,150

3 e }laﬂaclvalurapruxinndudc:ﬂ:;%.
Solucion
7.65
M=1
log M=108 39 14

M =antilog 12911
Entonces, M =0.1954

4 @+ Halla el valor aproximado de: R =(18.65)".
Solucién
log R = 4log (18.65)

log R = 4(1.2707) = 5.0828
R =antilog 5.0828

Finalmente, R = 121 000

log N =1log (5.130) + log (3.134) = 07101 + 0.4961

log M =log (7.65) - log (39.14) =0,8837 - 1.5926
log M =-0.7089 = -1 + (1 - 0.7089) =-1 +0.2911 =1.2911

(propiedad 5)

(propiedad 4)

(propiedad 6)

(propiedad 3)
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Carluio 7

Nofacién clentifica y logaritmos

Otras aplicaciones de las propiedades de los logaritmos se ilustran en los siguientes ejemplos:

EéEMPI.OS -

"E_ S @+ Silog 5=0,6989 y log 7 = 08450, encontrar el valor de log 35,
2

u

Solucién
Se expresa 35 como: 35 = (5)(7)
Se aplica la propiedad de los logaritmos y se obtiene el resultado:

log 35 =log (5XT)
=log 5+1log7
=0.6989 +0.8450 = 1,5439

Por consiguiente, el resultado es 1.5439

& ®e-;Cul es el resultado de log 12, si log 2 = 0.3010 y log 3 = 0.4771?
Solucién
Se expresa 12 como:
12=2".3
Al aplicar las propiedades de los logaritmos y efectuar las operaciones se obtiene:
log12=1og2*-3

=log 2° +log 3
=2log2+1log3
=2(0.3010) + 0.4771
=0.6020 +0.4771
=1.0791

Por consiguiente, log 12 = 1,0791

7 ®+-Halla el resultado de log 2.5 si log 2 =0.3010 y log 5 =0.6989.
Solucién
Se expresa el logaritmo del nimero de la siguiente manera:

1
log 2.5 =log [%]E
Se aplican las propiedades correspondientes y se obtiene el resultado,
= %(103 5-log 2)
= 2(0.6989-03010)

1
=E(039r?9)

=0.19895
Hl resultado del logaritmo es 0.19895
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7 CAPTULO

ARTMETICA
EJERCICIO 75
Utiliza las propiedades y las tablas de los logaritmos que se encuentran al final del libro, para obtener el valor aproximado
de las siguientes operacicnes:
1. /9985 8. 6248 14 143 9604
— e i3S
2. U874.2 9. 304285 ;
(675)(3.151)
3. 42893000 10. (9.45)(0.536)(0.714) 15. 4596 21, @s3d)
4, \Ja2.87 11, (- 88,5)(0.1123)(10.5) 16, (3.271)° .
-382,1 5321 (34) x52.1
5. 51190 12, > 17, | == 22 F—r———
543 (s. 164 ] 543
4
s 5. (2865)(4714) 18, 3375 x839 ya | (6:53)(8151)
7. ¥0.06349 T 6784 19. 4/409 | #Bois
Silog 2=0.3010, log 3 = 0.4771, log 5 = 0.6989 y log 7 = 0.8450, calcula los siguientes logaritmos:
24, log 14 29. log 20 34. log7.5 38, log Y112
26. log 30 31. log 150 36. log 428 0 #E
27, log 42 32, log 294 37. log 350 AT
28, log 105 33, log 343

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Cambios de base
Si se conoce el logaritmo base b de un nimero, se puede hallar el logaritmo en otra base a con la formula:

log N

log, N =
=1 log, b

Demostracitn:
Sea log, N = x entonces mediante la definicién, se obtiene:
N=p"
Al aplicar logaritmo base a4, en ambos miembros de la igualdad:

log, N =log, b*
por la propiedad 3,

log, N=xlog, b
al dividir ambos miembros por log, b,

- 1og. N
log, b
Se obtiene:
log, N = 11"‘;55:;:
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Carluio 7

Nofacién clentifica y logaritmos

EJEMPLOS
5 | ®¢ Expresa utilizando logaritmos en base 4, log, 32.
ﬁ. Solucién

Del logaritmo se tiene que:
N=32b=2,a=4
Al sustituir en la férmula se obtiene:

log, 32 = %
2 @ Halla el valor de log, 343, transformando a base 10,
Solucién
De la expresitn log, 343 se tiene que:
b=7,N=343ya=10
Al sustitnir en la férmula,

log343 _ 2.5353 _

343 = - -
log, log7  0.8451

Finalmente, log, 343 =3

3 ®+ Encuenira el log, 326,

Solucion
Se realiza el cambio a base 10,

log 326 2.5132

= =2.7828
log8 09031

logg 326 =

Finalmente, log; 326 = 2.7828

4 ®= Encuentra el valor de: log, 354.1,
Solucién
Se aplica un cambio a base 10,
log, 354, 1= —=——— = = = 8 4687

Por tanto, log, 354.1 = 8.4687

5 ®e Encuentra el valor de: log, 2 526.
Solucién
Se aplica un cambio a base 10,

log, 2526 = 082526 _ 34024 _, 5,
log 3 04771

Por consiguiente, log, 2 526 = 7.1314
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7 CAPTULO

ARTMETICA

EJERCICIO 76
Encuentra el valor de los siguientes logaritmos:

1.

10.

L A T o

log 31
log, 10.81
log, 3.625
log,, 643.3
log, 1.86
log,, 124
log,; 7.32
log,s 21.7
log, 8.642
log, B 435

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO 8

RAZONES Y PROPORCIONES

la Teoria de proporciones (Libros V a Vi)

n la obra de Euclides los elementos,
E los Libros V y VI tratan de la pro-

porcionalided y la semejanza de
acuerdo con los fundamentos propuestos
por Eudoxo.

El Libro V, da 18 definiciones y 25 r:lro-
posiciones, expone la teoria general de
la proporcionalidad, independiente de la
naturaleza de las canfidades proporcionales. le ocurre ofro fanio que al
libro Il con relacién a su sustitucion actual por las reglas corespondientes
del dlgebra simbdlica.

Una vez desarrollada la teoria de proporciones en el Libro V, Euclides la

aplica en el libro VI, do 5 definiciones y 33 proposiciones, para demosirar

teoremas relativos a razones y proporciones que se presentan al estudiar
fringulos, paralelogramos y ofros poligonos semejantes.

Eudoxo de Cnidos

(en torno a 400-347 a.n.e.)




8 Carfuo

ARTMETICA

Cantidades proporcionales

Si se tienen 2 cantidades tales que al multiplicar una de ellas por un niimero la otra queda multiplicada por el mismo
niimero, o al dividir una de ellas la otra queda dividida por el mismo nimero, se dice que las cantidades son directa-
mente proporcionales.

Ejemplos
S5i 18 lapices cuestan $28, entonces 54 lipices costardn el triple, es decir, $84; al multiplicar el mimero de lipices por 3
el costo también qued6 multiplicado por 3. Por lo tanto, las cantidades son directamente proporcionales,

Un automévil recorre 360 km en 4 horas a velocidad constante; entonces, en 2 horas recorrerd la mitad, esto es 180 km,
ambas cantidades quedaron divididas por 2, entonces se dice que son directamente proporcionales.

Sise tienen 2 cantidades tales que al multiplicar una de ellas por un nimero, la otra queda dividida por el mismo
nimero y viceversa, entonces, las cantidades se dice que son inversamente proporcionales.

Ejemplo

5i 18 hombres construyen una barda en 12 dias, entonces 6 hombres construirdn la misma barda en el triple de tiempo,
es decir, 36 dias. Al dividir el mimero de hombres por 3, el nimero de dias quedé multiplicado por 3, por consiguiente
Ias cantidades son inversamente proporcionales.

Razodn. Es el cociente entre 2 cantidades, donde el numerador recibe el nombre de antecedente y el denominador de
consecuente.

Para las cantidades a, b en la razén E o a:bcon b#0, grecibe el nombre de antecedente y b el de consecuente.
Ejemplos
En la razdn %, 7 es el antecedente y 4 es el consecuente.

Enlarazén 2 :3(selee 2 es a 3), 2 es el antecedente y 3 es el consecuente.

Razén de proporcionalidad. 5i a y bson 2 cantidades directamente proporcionales, la razén Erecibe el nombre de
razon de proporcionalidad, la cual siempre es constante.

Ejemplo

5i 18 libros de ciencia cuestan $1260, la razén de proporcionalidad es de 70, ya que %=’m.
Proporcién
Es la igualdad entre 2 razones.

%=§0bicna:b::c:dcunb=ﬁ0}rd‘=&(]
La expresion se lee @es a bcomo ces a d, a y dson los extremos, b y ¢ son los medios.
Ejemplo
3esa6comoBesa 16, scacribc§=%.

1
Al simplificar cada fraccién se obtiene 3’ la razén de proporcionalidad
En una proporcidn el producto de los extremos es igual al producto de los medios:

E=§v:n|tuncv.=.s ad=b-cconb#0yd=0

b
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CariuIO 8

Razones y proporciones

Ejemplo

Para la proporcién %= Ese tiene que (5)(16)=(4)(20) =80.

En una proporcién un extremo es igual al producto de los medios dividido por el extremo restante, es decir:

EJEMPLOS .
2 10 (3](1u]y15=(3)(m]r
15 2

< 1 e En la proporcién = = —=se tiene que 2=

Ejemplos

2 ®+-Halla el valor de men la siguiente pmpurcidn%=%.

Solucién
mes un extremo en la proporcidn, entonces:

(5)(24) 120
i =_=4
m m %
Por tanto, m = 4
10
3 e 4 Cudl es el valor de b en la siguiente perDrCiGn%=??

Solucién
bes uno de los extremos en la proporcidn, por lo tanto:

(2)(10) 20
b=y

20
Por consiguiente, b = 7

En una proporcién un medio es igual al producto de los extremos dividido por el medio restante, es decir:

E—E-.arjn;i;mt;:t.as.‘iv—ﬂr.w-ﬂ
b d ¢

b
EJEMPLOS
8 -,
Tg_ 1 ee Enlaprnpurt:ldn?=£,seueneque:
i -2, e

6

A T 5Cu§lcsc1va]mdcccnlapmpmci6n%=—2%?
Solucién

c es un medio de la proporcitn, entonces:

Por tanto, ¢ =35
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ARTMETICA
EJERCICIO 77
Determina el valor del elemento que falta en cada una de las siguientes proporciones:
1'§=£ 6'i=l 11.§=i 16,£=E
4 8 14 10 7 28 m 9
2 B %6 y 8 3 12
2, —=— , === 12, 2= — 17. ===
n 32 7 4 2 5 20 T 5 m
3_1:2 &2:2 13, 3_x 13_2:2
5 m 3 n 9 27 x 85
4 8.8 g. 130 i %, 0 g8 18
5 15 8 p 100 75 a 1
s 0_6 10 5=-2 A o0 20 2_%
x 15 8 12 70 x 12 3
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Media proporcional (media geométrica)
A una proporcidn de la forma;
a b
—=—pz0, 20
b ¢ 5

Se le llama proporcidon geométrica y se dice que b es media proporcional (geoméirica) entre @ y ¢. La media propor-
cional es igual a la raiz cuadrada del producto de los extremos,

EéEMPLOS
'g_ 1 ."Enlapmpurcién%=%,scticmque:
L} J(4)(16) = Vo4 =8

2 ®+ Calculael valor de men la proporcién
Solucién
mes la media proporcional de 9 y 4, entonces:

m={9)(4) =36 =6

3o
|3

Por tanto, m =6

3 @« ;Cuil es la media proporcional entre 4 y 67
Solucién

Lapropm'ciénesg=%dmtkbeslanmdiaprupmciommelotantu:

b= f(4)(6)=v24=+27.2.3=2,23=26

Por consiguiente, la media proporcional entre 4 y 6 es 24/6
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CariuIO 8

4 ®+ Encuentrala media geométrica entre 0.375 y 0.5,

Solucion
Se convierten las fracciones decimales a fraccidn comiin.

3 1
0375=—,05=—
1 B 2
Se halla la media proporcional ¢ en:
3
£o& -[B)3)-(2-10
b-fooanse(§)a)-is =3
2

1
Por tanto, la media proporcional entre 0.375 y 0.5 es 1 V3

Razones y proporciones

EJERCICIO 78
Encuentra la media proporcional (geométrica) entre los nimeros dados:
1, 12y3 3 9y25 5 2y7 7. 10y25
2, 6y24 4, 4y12 6. 9y18 8 0.1y0.5

0 Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

-g_]. 1)
§

2 ®e¢;Una cuarta proporcional de

Cuarta proporcional
Se le llama cuarta proporcional a cualquiera de los 4 términos en una proporcidn,

¢Una cuarta proporcional de 6, 4 y 37
Solucién

6 3
Se forma la proporcitn i % tomando a x como el dltimo extremo,

El extremo es igual al producto de los medios dividido por el extremo restante.

Por tanto, una cuarta proporcional de 6, 4 y 3 es 2

St
2210
Solucién

Se realiza la operacién:

Y e
s|=
&
b
I
e,
[
t‘
—
S|=
I
8|~
o

51
Por consiguiente, una cuarta proporcional de 13770% 35

9. 02y08
10. 0.8y 16
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ARTMETICA
EJERCICIO 79
Encuentra la cuarta proporcional de los siguientes nlimeros:
1. 2,5y15 4, 4,3y32 7. 3,6y8 10, %%y%
2.68y24 5 7.5y63 8. %,%y% 11, %,%y%
3, 2,5y14 6. 24y5 9, %,%y% 12, %,gy%

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondients m————————

Tercera proporcional

Se llama asf a cualquiera de los extremos de una proporcién geométrica, es decir,

§=%cmb*&d*ﬂ

a es tercera proporcional entre b y d, en su defecto d es tercera proporcional entre a y b.

EJEMPLOS .
-g_ 1 ®¢ Determina una tercera proporcional enire 4 y 12,

B

L

Solucion
Se forma una proporcion al tomar como medio a uno de los nimeros dados y como iiltimo extremo a x

4 12 (12)(12) 144

R e el i Al L F

> xentmc:esx 4 2
Por tanto, una tercera proporcional es 36

Ahora, si se toma como medio el 4, entonces la proporcidn queda:

= entoncesx-(4(4)-16—4
4 12 12 3
Finalmcmc,utratcrccraprupurcimlalcsg
EJERCICIO 80
Caleula una tercera proporcional.
2 1 31
1. 18y6 3. By4 5. 54y 18 . =y = = i
y y y 1. 3%3 9373
1.5 3.1 3
2 4vy4 4, 18y9 6, —y— B —y— 10. 9y —
z ¥ 3);6 Q‘YIE yz

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente

Regla de tres simple

Es la operacitn que se utiliza para encontrar el cuarto término en una proporcion. A la parte que contiene los datos
conocidos se le llama supuesto ya la que contiene el dato no conocido se le llama pregunta.
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CariuIO 8

Razones y proporciones

Directa. Se utiliza cuando las cantidades son directamente proporcionales.

Eé EMPLOS =
= 1 ®¢:8i 12 discos compactos cuestan $600, ;cudnio costardn 187
E Solucién
L
Supuesto: 12 discos cuestan $600
Pregunta: 18 discos cuestan x
Las cantidades son directamente proporcionales, ya que al aumentar el nimero de discos el precio también se
incrementa. Se forma una proporcitn entre las razones del supuesto y la pregunta.
12 600 (600)(18) 10800
TR it T TV
Por tanto, 18 discos compactos cuestan $900
2 ®¢-Una llave que se abre 4 horas diarias durante 5 dias, vierte 5 200 litros de agua, ; cudntos litros vertird en 12 dfas si se
abre 4 horas por dia?
Solucién
Se calcula el mimero de horas totales; es decir, en 5 dias la llave ha estado abierta 20 horas y en 12 dias la lave per-
manecid abierta 48 horas,
Supuesto: en 20 horas la llave ha vertido 5 200 litros.
Pregunta: en 48 horas la llave ha vertido x litros.
Las cantidades son directamente proporcionales, ya que al aumentar el nimero de horas también se incrementa el
nimero de litros vertidos. Se forma una proporcitn enire las razones del supuesto y la pregunta.
20 5200 (5200)(48) 249600
— = = = =12480
48 x L 20 20
Por consiguiente, en 48 horas la llave vierte 12 480 litros.
Imversa. Se utiliza cuando las cantidades son inversamente proporcionales.
EJEMPLOS .
1 @+ Se ha planeado que una barda sea construida por 24 hombres en 18 dias; sin embargo, slo se logré contratar a 12

hombres, ;en cufntos dias la construirn?

Solucién

Supuesto: 24 hombres construyen la barda en 18 dias.
Pregunta: 12 hombres la construirdn en x dias.

Las cantidades son inversamente proporcionales, ya que al disminuir el mimero de hombres, los contratados
tardarin mds dias en construirla.
Se forman las razones entre las cantidades.
24

Razdn entre el nimero de hombres: T

18
Razdn entre el nimero de dias:?

{continiia)
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{continuacion)
Se invierte cualquiera de las razones y se iguala con la otra, es decir:

x 4 (18)(24) 432
T 12 12

Por tanto, 12 hombres construyen la barda en 36 dias.

2 ®9-Las ruedas traseras y delanteras de un automévil tienen un didmetro de 1.5 m y 1 m, respectivamente, cuando las

primeras han dado 350 vueltas, ;cudntas han dado las segundas?

Solucién

Supuesto: las ruedas traseras tienen un didmetro de 1.5 m y dan 350 vueltas.

Pregunta: las ruedas delanteras tienen un didmetro de 1 m y dan x vueltas,
1.5

Razé6n entre los difimetros: o1

350
Razodn entre el nimero de vueltas: T

Se invierte cualquiera de las mzones y se iguala con la otra, es decir:

(350)(1.5) _35 _
1 1

x 15
E—Tdmﬂex—

Por consiguiente, las delanteras dan 525 vueltas.

525

EJERCICIO 81

Resuelve los siguientes problemas:

R R T R I R R

L
2;

El precio de 25 latas de aceite es de $248, ; cuintas latas se podrdn comprar con §1 240?

Liam escucha la radio durante 30 minutos, lapso en el que hay 7 minutos de anuncios comerciales; si escucha la radio
durante 120 minutos, ;jcudntos minutos de anuncios escuchara?

Durante 70 dfas de trabajo Ana gand $3 500, ;cuinto ganaria si trabajara 12 dias més?

. Una llave abierta 6 horas diarias durante 7 dias arroj6 6 120 litros de agua, ;cudntos litros arrojard durante 14 dias si

se abre 4 horas diarias?

. Un automdvil gasta 9 litros de gasolina cada 120 km. Si quedan en el depdsito 6 litros, ;cudntos kilémetros podrd

recorrer?

. En un libro de 80 pdginas cada una tiene 35 lineas, jcufntas paginas tendrd el mismo libro si en cada una se colocan

40 lineas?

. Una bodega se llena con 3 500 sacos de 6 kg de papas cada uno y otra de la misma capacidad se llena con sacos de

5 kg, ;cufintos sacos caben en la segunda bodega?

. Un lefiador tarda 8 segundos en dividir en 4 partes un tronco de cierto tamafio, ;cufinto tiempo tardard en dividir un

tronco semejante en 5 partes?

. 5i un automévil hizo 9 horas durante un recorrido de 750 kilémetros, ; qué tiempo empleard en recorrer 2 250 kild-

metros sisu velocidad es constante?
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18.

19,

BRRBER S

3

31,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

10.

11

12,

13,
14,
15,

16,
17.

Razones y proporciones

Teresa tiene en su tienda varios sacos de harina de 18 kg y va a vender cada uno en $108, pero como nadie quiere com-
prar por saco decide venderla por kilo. Su primer cliente le pidi6 4 kg, ahora ella quiere saber cuénto debe cobrarle.

Don Arturo tiene una pasteleria y sabe que para hacer un pastel de fresas para 8 personas utiliza 2 kg de azicar, ; qué
cantidad de azicar utilizard si le encargan un pastel, también de fresas, que alcance para 24 personas?

Ana, Fabidn y Liam han ido a comprar discos compactos; Ana comprd 2 de misica grupera; Fabidn 3 de rock alternativo y
Liam compré 5 de heavy metal, Si en total se pagaron $1 620 y todos cuestan lo mismo, jcudnto deberd pagar cada uno?

El valor de 25 m’ de azulejo es de $3 125, ;Cudintos m” se comprardn con $15 6257
Si 9 tarros tienen un precio de $450, ;cudntos tarros se comprardn con $ 7 2007

Se compraron 40 kg de dulces para repartirlos equitativamente entre 120 nifios. ; Cudntos kilogramos se necesitardn
para un grupo de 90 pequefios?
Un albafiil gana $1 500 mensuales. ; Cudnto recibe por 20 dias?

Fernando, Josué y Martin cobraron por resolver una gufa de problemas de cdlculo de varias variables $975; Fernando
trabajd 6 homs, Josué 4 horas y Martin 3 horas, ;cudnto recibird cada uno por hora de trabajo?

Un microbis cobra a una persona $17.50 de pasaje por una distancia de 21 kilémetros, ;cudnto pagard otra persona,
cuyo destino estd a 51 kilémetros de distancia?

Una piscina se llena en 10 horas con una llave que arroja 120 litros de agua por minuto, ;cudntos minutos tardard
para llenarse si esta llave arrojara 80 litros del liguido?

. Ungrupo de 45 estudiantes de CONAMAT contrata un autobis para ira un evento y calculan que cada uno debe pagar

$50; finalmente sélo asisten 30 estudiantes, ;cudnto deberd pagar cada uno?

. Si 18 metros de alambre cuestan $63. ; Cudl serd el precio de 42 m?

S5i una docena de pafiuelos cuesta $200, ; cudnto se pagard por 9 de ellos?
Una decena de canicas cuesta $18, jcudntas podrd comprar un nifio con $5.407
Un automévil recorre 240 kilémetros con 60 litros de gasolina. ;Cudntos litros necesita para recorrer 320 kilémetros?

. 8i 3 decenas de pares de zapatos cuestan $18 000, ; cudl serd el precio de 25 pares?
. 8i 15 hombres hacen una obra de construccitn en 60 dias, jcudnto tiempo empleardn 20 hombres para realizar la

misma obra?

. 5i 4 hombres terminan un trabajo en 63 dias, ;cuintos més deben de afiadirse a los primeros para concluir €l mismo

trabajo en 28 dias?

. Un ciclista recorri6 cierta distancia en 4 horas con una velocidad de 60 km/h, ;qué velocidad debera llevar para

recorrer la misma distancia en 5 horas?

. Si se llenan 24 frascos con capacidad para 250 gramos, con mermelada de fresa, ;cudntos frascos de 300 gramos se

pueden llenar con la misma cantidad de mermelada?

. Un ejército de 900 hombres tiene viveres para 20 dias; si se desea que las provisiones duren 10 dias mds, ;cufntos

hombres habra que dar de baja?

Se desea plantar drboles dispuestos en 30 filas, de modo que cada fila tenga 24 de éstos. Si se colocan los mismos
drboles en 18 filas, jcudntos se tendrdn por fila?
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Regla de tres compuesta

Se utiliza cuando se tienen més de 4 cantidades directa o inversamente proporcionales.

.

EJEMPLOS

%_ ] @+ Una guarderia con 250 nifios proporciona 4 raciones de alimentos diarios a cada pequefio durante 18 dfas. Si la pobla-

cidn aumenta a 50 nifios, ;cudntos dias durardn los alimentos si se disminuyen a 3 raciones diarias?

.

H Solucién

Se forman las razones entre las cantidades.
A miés nifios los alimentos duran menos dias, por tanto la proporcidn es inversa.
A menos raciones los alimentos duran més dfas, por tanto la proporcidn es inversa.

250 nifios 4 raciones 18 dias
300 nifios 3 raciones x dias
Inversa Inversa

250 4 18
Lasrazums;da gsainvicrtcnymultiplim larazﬁn;_—-scigualacun el producto.
[@][E _1s
2s0\4) «x

(18)(250)(4) _ 18000 _

Goo)(3) 90 "

Entonces, x=

Por tanto, los alimentos durardn 20 dias.

2 ®+:15 cajas de aceite con 18 galones cuestan $960, ; cudnto cuestan 9 cajas con 20 galones?
Solucién
Se forman las razones entre las cantidades.
Si el mimero de cajas disminuye el precio disminuye, por tanto es una proporcidn directa.
Si el nlimero de galones aumenta el precio aumenta, por tanto es una proporcion directa,

15 cajas 18 galones $960
9 cajas 20 galones x
Directa Directa

15 18 0
Las razones — y — se multiplican sin invertir porque son directas y la razén% se iguala con el producto.

. ()

(960)(9)(20) _ 172800 _

(15)(18) 270 o

Entonces, x=

Por consiguiente, 9 cajas de 20 galones cuestan $640

3 ®e-Secalcula que para construir una barda de 600 m en 18 dias, trabajando 8 horas diarias, se necesitan 12 hombres,
jcudntos dias tardardn 8 hombres trabajando 6 homs diarias para construir una barda de 400 m?
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Solucion
Se forman las razones entre las cantidades.

12 hombres 8 horas 600 m 18 dias
8 hombres 6 horas 400 m x dias
Inversa Inversa Directa

(18)(12)(8)(400) 691200
Donde x = 4)6)(600) ~ 28800 =il

Por tanto, 8 hombres tardardn 24 dias trabajando 6 horas diarias,

EJERCICIO 82

Resuelve los siguientes problemas:

@ Varifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

1. Andrea lee un libro de 500 pdginas en 20 dias y lee 1 hora diaria, ;cufintos minutos debe leer diariamente para que
en condiciones iguales lea un libro de 800 pAginas en 15 dias?

. El padre de Alejandro contratd a 15 obreros que, al trabajar 40 dias durante 10 horas diarias, construyeron en su casa una
alberca con capacidad para 80 000 litros de agua; si Alejandro contrata a 10 de esos obreros para que trabajen 6 horas
diarias y construyan otra alberca con capacidad para 40 000 litros de agua, ; cudntos dias tardarfn en construirla?

. Una fébrica proporciona botas a sus obreros, si 4 obreros gastan 6 pares de botas en 120 dias, ; cudntos pares de botas
gastardn 40 obreros en 300 dias?

. Latripulacién de un barco la forman el capitdn, 5 ayudantes y 6 investigadores, El capitdn programa las raciones de agua
arazon de 8 litros diarios para toda la tripulacion en un vigje de 6 dias, pero a la hora de zarpar 2 de los investigadores
deciden quedarse. Debido a esto se decide que el viaje dure 2 dias més, ;cufl debe ser la racion diaria de agua?

. 8i 24 motocicletas repartidoras de pizzas gastan $27 360 en gasolina durante 30 dias trabajando 8 horas diarias,
jcudnto dinero se deberd pagar por concepto de gasolina para 18 motocicletas que trabajan 10 horas diarias durante
6 meses? (considera meses de 30 dias).

Tanto por ciento

El tanto por ciento de una cantidad es el nimero de partes que se toman, de las cien en las que se divide dicha cantidad.
Se representa con el simbolo % o en forma de fraccidn.

EJERCICIO 83

Ejemplo
8
Hl 8% de 48, equivale a tomar 8 centésimas[ﬁ=ﬂ.ﬂs)de 48, es decir, se divide 48 en 100 partes y se toman 8,
Representa en forma decimal los siguientes por cientos:
1. 3% 4. 8% 7. 5% 10. 50% 13. 4.5%
2. 4% 5 15% B 25% 11, 75% 14. 0.08%
3. 6% 6. 1% 9. 30% 12, 32% 15. 0.03%

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente m————————
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Para obtener un tanto por ciento se construye una regla de tres simple.

[JEMPLOS
1 e (,Cuéles el 25% de 1507

Se furmalarcgladctrcs:

Supuesto: 100% es a 150
Pregunta: 25%es a x.

100_150 ;o (150)(25) 3750
25 x 100 100

Por consiguiente, 37.5 es el 25% de 150

=375

2 e®e-Calcula el 12% de 1 500.
Solucion
12
Oxra forma de obtener un porcentaje es hallar la fraccion decimal o 0.12 y multiplicarla por 1 500, es decir:

(0.12)(1500) = 180
Entonces, 180 es el 12% de 1 500

3 OO-Dbténelg%de 2 400.
Solucién
Se forma la regla de tres:
Supuesto: 100% es a 2 400
Pregunta: %%esax,

2
w zeny,, G0
2 100 100
3
Entonces, 16 representa el %%dﬁ 2 400
EJERCICIO 84
Calcula los siguientes porcentajes:

1. 6% de 300 6. 3% de 50 11. 4% de 120 16. 5% de 163
2. 8% de 1250 7. 35% de 4 500 12, 25% de 5 000 17. 50% de 2 800
3. 35% de 715 8. 75% de 30 13, 48% de 6 520 18, 28% de 5 848
4. 3.5% de 150 9. 12% de 3 856 14, 9.8% de 2 857 19. 20.3% de 372
5, %%dﬁ! 385 10. %%dﬁ 8750 15. E%dﬁ: 1958 20. %% de 345

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Para obtener el 100% de una cantidad, se emplea una regla de tres.

EJEMPLOS
-§_ 1 ®+ ;De qué niimero 480 es el 30%?
5 Solucién

o Se quiere encontrar el 100%

Supuesto: 30% es a 480
Pregunta: 100% esa x.

Se forma la proporcitn.
30 _ 480  nces x=(4su](1uu]=4smu _ 1600
100 x 30 30
Por consiguiente, 480 es el 30% de 1 600
EJERCICIO 85
Encuentra el nimero del que:
1. 200 es el 4% 4, 125esel 8% 7. 0 esel 5%
2, 1585esel 20% 5. 1285esel 80% 8 1485esel 75%
3, 2850 esel 30% 6. 213, 75es el 7.5% 9, 748.25es el 20.5%

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondiente

Para que obtengas el porcentaje que representa un nimero de otro, observa los siguientes ejemplos:
Eé EMPLOS .
< 1 ®2;Qué porcentaje de 985 representa 443.257
i§' Solucién
Se establecen las proporciones:

Supuesto: 100% es a 985
Pregunta: xes a 443,25

100 _ 985 _(100)(443.25) 44325 _
o —443'5 entonces x = 985 = 985 =

Por tanto, 443.25 es el 45% de 985

45

2 @+ ;Qué porcentaje de 6 000 es 12007
Solucién
Se establecen las proporciones:

Supuesto; 100% es a 6 000
Pregunta: xesa 1200

100)( 1200
100_ 6000 e v (100)(1200) 120000

x 1200 6000 6000
Por tanto, 1 200 es el 20% de 6 000

20
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EJERCICIO 86

Calcula el porcentaje que representa:

1. 54de 270 6, 6720 de 28 000

2. 180 de 600 7. B 142 de 54 280

3. 956de 3824 8. 6 128.22 de 36 000
4, 13618,5de 32425 9. 29399.29 de 127 823
5. 5616 de 15600 10, 54 000 de 160 000

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Una tienda de aparatos electrénicos decide dar 30% de descuento en toda su mercancia; si el precio normal de un
televisor es de $6 000, ;cudnto se pagard en caja?

Solucién
Se obtiene el 30% de $6 000
(0.30)(6000) =1800
El resultado se resta de 6 000
6000 -1 800 =4 200
Otra forma de obtener el precio es:

Como hay un descuento del 30%, al comprar el televisor sélo se pagard en caja el 70% del precio normal, es
decir;

(EJ(ﬁum]=(n.m](ﬁum]=4zm
100
Por tanto, el precio del televisor con el descuento serd de $4 200

Un ganadero tiene 240 reses de las cuales 25% se enferma. De las reses enfermas sélo 5% sobrevive y 30% de las
que no enfermaron se vendieron, jcufintas reses le quedaron al ganadero?

Solucién

Se obtiene 25% de 240

(0.25)(240) = 60 (0.2reses enfermas
240 - 60 = 180 reses no se enfermaron

De las 60 reses enfermas sélo 5% sobreviven,

(0.05)(60) = 3 reses sobreviven
El ganadero vende 30% de las 180 que no enfermaron,

(0.30)(180) = 54 reses vendidas
Le quedan 180 - 54 =126
Por tanto, el ganadero tiene 126 + 3 = 129 reses.
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Laura comprd un refrigerador en $3 500, el precio inclufa 30% de descuento, ;cuél era el costo sin descuento?
Solucion

3 500 representa 70% del precio normal, se calcula qué nimero representa 100%, es decir, se construye una regla
de tres.

3500 70 (3500)(100) 350000
=—— entonces, x = b

x 100 70 70

=5000
Por consiguiente, $5 000 es el precio sin descuento.

Un estanque con capacidad para 600 litros contiene tres cuartas partes de agua, sise le agregan 100 litros mds, ;qué
porcentaje del estanque estd lleno?
Solucién
Se obtienen las tres cuartas partes de 600

[E)(ﬁm] = @ =450

4 4

El estanque tenia 450 litros, al agregarle 100 litros més ahora contiene 550
Luego se divide 550 por 600 y el resultado se multiplica por 100

550 55000
(555 Jaoo) - 2557 ~o166

El estanque estd lleno en 91,66% de su capacidad,

La casa de Maria estd valuada en 25% mdés que la de Alejandro, si la de Alejandro tiene un precio de $600 000,
Jeudinto costard la de Maria?

Solucion

Si la casa de Marifa estd valuada en 25% mds, es decir, 100% + 25% = 125% de la de Alejandro, se construye una
regla de tres.

600000 100 (600000)(125) 75000000
= —— gnionces, x = =

= = 750000
x 125 100 100

Por tanto, la casa de Maria costard $750 000

Luis recibe un ultimAtum por parte de la empresa donde trabaja, de que si vuelve a tener un retraso el siguiente
mes cobrard 15% menos de su sueldo mensual, el cual asciende a $12 000, no obstante Luis faltd, ;cusdnto cobrard
el siguiente mes?

Solucién

Su sueldoserd 15% menos entonces Luis cobrard 85% de su salario, se construye una regla de tres:

12000 100 .
= —— gnionces, X
x 85

_(12000)(85) _ 1020000
e

=10200

Por tanto, Luis cobrard $10 200

145



8 Carfuo
ARTMETICA

Patricia le pidi6 un préstamo de $24 000 a un amigo y éste le dice que debe pagarle mensualmente 20% de la deuda.
En 3 meses, ;cudnto le habrd pagado?

Solucién
Se obtiene 20% de 24 000
(0.20)(24 000) = 4 800 pagard por mes
En 3 meses
(3)(4800) =14 400
Por consiguiente, Patricia después de 3 meses habré pagado $14 400

En una caja hay 6 canicas azules, 5 rojas y 7 verdes, jcudl es el porcentaje de canicas azules?
Solucién
El mimero total de canicas es 1B, se construye la regla de tres:
Supuesto: 100% es a 18
Pregunta: xesa 6
Se forma la proporcidn.
E = E entonces x = 7(6](1(1'] = @
X 6 18 18

Entonces, en la caja hay 33,33% de canicas azules.

=133.33

EJERCICIO 87

Resuelve los siguientes problemas:

P R I I I I N I I )

L.

= Sl o

10,

11.

12,

Un sal6n tiene capacidad para 80 alumnos, 20% se presenta puntualmente. ;Cudntos estudiantes son impuntuales?
Una licuadora costé $500, pero al comprarla se hizo un descuento de 12% al cliente. ;Cudl es el precio que se pagé?
El precio de una mdquina de coser es de $ 3 500 y se pagd un enganche de 15%. ; Cudnto se adeuda?

Se comprd una guitarra de $12 500 al contado y se hizo un descuento de 8.5%. ;Cudnto se pagd?

¢ Cuil es el enganche de un televisor que costd $5 500 si se pidié de anticipo 21% del precio?

. Una persona vende una aspiradora en $851, venta por la que obtuvo una utilidad de 15% sobre el precio. ;De cudnto

fue su ganancia?

. Una bicicleta de $6 800 se comprd con un enganche de 12% y a pagar el saldo en 4 abonos mensuales. ; De cudnto

¢s cada pago?

. Si untelevisor cuesta $10 500 y se da un enganche de 8%, ;cudnto se pagard en cada letra si el saldo es a cubrirse en

8 pagos?
Si Juan Carlos gané 12% al vender una bicicleta que le cost6 $1 120, ;en cudnto la vendi6?

Hl valor de una casa es de $655 000 al contado, pero al venderla a plazos se le carga 25.5% de su precio. [ Cudl es el
costo final de la casa si se vende a plazos?

Javier pag6 $2 550 por una consola de videojuegos, la cual tenia un descuento de 15%, ;cudl era su precio sin des-
cuento?

Antonio compré un reproductor de DVD en $2 125, el aparato tenfa 20% de descuento; sin embargo, la persona
que le cobrd sélo le desconi6 15%, jcudnto tenia que haber pagado Antonio?
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18.

19,

2,

24,

25,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

13.
14,

15.

16.

17,

Razones y proporciones

Un equipo de bdsquetbol tuvo 29 derrotas durante 80 juegos, jcudl fue el porcentaje de victorias?

Alejandro contesté 90 de 120 preguntas de un examen, Si estd seguro de haber contestado correctamente 70% de las 90,
jcudntas preguntas de las restantes deberd contestar acertadamente para tener 70% del examen bien contestado?

Adridn comprd un automévil en $120 000, el precio incluia entre seguro, impuestos y accesorios 25% mds, ;cudl era
el precio del automdvil sin contar con seguro, impuestos y accesorios?

Paola compré una bicicleta de montafia en $800, si el precio inclufa una rebaja de 20%, ;cuil era el precio normal
de la bicicleta?

Jaime tiene una deuda de $180 000, si 30% de esa cantidad se la debe a su hermano y el resto a su tio Alberto, ; cudnto
le debe a su tio?

Un fraccionamiento estd dividido en lotes, arriba y en la parte inferior de un cerro. Un lote en la parte superior del
cerro cuesta 15% menos que en la parte inferior, si el precio de este dltimo es de $224 000, ;cudl es el costo de un
lote en la parte superior?

Un proveedor compra cajas con aguacates en $60 cada una y las vende con una ganancia de 60% por caja, jcudnto
ganar4 si compra 80 cajas?

. Para aprobar un examen de 60 reactivos, Monica tiene que contestar correctamente 75% de éste, jcudl es el minimo

de preguntas que deberd contestar acertadamente para aprobarlo?

Enunaliga de futbol se juegan 49 partidos; si el equipo de Juan al final de 1a temporada tiene 20 victorias y 6 empates,
Jeudl es el porcentaje de derrotas?

. Un contenedor de leche con capacidad para 800 litros estd lleno en sus dos quintas partes, si se agregan 80 litros mis,

;qué porcentaje del contenedor se encuentra lleno?

. En un partido de baloncesto, Ricardo encestd 4 tiros de 3 puntos, 6 de tiro libre y 8 de cualquier otra parte. Si en total

hizo 40 tiros a la canasta, ;cudl es el porcentaje de efectividad?

En un librero hay 8 libros de cédlculo diferencial, 5 de cdlculo integral, 6 de dlgebra y 10 de geometria, jcudl es el
porcentaje de libros de geometria?

Si en una escuela hay 320 alumnos, de los cuales 135 son mujeres, jcudl es el porcentaje de hombres?

Interés simple

Para analizar este tema, es necesario describir algunos conceptos:

Interés. Es la cantidad de dinero que se obtiene por prestar o invertir cierta cantidad de dinero. El interés simple es
el que se obtiene al final de un periodo, el cual es constante durante el tiempo que el dinero se encuentra en préstamo
oen inversién,

Tasa.Es el tanto por ciento que se cobra en uno o varios periodos.
Capital. Cantidad de dinero que se presta o invierte.

Férmulas para determinar el interés simple

Supongamos que queremos prestar un capital Ca una tasa de r% para que en | afio obtengamos un capital I, entonces
se obtiene el r % de C mediante una regla de tres, es decir:

Supuesto: 100% es a C
Pregunta: r%es a [l
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Se forma la proporcidn.

E—Eentt:utlcv:sj’—E
r I "~ 100

Como el interés ganado es constante, entonces, si queremos el interés I en 1 afios, se tiene que:
I=(%](’]= Clgﬂl

Siel tiempo es en meses, entonces el tiempo serd: :—2, por lo tanto el interés serd:
= OE

100 A\ 12 1200

AR
360

,_(ﬁ] |G
100 )\ 360 ) 36000

En resumen, si se quiere obtener el interés simple I de un capital C a una tasa de r %, en cierto periodo, las formulas son:

Si el tiempo esté representado en dias, enfonces el tiempo serd: . por consiguiente el interés serd:

Si el tiempo estd en aiios Si el tiempo estd en meses Si el tiempo estd en dias
I=C-r-r I=C-r-r I=C-r-!
100 1200 36000
E'G{EMPLDS
= ] e ;Cudl es el interés simple que se obtendrd en 10 afios si se invierten $25 000 a una tasa de interés de 18%7
g Solucién
o
Datos Férmula Sustitucidn Resultado
C = 25000 C-rt (25000)(18)(10) 7= 45000
=— =
r=18% 100 100
t= 10 afios 4 500000
= gtk
F=1 100
I=45000

Por tanto, se obtendrdn $45 000 de interés al cabo de 10 aiios,

2 ®+ Andrés pide un préstamo al banco de $240 000 con un interés de 32% anual, ;qué interés le cobrardn en 8 meses?

Solucién
Datos Férmula Sustitucion Resultado
C = 240 000 ;_Cort ; (240 000)(32)(8) 1=51200
r=32% "~ 1200 B 1200
1200
I=51200

Por consiguiente, el banco le cobmrd a Andrés $51 200 por concepto de interés.
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Férmulas para el calculo del capital, el fiempo y la tasa

Si el tiempo estd en aiios
Capital Tiempo Tasa
100-1 100-1 100-1
= I= p=
I-r C-r C-
Si el tiempo estd en meses
Capital Tiempo Tasa
12007 1200-1 12001
C= = r=
t-r C-r Ct
Si el tiempo esti en dias
Capital Tiempo Tasa
36000-1 360001 36000-1
C= 1= Pr=
r-r C-r C-t
EAEMPLOS ®
-g_ 1 ®+#;Qué capital se debe invertir para obtener un interés de $60 000 a una tasa de 10% en 6 afios?
2 Solucién:
"]
Datos Férmula Sustitucion Resultado
1= 60000 o 1001 Cz(lm)(suﬂm] C = $100 000
r=10% t-r (6)(10)
t = 6 afios
C=2 g S
60
C=100000

Por tanto, se deben invertir $100 000
2 ®e;Cusinto tiempo estuvo impuesto un capital de $250 000 a 25% anual, si generd un interés de $31 250y se pag6 antes
del primer afio?
Solucién

Como se pagd antes de terminar el primer afio, el tiempo estd dado en meses.

Datos Férmula Sustitucién Resultado
€ = 250 000 12001 _ (1200)(31250) t = 6 meses
r=25% T Cer k= (250000)(25)
1=31250
i ;= 37500000
6250000
1=6

Por tanto, estuvo impuesto durante 6 meses.
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3 e

{Cusl es 1a tasa de interés anual que un banco estableci6 a un capital de $300 000, si después de 10 afios se obtuvieron
intereses por $60 0007

Solucién:
Datos Férmula Sustitucitn Resultado
C = 300 000 , 1007 (100)(60000) r=2%
1= 10 afios ~TCxt "= (300000)(10)
I'= 60000 £ 000000
r= ? p—_

3000000

r=2

Entonces, la tasa de interés fue de 2%.

EJERCICIO 88

10,

11,
12,
13,
14,
15.
16.
17,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
L

{Qué interés anual producird un capital de $50 000 en 6 afios a 11%7

2, ;Qué interés por afio producird un capital de $380 000 en 5 afios a 28%7
3. ;Qué interés anual produce un capital de $220 000 en 8 afios a 8%?

4,
5
6

Determinar cudnto de intereses produce un capital de $56 800 en 3 afios a 13.125% anual.

. Calcular ¢l interés que produce un capital de $480 000 a 6,3% anual en 2 afios,
. Una persona paga 14.5% anual de interés por un préstamo hipotecario de $385 000, ;Cuénto tiene que pagar por

concepto de intereses, si liquida su deuda al cabo de 10 afios?

. Victor tiene ahorrados $280 000 en el Banco de Comercio. Si esta institucién bancaria paga por concepto de intereses

6.2% anual, ; qué interfs ganard su capital a los 6 afios?
Precisar el interés que produce un capital de $132 000 a 18.5% durante 8 meses.
{Qué interés producird un capital de $12 857 en 16 meses a 21.5% anual?

Por un préstamo de $16 800 el padre de Carlos tiene que pagar 18% de interés anual. ;Cudnto pagard durante 9
meses?

Un capital de $80 000 produce un interés de $12 000 al cabo de 5 afios. ;A qué tasa de interés anual se invirtié?
Calcular el interés que producen $50 000 a una tasa del 12.5% durante 4 afios.

{Qué capital se debe invertir para obtener una ganancia de $24 000 a 12% de interés anual en 4 afios?

LA qué tasa de interés anual qued6 impuesto un capital de $48 000, si gener6 $12 000 de intereses en 10 meses?

¢ Cudinto tiempo estuvo impuesto un capital de $160 000 a 20% de interés anual, si generd $48 000 de intereses?
Si un capital de $980 000 generé $199 920 de intereses en 20 aiios, ;cuil fue la tasa de interés a la que se impuso?
¢ Cudnto se debe invertir para que en 90 dias un capital impuesto a 24% anual genere un interés de $27 0007
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s

Sistema binario

eorge Boole fue un matemdtico

inglés que en 1854 publico Las

leyes del pensomiento, las cuales
sustentan las teorias matemdticas de la
légica y la probabilidad. Boole llevé a
la légica en una nueva direccion al redu-
cirla a una dlgebra simple, las matemé-
ticas, asi incorpord la légica. Establecio
la analogia entre los simbolos algebraicos
y aquellos que representan las formas logi-
cas. Su dlgebra consiste en un método para resolver problemas de légica
que recurre solamente a los valores binarios 1y O y a tres operadores:
AND [y), OR (o] y NOT [no). Comenzé el élgebra de la l6gica llamada
dlgebra booleana, la cual ahora encuentra aplicacion en la construccion de
computadoras, circuitos eléciricos, eicétera.

Los sistemas de cémputo modermos trabajan a pariir de la légica binaria.
las computadoras representan valores mediante dos niveles de voliaje (ge-
nerclmente OV y 5V, con esfos niveles podemos representar exactamente
dos valores diferentes, que por conveniencia son cero y uno, los cuales
representan apagado y encendido.

Sistemas de numeracién anfiguos

El hombre para contar emlpezé por utilizar su propio cuerpo: los dedos de
lo mano, los de los pies, los brazos, los piernas, el forso y la cabeza, las
falanges y los articulaciones.

Mucho tiempo después, hacia 3300 a.n.e., aparecié la representacion
escrita de los niimeros, en paralelo al nacimiento de la escritura, en Sumeria
[Mesopotamia). En las primeras tablillas de arcilla que han revelado la es
critura, aparecen signos especificos destinados a representar los nimeros.

En cada culiura se empled una forma particular de representar los nimeros.
Por ejemplo, los babilonios usaban tablillas con varias marcas en forma de
cufia y los egipcios usaban jeroglificos, que ain aparecen en las paredes

columnas de los templos. Los cifras que hoy ufilizamos tienen su origen en
?clls culturas hind( y drabe.

Gearge Boole (1815-18564)
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Definicién

Un sistema de numeracitn es un conjunto de simbolos (nimeros) que se relacionan para expresar cantidades. A través
de la historia del hombre aparecen varios sistemas de numeracitn, que dependen de la época o la cultura. Los sistemas de
numeracién se clasifican en posicionales y no posicionales.

Sistema posicional. Cada simbolo que se utiliza en este sistema se llama digito, el nimero de digitos corresponde al
nimero de base, es fundamental la existencia del cero. Estos sistemas se basan en la posicion que ocupa cada digito
(valor relativo) en el niimero, esto permite que se puedan representar mimeros mayores a la base.

En los sistemas posicionales los nimeros se representan con la siguiente férmula:

Ng=A,-B"+A _-B"'+ . +A -B'+4,-B"+A_B'+A_,-B"+, +A_-B"

Donde: A, A A ... A ApA LA L, ..., A_ sonlos digitos.
B es el nlimero de base
 posicion

Para identificar el sistema se coloca la base B como subindice N, Los sistemas mds utilizados son: el decimal
(base 10), binario (base 2), octal (base 8) y hexadecimal (base 16}, entre otros.

Sistema decimal (N,,). Se utilizan los digitos 0, 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9 los que, como ya se dijo, no representan sélo
esos 10 niimeros, sino que al acomodarlos en determinada posicién representardn diferentes cantidades. La posicitn nos
indica la magnitud de la cantidad representada, a cada posicitn se le asigna una potencia de 101la cual se llama peso.

Ejemplo
Representa el nimero 573, en potencia de 10 con la férmula:

5739 =5%107 +7x10' + 3x 10"

Ejemplo
La representacién en potencia de 10 del mimero 424,32, es:

42432, = 4x 107+ 2x 10"+ 4x 10" + 3x 107" + 2x 107

El subindice 10se omite la mayoria de las veces, ya que al ser el sistema decimal que utilizamos, se sobrentiende
que la base es 10,

Sistema binario (N;). Sistema posicional que utiliza 2 digitos (base 2), el 0 y el 1, los pesos de la posicién son
potencias de 2.

Ejemplo
Representa el niimero 11101.11, en potencia de 2 con la formula:

N =1x 2% I 2+ 122+ 0 2+ I 2%+ 127 1272

o= 1110111

(z}

Cada digito del sistema se conoce como digito binario o bit (binary digir). Este sistema que puede ser un poco
€Ngorroso para nosotros, no lo es para una computadora, ya que ésta solo admite 2 estados posibles, encendido o
apagado, que equivale a decir pasa corriente 0 bien no pasa corriente. De tal forma que cuando pasa se asignael 1 y
cuando no pasa se asigna el 0,

Sistema octal (Vg ). Sistema posicional que utiliza 8 digitos (base 8), el 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, asf la posicién de cada
digito tendrd como peso una potencia de 8.
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Ejemplo
Representa el nimero 234, en potencia de 8 con la formula:
Nyg =234, =2x8"+3x8' +4x8’

Una de las aplicaciones de este sistema es que la conversitn de binario a octal es muy sencilla, como se verd més
adelante, ya que por cada 3 digitos en binario se utiliza un solo digito en octal.

Sistema hexadecimal (N Sistema posicional que utiliza 16 simbolos (base 16), €l 0, 1, 2, 3,4,56,7,8,9ylas
letras A, B, C, D, E, F, asf la posicifn de cada digito tendrd como peso una potencia de 16,
Ejemplos
Representa los nimeros 2405, y 3AB.2D,,, en potencia de 16 con la férmula
Nyg =2405,,, =2x16"+4x16*+0x16'+ 5x 16"
Nup=3AB.2D,, =3x 16"+ Ax16'+ Bx 16" +2x 167"+ Dx167*

La utilidad de este sistema radica en que al igual que en el octal, la conversién de binario a hexadecimal es muy
sencilla, ya que por cada 4 bits se utiliza solamente un digito hexadecimal,

Un byte es la unidad de memoria usada por una computadora y equivale a 8 bits, de tal forma que 2 bytes ocupan
4 digitos hexadecimales, 4 bytes (32 bits) 8 digitos hexadecimales y asi sucesivamente.

Sistemas en otra base. Hasta aqui s6lo se nombraron algunos sistemas, sin embargo existen otros que aunque no son
comunes cumplen con las caracteristicas de un sistema posicional.
© Sistema ternario (N )
Sistema posicional que utiliza 3 digitos (base 3): 0, 1, 2
© Sistema cuaternario (N,)
Sistema posicional que utiliza 4 digitos (base 4): 0, 1, 2, 3
< Sistema quinario (Ng)
Sistema posicional que utiliza 5 digitos (base 5): 0, 1, 2, 3, 4

EJERCICIO 89

Transforma los siguientes nimeros en potencias de acuerdo con la base:
. A8
. 153

(10}

1
2
3. 96.722,,
4, 101011,
5.
6
7
8
9

1001101,

10211
. 4230142,
. 1746.235,
. 60007.51,
10.
11,
12,

2AF,,
1BA.4E,,
C.24AB,

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente m————————
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Conversiones

Dado un nimero en un sistema de numeracién en base B, el mimero se puede representar en otro sistema, A continua-
citn se explican diversos métodos.

Conversién de un nimero en base “B" a base 10 Ny —= N,
Existen 2 métodos utilizando la férmula y en el caso de niimeros enteros el de “multiplicar por la base™,
© Método por formula

Nyg=A, B"+A_-B"'+.+A -B+A, B'+A_(B"'+A,- B +.+A_ B

EJEMPLOS “
& | ®¢ Transforma 1231, a base decimal.

Solucion

Ejem

Nyoy =181 =1x 4*+ 2x 47+ 3x 4' + 1x 4"

=1x6d4+2x16+3x4+1x1
=64+32+12 +1
=109

Por tanto, 1231, equivale a 109,

2 ®9 Convierte 20143 ,a base 10,
Solucién

Ng) =20143 5, =2x5* +0x5" +1x5" +4x 5"+ 3x 5°
=2x625 +0x125 +1x25+4x 5+3x1
=1250+0+25+20+3
=1298{m]

Por consiguiente, 20143, equivale a 1298,

3 @+ Cambia Ny, = 1011101.101,a N,
Solucién

101110110155, =1x2° + 0x 27+ 1x 2* +1x 27+ 1x 27+ 0x 2" # Ix 2° # 1x 27 + Ox 277 # 1% 27"

=Ix64+0x32+1x16+I1xB+1xd+0x2+1x1+1x05+0x0,25+1x0.125
=64+0+ 16+ 8+4+0+1+05+0+0.125
=93'625{IU]

Por tanto, N, = 1011101101, equivale a N, = 93.625,,,
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4 ®+-Convierte 34AC,,, a base 10.
Solucién
Las letras se utilizan para nimeros mayores de 2 digitos, es decir A =10, B =11, C= 12, D =13, ..., efc. Al aplicar
la férmula se tiene:
Ny = 3% 13"+ 4x137 + Ax13'+ €13

=3x2197+4x169+10x13+12x1
=6591+ 676+ 130+12
=74ﬂg{iu}

Por consiguiente, 34AC, , equivale a 7 409,

5 ®e-Convierte 274.32 ,a base 10
Solucion
27432, =2x82+7xB' +4xB" +3x8'+2x8?
=2x 64+ TxB+4x1+3x0.125+2x0.015625

=128+ 56+ 4+0.375+0.03125
=188.40625,,,

Por tanto, 274.32,5 equivale a 188.40625,,,,

6 @+ Transforma N, = 5AF.84  aN .

Solucién
SAF.84,,=5x16" + Ax16' + Fx 16" + 8x 16" + 4x 16
=5x256+10x 16 +15x 1+ 8x 0.0625 + 4 0,00390625
=1280+160+15 +0.5 + 0.015625
=1455.515625,,,

Por consiguiente, N, equivale a 1 455,51561‘5{“]}

2 Método de la multiplicacién por la base y suma del siguiente digito, Este método sélo se utiliza para ni-
meros enteros y consiste en multiplicar el primer digito (de izquierda a derecha), por la base y sumar el digito
siguiente, el resultado de la suma se multiplica por la base y el resultado se suma con el digito que le sigue, asf
hasta el dltimo digito. El resultado final serd el nimero decimal equivalente.

EJEMPLOS *

-i 1 @+ Transforma 11011 ,a base 10.

5 Solucién

w

Al seguir los pasos se obtiene:
1x2+1= 3 Producto del primer digito por la base, més el segundo digito.
3x2+0= 6 Producto del resultado anterior por la base, més el tercer digito.
6x2+1= 1 Producto del resultado anterior por la base, mds el cuarto digito,
13x2+1= 27 Producto del resultado anterior por la base, mds el quinto digito.
27 Valor equivalente.

Por tanto, 11011, equivale a 27,q,
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2 @« Convierte 25713 a base 10.

Solucién
Al seguir los pasos se obtiene:
2xB+5= 21 Producto del primer digito por la base, mds el segundo digito.
21xB+T7= 175 | Producto del resultado anterior por la base, mds el tercer digito.
175x8+1= 1401 | Producto del resultado anterior por la base, mds el cuarto digito,
1401 x 8+ 3= 11211 | Producto del resultado anterior por la base, més el quinto digito.
11211 | Valor equivalente.

Por tanto, 25713 equivale a 11 211,,,

3 ®+ Transforma 2A1F,,,a base 10.

Solucién
Al seguir los pasos se obtiene:
Ixtord= | o | Biodusio il primerdiiiopor- e mi ol wopmds: dake:
2x 16+ 10=
42x16+1= 673 | Producto del resultado anterior por Ia base, més el tercer digito.
613x 16+ F= . .
6T3% 16 + 15 = 10783 | Producto del resultado anterior por la base, mds el cuarto digito.
10783 | Valor equivalente.

Por consiguiente, 2A1F,; equivale a 10 783,

EJERCICIO 90

— b i
Lth o b b = D

™) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

o - T o

1100,
10111,
11011011,
111001.1101,,

. 100111011,

2102,
11120,

. 100101,
. 21101.201,,

. 2110112.212,,
.30,

. 12003223,

. 3201. 231,

. 343

is)

. 10134,
16,

34,

Transforma los siguientes nimeros a forma decimal:

o
=

43210,
3210341,
20014.4431,,,
314.1003,
45:"-"}
4531,
55342,
7612,
56714
7531041,
820,5,
765{9)
24D,y
ABR2C,,
i B‘M"&)

. F24,1DC,

285

s 8

B 2
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Conversion de un nimero en base 10 a ofra base N,;q — Ng

= Método de los residuos. Se divide el niimero decimal entre la base a la que se quiere convertir, el cociente se
vuelve a dividir entre la base y asi sucesivamente, hasta obtener un cociente menor a la base. Se toma el dltimo

cociente y cada uno de los residuos para formar el nimero,

E..iEMPLOS
"§. 1 ®+ Cambia 2 346, a base 5.
8 Solucién
("5
Se divide 2 346 por 5 y con cada cociente se realiza lo mismo.
460 93 18 3—p3 3 3 41
slhas slasw slos  slis 4
34 19 43 3
46 4 3 [
1 ‘ |

For tanto, 2 346,,,, equivale a 33341,

2 ®¢-Cambia 34,2 base 3.

Solucién
Se divide 34 entre 3 y con cada cociente se realiza lo mismo.

11 3 1 1021
3| 34 3| 11 3‘ 3
04 2 0
‘ |
Entonces, 34, equivale a 1021,
3 ®e Transforma 44 275,,a base 16.
Solucién
Se divide 44 275, enire 16 y con cada cociente se realiza lo mismo.
’_2‘[§[ 172 Ww——»ACF3
1644275 16 [2767 16| 172
122 116 12
107 047 [
115 15
2 I

Por tanto, 44 275, equivale a ACF3,
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Cuando un niimero en base 10 tiene decimales, se procede de la misma manera con la parte entera, la parte fraccionaria
se multiplica por la base hasta obtener cero en la parte fraccionaria o un suficiente niimero de decimales.

EJEMPLOS
& | ®s Convierte 22.75,,,a binario.
§ Solucion
Se divide 22, por 2 y concada cociente se realiza lo mismo.
] —®» 101 1 0 Parteentera

11 5 2

2|22 2| 11 2|5 le:—T 4
0z 1 1 0
0

La parte decimal (0.75) se multiplica por 2, la parte fraccionaria se multiplica también por 2, asf sucesivamente,
hasta obtener 0 enla parte decimal, con los enteros enel orden de aparicion se obtiene la parte decimal.

ler. entero 2do. entero Resultado

075x2=15 1
05x2=1.0
JA1

Por consiguiente, 22,75,q equivale a 10110,11

2 @+ Transforma 235.45,, a base 6.

Solucién
39 6 ] ————» 1 0 3 1 Parte entera
61235 6|39 6E6
55 3 0
1 I
ler, entero 2do. entero 3er. entero 4to. entero Resultado
045x6=27 2
07x6=42 4
02x6=12 1
02x6=12 1
2411...

Por tanto, 235,45, equivale a 1031.241,

< Método de extraccién de potencias. Se elabora una tabla de potencias segiin la base y después se busca el
niimero de veces que cabe alguna de las potencias en el niimero, se resta de dicho nimero, y asi sucesivamente

hasta que la diferencia sea 0.
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EJEMPLOS
< | ®+Cambia 925, a base 4.
i Solucién
T Se construye la tabla de potencias de 4
47 =0.0625
4'=025
4'=1 3vecesd' | 768 | 925-768=157
4'=4 Zveces 4 | 128 | 157-128=29
£=16 -
£ =64 lvez 4 16 29-16=13
44 =256 3 veces 4' 12 13-12=1
4 =1024 1 vez 4" 1 1-1=0
Por consiguiente, 925, equivale a 32131,
EJERCICIO 91
Convierte los siguientes nimeros en forma decimal a la base indicada.
1. 15,,abase 2 10. 427, base 5 19. 350.1875,,,,a base 8
2. 315;,a base 2 11, 37.84,,,a base 5 20. 28779.75,qa base 8
3. 13.75,qa base 2 12. 386.432,,q,a base 5 21, 140, base 9
4, 19.5,,abase 2 13, 213, a base 6 22, 1075;,a base 9
5. 0.625,,;,a base 2 14, 411, a base 6 23. 97021, abase 9
6. 121.875,, a base 2 15, 97,52 base 7 24, 196,,,,a base 16
7. 10 a base 3 16. 715;qa base 7 25. 358.0625,,a base 16
B, 7214 base 3 17, 63, a base B 26, 21 468.5,,, a base 16
9. 53,qabase 4 18. 104,,q,a base 8

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Relacién entre el sistema binario, octal y hexadecimal, La relaci6n entre los sistemas, binario y octal es de 3, ya que
8 = 2°, esto quiere decir que a cada tres digitos en el binario le corresponde un digito del octal,

Tabla de valores equivalentes
Decimal | Binario | Octal
0 000 0
1 001 1
2 010 2
3 011 3
4 100 4
5 101 5
6 110 6
T 111 7
8 1000 10
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Conversién de un nimero binario a octal Ny — N

Para hacer la conversién se separan los digitos en grupos de 3 a partir del punto decimal (hacia la izquierda en la parte
eniera y a la derecha en la parte decimal), y se sustituye cada grupo por su equivalente en octal.

EJEMPLOS .

-E' 1 ®= Convierte 11110011, a base 8.

£ Solucién

Se separan grupos de 3 digitos de derecha a izquierda y se busca en la tabla su equivalencia en octal,

[ on J 110 [ o | Binario |
! y ' '
| 3 ] 6 | a3 | Octal |

Por tanto, 1111001, = 3634,

2 ®+-Cambia 1101111.110100,,a base 8.
Solucién
Se separan grupos de 3 digitos de derecha a izquierda y se busca en la tabla su equivalencia en octal.

[(oo1 | 101 | 111 | . | 1120 | 100 | Binario |
R S B T
L+ [ s [ 7 [ . [ 6 | 4 | Oca |

Entonces, 1101111.110100,,, = 157.64,,

Conversién de un nimero octal a binario Ng; — Ny
Para convertir se sustituye cada digito octal por sus 3 digitos binarios equivalentes.

EJEMPLOS *
'g. 1 @+ Transforma 235 a base 2.

2 Solucién

Se busca Ia equivalencia de cada digito en base 2

[ 2 [ 3 [ 5 | Oca |
L \J l l’
| 010 | 011 | 101 | Binario |

Por consiguiente, 235,,= 10011101,
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2 @+ Transforma 1206.135,,a base 2.

Solucién
L 1+ [ 2 [ o [ 6 [ . [ 1 | 3 [ 5 [ Oca ]
I S R T I N '
[ 001 [ o0 [ ooo [ 130 [ . J oo1 [ o1 [ 101 | Binario |

Por tanto, 1206135, = 1010000110,001011101,,,

La relacién entre el sistema binario y el hexadecimal es de 4, ya que 16 = 2* esto quiere decir que a cada 4 digitos en
el binario le corresponde un digito en el hexadecimal,

Tabla de valores equivalentes
Decimal | Binario | Hexadecimal Decimal | Binario | Hexadecimal
0 0000 0 9 1001 9
1 0001 1 10 1010 A
2 0010 2 11 1011 B
3 0011 3 12 1100 C
4 0100 4 13 1101 D
5 0101 5 14 1110 E
6 0110 6 15 1111 F
7 0111 7 16 10000 10
8 1000 8 17 10001 11

Conversion de un nimero binario a hexadecimal Ny — N4

Para convertir se separan los digitos en grupos de 4 a partir del punto decimal (hacia la izquierda enla parte entera y
ala derecha en la parte fraccionaria), y se sustituyen por su equivalente en hexadecimal,

m

JEMPLOS
1 @+ Convierte 110111110,,a hexadecimal,
Solucién

Ejemplos

Se separan grupos de 4 digitos de derecha a izquierda, si para el dltimo grupo hacen falta digitos se colocan ceros a la
zquierda y se busca en la tabla su equivalencia en hexadecimal.

[ o001 | 1011 | 1110 | Binario |
. . . :
| 1 [ B [ E | Hexadecimal |

Por tanto, 110111110, = 1BE,,,
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2 ®e:Cambia 11110011,011110101, a base 16.
Solucion
Se separan grupos de 4 digitos de derecha a izquierda en la parte entera y en la parte decimal de izquierda a derecha,
si faltan digitos se colocan ceros a la derecha y se busca en la tabla su equivalencia en hexadecimal.

[ 1111 Joorr | . ] o1 [ 1010 | 1000 [ Binario |
I T S T
[ F | 3 | . ] 7 | a | 8 | Hexadecimal |

Entonces, 11110011,011110101 5, = F3,7A8,

[ ]

Conversién de un nimero hexadecimal a binario N,y — Ny
Para convertir se sustituye cada digito hexadecimal por sus respectivos 4 digitos binarios.

EJEMPLOS &
-i 1 @+ Transforma 821.57,,,a binario.
§ Solucién
Se busca la equivalencia en base 2 de cada digito.
[ 8 [ 2 | 1 | . | 5 | 7 | Hexadecimal |
Y L) v v L 4
[ 1000 | o010 | ooo1 | . | o101 | 0111 | Binario |

Por consiguiente, 821.57,,, = 100000100001.01010111 ,,

2 @+ Transforma A5SC, D4, a binario,

Solucién
Se busca la equivalencia en base 2 de cada digito.
[ a4 T 5 T ¢ T . T p | 4 | Hexadecimal |
Vv v vy
[1010 [ o101 [ 1100 [ . [ 1101 [ 0100 | Binario |

Por consiguiente, ASC.D4,,;, = 101001011100.11010100

* Meétodo del miltiplo. Para explicar este método, analicemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo
Transforma 11110101, a base 8.

Solucién
Se separan en grupos de 3 en 3 de derecha a izquierda. o1 110 101
Se dan los digitos 1, 2, 4, de derecha a izquierda a cada grupo, 21 421 421

(contintia)
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EJEMPLOS

3
E’I
2

Sistemas de numeracién

Se suman los digitos que se encuentran enlas posiciones de losunos. | 2+1=3 | 4+2=6 4+1=5
Los resultados forman el nimero equivalente en base 8, 3 6 5
Por tanto, 11110101, = 365,
@+ -Cambia 534,a binario,
Solucién
Se colocan los digitos que forman el nimero octal. 5 3 4
Se dan los digitos 1, 2, 4, de derecha a izquierda a cada grupo, se busca 421 421 421
que los digitos al sumarlos den el digito de 1a columna, 4+1=5 | 2+1=3 4+0=4
Se asigna 1 a los valores utilizados en la suma y ceros a los que no se 421 421 421
utilizaron, y se forman grupos de 3 digitos. 101 011 100
La unién de los grupos forman el equivalente a binario. 10 011 100
Por consiguiente, 534 = 101011100,
2 ®e-Cambia 1101101010y, a base 16,
Solucién
Se separan en grupos de 4 en 4 de derecha a izquierda. 0011 0110 1010
Se dan los digitos 1, 2, 4, B, de derecha a izquierda, a cada grupo. B421 8421 8421
Se suman los digitos que se encuentran en las pogiciones de losunos, | 2+1=3 | 44+2=6 | 8+2=10=4
Los resultados forman el niimero equivalente en base 16 3 6 A
Entonces, 1101101010,,= 364,
3 ®e-Convierte ABS,,, a binario.
Solucién
Se colocan los digitos que forman el nimero octal. A B 5
Se dan los digitos 1, 2, 4, 8, de derecha a izquierda a cada grupo, se 8421 8421 8421
busca que los digitos al sumarlos den el digito de la columna. B+2=10 | B42+1=11 | 4+1=5
Se asigna 1 a los valores utilizados en la suma y ceros a los que no se B421 8421 8421
utilizaron, y se forman grupos de 4 digitos. 1010 1011 0101
La uni6n de los grupos forman el equivalente a binario. 1010 1011 0101

Por tanto, AB5,,;, = 101010110101,
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ARTMETICA
EJERCICIO 92
Cambia los siguientes nimercs a la base indicada.
1. 1110001111, a base 8 9. 412.67, abasc 2
2. 11011100011, a base 8 10. 6017.2004,5, a base 2
3 111001111.110101,, a base 8 11. 10001101000, a base 16
4, 735, abase 2 12, 100110110001.11101010001 1, abase 16
5. 146313}ahwe2 13, 111110111000.01100010,,,a base 16
6. 45213 5 a base 2 14, 13AC,, abase 2
7. 56,435 abase 2 15, D2FAB . abase 2
8. 7216, abase 2 16. TEBF.C5a base 2

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma con nimeros en base distinta de 10

En la siguiente tabla los nimeros remarcados indican el cambio de orden.

Decimal Binario Base 3 Base 4 Base 5 Octal Hexadecimal
0 0000 0 0 0 0 0
1 0001 1 1 1 1
2 0010 2 2 2 2 2
3 0011 10 3 3 3 3
4 0100 11 10 4 4 4
5 0101 12 11 10 5 5
6 0110 20 12 11 ] 6
7 0111 21 13 12 7 7
8 1000 2 20 13 10 8
9 1001 100 21 14 11 9
10 1010 101 22 20 12 A
11 1011 102 23 21 13 B
12 1100 110 30 22 14 C
13 1101 111 3 n 15 D
14 1110 112 32 24 16 E
15 1111 120 33 30 17 F
16 10000 121 100 31 20 10
17 10001 122 101 32 21 11
18 10010 200 102 13 22 12
19 10011 201 103 34 23 13
20 10100 202 110 40 24 14

Para sumar 2 o més niimeros se ubica el primer sumando en la tabla y se cuenta el nimero de unidades que representa

el siguiente sumando, el niimero al cual se llega es el resultado.
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EJEMPLOS
< | @+ Obién el resultado de la operacién 3

i

Solucion

w+ 45.,.

En la tabla se ubica el 3,5 y se cuentan 4 unidades.

Sistemas de numeracién

;

1

2

10

1 12 13

Después de 4 unidades se llega al mimero 12, que es el resultado de la suma.
Por tanto, 3, + 4,

5 =124

2 ®c<Elresultado de 5+ 3, cs:

Solucion

En la tabla se ubica el 5,y se cuentan 3 unidades.

o
4 unidades

;

1

2

Entonces, 5{:; +3,= lﬂm

3 ®+-Elresultado de B+ S e8:

Solucién

En la tabla se ubica el 8, y se cuentan 5 unidades

3 unidades

Base
16

6

7

Por consiguiente,

E{IE) + sum

=D

4 @+ Elresultado de 3, + 2+ L g es:

Solucién

[LLT]

En Ia tabla se ubica el 3, y se cuentan 2 unidades.

5 unidades

;

1

2

10

11 12 13

A partir del 10,5 se cuenta una unidad.

2 unidades

1

2

10

1 12 13

;

Por tanto, 3,5, + 25 + 15, = 115

una unidad
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Para sumar mimeros de 2 o mds digitos se procede de la misma forma que en el sistema decimal, se toma en cuenta el
cambio de orden pam contar las unidades que se acarrean.

EAEMPLOS ®
-é. 1 ®¢ Resuelve 234, + 3,
2 lucién

L
Se colocan los sumandos en forma vertical.

+ 34 4:5;"'3:5}:12@ Se pone 2 yse acarrea 1

1
234,
+ 13 3+ 1y =4, Se pone 4 y se baja el 2

242

Por tanto, 234, + 3,,,= 242,

2 ®«-Resuclve 101, + 11,

Solucion
Se colocan los sumandos en forma vertical.

101,
+ 1, 1+ 1= 10, Se pone 0 y se acarrea 1

T Ly + 0y + 15, =10, Se pone 0 y se acarrea 1

11
101,

=10
+ 1l

+1 Se pone 10

1000,

Por consiguiente, 101, + 11,5, = 1000,
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3 @+ -Resuelve 234, + 421,

Solucién
Se colocan los sumandos en forma vertical.

Sistemas de numeracién

1
234,
+ 421, 44+ 15=10, Se pone 0 y se acarrea 1
0
1
234
i5) 3.+ 2:5 =10
i5h ) e
+ 421, 10, + 1 =11, Se pone 1 yseacarrea 1
10
1
234
(5) 2‘ +..=11
5) T HE) 5
+ 421{5, 11(5)_'_ 1(5)=12(5) SCPDIE 12
1210,,,
Por tanto, 234ﬂ+ 4215’ =12 lﬂm
4 ®s Resuelve 537, + 45,
Solucién
Se colocan los sumandos en forma vertical.
537
+ 45, T + 5 = 14 Se pone 4 yse acarrea 1
4
1
5374
3gtdg=Tg
+ 45, T+ 1= 105, Se pone O y se acarrea 1
04
1n
537
+ 454 5w +lg=6a Se pone 6
604,

Por consiguiente, 5379 +45, =604,
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5 @ Determina la suma de: 3AC,,,, + 236,

Solucion

Se colocan los sumandos en forma vertical.

3AC,,

+ 236,

200

Can* 6us = 1249

Se pone 2 yse acarrea 1

1

3AC,,

+ 236,

E2

Auey+ 309 =Dyg
Do+ Ly = E,g

Se pone E

3AC,,

+ 236,

SE2,

348 * 206 = Sae

Se pone 5

Entonces, 3AC,,, + 236, = SE2,,,,

6 ®+-Calcula la suma de: 47625+ 1304, + 546,

Solucién

Se colocan los sumandos en forma vertical.

4762,
1304,

+ 546,

4

25+ 45 +65=14,

Se pone 4 y se acarrea 1

1
4762,

1304,

+ 546,
34

1g + 65 + O + 4m =13,

Se pone 3 y se acarrea 1

1
4762,

1304,

+ 546,
034

lm"'?m"‘?’m*sm:m:sr

Se pone 0 y se acarrea 2

21
4762,

1304,,,

+ 5464,

7034,

2+ g+ 1 =Ty

Se pone 7

Entonces, 4762, + 1304, + 546, = 7034,
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EJERCICIO 93

10111,
L +11100,,
11001,

11011101,

2 4+ 11011,

10111115,

3. 4+ 10011,

1101101,

11011111,
+ 1000111,
1110111,
11101,

1022,
.+ 2(]125)
211{!}

Ln

21022,
6. + 2202,
Mg

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Resta con nimeros en base distinta de 10

1111101,

7.

8.

1L

Resuelve las siguientes operaciones:

21122,
+ 12010,

1212,

22011022,
+ 112012
200211,

33213,
+ 23012,

321“)

33213,
+ 312,

101,

223013213,
+ 108012,

31322,

2133213,

+ 23322{_,}
30321,

13,

14,

15,

16.

17,

18,

432,
+ 301,

11,

1432,
+ 2312,

5}

21402,
+ 4302,

1011,

412342,
+ 30122,

1133,

60704,
+ .‘5(]’.-"}'{m

2,

74532,
+ 64301

52413,

Sistemas de numeracién

567215}
19, * 45764,

756421,

463721,
20, + 75624,
421756,

472,
21, + 9y

65,5

5 12@5}

22 + ACly,

4F 4

15764
+ A9F lflﬁ'!

S4CF ¢,

23,

A4FBL,
24 *+ 131BCy

150F9,,,

En la resta se recomienda usar la tabla de equivalencias y se procede a resolver como una resta en base 10,

EJEMPLOS

1 @+ Determina el resultado de Ia operacion 24,14,

(-]

o
E Solucién
[° 5]

Se busca en la tabla el nimero de unidades que hay de 14,,a 24,

13

14

2

21

2

23 24 30

Por tanto, 24, — 14,4 = 10,
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2 @+ Encuentra el resultado de la operaci6n P
Solucion
Se busca en la tabla el mimero de unidades que hay de 35a 7,

E=XN o [ v T 2z T a3 T & T 5 T & [ 7 T 1w

4 unidacles
Por tanto, 7 —35,= 44,
3 ®¢-El resuliado de F,q, — 85 €8
Solucién
Se busca en la tabla el nimero de unidades que hay de 8, a F,,
Base
16 o 8 g A 8 58 D E F
7 uniclacles

Por consiguiente, F,,;, - 8, =7

Para restar nimeros de 2 o més digitos se colocan las cantidades en forma vertical y se procede como en la resta en
base 10,

EJEMPLOS
-é 1 @+ El valor de Ia diferencia 44301, — 21413, es:
L

Solucién
Se colocan los nimeros en forma vertical.

44301

=5 (5h
2141

3s

Se busca enla tabla el nimero de unidades que hay de 35a 115
E™YN o T 1+ T 2 T 8 T s T 10 | 1 12 | 13

3 unidades

_4-13015 Se pone 3 y se acamrea 1
214134 Sesuma 1g + 15 = 24
3

Se busca enla tabla el nidmero de unidades que hay de 25,a 10,
IO o [+ [ 2 [ 5 [ « [ % [ n [ & ] %

3 unidades
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Sistemas de numeracién

- 4301, Se pone 3 y se acamea 1
21413, Sesumalg+ 4, =10,
33

Se busca en la tabla el nimero de unidades que hay de 10,,a 13,

EEXE o T v T 2 T 3 [ a J 10 [ 1 12 | 13
3 unidades
1
_ 44301, Se pone 3y se acarrea 1
21413, Sesumalg+ 1g= 24
333

Se busca en la tabla el nimero de unidades que hay de 2,,a 4

E™N o [ 1+ T 2 T 3 T &4 [ w [ m | 12 | 13
2 unidades
_443015,
214134 Se pone 2
2333

Se busca en la tabla el nimero de unidades que hay de 2,2 4,

XN o [ + [ 2 | 5 | &« [ o [ 2] 13
2 unidades
_443015,
21413 Se pone 2
22333,

Por tanto, 4301, - 21413, = 22333

2 ®+;Cudl es 1a diferencia de: DE2 g, — A25)?

Solucion

Se busca en la tabla el niimero de unidades que hay de 5,,a 12,
e [ 5 & 7 8 g | A B i M| (= F |11

13 unidades

12 | 13 | 14

{continiia)
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{(continuacidn)

1
= DE2,,,
A2504
D

Se pone D = 13, y se
acarrea 1
Se suma 1y + 209 ™ 3y

Se busca enla tabla el nimero de unidades que hay de 3,5 a E;,

‘:;'- ~|lalals|e|72|8|le|alalc|lo|le|Fr|lwo|n|122]|13
11 unidades
_ DEZy,
A254 Se pone B= 11,
BD
Se busca enla tabla el mimero de unidades que hay de A, a D,
'::" ~|3|lals|e|72|a|le|ala|lc|lo|e|F|lw|n]|r]|a
I—'—I'
3 unidades
o DEZ,,
A25,., Se pone 3
SBDHH
Por consiguiente, DE2,,,,— A25,,, = 38D,
EJERCICIO 94
Resuelve las siguientes operaciones:
L 111000, 4 313 7. 75451,
- 10101, - MR - 57627,
2 110111011, 5. 420444, 8. 769,56,
- 110001, — 4433 o (16}
3 11011101, 6 54364 9. 3ABC,,
- 1111011, -~ A ~ 24B,,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente m——————————
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Sistemas de numeracién

Multiplicacién con ndmeros en base distinta de 10

Asf como el sistema decimal tiene sus tablas de multiplicar, a cada sistema se le puede construir su tabla,

Base 2 (Binario) Base 3 (Ternario) Base 4 (Cuaternario)

x | 0 | 1 x | 0] 1] 2 x |o[1]2]3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 | o] 1 1 [ o] 1] 2 BEBEINEAE

2 lo]l2]n 2 o2 ]10]12

3 0 3 12 21

Base 5 (Quinario) Base § (Octal)

x | 0] 1]2]3] 4 x | 0] 1]2]3]4]s5]|[6]7
0ol o|olof[o]o ol o|loloflo|]o]o|o]o
1 (o] 1] 2[3]4 1 o] 1] 2[3]|4]5|6]7
2 0 2 4 11 13 2 0 2 4 6 10 12 14 16
303 [11|14]22 30| 3|6 |11]|14]17|2]2
4 | 0|4 |13]22]3 4 | 0| 4 |10[14]2]24]30]34
5 0 5 12 17 24 31 36 43

6 | 0|6 |14][2]3 ]3| 4] 5

7 0|7 |16]|25] 34|43 52]e61

Base 16 (Hexadecimal)

x o1 J2]3]Ja]s]e]7][8[]9]AaA]Br D|E|F

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 |o]1]2]3]l4|ls]|e6|7|[8]o]a]lr]|c E| F
2 0 2 4 6 B A C E 10 12 14 16 18 14 1C 1E
3 0 3 6 9 C F 12 15 18 1B 1E | 21 24 27 24 | 2D
4 o] 4] 8| cl1wo]uafl|ic]|20]24]22[2c|30]34]38]a3ac
5 0 5 A F 14 19 1E | 23 28 | 2D | 32 37 3C | 41 46 4B
6 0 6 C 12 18 1E 24 24 30 36 c | 42 48 4E | 54 5A
7 0 T E 15 1C 23 24 31 3R 3F | 46 40 | 54 5B 62 69
8 0 8 10 18 20 28 30 38 40 48 50 58 60 68 70 78

9 a 9 12 1B 24 | 2D 36 aF | 48 51 54 63 6C | 75 TE

A 0 A 14 1E 28 32 C | 46 50 54 64 6E | 78 82 8C 96
B 0 B 16 21 2C 37 42 | 4D | 58 63 6E | 79 84 BF | 94 | A5
& i} C 18 24 30 ic | 48 54 60 6C | T8 84 90 9C | A8 B4
D 0 D 14 27 34 41 4FE | 5B 68 75 82 8F | 9C | A9 | B6 C3
E 0 E 1C | 24 38 46 54 62 70 TE | 8C | 9A | AR | B6 c4 | D2
F 0 F 1E | 2D | 3C | 4B | 54 69 78 87 96 | A5 | B4 c3 | D2 | E1
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Para multiplicar nimeros de 2 o més digitos se procede de igual forma que en el sistema decimal se toma en cuenta

Ia tabla correspondiente a la base.
EJEMPLOS »
-§_ 1. @+ Determina el resultado de 12, %2,
.§_ Soluciéon
Se colocan los factores en forma vertical.
12
* 215}
12,
X 2 2% 2g=114 Se pone 1 yse acarrea 1
1
12,
2aX1=2
X 2 % m = <o) Se pone 10
TS 2o+ 1y =10,
e
Por tanto, 12,5 X2, = 101,
2 ®+ Encuentra el resultado de 1234, x 35,
Solucién
Se colocan los factores en forma vertical.
1234(5;
xi S
1254{5]
X 3y Ay XA =22 Se pone 2 y se acarrea 2
2
1234,
3. .x3 =14
x 3 Sl sl Se 1 yse acarrea 2
1;’ 1y + 2= 21, PO
1234,
X 3 39%2g=1lg Se pone 3 yse acarrea 1
31% 1.+ 25}= l?:ﬁﬁj
1234,
3 x1.=3
x 3 m* 5= 5
Eﬂ 35t Ly =4, SeRer
5
Por tanto, 1234, X 3, = 4312,
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3 @« Elresultado de 324, X 5, es:
Solucion
Se colocan los factores en forma vertical.

Sistemas de numeracién

324 .,
X Sus
324
(16)
X Sug San X 4ug = 14,4, Se pone 4 y se acarrea 1
4
324,
(1)
SR o=
X S _,:[:m = lilﬁ! U B“'E’ Se pone B
B4 16} (L] (16}
324,
X 54 SaaX de=Fug Se pone F
FB41|&}

Por tanto, 324u6 X 55 = FBA,

4 ®o Resuelve 5274, % 4234,
Solucién

Se multiplica del mismo modo que en el sistema decimal, s6lo que con la tabla de multiplicar del sistema octal,

Por consiguiente, 527, x 423 = 270165,

S @+ Realiza el producto de: 3AC,,,, X B2,
Solucién

Finalmente, 3AC,,, % B2, = 28D98

52715}
X 423,
2005
1256
2534
270165,

3ACq

B2,
758
2864
28198,
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Resuelve las siguientes operaciones:
11011,
® lllm
i llﬂlﬂlm
Tox 101,
2113
* 21{3}
23013,
Yox s,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

x

23012,

321,

2301,

344,

5401,

543

5641,
546,

671245,
X 3153}
1047
0. &)
X 7601
A4Cq,

x 2B,

11,

HBZHE'I

12,
X 34

Divisién con nimeros en base distinta de 10

Se utilizan las tablas de multiplicar y se procede de la misma forma que en el sistema decimal,

EJEMPLOS

Solucién

.

:g-. 1 ®s Resuelve 312, + 2,
.

la siguiente cifra

29X 14y =2y,

Se resta de la primera cifra del dividendo y se baja

1]

012

24 %2 =10,

Se resta de 11, y se baja la siguiente cifra

123

312

) )

11
-10

012

—-12

Se resta de 12,

2y %3y =12,

Entonees, 312, + 2, = 123,

@
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2 ®cResuelve 421,,+ 3.

Sistemas de numeracién

Solucién
1
39| 421, 39X 15 =3
3 Se resta de la primera cifra del dividendo y se baja
12 In siguiente cifra
12
3@ 4214
-3 2,%3,=11,
12 Se resta de 12, y se baja la siguiente cifra
11
011
122
3(5, 421,
-3
- 29 %35 =11
—11 Serestade 11,
011
-11
0
Entonces, 4215, + 3= 1224,
3 @+ -Resuclve 5272 + 244
Solucién
211
Uy | 52724
-50
27
-24
32
—24
06

Por tanto, 5272, + 24, = 211, y el residuo es 6

4 ®e Resuelve 4D0D,; 5 + 19,4,
Solucién

Por tanto, 4D0D, 5+ 19, = 315,

315
19{!6} 4DOD“E|'!
e LI
020
-19
07D
i
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EJERCICIO 96

Resuelve las siguientes operaciones:

1. 10,1100, 8. 23,[21233,

2. 11,,[100111, 9. 43,[1104240,,

3. 101, [100100111,, 10. 6456026,

4. 10,2110, 11, 32, (66664

A TS 12, 37,7345,

6. 23,2023, 14 D] 15

7. 31,[322322

) ) L

(15) Bs’ﬁnm

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente m———————

Sistemas antiguos de numeracién

Hemos visto los sistemas de numeracitn que mds se utilizan en la actualidad; sin embargo, la necesidad que el hombre
ha tenido de contar desde que existe, lo llevd a inventar otros sistemas, los cuales en su mayorfa ya no se ufilizan.

Sistema de numeracién maya

Sistema posicional en el que se utiliza el principio aditivo, tiene agrupamientos de 20 en 20 (vigesimal), utiliza el cero
y se considera muy avanzado para su época.

© Simbologia
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Sistemas de numeracién

Los niimeros del 0 al 19 se representan de la siguiente manera:

@ @ oo (XY ] eeee
0 1 2 3 4
° o0 soe esece
C—— I ) | |
5 6 7 8 9
° oo eee eeee
N I I E—— E—
[—————u} I | —| I ]
10 11 12 13 14
° oo eoe seee
S I E— | E—
—— I —— | —)
S I E— | EE—
15 16 17 18 19

Para representar nimeros mayores que 20 se utilizan bloques acomodados verticalmente, de tal forma que las canti-
dades en cada blogue se multiplican por potencias de 20, es decir, el primer blogue por 20" = 1, el segundo bloque por

Ejemplos

20" =20, el tercer blogue por 20° = 400, etcétera,

&

1 ®¢ Transforma a nimero decimal, el siguiente arreglo de bloques:

L]
Blogue 3 — Lg% B U 2400
L 0
Bloque 2 @ 0x20=0 7
L X ]
HisquaZ — Tx1=17 i
Por tanto, el resultado es 2 407
2 ®+;Qué niimero decimal representa el siguiente arreglo de blogues?
Bloque 3 L X X Ix400=1200
1200
L X
Blogue 2 —— 7x20= 140 + 140
* 11x1=11 -
— el 1351
Blogue 1
L

Finalmente, el resultado es 1 351
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El sistema de numeracién maya tiene una relacidn astrondmica, que tomaba como unidad méds simple un dia (kin), 20
kines formaban un winal (mes), 18 vinales formaban un tun (360 dias = 1 afio), 20 tunes un katdn, un ciclo 144 000
dias y 20 ciclos formaban un gran ciclo (2 880 000 dias).

Lo anterior indica que cada bloque se tenia que multiplicar por 1, 20, 360, 7 200,... respectivamente.

= 5= B R F
[Z n':::s*:" PLOS *

iu ] 6x360=2 160
H 3

oque 2160
0x20=0 ¥ ¢
Bloque 2 @ i
[ X Tx1=7 2167

Hogque 1 NE——

Por tanto, el resultadoes 2 172

Sin embargo, para efectos priicticos, se multiplica por potencias de 20, es decir, 20" = 1, 20' = 20, 20” = 400,
20° = § 000, etcétera.

EJERCICIO 97
Transforma los siguientes nimeros mayas a numeracion decimal, emplea potencias de 20:
1. 4, 7. 10.
] Y] ]
I
L] ®
* @ I I
L oo
I g e I
2, 5, 8 11
* ese o0
E— I
I |
.
L LR
— — L .
— —
3. 6. 9 12
- o e
o0
— LA ; LR
I
o0 .
. I LA L ]

£,

(s Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Ejemplo

Convierte 3 528 a niimero maya,

Solucién

Bloque 3: se obtiene al dividir 3 528 entre 400 y el cociente se transforma a nimero maya.

8
400 |3 528 e as
1
328

Bloque 2: el residuo 328 se divide entre 20 y el cociente se transforma a niimero maya,

16

20 (328 16=

128
8

Bloque 1: el residuo 8 se transforma a nimero maya.

H resultado final se obtiene al acomodar los bloques

Bloque 3
LA 3
E—
®
b
3528=  Bloque 2
I
see
Blogue 1
EJERCICIO 98
Transforma los siguientes a numeracidn maya, emplea potencias de 20:
1. 25 7. 127
2, 146 8. 1492
3, 200 9, 2006
4, 223 10. 6 857
5. 467 11. 9435
6. 540 12, 12007

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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Sistema de numeracién babilénico

Es un sistema aditivo en base 10 hasta el 60 y posicional con base 60 para cantidades superiores. Sus simbolos se
llaman cuiias,

© Simbologia

N il -<I=1n

Como el sistema era aditivo se podian formar los nimeros del 1 al 9

V'V
V VvV | VVV v v

AY YV V
iﬂf vv | .. | vvy
VY VYV

5

Para niimeros mayores de 10

(VVV
VvV j{j <VVYV

n VAVAY

10+2=12 40+1=41 30+9=

A partir de 60 se utilizaba el sistema posicional, en donde cada grupo de signos representaba el nimero de unidades.

EéEMPLOS
'g, 1 @+ Transforma el siguiente blogue a nimero decimal,
i

< < Y . i
<<V 5 .

(20 x 3 600) + (21 x 60) + (12) nm

Por tanto, el niimero que representa al bloque es 73 272
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2 ®e Transforma el siguiente blogue a nimero decimal,

< 4 108 000
4 -<IV 4V + 780
< v¥v |

108 802

(30 x 3 600) + (13 x 60) + (22)

Por consiguiente, el nimero que representa al bloque es 108 802

EJERCICIO 99

Convierte a numeracion decimal.
1. 4,

V <V V <
<V <V A Y Vg g ¥
S V%VV \Y

-<{
<V << v «vv
<V << v «vv
< <

~ ~
> B

< <<
AAA
< <<
< <<
AAA
< <<
A
< <<

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente
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EJEMPLOS

& | ®# Representa el nimero 134 en numeracién babilénica.

i Solucién
L
Se divide 134 por 60

El nimero 134 =60 x 2 + 14

Solucién

2
o[t
14

Con el cociente y el iiltimo residuo se forma el bloque de simbolos,

2

14

vV VvV

vV Vv
%VV

Se divide 4 532 por 3 600, el residuo se divide por 60

2 @+ Representa el niimero 4 532 en numeracién babilénica,

1
3600 4532

932

Elniimero 4 532 =3600x 1 + 60 x 15 + 32
Con los cocientes y el iiltimo residuo se forma el bloque de simbolos.

15

60 (932

332
32

1

15

\%

_<IVVV <

—:(r
-<I

EJERCICIO 100

Convierte a numeracién babildnica.
gy

2 15

3. 80

4, 125

5. 890

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Sisterna de numeracién romano

Sistema que se basa en 3 principios: aditivo, sustractivo y multiplicativo.

© Simbologia

I Vv X E c D M
1 5 10 50 100 500 | 1000

© Principio aditivo. 5i se tienen 2 simbolos distintos y el de menor valor estd a la derecha, entonces se suman.

Ejemplos
VI=5+1=6
XH=10+2=12
CL = 100 + 50 = 150

< Principio sustractivo, Si se tienen 2 simbolos distintos y el de mayor valor estd a la derecha, entonces se
resta.
Ejemplos
Iv=5-1=4 XL=50-10=40 CM =1000-100=9%00
Los simbolos I, X, C, sélo se pueden restar una vez.

@ Isblo se resta de los simbolos que le siguen ¥ y X

Ejemplos
IVv=5-1=4 IX=10-1=9

© X sdlo se resta de los simbolos que le siguen Ly C

Ejemplos
XL=50-10=40 XC=100 -10=90

© C sdlo se resta de los simbolos que le siguen D y M

Ejemplos
CD =500 - 100 = 400 CM = 1000 — 100 =900

Los simbolos I, X, Cy M no pueden repetirse més de 3 veces.

Ejemplos
=3 XXX =30 CCXXVI =226 €D = 400
=4 XL =40 CCC=300 MMM =3 000

© Principio multiplicativo. Si un nimero es mayor que MMM = 3 000, se utiliza un segmento horizontal sobre
el nimero, asi se indica que ¢l nimero queda multiplicado por 1 000.

Ejemplos
IV =4 x1000 = 4 000 IV =4 1000 x 1000 = 4 000 000

XV =15x 1000 = 15000
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Al seguir los principios se puede convertir de numeracitn decimal a romana.

I;HEMPLOS *
-é. 1 @+ Representar en numeracién romana 368,
2 Solucién
El mimero 368 se expresa de la siguiente manera en mimero romano,

368 = 300 &0 8
368 = oce LX | VII

Por tanto, 368 = CCCLXVIIT
2 @ ‘Representa el niimero 123 457 en numeracidn romana,
Solucién
123 457 se escribe de la siguiente forma:
123457 =123 1 000 + 400 + 50+ 7

Cada sumando representa un niimero romano

123 457 = 123 1 000 400 50 7
123 457 = CXXITI D L vII

Por tanto, 123 457 = CXXIII CDLVII
3 @« Convierte el niimero 245 305 379 a numeracién romana,
Solucién
245 305 379 se escribe de la siguiente forma:
245305679=245x1000x 1000+ 305 x 1000+ 600+70+9
Cada sumando representa un niimero romano.

245305679 = 245 % 1 000 x 1000 305 x 1000 600 70 9

245305 679 = OCXLV occv DC | LXX | IX

Finalmente, 245 305 679 = CCXLV CCCV DC LXX IX

[ ]

EJERCICIO 101

Representa en numeracidn romana:

1. 89 6. 1004 11. 1997 16. 89000
29 7. 1492 12, 12345 17. 123000
3. 376 8. 1589 13, 15432 18, 230005
4. 786 9. 1621 14, 23007 19, 2 345000
5, 957 10. 1 810 15, 43 879 20. 8 340020

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Al seguir los principios se puede convertir de numeracidn romana a decimal.

EJ EMPLOS o
-g_ 1 @+ Representa el nimero MDCLXVI ensistema decimal,
2 Solucién
Se indica la equivalencia de cada simbolo y se suman:
M D C L X
1000 500 100 50 10

Por consiguiente, MDCLXVI = 1 666

2 @+ Representa el nimero XI CM L ensistema decimal,

Solucién
Se indica la equivalencia de cada simbolo y se suman:

X1
11x 1000 1000

Por tanto, XI CM L = 11 900 050

M
900 x 1000

v
> 1

1000+ 500+ 100+ 50+ 10+ 5+ 1=1 666

L
50

11 000 000 + 900 000 + 50 =11 900 050

[ ]

EJERCICIO 102

Representa en sistema decimal.

1. LXXXIO 7. DLXIV 13. MDCCCL 19. XXIII CDLVI
2, LXXIV 8 DCCXIX 14, MDCCLIL 20, XIX XX
3. LVI 9. CDLII 15. MDCCCVI 21, CCXLV
4, XCII 10, CMXCI 16, MDXXV 22, MMMCDLVI CMXCVIII
5. XXXIX 11, DCCCII 17. MMDCCCXIV n, EDL}Q(V CMLXXII
6, LXVIII 12, CCXLIV 18. MCDXXIX 24, ECM}(LV CMXII
0 Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente
Sistema de numeracién egipcio
Los egipcios utilizaron un sistema en base 10, bajo el principio aditivo,
< Simbologia
Vara | Talén Cuerda Flor de Dedo Pez Hombre
enrollada loto asustado
1 10 100 1000 10 000 100 000 1 000 600
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EJEMPLOS
% 1 @+ Transforma a nimero decimal.

: Al

Solucién
Se multiplica el nimero de simbolos por su respectivo valor y los resultados se suman.

ATATAN 1] [wse?

Por tanto, el resultado es 36

2 @+ Transforma a niimero decimal,

Solucién
Se multiplica el nimero de simbolos por su respectivo valor y los resultados se suman,

NOON I
MO

70
M =
78
Tx10=T70 Bx1=8
Por tanto, el resultado es 78
3 ®e Transforma a nimero decimal,
Solucién
100
2 AN I
+ 4
1% 100=100 Ix10=30 4dx1=4 134

Por consiguiente, el resultado es 134

SNUTATATATAY

188

A ®+ Transforma a niimero decimal,
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Solucion

L 22 nnnn

1 000
200

+ 40
2

1242

Por tanto, el resultado es 1 242
5 e Transforma a nimero decimal.

Solucién

daia]
7= QD |+ m

1x10000=10000 3x100=300 1Ix1=1 10301

Por consiguiente, el resultado es 10 301

1x1000=1000 2x100=200 4x10=40 2x1=2

EJERCICIO 103
eesnnill o ©IOADDDY
2 =23 1A DNNI s snararaTatallll
3. ~=PPA 8. A AT O
. 122NN 9. O OAOAPP

s. =N 0L

@ Vaerifica tus resultados an la seccién de soludiones correspondienta
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Para representar un nimero decimal en numeracién egipcia se siguen los siguientes pasos:

EJEMPLOS

'g, 1 ®¢ Representa 243 ensistema de numeracitn egipcia.

2 Solucién

eE Se escribe el mimero 243 de la siguiente forma:
243=2x100+4x10+3

D0 [ANAA T

Por tanto, el equivalente de 243 en numeracién egipcia es:

PPNNNNI

2 @« Convierte 1 422 a sistema de numeraci6n egipcia.

Solucién
Se escribe el nimero 1 422 de la siguiente forma:
1422=1x1000+4x100+2x10+2

1x1000=1000 4 % 100 = 400 2x10=20 |2x1=2

L | PPPP [ NNl

Por tanto, el equivalente de 1 422 en numeracidn egipcia es:

LPDPINNI

3 ®e+-Representa 100 531 en sistema de numeracidn egipcia.

Solucién
Se escribe el nimero 100 531 de la siguiente forma:
100531 =1x 100000 +5x 100 +3x 10+1

1 x 100 000 = 100 000 5 x 100 =500 Ix10=30 |1x1=1

O | PPPPD NN |

Por tanto, el equivalente de 100 531 en numeracidn egipcia es:

COIDDDDD NN
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EJERCICIO 104
Caonvierte los siguientes a numeracién egipcia.
1. 180

240
290

320

466

580

742

760

800

. 945

. 1050

. 1430

. 2642

. 5900

. 7530

. 9417

. 10 456

. 115403

. 302 678
20, 3546129

LA O R S R o

e e e = e e
Mopo =1 h Lh Ja W R = D

0 Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente
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SISTEMA METRICO DECIMAL Y NUMERQS DENOMINADOS
HISTORICA
tg Ao Deﬂnlclén
§ 7o 10 0 &t cime
—— e ﬁ:'ﬂz:c@ﬂ volor “"’I" Sistema métrico decimal
. de plafino depasitada en los islema decimal de unidades fisicas
archivas de Francia, :
Sque foma su nombre de su unidad
- Frwgi kel I krmgcicnol de de longitud, el metro (del griego

— 1889

plafing Indiads, a razes,
depasiiada en el BIFM. Es
llamada mata Infemacional.

1960

1650 763 731 en el vacio
de lo radiocién de kiptén 86,
ansicién entre los niveles 2 pyg
y 3 ds. lIncerfidumbre 1. 1079,

1983

langitud de trayecio recaride
en &l vaclo por ko luz duranie
1/299 792 458 segundeos.

metron, "medida”). El sistema métrico
decimal se propuso y adopté legalmente
en Francia a partir de 1790, después lo
adoptaron como sistema comin de pesos
y medidos la mayorfa de los paises. En
lo actualidad el sistema méfrico decimal
se usa en todo el mundo para trabajos
cientificos.

{Incertidumbre 2.5. 10",

El metro [m) se definié originalmente como
wa diezmillonésima parte de la disfancia entre el ecuador y el polo norte
a lo largo del meridiano de Paris, Enre 1792 y 1799 esia distancia fue
medida parcialmente por cientificos franceses; consideraron que la Tiema
era una esfera perfecta y estimaron la distancia fotal, la que dividieron entre
10 millones. Mas tarde, después de descubrirse que la forma de la Tiera
no es esférica, el mefro se definid como la distancia entre dos finas lineas
frazadas en una barra de aleacion de platino e iridio, el mefro patrén in-
fernacional, conservado en Paris. Después volvio a definirse a partir de la
longitud de onda de la luz rojiza emitida por una fuente de kiipidn 86. Sin
embargo, los medidas de la ciencia moderna requerian una precision adn
mayor, yen 1983 el metro se definié como la longitud del espacio recorrido
por la luz en el vacio durante un infervalo de fiempo de 1/299 792 458
de segundo.

En 1900 el sistema méfrico se habia ampliado para convertirse en el siste-
ma MKS [mefrokilogramo-segundo), en el que la unidod de masa no era el
gramo sino el kilogramo, y que ademds incluia la unidad de tiempo, el se-
gundo. Posferiormente se afiadié una unided eleciromagnética, el ampere,
para formar el sislema MKSA [metrokilogramersegundo-ampere]. Como en
la ciencia se necesitaban unidades mas pequeiias, lambién se empleaba
el sistema CGS o cegesimal [centimefro-gramosegundo). la unidad de
volumen se definié inicialmente como 1 decimetro cibico, pero en 1901
se redetinié como el volumen ocupado por un kilogramo de agua a 4 °C
de temperatura y una presién de 760 mm de mercurio; en 1964 se volvié
a la definicién original.

Para expresar miliiplos decimales de las unidades del sisema méfrico se
emplea una serie Cfe prefijos griegos, mienfras que para expresar fraccio-
nes decimales se utilizan ofros prefijos latinos. El Sistema Internacional de
unidades adopté esos prefijos y afiadié ofros.
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Sistema métrico decimal
Es el conjunto de medidas que se derivan de la longitud denominada metro.
Clases de medidas. Hay 5 clases de medidas: longitud, superficie, volumen, capacidad y masa.

Unidades de longitud

La unidad de longitud es el metro, que se representa con la letra m. Los miiltiplos del metro se forman anteponiendo a la
palabra metro los prefijos: deca (D), hecto (H) y kilo (k) que significan: diez, cien y mil; los submiltiplos se forman
anteponiendo los prefijos: deci (d), centi (¢) y mili (m), cuyo significado es: décima, centésima y milésima.
Equivalencias de longitud en el sistema métrico decimal

1km=10Hm = 10’ Dm = 10° m = 10* dm = 10°cm = 10° mm

I;{EMPLDS
1 ®+ Convierte 2.5 kilémetros a metros.

Solucién

Se emplea la equivalencia correspondiente y se efectia la conversion,
Equivalencia: 1 km=10° m

25km)(10°m ) _2.5x%10°m-km _ 2.5x1000
1 1km 1km 1

Ejemplo

m=2500 m

2 ®+ Realiza la conversi6n de 450 centimetros a decdmetros.

Solucién
La equivalencia es: 10° Dm = 10° cm, se efectiia la conversién y se obtiene:

2 2
(45““”] 10 Dm |_ 450x10° Dm-cm _ 455 10~ Dm =045 Dm
1 10° cm 10° cm

3 @« Convierte 0,52 hectémetros a milimetros,
Solucién
En este ejemplo la equivalencia es: 10 Hm = 10° mm

-] (]
[u.szﬂm][m mm]=(]..‘52><1(] mm-Hm _ o g 105 mm = 521000 mm

1 10 Hm 10 Hm

EJERCICIO 105

. Realiza las siguientes conversiones:

-

i 1. 8m _ dm 7. 170 005 km ____ Dm
© 2 15Dm cm 8. 54 Hm __ om

e 3. 7.05 Hm ___ dm 9. 0,806 dm cm
4. 19 mm e S 10, 16.50 km ____ _Hm
: 5. 185cm ____dm 11. 380 Dm ____km
:. 6. 9cm dm 12. 6300 m _ dm
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Sistema métrico decimal y nimeros denominados

I 13. 380 Hm _ km 17. 3.016 m _____ mm
14, 900 m ____Hm 18. 0.85m _ mm
15. 600 cm ___m 19. 15.480 km ___m
16. 4563 m cm 20. 75,6 Dm SRR 11

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludones correspondienta

Unidades de superficie
La unidad de superficie es el metro cuadrado, que es un cuadrado que tiene de lado un metro lineal y se representa
connr,
Equivalencias de superficie en el sistema métrico decimal
1 km’ = 10° Hm' = 10 Dm’ = 10f m’= 10" dm” = 10" cm’ = 10" mm’

EAEMPLDS °
-é_ 1 &= Convierte 64 000 m’a km’.
L Solucién
La equivalencia es: 1 km® = 10° m*, al realizar la conversi6n se obtiene:
[mcnum’][ 1 km? ]_ 64000 m® - km®
1 10°m* J 1000 000 m*

= 0,064 km®

2 ®+-Convierte 38 Dm"a dm”.

Solucién
La equivalencia es: 10° Dm’ = 10 dm’, al hacer la conversi6n se determina que:

(3:;1):.:2 ][ 10%dm? ]_ 38 x10* dm’ - Dm?

= =38x 10" dm® = 380 000 dm”
1 10° Dm® 10 D’ dm dm

EJERCICIO 106
Realiza la conversién de las siguientes medidas de superficie:

1, 3m’ _ dn 11. 300 000 m* _ km®
2, 16 m’ cm’ 12, 160 000 cm’ _ om
3. 7m’ _ mnm 13. 13000 dm® _wm
4. 8km’ __m 14. 9 800 Hm®  kn??
5. 19 Hm® it = 15. 0.0014 km? Y
6. 635Dm’ _ om 16, 21 Dm® _ dm’®
7. 28 Hm' Do’ 17. 43856 m" cm’
8. 14 000 D’ s AR 18. 1800 dm’ e TR
9. 8007 ___ Dm? 19. 45000 m? D
10. 190 000 m? Hn? 20. 35 dm? m’

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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Unidades de volumen

Las unidades de volumen son el metro cibico, que es un cubo que tiene de arista un metro lineal y se representa con
m’ y el litro cuya representacion es L.

Equivalencias de volumen en el sistema métrico decimal

1km’®= 10*Hm® = 10°Dm® = 10° m® = 10" do® = 10" ¢m® = 10" mm®
1k=10HI=10"Dl=10"1=10*dl = 10° ¢l = 10° ml

EJEMPLOS *

-§_ 1 ®# Convierte 0.00726 Hm’a m’,

i§' Solucién
Se emplea la equivalencia correspondiente y se efectia la conversién.
Equivalencia; 10° Hm® = 10° m*

[u,mmﬂm*][ 10°m’ ]_um726x10“m3-1-hn3

=0,00726%10°m* = 7260 m’
1 10°Hm® 10°Hm® m m

2 ®e Realiza la conversién de 180 000 cm® a n’,
Solucién:
La equivalencia es: 10 cm’ =10” m’", se efectia la conversion y se obtiene;

180000 cm® }{ 10°m® )| 180000 x10°m®- cm®
[—cm][ = ]- XM  180000%10~° m® =0.18 m®

1 10%¢cm® ) 10" cm?
3 ®@e«-Convierte 2 500 ml a HI.
Solucién:
En este ejemplo la equivalencia es: 10° ml = 10 HI

[25(](]1]]1 lﬂﬁl-]] =25Cl])<ﬁl(]l-]]~ml=25mxm_5m=uhmm
1 10" ml 10" ml

4 ®+-;Cuil es el resultado de convertir 7 kl a HI?
Solucién:
La equivalencia que se utiliza para realizar la conversion es: 1kl = 10 H1

(E][lﬂm}=7ﬂlﬂ-kl=_mm
1kl

1 1kl

EJERCICIO 107

Realiza la conversién de las siguientes medidas de volumen:

: 1. 24m® dm® 6. 9.54k 1

5 2. 00138 m* cm’ 7. 0485 m’ dm®
: 3. 19DI 1 8. 0.975m’ cm
: 4. 149 dm® cmt’ 9, 591 di
: 5 Jem' mnt’ 10, 3.146 m’ dm*
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11. 40 000 dn?® st~
12, 3.9051 _ml
13, 15 000 000 cm® P
14, 60 000 mm’ cm’
15. 9.6HI e b
16. 0.00045 m’ __ mm
17. 16.85 m’ ST |y
18. 153K ____H
19. 0,0075 m* cm’
20, 43 m’ dm’

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Unidades de masa

21.
22,
23,
24,
25,
26,
27.
28,
29,
30,

Sistema métrico decimal y nimeros denominados

7.506 Dm’® oy S
400 d1 D
0.008316 m’ cm’
54,751 cl
0.0000386 m* cm’
1 800 dm’ _mw
3280 cl I |
45000 m® D’
35 dm® AR
17 000 ml cl

En el sistema internacional de unidades el kilogramo (kg) es el patron de medida para las unidades de masa.

Equivalencias de masa en el sislema métrico decimal

1kg=10Hg=10"Dg=10°g=10"dg = 10°cg = 10° mg

EJEMPLOS

"g, 1. ®+= Convierte 1200 cg a Dg.
2 Solucién
L]

Se emplea 10" Dg = 10° cg para realizar la conversién:
_1200x10°Dg-cg

=1200x10~Dg=1.2Dg

Solucién

(uuu cg] 10° Dg
1 10° cg

2 @2 ;A cudntos miligramos equivalen 0,023 kilogramos?

10° cg

Para realizar esta conversién se emplea la equivalencia: 1 kg = 10" mg

[0.0213]:5 10° mg]=(].023x11(]]c;mg~kg —23000 mg
EJERCICIO 108
Realiza las siguientes conversiones con unidades de masa.
: 1, 3kg g 6. 5000g kg
2, 700dg kg 7. 38 000 mg __ Hg
. 3. 156Hg _ Dg 8. 6400 cg g
: 4. 36 kg ___ Dg 9. 18000 dg @
E 5. THg _ Dg 10. 38000 g __ Hg
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11. 40dg g 16. B0 dg _ Hg
12, B50¢g Dg 17. 24.5dg g
13. 1500 mg g 18. 6.35cg _ dg
14. 4900 cg Dg 19, 17.28 cg -
15. 24 000 dg g 20. 385g __  mg
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Ndmeros denominados
Fquivalencias de medidas de tiempo
1 siglo o centuria = 100 afios 1 serana = 7 dias
1 década = 10 afios 1 dia = 24 horas
1 Iustro = 5 afios 1 hora = 60 minutos = 3 600 segundos
1 afio = 12 meses 1 minuto {min} = 60 segundos (s}
I mes = 30 dias
Equivalencias de medidas angulares
Grados ( ® ) = 60 minutos Minutos { * } = 60 segundos (" )

Todos los sistemas cuya ley de formaci6n no sigue la ley decimal, dan lugar a los niimeros denominados.
Analicemos algunos ejemplos de representacion de un niimero denominado como una sola cantidad:

EJEMPLOS - -
1 @+ Expresa ocho horas, cuarenta y cinco minutos y diecinueve segundos como niimero denominado.
K Solucién
La cantidad se expresa de la siguiente manera: 8h 45 min 19s,
2 ®+-Escribe en forma de niimero denominado: treinta y cinco grados, treinta minutos, seis segundos.
Solucién
Se expresa la cantidad de la siguiente manera: 357 30" 6",

3 @+ Convierte a horas, minutos y segundos: 4 563 segundos.
Soluciéon

minutos y el dltimo residuo representa a los segundos.

1 16

3600 [4 563 60 [963
963 363
3

Por tanto, 4 563 segundos = 1 h 16 min 3 5.
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A ®e-Escribe en horas el niimero: 13 horas, 18 minutos.
Solucién

Se convierten los 18 minutos a horas:

18min)(_1h ) _18h-min_18 _ 3
1 JN60min) 60min 60 10

3
Hl resultado se expresa: l3ﬁh

5 ®e-Expresa en afios el nimero denominado: 4 afios, 7 meses y 20 dias.

Solucién
Se convierten los dias a meses y se suman a los 7 meses:

il | SR B —iﬂmes—zmes ; Tmﬁt‘s+zﬂﬁﬂ€—gm€$t‘$
1 N 30das) 30 ~ 3 ’ 3 3

Los meses resultantes se convierten a afios:

23meses lafio 23
= Zafio
( 3 ][ limcs] 36 5

23
Hl resultado final es: 4§aﬁm.

EJERCICIO 109

Expresa comao nimero denominado cada una de las siguientes cantidades:

. Treinta y cinco afios, nueve meses con veintitrés dias.

Una hora con treinta segundos.

. Ciento veinticuatro grados, cuarenta minufos y cincuenta y seis segundos.
Cinco meses, doce dias, diecisiete horas,

Cuarenta y tres afios, siete meses y diecisiete dias.

. Veinticinco meses, diecinueve dias, ocho horas y cuarenta y cinco minutos.
. Cuatrocientos treinta y ocho grados con cuarenta y tres segundos,

. Tres décadas, ocho afios, once meses y cuatro dias.

Expresa las siguientes cantidades con nimeros denominados:

RS B N R SR

9. 0.25 meses en dias y horas, 13, 3,745 décadas en afios, meses y dias,
10, 40.3° en grados y minutos. 14, 35.67° en grados, minutos y segundos.
11. 3%31"10@ en afios, meses y dias. 15. 4.05 afios en afios, meses y dias.

12. 145.98° en grados, minutos y segundos. 16. 85.61° en grados, minutos y segundos.
Expresa las siguientes cantidades como se indica:

17. 3 afios, 10 meses, 15 dias en afios. 21. 3 décadas, § afios, 18 dias en décadas.
18, 78° 34’ 30"en grados. 22, 148° 54" en grados.

19. 6 h 43 min 125 en horas, AT SUS eI T nuios,

20. 324° 51’ 36" en grados. 24, 25 dias, 8 horas, 24 minutos en horas.

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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Suma

Se colocan los niimeros en columnas, de tal forma gue se correspondan las distintas unidades. La suma se inicia por
Ias unidades menores, la reduccitn a unidades de orden superior, misma que se suma con las unidades de la siguiente
columna y asf, sucesivamente,

EJEMPLOS 3
3 1 ®¢;Cuil es el resultado de 45° 20’ 35" + 12° 42’ 33™
g Solucién
i Se acomodan las cantidades de manera vertical para que coincidan las respectivas unidades y se realizan las sumas,

45° 207 35"

+ 120 42'33"

57° 627 68"

Al hacer las equivalencias 1’ = 60" y 1° = 60’, entonces el resultado se expresa como:
57° 62" 68"=57"63'8"=583"§"

? ®e-Efectia: 16 h30 min9s + 26 h45 min 53 s +15h 21 min 17 s.

Soluciéon
Se acomodan las cantidades como en el ejemplo anterior y se realizan las operaciones,
16 h30 min 9s
+ 26h45min53s
15h2] min 17 5
57h9% min 79 s

Se aplican las equivalencias: 1 h =60 min, 1 min = 60s y el resultado se expresa como:
57h 96 min 79 s = 57 h 97 min 19 5 = 58 h 37 min 19 s

EJERCICIO 110

Realiza las siguientes sumas:

1. 5h 14 min 35s 6. 46° 557 31"
+ 3h25min38s + 240 59
& 48° 17’ 24" T 24 dias 16h 32 min 43s
+ _169° 25’ 38" +  Bdias 12h 56 min _8s
3, 6 afios 4 meses 15 dias 8. 6 afios 7 meses 27 dias
+ 2 afios 5 meses 8 dias + dafios 3 meses 15 dias
11 afios 10 meses 19 dias
4. 378° 28’ 9, 9° 18" 42"
+ 128° 25" + 120° 45" 53"
156° 59’ 35"
5. 15h 23 min 56s 10, 3 afios 7 meses 12 dias 10 h 26 min
+ 20h42 min 4s + 4daiios 9 meses 21 dias 17 h 41 min

7 afios 10 meses 5 dias 11 h 20 min
B afios B meses 6 dias 14 h 12 min

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Resta

Se coloca el sustraendo debajo del minuendo, de modo que las unidades correspondan. 8i algiin sustraendo es mayor
que el minuendo, se le agrega la unidad equivalente superior inmediata para que la resta sea posible.

EJEMPLOS .

% | @2 ;Cudleselresultado de 10 dias 7 h 15 min 165 — 4 dfas 8 h 20 min 18 5?
ﬁ. Solucién

L

En este ejemplo algunos de los elementos del minuendo son menores que el sustraendo, por lo que el minuendo se
expresa como: 10 dias 7 h 15 min 16 s = 9 dias 30 h 74 min 76 s.

10 dias 7 h 15 min 16 5 9 dias 30 h 74 min 76 s
— 4 dias 8h 20 min 18 s — 4dias 8h20min 18s
5 dias 22 h 54 min 58 s

Se efectiia la resta y se obtiene como resultado
5 dias 22 h 54 min 58 5
2 @+ Realiza: 123° 42" —79° 25' 30",
Solucién

123° 42" se expresa como: 122° 60’ 42" para efectuar la operacidn,

122° 60° 42"
- TSI
43° 35" 12"
Por tanto, el resultado es: 43° 357 127
EJERCICIO 111
Realiza las siguientes restas:
1. 4 afios 9 meses 24 dias 6.  250°
— 1 afio 7 meses 16 dias - 33 154
2. 135° 187 407 7. Tmeses 9dias 18h 23 min
—105° 127 16" — 2 meses 10 dias 22h 46 min
3. 10meses 27 dias 13 h 8 96° 36"
— B meses 29 dias 20 h — 58° 257
4, 220° 56" 24" 9, 4dias 7h 20 min
— 1297 4% 55 — 3 dias 2 h 35 min
5. 6 meses 18 dias 23 h 10, 9h 7Tmind48s
— Smeses 23dias 9h — Bh 10 min 35s

@ Varifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondients m———————
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Multiplicacién
Esta operacitn sélo es posible cuando el multiplicador es un niimero natural.
EJEMPLOS
1 @+ Efectia: 3 dias 10 h 14 min x 5.
Solucién
Las cantidades se acomodan de forma vertical y 5 multiplica a cada una de ellas,

3 dias 10 h 14 min
X 5
15 dias 50 h 70 min

Ejemplos

Este resultado se expresa de la siguiente forma:
15 dias 50 h 70 min = 15 dias 51 h 10 min = 17 dias 3 h 10 min

2 @+ ;Cuil es el resultado de 56° 25" x 127

Solucién
Se acomodan las cantidades y se efectia el producto.
56° 25"
X 12
672° 300"

Este resultado se expresa como: 672° 5’
3 ®e-Realiza: 3 décadas 5 afios 6 meses x 8,
Soluciéon
Se multiplica 8 por el nimero denominado y se aplican las correspondientes equivalencias para obtener como resul-
tado: 28 décadas 4 afios,

3 décadas 5 afios 6 meses
® B
24 décadas 40 afios 48 meses
EJERCICIO 112
Realiza las siguientes multiplicaciones:
1. 6h9minds 6, 225°42' 59"
x 8 % 7
2, 115224 12" 7. 4 afios 8 meses 16 dias
b4 6 x 18
3. 15 dias 5h 48 min 8. 156° 40"
x 5 X 12
4, 65° 39’ 45" 9, 45h28min36s
x 15 X 2
5. 4afios 7 meses 23 dias 4 h 10. 18 afios 2 meses 9 dias
X o b3 6

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Divisién

Esta operacion sélo es posible cuando el dividendo es un mimero natural.

EJEMPLOS »
£ 1 @+ Divide: 31 h 2 min 15 s entre 5.
E Solucion
Lo
Se dividen las horas y el residuo se convierte en minutos y se suma a los 2 minutos.
6h
5(31h 2min 15s
lh

1 h =60 min y 60 min + 2 min = 62 min
Se dividen los minutos entre 5, los 2 minutos del residuo se convierten a segundos y se suman a los 15 segundos.

6 h 12 min
5(31h 2min 15s

1 h 62 min
2 min

2min=120sy 1205+ 155 =1355%
Se dividen los segundos entre 5 y se obtiene el resultado final de la opemcidn.

6hl2min 27s
5|31h 2min 15s

1 h 62 min
2 min 135s
0

Por tanto, el resultado de la divisién es; 6 h 12 min 27 s,
2 @+, Cudl es el resultado de dividir 63° 25’ 44”entre 127
Solucién

Se dividen los grados y el residuo se transforma en minutos y se suma a los minutos dados.

Sﬂ
12 |63° 25" 44"
30

3°=180" y 180" + 25’ = 205’
Se dividen los minutos y el residuo se convierte a segundos y se suma a los 44 segundos.

5* 17

12 |63° 25' 44"
3° 205’
lJ'

1 = 60" y 607 + 44" = 104"

{continiia)

203



10 Carflulo
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{continuacidn)
Se dividen los segundos y se obtiene el resultado final, que es igual a: 5° 17’ 8" con un residuo de B”
5 17" &
12 |63" 25" 44"
1° 205*
1" 104"
g
EJERCICIO 113
Realiza las siguientes divisiones:
1. 5 |Bafios 9 meses 15 dias 8. 25 |400° 40"

6. 7 (330° 15" 27 13,

7.5|15h12m.inﬁs 14.

2.9 [95° 43 127 9,

3, 12[16h35 min 155 10,

4. 15 [345° 30 45" 1
10

4 h20 min 16 s 12,

7 |35h56 min 14 s

5 |16 afios 8 meses 15 dias

4 |12 meses 28 dias 20 h 48 min

20 |6Bﬁ“ 52207

B-Idaiiusﬁmcscs 18 dias

56 (1 200° 49"

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTULO 11

RAZONAMIENTO ARITMETICO

los cuadrados mdgicos

os cuadrados magicos son un pasafiempo que dafa de hace mas de
L3 000 afios en la antigua India. Dicho cuadrado es una tabla con el

mismo nimero de casillas verticales que horizontales y su magia radica
en el hecho de que cuclquiera que sea la forma en que se sumen los nimeros
que lo conforman, ya sea de manera horizontal, vertical o diagonalmente,
siempre se llegard al mismo resuliado, la constante mdégica, por ejemplo:

Q2
3
116

los cuadrados mégicos de orden 4 fueron infroducidos en el siglo Xv en
el Renacimiento europeo. En aquellos afios de supersticion solian hacer
grabados en planchas de plata como conjuro contra la peste, ya que se
les afribuia poderes mégicos.

A confinuccién se propone resolver el cuadrado mégico inventado por
el pintor aleman Alberto Durero, el cual contiene en los casillos centrales
inferiores el afio de la gran peste: 1514, y cuya suma en foma horizontal,
verfical y de sus diagonales principales es 34.
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Problemas con nimeros enteros

EJEMPLOS g
-E_ ] @+ Siladiferencia del triple de un nimero y el mismo es igual a 8, ;cudl es el nimero?
ﬁ. Solucién

L

51 8 es el triple del niimero menos el mismo, entonces 8 es el doble del niimero.
Por tanto, el nimero es 8+2 =4
2 @+ Brenda multiplicé un nimero por 4, rest6 12 al producto, sumé 18a la diferencia, la suma la dividi6 entre 19 y obtuvo
2 como cociente, ;cuél es el nimero?
Solucién
Se comienza por el final del problema y se realizan las opemciones inversas.

2es el resultado de dividir entre 19, entonces se multiplica: 2x 19 =38
38 es el resultado de sumar 18, luego se resta: 38 — 18 =20

20 es el resultado de restar 12, ahora se suma: 20 + 12 =32

32 es el resultado de multiplicar por 4, entonces se divide: 32+4 =8

Finalmente, el niimero es 8

*

o Propiedad
1. La suma de 2 nimeros enteros mds su diferencia es igual al doble del mayor.
Sia>b,entonces (a+b)+(a-b)=2-a
2. La suma de 2 nlimeros enteros menos su diferencia es igual al doble del nimero menor.
Sia>b,entonces (a+b)-(a-b)=2-b
3. Al dividir Ia suma de 2 niimeros enteros entre su cociente aumentado en 1, el resultado es igual al nimero
menor.
Sia>b,entonces (a+b)+(a+b+1)=b
4. Aldividir la diferencia de 2 nimeros enteros entre su cociente disminnido en 1, el resultado es igual al mimero
menor.
Sia>b, entonces (a-b)+(a+b-1)=b

EJEMPLOS *

4 1 @= Sila sumade 2 nimeros es 18 y la diferencia es 2, ;cudles son los nimeros?
i Solucion

(18]

Al aplicar la propiedad 1, se suma 18 + 2 = 20, se obtiene el doble del mayor, es decir, 20 + 2 =10, es el niimero mayor,
luego para obtener el nimero menor se resta de la suma 18=10=8§

Por consiguiente, los mimeros son 10y 8

2 ®4:5jla diferencia de 2 niimeros es 12 y su cociente es 3, ;cudles son los nimeros?

Solucién
Al aplicar el teorema 4 se tiene que: 12 +(3~1) =12+ 2 = 6,el resultado es el nimero menor, si la diferencia es 12,
entonces el nimero mayor es 12+6 =18

Por tanto, los nimeros son 18 y 6

206



Carluio 11

Razonamiento aritmético

3 @« Entre 2 ciudades A y B hay una distancia de 480 km. A las 8 de la mafiana de la ciudad A sale un automévil con una
km

velocidad de 70 he

;@ qué hora se encontrard con un antomdvil que sale a la misma hora de B hacia A con una velocidad
‘JOT ¥ a qué distancia de la ciudad estard A?

Solucién
70 kilémetros es la distancia que recorre en 1 hora el automévil que sale de A.
90 kilémetros es la distancia que recorre en 1 hora el automdvil que sale de B.
En 1 hora se acercardn: 70 km + 90 km = 160 km.
La distancia entre A y B: 480 kildmetros
Tiempo que tardardn en encontrarse: 480 + 160 = 3 horas.

Por tanto, si salieron a las 8 de la mafiana, se encontrardn a las 8+ 3 =11 de la mafiana y a una distancia de
70(3) = 210 kilémetros de la ciudad A.

4 ®e.Una cindad B esti situada a 240 km al este de otra ciudad A. Sia las 8 de la mafiana sale un automévil de la ciudad
B con direccitn este y a una velocidad de 60 %, jen cudnto tiempo lo alcanzard un automovil que sale de A a las

km
10:00a.m. con una velocidad de 80 5 en la misma direccion?

Solucién
Si el automévil que sale de B recorre 60 km cada hora, a las 10 de la mafiana habri recorrido 602 = 120km,
La distancia entre los automdviles sera de 240 + 120 = 360 km.
B0 kilometros es la distancia que recorre el automévil A en 1 hora.
En 1 hora se acerca 80 - 60 = 20 km,
Distancia entre A y Ba las 10:00 a.m.: 360 km
Tiempo que tardarén en encontrarse 360 +20= 18 horas.

Por consiguiente, tardard en alcanzarlo 18 horas,

5 @ Luis, Marcos y Andrés tienen bolsas con canicas, si se juntan las bolsas con canicas de Luis y Marcos suman 200, las
bolsas de Marcos y Andrés suman 320 y las de Luis y Andrés 280 canicas, jcudntas canicas tiene cada uno?
Solucién
Al sumar 200 + 320+ 280 = 800, este resultado es el doble de canicas de Luis, Marcos y Andnis, entonces el total de
canicas es: 800 +2 = 400

Si Luis y Marcos juntos tienen 200, entonces Andrés tiene 400 — 200 =200 canicas.
Si Marcos y Andrés juntos tienen 320, entonces Luis tiene 400 — 320 = B0 canicas,
Si Luis y Marcos juntos tienen 200 y Luis tiene 80 canicas, entonces Marcos 200 — 80 =120 canicas.

Finalmente, Luis tiene 80, Marcos 120 y Andrés 200 canicas.

& ®e-Untanque tiene 2 llaves y un desagiie, una vierte 80 litros en 8 minutos y la otra 60 litros en 10 minutos, ademds, por el
desagiie salen 180 litros en 20 minutos. Si el tanque tenia 600 litros y al abrir las llaves y el desagiie al mismo tiempo
tardd 30 minutos en llenarse, ;cudl es la capacidad total del tanque?

Solucién

80+ 8 =10, es el nimero de litros por minuto que vierte la primera llave.
60 + 10 = 6, es el mimero de litros por minuto que vierte la segunda 1lave,
180+ 20 = 9, es el niimero de litros que salen por el desagiie.
{continiia)
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{continuacidn}

10 + 6 = 16, es el nimero de litros que vierten por minuto las 2 llaves juntas,
16 -9 =7, es el nimero de litros que quedan por minuto,

Entonces, en 30 minutos quedan (30)(7) = 210 litros,

Por tanto, si el tanque tenia 600 litros, la capacidad total es de 600 + 210 = 8 10litros.

EJERCICIO 114

R R I N R T I R I R

1

3

o o N o

10.

11.

12,

13,

14,

. La suma entre el cuddruplo de un nimero y el mismo es igual a 60, ;cudl s el nimero?
2,

La diferencia entre el séxtuplo de un mimero y el doble del mismo es igual a 20, ;cuél es el niimero?

. Se multiplica un niimero por 8, se suma 10 al producto, se resta 20 a la suma y la diferencia se divide entre 19, asi

se obtiene como cociente 2, jcuil es el nimero?

. Se divide un nimero entre 9, se suma 32 al cociente, se obtiene la rafz cuadrada de la suma y este resultado se mul-

tiplica por 4, el resultado es 24, jcudl es el nimero?

. La suma del triple de un nimero con 6 se multiplica por 2 y el resultado se divide entre 12, se obtiene como resultado

5, jcudl es el mimero?

La suma de 2 nimeros es 29 y la diferencia es 21, ;cudles son los nimeros?

El cociente de 2 niimeros es 6 y la diferencia es 35, ;cudles son los nimeros?

El doble de la diferencia de 2 niimeros es 18 y el cuddruplo de su cociente es 16, ;cudles son los nimeros?

. Dos ciudades M y N se encuentran a 640 km de distancia entre si. A las 10 de la mafiana de la ciudad M sale un

automdévil rumbo a la ciudad N, con una velocidad de 85 k:,

;a qué hora se encontrarin y qué distancia ha recorrido cada uno?

a la misma hora de N sale otro automdvil rumbo a M

km
hi
Entre 2 ciudades Py Q hay una distancia de 990 km. Sia las 11:00 a.m. sale un automévil de P endireccidna Q con
umveluddadde?ﬂ%,;aquélmaseenwntrarﬁmnuﬁuautumﬁvﬂquesalcala 1 de la tarde de Q hacia P con una

con una velocidad de 75

km
velocidad de IUUT ?

Un automévil sale a las ﬁdclamaﬂamconmmvclmidaddc?skTm si otro automdvil sale a las 8 de la mafiana con
km
una velocidad de IUST’ ¢a qué hora el segundo automdvil alcanzari al primero?

Una ciudad X estd situada a 180 km al oeste de una ciudad Z, sia las 9:00 a.m. sale de X un automévil con direccién
ceste a una velocidad de Bﬂ-]%, ;a qué hom lo alcanzari un automdvil que sale de Zen la misma direccidn, 1 hora

después y con una velocidad de lkam ?

Fernanda pagd por una playera y un short $1 100, Adriana pagd por la misma playera y un par de tenis $1 800,
mientras que Alejandra comprd el short y el par de tenis en $1 700, ; Cuél es el precio de cada articulo?

Las edades de Paulina y Mdnica suman 36, las de Mdnica y Andrea 40, mientras que la suma de las edades de Paulina
y Andrea es 44, ; culintos afios tiene cada una?
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15. Untanque de 720 litros de capacidad tiene 3 llaves, una de ellas vierte 65 litros en 13 minutos, otra vierte 70 litros en
10 minutos y la dltima vierte 90 litros en 15 minutos, ; Cudnto tiempo tardard en llenarse el tanque vacio si se abren
Ias 3 llaves al mismo tiempo?

16, Un estanque tiene 2 llaves y 2 desagiies, si la primera llave vierte 100 litros en 20 minutos, la segunda 112 litros en
16 minutos, mientras que por un desagiie salen 60 litros en 15 minutos y por el otro salen 42 litros en 14 minutos,
Jcudl es la capacidad del estanque si al abrir las dos llaves y los desagiies tard6 50 minutos en llenarse?

17. Un estanque con capacidad de 5 400 litros tiene 2 llaves, una vierte 42 litros en 6 minutos y la otra 64 litros en
B minutos, también tiene un desagiie por el que salen 48 litros en 12 minutos, si el estanque tiene 2 100 litros y se
abren las llaves y el desagiie al mismo tiempo, ;cudnto tardard en llenarse?

0 Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Problemas con fracciones

EJEMPLOS ®
'E, 1 @+ Al dividir 60 entre cierto nimero se obtiene g,acuél es el nimero?

y Solucién

%)
60 es el dividendo y 1 ¢l cociente, entonces se divide 60 entre el cociente para obtener el divisor,

3
anantu,siscdivideﬁﬂcntremscmﬁcnez

2,

20" scudl es el nimero?

2 @+ Al multiplicar % por cierto niimero se obtiene
Solucién

1 3
——enire —

20 5 Y5 obtiene el otro factor,

5 1
Ecsumdclus factores yﬁdpmductu, entonces se divide

1
Por tanto, el niimero es Eﬁ

2
3 @+ Un granjero tiene 200 animales, la cuarta parte son patos, la tercera parte del resto son vacas, las 5 partes del resto
cerdos y los demds son gallinas, jcudntas gallinas tiene?
Solucién
La cuarta parte son patos:
%(Zm]= % = 50, entonces hay 50 patos y restan 150 animales.
La tercera parte del resto son vacas:

1 150
—(150]=T=50,pmmntohay50vacas y restan 100 animales,

3
Las dos quintas partes del resto son cerdos:
2 200

3(100] - 40, entonces hay 40 cerdos y restan 60 animales.

Finalmente, el nimero de gallinas es 60
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4 ®+-Rodolfo gast6 la novena parte de su dinero y le quedaron $32 000, ;cuénto dinero tenfa?
Solucién
5i Rodolfo gast6 la novena parte, entonces $32 000 son los gdel total de dinero que tenia.

B
Purtantu,sedivideﬁtﬂ:lentrea

8 _(32000)(9) _ 288000

32000 +—= =36000
9 8 8

Por consiguiente, Rodolfo tenia $36 000
5 @+ -Mauricio comprd una camisa y unos pantalones en $1000, si la camisa costd la tercera parte del precio del pantalén,
Jeudinto costd el pantalon?
Solucion

Si la camisa cost6 la tercera parte del pantalén, $1000 son g+% = % del precio del pantaltn, entonces el costo del

Por consiguiente, el precio del pantalén es de $750
& ®e-Victor puede hacer un trabajo en 6 horas y Alberto hace el mismo en 8 horas. ; En cudntas horas podrédn hacer el mismo
trabajo juntos?
Solucion
En 1 hora Victor hace % del trabajo.

En 1 hora Alberto hace % del trabajo.

24
Luego, para hacer los i Itrabajo, se divide:

T g

24 7 7
3
Por tanto, ambos tardarénSEhurasen realizar el mismo trabajo.

7 ®e«-Dos llaves llenan un depésito en 8 horas, si una de ellas lo llena en 12 horas, jen cudnto tiempo lo llenard la otra
Nave?

Solucién
1
En 1 hora ambas llaves llenan Edcl depdsito,

Enlhumwudclasuavesuem%deldepﬂsim,

1 1 3-2 1
e Bt S A e P ito,
La otra llave llena 81 del depdsito

Por tanto, la otra llave lo llena en 24 horas.
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8 @+ Undepdsitotiene 2 llaves y un desagiie, una de las llaves tarda 6 horas enllenarlo y la otra lo llena en 4 horas. Si estd
el depdsito lleno tarda 8 horas en vaciarse. ;Cudnto tiempo tardard en llenarse si se abren al mismo tiempo las 2 llaves

y el desagiie?
Solucién
En 1 hora las 2 llaves llenan,
L1233 o e

1
En 1 hora se vacia T del depdsito.

Luego, abriendo todo al mismo tiempo en 1 hora se llena
5 1 10-=-3 7

E_E=?=Edﬁ:ld€pﬁﬂm‘
Entonces, tardard en llenarse,
el =24_,3
24 7

3
Finalmente, el depésito se llenard en 3; horas,

EJERCICIO 115
: 1. Si al multiplicar un nimero por %sc obtiene 20 como producto, ;cudl es el nimero?

1 5
2. Si al dividir un niimero entre 3%¢ obtiene 5 Qg cociente, ;cudl es el nimero?
3. Al multiplicar ;pm cierto niimero se obtiene 3 como producto, ;cufl es el niimero?
5 3
4. Al dividir r entre cierto nimero se obtiene 3 Somo resultado, jcudl es el nimero?

5. Lacuarta parte de un mimero es 6, ;cudl es el niimero?

T T T TR T ERERE YRR YT YRR

6. Las tres quintas partes de un nimero son %, Jcudl es el niimero?

7. Alpreguntar Luis a su profesor de matemdticas la hora, éste le responde que son los tres cuartos del cuddruplo de un
tercio de las 9 de la mafiana, ;qué hora es?

8. Margarita tiene la quinta parte de las tres cuartas partes del quintuplo de la edad de Brenda. ; Cuintos afios tiene
Margarita, si Brenda tiene 24 afios?

5.
9. El cociente de 2 niimeros es 37 MCD es 14, ;cudles son los nimeros?

LI I O O I R I N

; 4
10, El cociente de 2 nimeros es ?}r sumcmes 140, ;cudles son los nimeros?

3
11. El cociente de 2 niimeros es EsuMCDcs 30, ;cudl es el mem de los niimeros?

12. La poblacitn de un colegio es de 600 alumnos. Si las dos terceras partes de los hombres asisten a un torneo de futbol,
;cudntos hombres se quedaron en el colegio, si las tres cuartas partes del total son mujeres?

. 13. Una regién produce 750 toneladas de maiz, de las cuales utiliza la quinceava parte para consumo de su comunidad,
- Ias tres quintas partes del resto se envian a la Ciudad de México y el resto lo exportan, j cufintas foneladas son exportadas?
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19,

20.

21,

22,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

14.

15.
16.

17.
18,

Adrifn hace su testamento dejando las dos quintas partes de su fortuna a sus hijos, la cuarta parte a su esposa, la
quinta parte a su chofer y $3 750 000 a una institucién de beneficencia. ;A cudnto asciende su fortuna?

José construye una barda en 24 dias, David en 12 y Pedro en 8 dias. ; En cudnto tiempo la construirdn los 3 juntos?

Una llave llena un depdsito en 6 horas, otra lo llena en 9, jen cudnto tiempo lo llenardn si se abren al mismo tiempo
ambas llaves?

Dos llaves llenan un depdsito en 4 horas, si una de ellas lo llena en 12 horas, ;en cudnto tiempo lo llena la otra Have?

Una llave llena un depdsito en 5 horas, otra 1o llena en 3 horas 20 minutos. Si se abren las 2 laves al mismo tiempo,
qué parte del depbsito se llena en 1 hora?

Un depdsito tiene 2 llaves y 2 desagiies. Una de las llaves tarda 8 horas en llenarlo y la otra 12 horas, si se abre uno
de los desagiies cuando el depdsito estd lleno tarda 24 horas en vaciarse, mientras que con el otro desagiie tarda 12
horas. ;, Cufinto tiempo tarda en llenarse si se abren al mismo tiempo las llaves y los desagiies?

Un depésito de agua tiene 2 llaves, una de ellas lo llena en 36 minutos, mientras que la otra lo llena en 12 minutos. Si

4
el depdsito estd lleno hasta los ry de su capacidad, ;en cudnto tiempo acabard de llenarse si se abren al mismo tiempo
las 2 llaves?

Mario y José Luis pintan una barda en 4 dias; Mario trabajando solo, tardaria 6 dfas. ;En cuéntos dias la pinta José
Luis?

Alfredo hace un trabajo en 12 horas, Juan y Pedro juntos hacen el mismo en 6 horas. ;En cudnto tiempo lo harin
Alfredo y Juan, si Pedro tarda 8 horas en hacer el mismo trabajo?

Problemas de agrupacién

En ocasiones es conveniente agrupar u ordenar las operaciones de tal forma que al resolverlas el proceso sea mds
sencillo.
Para resolver los siguientes problemas se utilizarin algunas férmulas y conceptos.

-8

1 @+ Deduce la formula para hallarla suma de 142 + 3+ 4 45+... +n.

Solucién
Sea §=1+2+3+44+35+.. +n, se invierte el orden de los sumandos de 5 y se efectiia la suma de Ia siguiente
mAnera;

S= 1 + 2 + 3 4+ . 4+ nm-2)+ -1+ n
§= n + -+ EwE-2+ ... + 3 + 2 % 1
2= p+l + n+l + n+1 + .. + n+l1 n+1 n+1l

Existen (n + 1) sumandos y son n términos, la suma es:
28=n(n+1)

Sin(n+ 1)es el doble de la suma, entonces la suma es:

r(n+1)
2

La cual se le conoce como la férmula de Gauss, para hallar la suma de los primeros n nimeros naturales.
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2 ®+Calculalasumade 4+ 8+ 12 + 16 +... + 200.
Solucién
Los términos de la suma son miiltiplos de 4, al aplicar la propiedad distributiva de los niimeros reales
a(b + ¢) = ab + ac,1a suma se escribe de la siguiente forma:
44 8+12+416+,,. +200=4{142+3+4+,... +50)
Al aplicar la férmula de Gauss enla suma 1+ 2+ 3 +4 +... + 50 con # = 50 se tiene que:

g_n(n+1) 50(50+1) (50)(51) _2550

2 2 2 2
Luego:
44+8+12+16+...+200=4142+3+4+... + 50)
=4{1275)
=5100

Portanto, 4+ 8+ 12+ 164+ ... +200=5 100

3 @« Determina el resultado de 1 —4 + 16 —64 + 256 — 1 024,
Solucién
La suma se escribe de la siguiente manera:
1-4+16-64+256-1024=1+(—4) '+ (-4 +(-+ (- + (-4

La expresion anterior tiene la forma:
a' =1

l+d' +d+d’ +d' +... +d" = i
am

Dondea= —4, n=>5:
47" =1 (—4)"-14096-1
(4)-1 = 4-1 -5

1+(—4}’+(—4}’+(—4}3+(—4}‘+(_4)5=(

Por consiguiente, 1 —4 + 16 —64 + 256 — 1024 = —819 e

4 w®e Escribe 111 111 como suma de potencias de 10.
Solucién
La cantidad 111 111 se escribe de la siguiente forma;

111 111 = 100000 4 10000 4+ 1000 4+ 100+ 10+ 1
=10+ 10*+ 10’ + 10* + 10' + 10"

Por tanto, 111 111 = 10° + 10*+ 10° 4 10° + 10" + 10°
5 @+ Escribe 27 + 27 como potencia de 2.
Solucion

4+27=2(1+1) Propiedad distributiva de los niimeros reales,
=72
=7 (N
! Teorema de los exponentes a™ -a" = a™"

=7
Por consiguiente, 27 + 27 = 2*
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& ®e-;Cusintos digitos tiene el producto de 2™ x5™%
Solucion

SM!Z

se descompone de la siguiente forma:
SZUIZ i Sm KSE
Luego:
22{1(5 xs:amz i 23115 x{sm KSE]

=2 x5 x(57) Propiedad asociativa de los nimeros reales.

=(2x5)™" x5° Teorema de los (a-b)" =a" -b"
= (2x5)™" x5°
=(2x5)™" x15625
0E
=15 625 %1078 Propiedad conmutativa de los nimeros reales.
A A 2006 digitos
5 digitos

Por tanto, el producto tiene 5 + 2 006 = 2 011 digitos.

7 ®s-Calcula el producto de todos los divisores de 3™ x5'™
Soluciéon
Los divisores de 3"“son: 3', 3', 3%, 3%, .., , 3"
Los divisores de 5'"son: 5°, §', 5, 5°, ... , 5"
Los divisores de ana3'"" x 5'"" se obtienen al multiplicar cada uno de los divisores de 3'™ por los divisores de 5'™, es

decir:
30 5" 30 5! 3% 5% 3 xs3 3%y 5100
3" x5° 3'xs! 3'x 5? 3'x 5 3ty 51
3 x5t 32y 5! Px st Ay 5° 32y 500
3 x5 3 x5 ¥Fx5 PFxs Fx 5™

Slm'xsd 3imxsl 3Iﬂﬂx52 3I00x53 .:‘ Simxslm

Al multiplicar los nimeros de cada renglén se obtiene:

A x5xE %I %5 %X x5 =3"%("% 5% Fx.. x5
' xx3"xxE'xF) .. x B x5M=3)"x("x 5 xFx.. x5
xS X(FP IR X E I =) " ("% P x... x5

(3 xS (3 53 x5 % X (TP xS = (P ("% ' x F x5 .., x 5"
B x 5% (3" x 5) % (3™ x 5%, x (3% 5™ = (3™ (5" % 5" x5 % 5 x,.. x 5"
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Al multiplicar los productos se obtiene:
((3“]"" x(3’]m x(3’ m'x(‘f ""x...x(3”]'mx(3'°°]'m]x(5“x5' X5TH5 K. x5 xs"’“]

1oL

(3" X xPx..x37x 3'“']”’ (S w8 8 . x T xs'm]m

101

=(3“ ®3'x¥FxPx.xP xs'm]lm x(S" x5 %57 x5 x..x5" xs""']

= (3u+»z|-s+_+9mm ]"“ x(smhhﬂ_ﬂgﬂun]'m

Para determinar la sumade 1+ 2+ 3 + ... + 99 + 100 se utiliza la férmula de Gauss.

g rln+1)
2
1m(1m+1] (lm](IUI]
0+14+24+3+...+499+100=0+ 2 = 5 =5050conn =100

=(35:150]““ x(ssnﬂ]’“’ w (35:150 Kssusu]““ % [(stlsnsﬂ ]“" =(3x5]505mm| =(15]5mnm

Finalmente, el producto de los divisores de 3" x 5" es (15)™"

Sea N un nimero compuesto, su descomposicitn en factores primos se representa con N = a"b"c” ...
con a, b, ¢ niimeros primos; a1, n, p niimeros naturales.
El nimero de divisores de Nestd dado por el producto

(m+1)n+ L{p+1)..
Ejemplo
Encuentra el mimero de divisores de 108,
Solucién
108 se descompone en factores primos, es decir, 108=2x2x3x3x3=2"x3
Al aplicar 1a férmula con m = 2, n =3, se tiene que:
(m+1)(n+1)=(2 +1)(3+1)=3x4=12
Por tanto, el nimero de divisores de 108 son 12

Suma de los divisores de un nimero

Sea N un nimero compuesto, su descomposicitn en factores primos estd dada por N = a"h"c” ...
con g, b, ¢ nlimeros primos; nr, 1, p nimeros naturales.
La suma de los divisores de N estd dada por la férmula:

al!l+l_1 bn+l_1 Cp+!_1
T a-1 b=l -1

Ejemplo

Determing la suma de los divisores de 9 000,

Solucién

El mimero 9 000 se descompone en sus factores primos y se representa de la forma a™b"c” ..., obteniendo:

9000="x3x5"
{continta)
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{continuacidn)
Se determinan los valores de a, b, c.m.ny p

a=2 b=3 ¢=5 m=3 n=2 p=3
Estos valores se sustituyen en la formula

am+i_1 bl+|_1 cp+!_1 -251-!_1 32+I_1 53+I_1-2d_1 33_1 54_1
a-1 b-1 ¢-1 7~~~ 2-1 3-1 5-1 2-1 3-1 5-1
_16-1 27-1 625-1

T 2-1 3-1 5-1

= (15)(13)(156)
=130420

Por tanto, la suma de los divisores de 9 000 es 30 420

EJERCICIO 116

1, Calculalasumade: 2+446+8+ .., +20

2, Calculalasumade: 1+3+6+9+... +60

3. Calculala sumade: 5+ 10+ 15420+ .., + 200
4

. Paola leyd un libro en 15 dias; si el primer dia ley6 3 piginas y los siguientes dias ley6 5 piginas mds que el dia
anterior, jcudntas piginas tiene el libro?

Calcula la suma de las 100 fracciones que se obtienen al formar todos los cocientes de los nimeros de la siguiente
lista: 1,3, 9, 27, 81, 243, 729, 2 187, 6 561, 19 683

6, Calculala suma 1 -34+9-27+81-243+729-2 187

7. Escribe el mimero 111 111 111 como suma de potencias de 10
8

9

n

. Escribe el nimero 111 111 111 111 como suma de potencias de 10
. Escribe el nimero 101 010 101 como suma de potencias de 10°

10. Calcula la suma de todos los divisores positivos de 1 800

11. Expresa 2" + 2" como potencia de 2

12, Expresa 3’ + 3° + 3° como potencia de 3

13. Expresa 4° + 4° + 4* + 4° como potencia de 4

Encuentra el niimero de divisores de:

14. 18

15. 60

16. 210

17. 450

18. ;Cuéintas cifras tiene el nimero 20" x 2* x 5%

19. ;Cuéntas cifras tiene el nimero 407 x 2'™" x 5'*%2

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Problemas de repartimientos proporcionales

Es una regla por medio de la cual se divide un mimero propuesto en partes proporcionales a otros niimeros dados.
Para dividir un niimero N en partes proporcionales entre los nimeros x, y ¥ z; se utiliza la siguiente fGrmula;

m_n_p_mintp N m—ﬁ n-H _Nz
X y z Xx+y+z S O g S
Donde:
N=m+n+p
S=x+y+z
EJEMPLOS
-g. 1. @+ Dividir proporcionalmente 700 entre los nimeros 2, 3y 5.
ﬁ. Solucién

Sean m, n y p, lo que le toca a cada parte, respectivamente.
N: cantidad a repartir=m +n + p =700
S: suma los nimeros dados =x+y+z=2+3+4+5=10

Al aplicar la férmula se obtiene:
- R (700)(2) _1400 _, .o
s 10 10
By (02100 .
s 10 10
P=§_z= 700)(5 235002350
8 10 10

Por tanto, las cantidades son: 140, 210 y 350, rcspcctivamcntc.

2 ®+ Divide pmpurcmnalmcnte4440entrclusnﬁmcrus; ; Y=

Solucién

Sean m, n y p, lo que le toca a cada parte, respectivamente.
N: cantidad a repartir=m + n + p = 4 440
Al aplicar la férmula se obtiene:

4 2 3 12 12 12
S: suma los nimeros dados =x+y+2=3+30+4=37
i 4440)(3

A 37 37
N-y (4440)(30) 133200
=TS ( 37 " 37
N-z (4440)(4) 17760
A B

Por tanto, las cantidades son: 360, 3 600 y 480, respectivamente.
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3 ®+-Serepartieron $1 150 a 3 personas, cuyas edades son: 12, 16 y 18 afios. ;Cudnto le tocé a cada una, si se dividié pro-
porcionalmente a sus edades?
Solucién
Sean m, ny p. lo que le toca a cada persona, respectivamente.
N: cantidad arepartir=m+n+p =51 150
§:suma de las edades = x + y+ z =12 + 16 + 18 = 46 afios.

Al aplicar la férmula se obtiene:
e (1150)(12) _13800 ...
S. 115‘(‘;6](16] 154‘?00
n=¥=( T
P=¥=(“5ﬂ(18)=m;m=450

Por tanto, cada persona recibié $300, $400 y $450 respectivamente.

4 ®e:5e repartieron $2 800 a 4 personas, que tienen respectivamente 4, 6, 10 y 15 afios. ;Cudnto le toc a cada una, si se
dividi6 inversamente proporcional a sus edades?

Solucion
Las razones inversas somn; l, l, l, L, lo que indica que la persona de mayor edad recibié menos cantidad de
g 4 6 10 15
dinero.
Sean I, m, n y p, las partes respectivas, entonces:

d.m »p P i W 0P
15 10 6 4 15 10 6 4
60 0 60 &0
Al aplicar la férmula se obtiene:
N: cantidad a repartir = { + m + n + p = $2 800
S:suma delas edades =w+x+y+z=4+ 6+ 10+ 15 =35 afios
= New _(2800)(15) _ 42000 _ {5k
by 35 35
m=N.x={2mu](1u)=zsmu=Sm
8 35 35
_ N-y=(28m]{6]= 16800 _ o
2 _(2800)(4) 112
N-z (2800)(4) 11200
= = =320
=3 35 35
Finalmente:;
La persona de 4 afios recibié $1 200
La persona de 6 afios recibié $800

La persona de 10 afios recibi6 $480
La persona de 15 afios recibié $320
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5 @+ Screpartieron $744 000 entre 3 personas, de modo que la parte de la primera persona sea a la segunda como desa 5,
¥ que la parte de la segunda sea a la tercera como 3es a 7, ;cudnto le tocd a cada una?

Solucién

La segunda parte estd representada por 2 mimeros, ésta se modificard pam ser representada por un solo nimero.
Cuando la segunda parte es 5, la primera es 4, entonces si la segunda es 3 veces mayor, la primera también debe
de ser 3 veces mayor.
Cuando la segunda parte es 3, la tercera es 7, entonces si la segunda es 5 veces mayor, la tercera también debe de
ser 5 veces mayor.

lera parte 2da parte 3ra parte
4 5
3 7
(5)(3)=15
@)@)=12 s (1(5)=35
12 15 35

Por tanto, 744 000 se repartieron en proporcién de 12, 15y 35
Sean m, n y p, lo que le tocd a cada persona,

N: cantidad a repartir = m + n + p = $744 000

§:suma delaspartes =x+y+z=12+154+35=62

Al aplicar la férmula se obtiene:
Finalmente:
N.x (744000)(12) 8928000
=75 =( 62]( ]E 62 =144000 La primera persona recibié $144 000
N-y _(744000)(15) 11160000 La segunda persona recibi6 $180 000
R="5 " 62 =T e = 180000 La tercera persona recibi6 $420 000
. 44000)(35
P=H=(7 )l ]=26mmm=4mmu
g 62 62

& @« Antonio deja $141 000 al morir y dispone en su testamento que dicha suma sea repartida entre su madre, 2 hermanos,
3 hermanas y 2 sobrinos, del modo siguiente: a los 2 sobrinos partes iguales; a cada hermana lo que a un sobrino, més
la tercera parte de lo mismo; a cada hermano lo que a una hermana, més 1a mitad de lo mismo, y a su madre 3 veces la
suma de la parte de cada hermano y cada hermana. ; Cudnto le corresponde a cada heredero?

Solucion
Sea 1 la parte de cada sobrino, la de los 2 es 2x1=2

1 4 4
La parte que le corresponde a una hermana es: 1+§(1] E,delas 3es.3><§=4

4 1(4
I.apartequclecorrespmdcaunlwrmnseré§+5(§J=2,delus2e52x2=4

La parte que le corresponde alanndrescréi‘{%+2]=3(%]= 10

Luego: sea [ lo que toca a los 2 sobrinos, m lo que toca a las 3 hermanas, n lo que corresponde a los 2 hermanos
¥ p lo que toca a la madre.
N: cantidad a repartir = { + m + n+ p = $141 000
S:suma de las partes =w+x +y+z=2+4+4+10=20
{continta)
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{(continuacidn)
Al aplicar la formula se obtiene:
. 141000
- w_( ]{2]=232m0=14m
§ ( 20] 20
N-x (141000 564(](!]
== =28200
=% 20 20
141000
. J(4) 564000 )¢ 00
hY ( 2[]] 20
N-z (141000 141(]02]0
—— = 70500
P="g 20 - T
Finalmente:
14100
Cada sobrino recibira: T=$}' 050.00
28200
Cada hermana recibir: = $9400.00
Cada hermano recibird: %414 100,00
La mami recibird; $70 500,00

EJERCICIO 117

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

L

Guillermo quiere repartir $2310 entre sus 3 sobrinos de 7, 11 y 15 afios. ;Cudnto le tocard a cada sobrino, si se
repartird proporcionalmente a sus edades?

. Allan quiere repartir $1026 entre sus 4 hermanos de 6, 8, 10 y 12 afios, ;Cuénto le tocard a cada hermano, si

se reparte inversamente proporcional a su edad?

. Tres matemdticos se redinen para resolver una guia de ecuaciones diferenciales, han ganado juntos $3 800; el primero

ha trabajado durante 3 dias, el segundo durante 6 y el tercero durante 10. ;Qué parte de la ganancia le corresponde
acada uno en proporcitn del tiempo de su trabajo?

. Divide el nimero 255 en 3 partes, de tal manera que la parte de la primera sea a la de la segunda como 2:5 y la parte

de la primera sea a la de la tercera como 1:4, ;cudnto le corresponde a cada parte?

. Divide el niimero 1020 en 3 partes, de tal manera que 1a parte de la primera seaa la de la segunda como 1:2 y la parte

de 1a segunda sea a la de la tercera como 3:4, ;cudnto le corresponde a cada parte?

. Divide el nimero 228 en3partes,detalmaneraquelapartedelaprimeraseaaladelasegmﬂacumn%esa%)rla

2 3
parte de la segunda sea a la de la tercera como Ecs a;.aCuﬁntulecurrcspundeacadapartc?

. Reparte $6 440 entre 3 personas, de tal manera que la parte de la primera sea a la de 1a segunda como 3 es a 5 y que

Ia parte de la segunda sea a la de la tercera como 1 es a 3, jcudnto le toca a cada persona?

. José Luis muere dejando en su testamento una herencia de $234 000 a una hermana que se encuentra en otro pafs, y

3
de quien nunca tuvo noticias, el notario lee el testamento: “Si mi hermana tiene una hija, dejo para ella las Ipartesdc

lahcrcnciay%pamlamadrc;pcmsiticneunlﬁju,aéstclctocani%dc la herencia y las %parta para la madre”.
Sucede que la hermana tiene un hijo y una hija, ; cudnto le corresponde a cada heredero?

. Jorge deja $142 500 al morir y dispone en el testamento que dicha suma se reparta entre sus 4 hermanas, 2 hermanos

¥ 5 sobrinos, de tal manera que: los 5 sobrinos a partes iguales, a cada hermana lo que a un sobrino, mis %delo

1
mismo, a cada hermano lo que a una hermana, mds i de lo mismo, ; Cusinto le corresponde a cada heredero?
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CAPITULO 192
CONJUNTOS Y LOGICA
A’ Teoria de conjuntos

=

eorg Cantor fue un matemdtico aleman,
unien con Dedekind inventé la teoria

de conjuntos, base de las matematicas
modernas. Cracias a la presentacién axiomdti-
ca de su feoria de los conjuntos, fue el primero
copaz de formalizar la nocién de infinito, bajo
la forma de nimeros transfinitos [cardinales y
ordinales).

Cantor descubrié que los conjuntos infinitos no siempre fienen el mismo
famafio, el mismo cardinal: por ejemplo, el conjuno de los rocionales es
enumerable, es decir, del mismo fomafio que el conjunto de los naturcles,
mientras que el de los recles no lo es: existen, por tanto, varios infinitos,
mds grandes los unos que los ofros.

légica matemdtica

Hasta caosi finales del siglo Xix se pensaba que la volidez de una demos-
fracién, de un razonamienio matemdtico, consisfia principalmente en que
*nos convenciera”, en que se presentara como evidente @ nuesira mente

y lo aceptaramos como vdlido. Esta era, por ejemplo, la forma de entender
la argumentacion del mismo René Descartes [1596-1650).

Se cita, como ejemplo, lo frase del matemdtico francés Jean Marie Duha-
mel (1797-1872): "El razonamiento se hace por el senfimiento que nos
produce en la mente la evidencia de la verdad, sin necesidad de norma
o regla alguna”.

Giuseppe Peano [1858-1932) se levanid confra esta forma de argumentar
y, en esencig, defendia que "el valor de una demostracion, de un proceso
argumentativo, no depende del gusto o sentimientos interiores de nadie,
sino de que el argumento tenga una propiedad de validez universalmente
comprobable”.

Para Peano la légica matemdtica era, realmente, la légica de la matemd-
fica, un insirumento cuyo objetivo era dar el rigor y adecuado valor a las
argumentaciones del quehacer de lo matematica.

Georg Cantor (1845-1918)
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Simbologia

Estos son los simbolos que se utilizardn en el capitulo:

{ } Conjunto,

€ Es un elemento del conjunto o pertenece al conjunto.

g No es un elemento del conjunto o no pertenece al conjunto,

| Tal que.

n(C) Cardinalidad del conjunto C.

U Conjunto universo.

[} Conjunto vacio.

o Subconjunto de.

< Subconjunto propio de.

&  Noes subconjunto propio de.
> Mayor que.

< Menor que.

= Mayor o igual que.

< Menor o igual que.

M Interseccidn de conjuntos,

v Uni6n de conjuntos.

A" Complemento del conjunto A.

Simbolo de igualdad.
# No es igual a.

El conjunto continda.
=»  Entonces,

& Siysdlosi,

- No (es falso que).
A ¥
v 0
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Conjuntos

Un conjunto es una coleccidn de cosas u objetos con camcieristicas definidas. Los conjuntos se representan con letras
mayiisculas y sus elementos se delimitan con llaves y separan con comas.

Ejemplos
a) El conjunto de las vocales.

A={aeiou}
b) El conjunto de los digitos.
B={0,1,23,4,56,7,89}
¢) El conjunto de los nimeros naturales.
N={123456,..1}

Observacién: los puntos suspensivos indican que el conjunto continda y que los elementos siguientes conservan la
misma caracteristica.

d) El conjunto de los dias de la semana,
& = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo}
¢) El conjunto de los niimeros naturales entre 5 y 10,
P={6,7.89])
Para indicar que un elemento pertenece 0 no a un conjunto se utilizan los sfmbolos € y &,

EJEMPLOS

-'g_ 1 ®=Seaelconjunto A = { a, e, i, 0, u }, entonces
S u pertenece al conjunto A y se representa x4 € A,
i x no pertenece al conjunto A y se representa x g A,

? ®s:Seael conjunto B={ 2,3, 4,5, 8 9, 10 ], entonces
2eB,5eB,1eB, 11 B8

EJERCICIO 1

Dados los conjuntos: A= {a, e, i, 0, uly B={1, 2, 3, 4, 5} coloca & o ¢ segin corresponda:
Voo B T.i__ A

2Z.e__ A B o B

oD B 9.e___ A

4.3 A 10. 8_ B

S, u__ A 1.6 B

6. 5 B 122.1__ A

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente m———
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Conijuntos de nimeros
© Niimeros naturales: N={1,2,3,4,5,6...}
© Nimeros enteros: Z={...—,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

© Nimeros racionales: 0 = {x|x=£, p,qez,qae(]}
q

Ejemplos

E, —3, 6, —3,0.75=§, 02=
5" 7 4

E =S

© Nimeros irracionales, Niimeros que no pueden expresarse como el cociente de dos nimeros enteros.
Ejemplos
V2,35, Ued, e, m....

© Nameros reales, Es la unién de los mimeros racionales con los irracionales.

Tipos de nimeros
© Niimeros digitos. Forman la base del sistema decimal
0,1,2,3,4,56,7.8,9
© Nimero par. Son los divisibles entre 2.
Ejemplos
0,2 4,68 10, 12, 14, 16, ...
© Niimero impar. Son los no divisibles entre 2,
Ejemplos
,357911,13,15 17,19, ...
© Niimero primo. S6lo tiene dos divisores, entre si mismo y la unidad.
Ejemplos
235 1L 13,4719, ...
© Niimero compuesto. Tiene dos o més divisores primos.
Ejemplos
4.6, 89,10, 12, 14, 15, ...
© Miiltiplo de un nimero. El miiltiplo de un nimero £, es nk, donde 7 es un natural.

Ejemplos

Muiltiplos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18, ...
Muiiltiplos de 5: 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...

226



Carmuio 12

Conjuntos y légica

Escritura y representacién de conjuntos

Los conjuntos se representan de dos formas:

© Forma descriptiva o por comprension. Se hace mencidn a la caracteristica principal de los elementos del
conjunto.

EJEMPLOS
-g. 1 @+ Representa en forma descriptiva el conjunto § = [ x € Nl xes divisor de 6 }.
i

Solucién
Este conjunto se lee;

x pertenece al conjunto de los nlimeros naturales, tal que x es un divisor de seis.
xes una variable que cumple con las caracteristicas del conjunto §,

2 ®e-5i0=(2,3,57, 11) representa su forma descriptiva.
Solucion

Q= [g e N| ges primo menor que 12}

:

% Forma enumerativa o por extension. Se enlistan los elementos del conjunto, si algin elemento se repite se
considera una sola vez.

EJEMPLOS
5 | ®¢ Representa en forma enumerativa el conjunto M= {me N lm < 5}.

oy Solucién
El conjunto se lee:
los niimeros naturales que son menores que 5 y su representacion en forma enumerativa es:

M={1,2,3,4)

2 ®e Representa en forma enumerativa el conjunto: A = (xe Z| x+8=10},

Solucién
Este conjunto lo forman los nimeros enteros que sumados con 8 dan como resultado 10, por tanto, su forma enume-
mativa es:
A={2}
Yaque 2+8=10
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EJERCICIO 2
Transforma a la forma descriptiva o enumerativa los siguientes conjuntos:
1. R={1,2,5,10}

2 A={xeNll<x<9}

3, B={xeNix+3=T7}

4 C={1,2,4,510,20}

5. V={yeZl-2<y<3}

6. @={ x| xes una vocal de la palabra mimero }
7. T={xes un digito de la cifra 453 425 }

B. §={ xes un digito primo de la cifra 729 634 }
9. U={4,81216,...}

10, M ={xeN|xes divisor par de 50 }

@ Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente m—————

Cardinalidad

Es el niimero de elementos que contiene un conjunto.

Ejemplo

{Cuil es la cardinalidad del conjunto A = { x| xes compuesto menor que 10, xe N }7
Solucién

El conjunto A, en forma enumerativa, es:
A={4,6,809}

Entonces su cardinalidad es 4 y se denota: n(A) =4
Conjunto finito. Es aquel conjunto con cardinalidad definida.
Ejemplo
¢El conjunto B = { x|xes un dia de la semana } es finito?
Solucién
El conjunto B en forma enumerativa es:

B ={ lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sibado, domingo }
El conjunto tiene 7 elementos, es decir su cardinalidad estd definida, por tanto es finito.

Conjunto infinito. Es aquél cuya cardinalidad no estd definida, por ser demasiado grande para cuantificarlo.

Ejemplo
¢El conjunto C = { x € Nl xes miiltiplo de 3 } es infinito?
Solucién

El conjunto Cen su forma enumerativa es:

C={3,691215,... }
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El conjunto continia indefinidamente, no se puede determinar su nimero de elementos, por tanto, su cardinalidad es
infinita y se escribe como;
H(C) =ea

Conjunto vacio o nulo. Es aquel que carece de elementos y se denota con el simbolo ¢ o bien { }.

EéEMPLOS
=/ .'aElcun]untnD—[xeNIZx—l 0 } es vacio?
§ ucion

Ellimcnva]mdquucsat:sfmelalgualdades o pemmpcrteneoealcumumdelusnﬁnrrusmrumles por tanto,
el conjunto Dres vacio.

D={ }= ¢su cardinalidad es n(D) =

. ¢ El conjunto E= { x| xes un nimero par e impar } es vacio?
Solucion
Hl conjunto Ees vacio, ya que no hay ningin mimero que sea par e impar a la vez,

EJERCICIO 3

Encuentra la cardinalidad de los siguientes conjuntos:
1. A={xe Nlxes un divisor de 30 }

2. B ={ xes vocal de la palabm casa }
3. 8= {x|.xes una estacién del afio }
4 R={rxeNlx+3=1}

5. 0=[xeNlx>6)

6. T={xeRlx=6])

T M={xeNlx<1}

8. L={xeNlxes par divisor de 20 }
9. J = { x es natural }

10. O = { x|x es un mes del afio }

O Varifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondients m—————

Conjuntos equivalentes

Sean A y B conjuntos no vacios, se dice que A es equivalente a B si y sélo si tiene la misma cardinalidad; se denota:
A =Byselee Aes equivalente a B,

Ejemplo

SidA={xeNlxesdivisorde 6 } yB={a, e i,0} comprueba que A es equivalente a 8.
Solucién

Las cardinalidades son: n(A) = 4, n(B) = 4, por tanto, se concluye que ambos son equivalentes. A = B.
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Conjuntos iguales

Son aquellos que tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos.
Ejemplo

;Son iguales los conjuntos A = { x e Nl xes divisorde 6 } yB={ 1,2,3,6 }?
Solucién

Los conjuntos en su forma enumerativa son:
A=(1,236)yB={1,23,6}

Sus cardinalidades son: n(A)=n(B) =4

Ambos tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos, por tanto, los conjuntos son iguales, es decir, A =B,
Conjuntos disjuntos
Son aquellos que no tienen elementos comunes.
Ejemplo
¢ Son disjuntos los conjuntos R={ xeNlxesdivisorde S } y S={xeNl2<x<5}?
Soluciéon

Los conjuntos en su forma enumerativa son:
R={1,5}y 8§={34,]

Los conjuntos no tienen elementos en comiin, por tanto, los conjuntos R y § son disjuntos.

EJERCICIO 4

Sean los conjuntos:

A ={xeNlx<5) D ={1248)

B ={xeNl|xesdivisorde 8 } E ={aeio}

C={1,234]} F ={xlxes una vocal de la palabra murciélago }

Verifica si son equivalentes, iguales o disjuntos los siguientes pares de conjuntos:
1. AyC

DyE
ByF
FyD
AyD
EyB
CyE
FyC
AyF
. ByD

o N b kBN

—
=

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Subconjuntos

Dado un conjunto § se dice que A es subconjunto de S, si todos los elementos de A estdn contenidos en el conjunto §
y se denota por A 8. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

Ejemplo
Dados los conjuntos § = { x| xes digito } yA={ 2, 4, 6,8 }, verifica que A  &.

Solucién
El conjunto Sen forma enumerativa es: §={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 }
Los elementos de A estin contenidos en §, por tanto, A C 8.

Subconjunto propio. Dados dos conjuntos A y B, se dice que Bes subconjunto propio de A si todos los elementos de
B estdn en A y no son equivalentes,

Ejemplo

Sean los conjuntos L={ 2,4,5,6,8 } yM={ 2, 4,6}, verifica quu M L.

Solucién

Los elementos de M estin contenidos en L, y M no es equivalente a L, por consiguiente, M c L.

Nimero de subconjuntos de un conjunto. El mimero de subconjuntos estd dado por la férmula:
N(s)= 2" con n = cardinalidad

Ejemplo
Determina el nimero de subconjuntos del conjunto:

R={a.b,c.d]}
Solucién
La cardinalidad del conjunto es 4, entonces n =4 y al aplicar la formula se obtiene:

Niimero de subconjuntos = 2* =16

Conijunto potencia
Se le llama asi al conjunto que forman todos los subconjuntos de un conjunto.

Ejemplo
Encuentra el conjunto potencia de:
T={24,6}
Solucién
El nimero de subconjuntos de Tes:
N(s)= 2° =8

Hl conjunto potencia estd formado por 8 subconjuntos de cero, uno, dos y tres elementos, los cuales son:

{{ H{2}{4}{6}{2.4}.{2.6 .{4.6}.{2.4,6}}
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Conjunto universo
Sean A, B, C, ..., subconjuntos de un conjunto U, a este (iltimo se le llama conjunto universo de los conjuntos dados.

Ejemplo
Seall={0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9 } ylos conjuntos A, B y C tales que:

A={24,6,8),B=(1,23,4}yC={1,2,6,7)

ComoA cU,BcU, Cc U, siendo Uel conjunto universo.

EJERCICIO §
Resuelve lo que se indica en los siguientes ejercicios:
1. Si W={x,y, z], halla el nimero de subconjuntos de W,

. 8iT={xeN|1<x<7]}, determina el mimero de subconjuntos de T.

. SiA={xe Nlxespar menor que 10 }, halla el niimero de subconjuntos de A,
Sea el conjunto L= { o f§,6 }, determina el conjunto potencia.

Sea el conjunto M = { a, ¢, e, f}, determina el conjunto potencia.

Sea el conjunto N = {1,2,3,6 }, halla el conjunto potencia.

Sea el conjunto P = { x € N | x es un divisor de 9}, determina el conjunto potencia.

BN M os W

Seael conjunto @ = {x e N14 <x<7 }, determina el conjunto potencia.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Diagramas de Venn

Es la representaciin de un conjunto o conjuntos y sus operaciones, que delimitan figuras planas como circulos o
rectdngulos; por lo general los circulos delimitan a los elementos del conjunto o conjuntos dados y los rectdngulos
delimitan al conjunto universo,

EJEMPLOS
£ 1 @ Representa en un diagrama de Vennel conjunio A ={ 1,2,3,4 }.
g Solucién

2 @+ Representa en un diagrama de Venn el conjunto;

B = x e Nlxes miltiplo de 3 menor que 17 }
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Solucién
El conjunto B en forma enumerativa es: B={ 3,6, 9, 12, 15 } y el conjunto universo son los niimeros naturales.
FPor tanto, el diagrama es:

3 ®e-Representa en un diagrama de Venn los conjuntos @ ={ 1,3, 5} yP={1,2,3,4,5 ).
Solucién

El conjunto (?es un subconjunto propio de P, ya que todos los elementos de ( son elementos de P, por consiguiente,
Ia representacion de ambos conjuntos en un diagrama de Venn es:

P

4 @+ Representa en un diagrama de Venn los conjuntos U = {2,4,6,810,12,14,16,17,18,19}, A = {2,6,10,12} y
B={4,6,810,17}
Solucién
Los elementos que se repiten se colocan en la regién comiin de los conjuntos A y B. Los elementos faltantes de cada

conjunio se colocan, respectivamente, en la regitn sobrante. Los elementos del universo que no aparecen en los con-
Jjuntos se colocan fuera de ellos.

19
18

14 16

5 ®#-Sean los conjuntos U={3,4,6,9,10,12,13,17}, P ={3,6,9,10} y 0 ={ 4,12}, represéntalos en un diagrama de Venn.
Solucion
No hay elementos en comiin; en el diagrama los conjuntos estdn separados con sus respectivos elementos y los ele-
mentos que no pertenecen a los conjuntos se colocan fuem de ellos.

U P )
13
17
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& ¢ Dibujaen un diagrama de Venn los conjuntos U ={2,4,5,6,9,10,11,12,13,16,21,23}, M= {2,5,9,10},N = {2,4,6,9}

yL= {2,4,5,16,21}

Solucién

Los elementos que se repiten se colocan en la regién comiin de los 3 conjuntos y los demés elementos se colocan en
sus conjuntos correspondientes, de la misma forma que en los ejemplos anteriores.

[ M N 13

A
SN

12 L

m

Ejemplos

JEMPLOS
1 @+ Secanlosconjuntos A={3,5,6,8 10} yB={2,6,8,10,12}, hallaA U B.

Unién de conjuntos
Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la unién de A y B, se define:
AUuB={xlxeAoxeB)}

Su diagrama de Venn se representa sombreando ambos conjuntos.

U A B

La unién de dos conjuntos es el conjunto formado por los elementos de ambos conjuntos,

Solucién
El conjunto solucién de la unién de los conjuntos A y B son todos los elementos de ambos conjuntos, los elementos
que se repiten sdlo se escriben una vez,

Por tanto, el conjunto es:

AUB={23,56810,12}
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2 ®e8iS={xeNlxesdivisorde 20 } y T={ x € N| xes divisor de 6 ], halla y representa en un diagrama de Venn
SuT.

Solucién
La representacitn en forma enumerativa de los conjuntos es:

8§={1,2,4,510,20]}
T={1,23,6}
El conjunto solucidn de la unién de los conjuntos S y Tes:

SuT={1,234,56,1020}
Diagrama de Venn

3 @« Para los conjuntos U = { x | xes undigito }, P={ xeU lxespar } y @= [ xelU | xes impar }.
Determina y representa en un diagrama de Venn P U (.

Solucién
La representacitn en forma enumerativa de los conjuntos es:

U={0123456,7.89},P={(02468}y0={13579]}
El conjunto solucion de la unién de P y Qes:
PUQ={0,1,2,3,4,56,7,89}
Diagrama de Venn

Interseccién de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la interseccién de A y Bse define:
AnB={xlxeAyxeB}
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Su diagrama de Venn se representa sombreando la regién comiin de ambos conjuntos.

U A B

En esta operacitn se toman tnicamente los elementos que se repiten en los dos conjuntos,

EJEMPLOS - s

.1
'§_ 1 ®+¢ Seanlosconjuntos U={1,2,3,4,56,7,8},A={1,2,56}yB={1,4,56,7), precisa y representa en un
e diagrama de Venn A N B.

i

Solucién
Para encontrar el conjunto solucidn de la interseccitén de los conjuntos A y B, se toman (nicamente los elementos que

s repiten en los conjuntos.
Por tanto, el conjunto es

AnB=(1,56}

Diagrama de Venn

2 @+ Encuentra la interseccion de los conjuntos C= { x| xes un digito }, D= { xe N lx 26 } y su diagrama de Venn,
Solucién
La transformacidn en su forma enumerativa de los conjuntos es:
C={0,123456,7,89}),D=(6,7,8910,11.}

Para hallar el conjunto solucién de la interseccitn de los conjuntos C' y D, se toman iinicamente los elementos que se
repiten en los 2 conjuntos.
Por consiguiente, el conjunto solucitn es:

CAD=(6718,9)

Diagrama de Venn
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3 ®ePara: U={0,1,2,3,4,56,7,89},8={xelUlxespar } yT={ xeU| xes impar }, Determina y representa en
un diagrama de Venn S~ T,

Solucién
La forma enumerativa de los conjuntos es:

$={0,2,4,6,8)
T={1,3,579)

Los conjuntos no tienen elementos en comiin,
Por tanto, el conjunto solucién es vacio:

AnB=(}=9
Diagrama de Venn
El diagrama de Venn no se sombrea

m

Conjunto complemento

Sea U el conjunto universo y A un subconjunto de U, el complemento de A se define:
A'={xlxe Uyxeg A}
El conjunto solucidn contiene a los elementos que pertenecen a U'y no pertenecen al conjunto A y se representa
como A’ 0 A",

Su diagrama de Venn se representa sombreando la region fuera del conjunto A,

v A

JEMPLOS
1 @+ Determina el complemento y su diagrama de Venn del conjunto A={ 2,3, 5,7 },sieluniversoes V={ xeNIx<10 }.
Solucion

El conjunto I/ en su forma enumerativa es:
U=(1,23456,78,910}

Ejemplos

(continiia)
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{(continuacidn)
Por consiguiente, el complemento de A es:

A'={1,4,6,89,10}

Diagrama de Venn

2 ®+-SealU={xeNIxes un nimero compuesto menor que 16 }. Determina el complemento del conjunto
M={xellxes impar }.

Solucién
Los conjuntos en su forma enumerativa son:
U={4,6,89,10,12 14,15}
M={9,15}

Por tanto, el conjunto complemento de M es: M'={ 4, 6, B, 10, 12, 14 }
Diagrama de Venn

3 ®+-Seanlos conjuntos

U=(23,5689101213, 14}
A=(256912}
B=(3,56,89]

Determina A" M B,
Solucién
3¢ obtiene el complemento de A:

A'={3,810,13, 14}
Se obtiene la interseccién de A’ con el conjunto B:

A'"B={3810,13,14}n(3,56,8,9}=(3,8}
Por tanto, el conjunto solucitn es:
A'nB={3,8]}
4 ®+-Sean los conjuntos:

A={xeN|xes par menor que 10 }
B={xeNl6<x<10}

C={xeNlxesimpar }
Halla (AU B)NC
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Solucién

Los conjuntos en forma enumerativa somn:
A={2,4,68},B8={6789}yC=(1351791113,15, ...}
Se hallad UB:
AUB={24,67.829)
Con el conjunto C'y el conjunto anterior se halla la interseccitn;
AUBINC={24,67,89}n{1,357091L13,15,..}={7.9}

Finalmente, el conjunto solucion es;

{(AUB)NC={T7,9}

Diferencia de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacios, se define la diferencia como el conjunto que contiene a los elementos que pertenecen
aA y que no pertenecen al conjunto B. La diferencia se representa como A — B.

A-B=AnE={xlxeA y x¢BR}

Su diagrama de Venn se representa de la manera siguiente:

U a
Ejemplo
SiA={a,b,c,de}yB={ae,i o u} hallar A - By su diagrama de Venn,
Solucién

El conjunto solucion contiene a los elementos que pertenecen a A y que no pertenecen al conjunto B, entonces:

A=B={abcde}={aeiou}

FPor tanto, el conjunto es:
A=-B=(bocd}

Diagrama de Venn
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EJERCICIO é

EJEMPLOS

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Sean los conjuntos:

U={xeZl-d4<x=7}
A={xeUlx<3}
B = {xe U |xes un niimero par mayor que 1}

Representa en diagrama de Venn y determina:
1. AuB
2. AnRB

3 A 5. A-B
4, B 6. B=A

En los siguientes ejemplos, se combinan las operaciones de conjuntos,

-E_ 1 e Dados los conjuntos U= { xeN|x<9 },A={xeN|3<x<B}yB={ 14,7, 9}, encuentra el conjunto solucién

§

de: A’ m B’
Solucién
Se escriben los conjuntos U/ y A en su forma enumerativa:
U={1,234,567829]) A=(4,56,7)
Se buscan los complementos de ambos conjuntos:
A'=({1,2,389} B'={23,56,8}

Se efectiia la operacitn y el conjunto solucitn es:
A'nB ={1,2389)}n({23568)

={238}
2 @+ Para los conjuntos:
P={xeN|-3<x<6} R={ xe Nlxes par menor que 16 }
0= xe Nlxes divisor de 20 } £={0,1,2346,7.89}
Determina (P — Q) U (RN 8)
Solucién
Los conjuntos en forma enumerativa son:
P={=2,-1,0,1,2,3,4,56} R={2,4,6,810,12 14
0={1,24,510,20) §={0,1,2,3,4,6,7,.89)

Se obtiene la diferencia entre los conjuntos Py Q:
P-Q@=(-2-1,0,1,2,3,4506}-{1,2,4,510,20}
P-Q=({-2,-1,0,3,6}

Se determina la interseccidn de R y §:
RNS=(24,6,810,12,14}n{0,1,2,3,4,6,7.8.9)
RAS={24,68}

Se determina la unién:

P-QURNS=(=-2-10,3,61U (2,468}
P-OURNS)=[{-2-1,0,234,68)
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EJERCICIO 7
Sean los conjuntos:
U=(01223456728910,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}
A ={ xeUlxes par menor que 10}
B ={xeUlxesdivisorde 12 }
C={xellx<6}
D={xelUl2Z<x<6}
E ={xeUlxes un digito }
F={xelUlx>13)
G = | xeUlxes par mayor que 10 }
Determina:
1. AUB 12, D’ 23, (AUF)AC
2. BUC 13. A-B 24. BU(F-G)
3, CuD 14, C-D 25 (F-G)nE'
4 DURB 15. E-B 26 (FnG))uD
5. ANB 16. B-A 27. E n(AUG)
6. AND 17. A’ "B 28. (EUF)N(AUG)
7. CAE 18, AUB' 29, (CUE)N(FUG)
8. BAC 19. B NE 30, (BUD)U(FNG)
9, A’ 20, A' -G 31. (BUD) -(EUGY
10, B' 21, (AUBY 32, (A NB)=(ENF)
1. ¢ 22, (ANBY
(@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondients
Operaciones de conjuntos con diagramas de Venn
EJEMPLOS
3 1 @+ Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A U B)':
ii Solucion
Se determina el diagrama de la unidn del El complemento es todo lo que no pertenece a la unién,
conjunto A con B, por tanto, su diagrama de Venn es:
U U
AUBR (AR
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2 ®+ Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A U B)n C,

Solucién
Diagrama de Venn de (A v B) Diagrama de Venn del conjunto C
u A B U A B

C

(AUB) ¢
La intersecci6n de la unién de A con B y el conjunto C, es la region comiin entre las dreas sombreadas,
U A B
C
(AuB) nC

3 ®e-Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A M B) U (A - C).

Soluciéon
Diagrama de Venn (A m B) Diagrama de Venn (A - C)
A B
U A B H
C C
AnB A=C

Finalmente, el conjunto solucitn es la unién de las 4reas sombreadas.

L) A B

AnBuA=-0)
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EJERCICIO 8
Realiza el diagrama de Venn de cada una de las siguientes operacicnes:
1 A 4 ANBNC 7. (AuC)n(B-C) 10, (AnB)U(BNC)
2. (AN B 5 (AuBYNC B. (A-B)U(ANC) 1. (A-B)u(BNC)
3. A NE 6. Bn{A-C) 9, (AnBNCY 12, (A'UBY-A'uC)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ejemplo

Sean los conjuntos:

U={abc,dfghi) B={bd gh}

A={ab, e d} C=(b.fgh]
Representa en diagrama de Venn y halla el conjunto solucién (A" = B) n C.

Solucién

Para determinar el conjunto se procede de la siguiente manera:
Se halla primero A, se realiza la diferencia con el conjunto B'y, finalmente, con esta dltima operacién se realiza

Ia interseccidn con el conjunto C.

A'-B)nC=(f}
EJERCICIO 9
Sean los conjuntos:
U={ x| xes un digito } B={xelUlxseaprimo }
A={xelUlx<5} C=[2458]
Representa en diagrama de Venn y determina el conjunto solucién.
1. AUB 4 AP 7. (A -BYnC 10, (AnB) (A’ B")
2. ANB 5 (AUB)NC B. (A-BYn(BnC) 11 (A-BY n(B-C)
3. AUB 6. (AuBuUCY 9. A-BYuC 12, (A'UB)-(A"uCh)

e Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Se realizd una encuesta a 82 alumnos sobre el tipo de miisica que miés les agrada; los resultados fueron los siguientes:
a 32 de ellos les gusta el pop. a 33 les agrada el rock, a 36, el reggae, a 10 les gusta el pop yel rock,a 11 el pop y
el reggae, a 9 les agrada el rock y el reggae, a 4 les gustan los 3 estilos y inicamente a 7 otros tipos de miisica,

{Cudntos estudiantes sélo prefieren rock?

LA cudntos alumnos sélo les agrada el reggae?

JCuintos estudiantes prefieren dnicamente pop y reggae?
{Cuiintos alumnos prefieren solamente rock y reggae?

Solucion

Se construye el diagrama de Venn, de la siguiente manera;
Se inicia con la zona en la que se intersecan los 3 conjuntos,

4
Se obtienen los alumnos de 1a zona donde se interseca el pop y el rock linicamente.
10-4=6
Se obtienen los estudiantes de la zona donde se interseca el pop y el reggae, solamente.
11-4=7
Se obtienen los alumnos de la zona donde se interseca el rock y el reggae (inicamente,
9-4=5
Se obtienen los estudiantes de 1a zona que inicamente escuchan pop.
32-(6+4+7)=15
Se obtienen los alumnos de la zona que tnicamente escuchan rock.
33-(6+4+5)=18
Se obtienen los estudiantes de la zona que inicamente escuchan reggae.
36—(T+4+5)=20

Los alumnos a quienes les gusten otros estilos, se colocan en la zona que no corresponde a los conjuntos anteriores,
El diagmma de Venn que se obtiene es:

U Pop Rock

6
(NN

Ay

Los alumnos que sélo prefieren rock, son 18

Los alumnos que s6lo les agrada reggae, son 20

Los alumnos que prefieren inicamente pop y reggae, son 7
Los alumnos que prefieren dnicamente rock y reggae, son 5

Finalmente:
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2 En una preparatoria se obtuvieron los siguientes datos de 350 estudiantes:
200 alumnos aprobaron la materia de cdlculo diferencial;
160 estudiantes aprobaron fisica;
187 aprobaron historia;
112 aprobaron célculo diferencial e historia;
120 aprobaron célculo diferencial y fisica;
95 aprobaron fisica e historia;
80 alumnos aprobaron cdlculo diferencial, fisica e historia.

Indica cudntos de estos 350 alumnos aprobaron:
1. S6lo una materia
Exactamente 2 materias

Al menos una materia

B w2

Cuando mucho 2 materias

Solucién
Otra forma de resolver este tipo de problemas es la siguiente:
Se denotan los conjuntos de los estudiantes

U: Conjunto universo

C={ alumnos que aprobaron cdlculo diferencial }

F={ alumnos que aprobaron fisica }

H={ alumnos que aprobaron historia }

Cardinalidad de los conjuntos:
n(U) =350 n(C) =200 n(F) = 160 n(H) =187
mCnH)=112 n(CAF)=120 n(FrH)=95 nCAFNH)=80

Para construir el diagrama de Venn se obtienen los siguientes datos:

Se coloca el niimero de estudiantes que aprobaron las tres materias; es decir, la interseccién de los tres con-
juntos: n{(C nFr H) =80

Se completa el nimero de estudiantes que aprobaron dos materias inicamente; es decir, la interseccitn de dos
conjuntos:

nCrH)-n(CAFAH)=112-80=32
MCAF)=m(CAFH)=120-80=40
nFAH)—n(CAFAH)=95-80=15

Se completa el nimero de estudiantes de cada conjunto, el cual es el niimero de estudiantes que aprobaron
una sola materia,

Para el conjunto C:
n(C) — [n(CnF)-n(CnFnH)] - [a(CnH)-r(CNFnH)] - r(CAFNH) =
=200 — 40 — 32 — B0 = 48 alumnos sélo aprobaron cdlculo diferencial.
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De una forma andloga se obtiene para los conjuntos F y H,
n(F) - [n(cnF)-n(CAFnH)] - [a(FAH)-n(CAFnH)] - n(CAFNH) =
=160 - 40 — 15 — 80 = 25 alumnos sélo aprobaron fisica.
n(H) - [M(FAH)-n(CAFnH)] - [a(CnH)-n(CAFNH)] - n(CAFNH) =
=187 — 15 — 32 — 80 = 60 sélo aprobaron historia.

Para completar el diagrama se determina el nimero de alumnos que no aprobaron ninguna materig.
Es la diferencia del total de estudiantes, de los cuales se obtuvieron los datos y el total de alumnos de los
conjunios.

350 - [n(C) +n(F)+n(H)-n(COF)-n(CnH)-n(F nH)+n(CNFNH)]
350~( 200+ 160 +187 120 ~112 - 95 + 80 )=350 - 300 =50

Diagrama de Venn

F

o
(=5
. \

Finalmente:
Sdlo una materia;
Suma de los alumnos que aprobaron una sola materia de cada conjunto:

nCY+n(F)+nH)-2n(CnF)-2n(C H) 2nFnH) 3n(CnFnH)
200 + 160 + 187 — 2(120) —2(112) - 2(95) + 3(80) = 133
Exactamente 2 materias:
Suma de los estudiantes que aprobaron 2 materias Gnicamente;
n(CAH)+n(CAF)+n(F nH)-3-n(C nFnH) =112+ 120 + 95 — 3(80) =87

Al menos una materia;
Son los estudiantes que aprobaron 1, 2 0 3 materias:

n(C)+n(F)+n(H)-n(CnF)-n(CAH)-n(FNH)+n(CnFnH) =300
Cuando mucho 2 materias:
Son los estudiantes que aprobaron 0, 1 o 2 materias:

350-n( CNFNH )=270

246



Carmuio 12

Conjuntos y légica

EJERCICIO 10

Resuelve los siguientes problemas:

1. Una empresa realizd una encuesta a 250 personas para saber qué programa de televisidon prefieren ver en domingo,
Se les dieron 3 opciones: deportes, peliculas o musicales. El resultado de la encuesta fue: 130 personas prefieren
deportes; 80 prefieren ver pelfculas; 40, musicales; 25 prefieren deportes y pelfculas; 20, peliculas y musicales; 10, de-
portes y musicales; y s6lo a 6 personas les gustan los tres tipos de programas,

a) ;Cuintas prefieren ver sélo deportes?
b) ;Cudintas prefieren ver sélo un programa de televisién?
¢} (Cudntas prefieren ver peliculas o musicales?

2. A los nifios de una organizacion civil se les apoya para que hagan deporte. Una encuesta reveld que los deportes
que mds les agradan son: natacién, futbol, béisbol, entre otros. Los resultados de la encuesta fueron: 7 sélo prefieren
natacion; 28 sélo quieren jugar futbol; uno sélo quiere practicar béisbol; 30, natacién y futbol; 18, natacién y béisbal;
20, futbol y béisbol; 12, los 3 deportes de mayor preferencia y 20, otros deportes.

a) ;Cudntos nifios quieren béisbol o natacion?

b) Cufintos nifios prefieren futbol o béisbol?

¢) ¢Cuéntos nifios fueron encuestados?

d) ;Cufntos nifios prefieren inicamente 2 deportes?

3. Una empresa concede como prestacin a sus empleados la asistencia a su club deportivo; en éste hay canchas de
squash, un gimnasio, un boliche y una cafeteria, donde se pueden divertir con juegos de mesa o simplemente platicar,
A 70 personas se les aplicé una encuesta para saber laactividad de esparcimiento de su preferencia y se encontrd que:
20 prefieren boliche, 27 el gimnasio, 24 squash, 8 boliche y gimnasio, 10 squash y boliche, 15 squash y gimnasio y,
por iltimo, 6 prefieren squash, gimnasio y boliche.

a) ;Cudntas dnicamente prefieren jugar boliche?

b) ;Cufintas linicamente quieren jugar squash?

¢) ;Cudntas personas s6lo desean estar en el gimnasio?
d) (Cudntas personas prefieren otras actividades?

¢) ;Cudntas prefieren el squash o el boliche?

S} iCuéntas no quieren boliche o squash?

4. En un supermercado se hizo una encuesta a 60 personas, para saber qué tipo de bebida alcohélica que esté en oferta
prefieren. Los resultados fueron: 12 comprarian whisky y tequila; 16 vodka y tequila; 14 whisky y vodka; 29 whisky;
30 tequila; 29 vodka y sélo 9 personas las 3 bebidas,

a) ;Cuintas personas contestaron que otras bebidas?
b) ¢Cuiintas prefieren 2 tipos de bebida inicamente?
¢) ¢Cufintas quieren al menos una de las tres bebidas?
d) ;Cuéntas quieren sélo un tipo de bebida?

5. En una fiesta infantil a los nifios se les pidi6 su opinitn acerca del sabor del helado que preferirian comer. Los resul-
tados fueron los siguientes: 9 quieren de chocolate, vainilla y fresa; 12 de fresa y vainilla; 13 de chocolate y fresa;
15 de chocolate y vainilla; 18 de fresa; 26 de vainilla; 29 de chocolate y B nifios prefieren de otros sabores,

a) ;Cudntos nifios habia en la fiesta?

b) ;Cuintos quieren sdlo de 2 sabores?

¢) ¢ Cudntos sélo de un sabor?

d) ;Cudntos no quieren de chocolate o fresa?

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondiente m—————————
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Algebr‘a de conjuntos

En el siguiente cuadro se muestran diferentes operaciones con conjuntos. Sean los conjuntos U, A, B y Ctales que
Ac U Bc Uy Cc U, donde U es el conjunto universo.

Operaciones con conjuntos
1. (A") =A 8 AUA=A
2 0'=U 9, AUA'=U
3 A-A=¢ 10, U'=6
4 A=p=A 1. AnU=A
5. A-B=ANPB 12. Anb=
6. AUG=A 13. AmA=A
T AulU=U 14, AmA'=¢
Asociativas Conmutativas
15, (AUB)UC=AU(BUC) 19, AUB=BUA
16,  AnB)NC=An(BNC) 20 AnB=BnnA
Distributivas Leyes de De Morgan
17. AU(BNC)=(AUB) N (AUC) 21. (AUBY=A'NF
18. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 22, (AnBY=A"UB'
EJEMPLOS - s
'%, 1 @+ Aplica las definiciones de las operaciones con conjuntos y demuestra que:
ﬁ_ (AUB) =A"NB
b Solucion
Sixe(AuB)
Entonces xe Uyxe (AUB) Definicién de complemento
Sixe (AU B), entoncesxe Aoxe B Definicién de unién de conjuntos
Sixeg Aox ¢ B,entoncesxe A'yxe B’ Definicién de complemento
Entonces x€ (A’ m B") Definici6n de interseccién de conjuntos

Por tanto, (A U B)' =A" N B’

2 ®s-Aplica las definiciones de las operaciones con conjuntos y demuestra que:
(AnBY =A'"UB'

Solucién
Sixe (AN BY
Entoncesxe Uyxg (AN B) Definicién de complemento
Sixeg (AmB), entonces xgAyxeB Definici6n de interseccién de conjuntos
Sixe Ayxe Bentoncesxe A'oxe B’ Definicién de complemento
Entonces x € (A" W B") Definici6n de unitn de conjuntos

Por tanto, (AN B)' =A" U B’
Es mds prictico realizar las demostraciones utilizando las leyes y operaciones de conjuntos,
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3 @s Aplicalas leyes y demuestra que (A N B)U (A N B} = A,
Solucién
(AnBUANB)=AN(BUB') Ley distributiva (18)
=AnU Operaciones con conjuntos (9)
=A Operaciones con conjuntos (11)

4 ®e¢-Aplica las leyes y demuestra que (A " B)U C=(AUC)N(BUC),

Solucién

AnBuC=Cu(AnB) Ley conmutativa (19)
=(CuA)N(CUB) Ley distributiva (17)
=AuC)n(BuC) Ley conmutativa (19)

S @+ Aplica las leyes y demuestra que AN (BN C) = (A= B)U (A= C).

Solucién
An(BNCY =An(B' UC) Ley de De Morgan (22)
=ANBYUANC) Ley distributiva (18)
=A-Bua-=-C) Operaciones con conjuntos (5)
EJERCICIO 11

Aplica las leyes y demuestra las siguientes identidades:
1L A-(BAC)=(A-B)U{A-C)

2 A-(BUC)=(A-B)n(A-C)
3 A An(BuCY =(AuBucC)
4 (ANBNCY=A'"UB' UC
5. (AUBYNA' =A"nB
6. A'—(AuC)y=C-4A
7. AU(BNAY=AUBR
B. A—(A-BY=A-B

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludiones correspondiente m——————————

Légica

La légica se ocupa del razonamiento a partir de las premisas, las cuales son proposiciones que dan la pauta para el
proceso deductivo e inductivo. Analicemos algunos conceptos:

Inferir, Proceso de unir ideas para llegar a conclusiones verdaderas a partir de proposiciones verdaderas.

Proposicién légiea. Es un enunciado que se califica como falso o verdadero, pero no ambos a la vez.
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Ejemplos
a ="Cuba estd en América” Verdadero (v )
b="4 es niimero impar” Falso (f)
¢ ="El elefante es un ave” (€}
p ="“Los perros ladran” (v)
q ="Hermosa tarde” No es una proposicion logica

Negacién. Se obtiene negando o afirmando el enunciado y se denota por el simbolo (~).

Ejemplo
Sea la proposicitn:
a ="5es nlimero primo”
La negacion de la proposicion es:

~a="5noes nimero primo”
Tipos de proposiciones
Proposicién légica simple. Es aquella que estd formada por un solo enunciado.

Ejemplos
1 ="El delfin es un mamiferc”
r="4 es nimero par”

Proposicién 16gica compuesta. Es aquella que forman 2 o més proposiciones simples unidas por uno o més conectivos
l6gicos.

Ejemplos

a ="8 es niimero par y 5 es nlimero primo”

b =*“China estd en Asia o Colombia estd en América”

¢ ="51 un volcdn estd en Per(, entonces estd en América”
p="8 es niimero par si y sélo si es divisible por 2"

Proposiciones compuestas

En el siguiente cuadro se muestran las distintas proposiciones compuestas con su respectivo conectivo logico y

simbolo.
Nombre Conectivo légico Simbolo
Negacion No -
Disyuncitn 0 W
Conjuncidn y A
Implicacitn entonces =
Doble implicacidn Si y sélo si =
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EJEMPLOS
5 | ®¢ Seanlas proposiciones:

i§' a ="“El tucdn es un ave”
b ="El leén es un mamifero™

La disyuncién entre las proposiciones es:
a v b="El tucdn es un ave o el leén es un mamifero”

2 @« Seanlas proposiciones:

p ="4es niimero par”
g = "4 es nimero natural”,

La conjuncidn entre las proposiciones es:
P~ g="4es nimero par y s nimero natural”

3 @+ Seanlas proposiciones:

p="x<BxeZ”
P A g="2es divisor de 6 y es primo”
p v g ="8 es nlimero impar o es compuesto”

La negacidn entre las proposiciones es:

~p="x%*BxeZ"0"x>8,xe Z"
~(p ~g)="Noes verdad que 2 es divisor de 6 y es primo”
~{(p v g) ="No es verdad que 8 es niimero impar o es compuesto”

4 ®+ Seanlas proposiciones:

p ="30 es miiltiplo de 10”
g ="30 es miiltiplo de 5"

La implicacitn entre las proposiciones es:
p = ¢ ="8i 30 es miiltiplo de 10, entonces es miiltiplo de 5"

5 ®¢:Seanlas proposiciones:

p ="*China esti en Asia”
g ="Cuba esti en América”

La doble implicacién entre las proposiciones es:
p < ¢ ="China estd en Asia si y sélo si Cuba esti en América”
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EJERCICIO 12
Sean las siguientes proposiciones:

p ="“Espaiia estd en Europa™
q ="Tapon estd en Asia”

Escribe las siguientes proposiciones:

1.

2
3
4
5

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiante

prg 6. peg
. PVvyq 1. ~prg
. ~p 8. pv-¢q
. =g 9. =(pvyg)
- p=q 10. ~(parg)

La representacion de una proposicion simple o compuesta se ilustra con los siguientes ejemplos:

Ejemplos
Sean los siguientes enunciados:

P ="9 es miltiplo de 3"
g ="5 es divisor de 10"

Escribe en forma simbélica los siguientes enunciados:
1. 9es miiltiplo de 3 y 5 es divisor de 10
prg
2 Noes verdad que 5 es divisor de 10
~d
3. Ses divisor de 10 0 no es verdad que 9 es miltiplo de 3
pv—q

EJERCICIO 13
Sean las siguientes proposiciones:

a="La guacamaya es un ave”
b="A Luis le gusta escuchara los Rolling Stones”

Escribe en forma simbélica los siguientes enunciados:

L

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

La guacamaya es un ave y a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones

2. La guacamaya es un ave y a Luis no le gusta escuchar a los Rolling Stones

3. La guacamaya no es un ave o a Luis no le gusta escuchar a los Rolling Stones
4,
5
6

A Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones o la guacamaya es un ave

. La guacamaya no es un ave y a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones
. No es verdad que la guacamaya es un ave y que a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones
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Leyes de De Morgan

La negacion de una disyuncidn es la conjuncidn de las negaciones de sus proposiciones,
~(pv@=~pr~g
La negacién de una conjuncion es la disyuncitn de las negaciones de sus proposiciones.
APV =Py

EJEMPLOS .
—g. 1 @+ Niega la siguiente proposicién;

S a ="4 es niimero par o Japdn estd en Asia”

" Solucién

~ g ="4 no es niimero par y Japon no estd en Asia”

2 ®+-Niega la proposici6n:
b =*La guacamaya es un ave y el delfin es un mamifero™
Solucién
~ b ="La guacamaya no ¢s un ave o ¢l delfin no es un mamifero™
3 ®+ Niega la proposicién:
¢ ="El leén es un mamifero y el tiburén no es un pez”
Solucién
~ ¢ ="El leén no es un mamifero o el tiburdn es un pez”

EJERCICIO 14
Niega las siguientes proposiciones compuestas:
1. a="Espafia estd en Europa o 6 es niimero par”
2, b="Los perros ladran y 12 es miltiplo de 3"
3. ¢="%5 es un nlimero par y no es miiltiplo de 15
4. d="7 no es primo o es divisor de 21"
5.

¢ ="6 no es nimero impar y ¢l tucin no es un ave”

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludones correspondients m——————

Proposiciones condicionales
Conversa de la implicacién. Sip = ¢, la conversa se define como g = p.

Ejemplo
Hallar la conversa de la proposicion:
p = g = “Si un volcin estd en Peri, entonces estd en América”

Solucién
La conversa de la proposicién es:
¢ = p ="5i un volcdn estd en América, entonces estd en Perd”
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Contrapositiva de una implicacién. Sip = ¢, la contrapositiva se define como ~ g =~ p.

Ejemplo
Determina la contrapositiva de la proposicion:
p = g ="5i un volcdn estd en Peri, entonces estd en América”

Solucién
La contrapositiva de la proposicitn es:
~ g =»~ p ="5i un volcén no estd en América, entonces no estd en Perd”

Inversa de una implicacién. Si p = ¢, la inversa se define como ~p = ~ 4.

Ejemplo
Determina la inversa de la proposicién:
p=> g ="5i 8 es miiltiplo de 4, entonces es miiltiplo de 2"

Solucién
La inversa de la proposicion es:
~ p =+~ g ="8i B no es miltiplo de 4, entonces no es miltiplo de 2"
EJERCICIO 15

Determina la conversa, contrapositiva e inversa de las sigulentes implicaciones:

1

th e W bD

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. p=> g ="5i3 es divisor de 6, entonces no es par”

. p=>g="8ixes miltiplo de 5, entonces es divisor de 25"

. p=>g="5i un tridngulo es un poligono, entonces no es un cuadrildtero”
. p=>g="5i Marte no es un planeta, entonces la Luna es un satélite”

. p=>g="5i 17 es un niimero primo, entonces no es miiltiplo de 50"

Relacién de proposiciones abiertas con conjuntos

Proposicién abierta. Es aquélla en la que el sujeto es una variable. Toda proposicién abierta representa un conjunto,
que recibe el nombre de conjunto solucidn de la proposicidn.
Ejemplo

Encuentra y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucién de la proposicidn:
p = "xes un nimero par menor que 107 x eN

Solucién
Conjunto solucidn:
P={2,4628}
Diagrama de Venn
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Conjuncién. La conjuncién se relaciona con la interseccién de conjuntos.
Ejemplo
Determina y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucion de la proposicion:
p="xesprimoyx<T';xeN
Solucién
La proposicitn se representa de la siguiente forma:
P={235711,13,17...}n(123,456,7)
Por tanto, el conjunto solucién es:
P=(235T7)
Diagrama de Venn

Disyuncién. La disyuncidn se relaciona con la unién de conjuntos.
Ejemplo
Encuentra y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucitn de la proposicién;
g ="xes par menor que 10 ox<6";xeN
Solucién
La proposicién se representa de la siguiente forma;
0=(2468}u(123,45]}
Hl conjunto solucitn es:
0={123,4,568}
Diagrama de Venn

Negacién, La negacin se relaciona con el complemento de un conjunto,

EJEMPLOS *
"% 1 @+ ;Cul es el conjunto solucién y el diagrama de Venn de cada una de las siguientes proposiciones?
i

a = “xes un digito par” ~a="“xnoes un digito par”
Solucién
El conjunto solucidn de la proposicidn a,es: A={0,2,4,6,8 }
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{(continuacidn)

Diagrama de Venn

El conjunto solucién de la proposicién ~a,es: A"={1,3,5,7,9 }
Diagrama de Venn

2 @+ ;Cudl es el conjunto solucién de la negaci6n de la siguiente proposicién?
a = “ves primo menor que 15 o xes divisor de 15", xeN

Solucié
A={23,5711,13}u{ 13,515}
Por consiguiente, el conjunto solucién es:
A={1,2,3,571113,15)

La negacidn de la proposicion es:
= a ="y no es primo menor que 15 y x no es divisor de 15"
El conjunto solucidn es:
A'={4,6,891012 14, ...}
Diagrama de Venn

3 @+ ;Cuil es el conjunto solucién de la negacién de la siguiente proposicién?
b ="xes divisor de 6 y xes par menor que 10”;x eN

Solucién
B={1,236}n{24,6,8]}
Por consiguiente, el conjunto solucidn es:

B={2,6}
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La negacién de la proposicién es:
— b ="xno es divisor de 6 0 x no es par menor que 10";x eN

Hl conjunto solucitn es:

A'={1,3,4,5178%9..}

Diagrama de Venn

Implicacién. La implicacitn se relaciona con el subconjunto de un conjunto.

Ejemplo
Representa en un diagrama de Venn la siguiente proposicidn;

a ="*si un animal es un delfin, entonces es un mamifero”
Solucion

Animal
mamifero

EJERCICIO 16
Determina el conjunto solucién y diagrama de Venn de las siguientes proposiciones:
l.a="xesparyx<10";xeN

2, b="xesparmenorque 12y x<5";xeN
3 e="resmiltiplode 30x<8";xeN

4, d="xes primo menor que 11 0 x es par menor que 107; x eN

Representa en un diagrama de Venn las siguientes implicaciones:
5. e="8i un ciudadano es duranguense, entonces es mexicano”

6, f="*5i un nimero real es primo, entonces es entero”
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En las siguientes proposiciones determina la negacidn y represéntala en un diagrama de Venn.

7. g="“x<T";xeN

B. h="xesparox<B8" xelN

9. i=“rxzdyxespar';xeN

10, j="x<5yxes primo”; xeN

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Célculo proposicional

Cuando una proposicion se construye a partir de otras proposiciones, mediante conectivos logicos, el valor de verdad
lo determinan los valores de verdad de las proposiciones originales.

Dadas las proposiciones p y g, los valores de verdad de las proposicionespv g, pag, p=gq,p=gy—p,los

determinan los valores de verdad de p y g.

El mimero de valores de verdad estd dado por 2" donde n representa el niimero de proposiciones.
Para verificar el valor de verdad de una proposicitn compuesta se utilizan las siguientes tablas,

Tabla de verdad para la disyuncion
La disyuncitn es verdadera, si una
olas dos proposiciones zson verdadems.
P|q|PvE
v | v ¥
2 K Ld
v v
FLElF
Tabla de verdad para la implicacion

La implicacitn es falsa, si la primera proposicién
s verdadera y la segunda es falsa.

P |9 |P=¢q
¥ L v
wil £ 1 f
Flv v
Elt v
Tabla de verdad para la negacion

En la negacién de una proposicitn, su valor
de verdad es el contrario del original.

P|-P
v
flw
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Tabla de verdad para la conjuncidon

La conjuncitn es verdadera, si las dos proposiciones
son verdaderas.

rleaiprp~q
v | v v
wlf)| F
Flw)
Flr) f

Tabla de verdad para la doble implicacidn

La doble implicacidén es verdadera, si las dos
proposiciones son verdaderas o las dos son falsas.

P

v

=4
1

v

I L I [
o [

v =Verdadero
f=Falso
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EJEMPLOS
5 | @+ Construye una tabla de verdad y determina el valor de verdad de la siguiente proposicién;
i§' a ="3 es divisor de 15 0 3 es miltiplo de 2"
Solucién

Se hallan los valores de verdad de las proposiciones:
p="3es divisor de 15" ¥
g ="3 es miiltiplo de 2" I
Se construye la tabla de verdad para la disyunci6n ya que el conectivo logico es “o”.

P|g|PVvY
v| f| ¥

Finalmente, €l valor de verdad para la proposicion “a” es verdadero ( v ).

2 @+ Determina el valor de verdad de la siguiente proposicion;
b="15 no es miltiplo de 3 y 3 es primo”

Solucién

Se determinan los valores de verdad de las proposiciones:
p ="15 no es miltiplo de 3” I
g="3es primo” v

Se construye la tabla de verdad para la conjuncién:

P4 |Pnrg
fle|  f

Finalmente, ¢l valor de verdad para la proposicién es falso ( f).

3 @+ Encuentra el valor de verdad de la siguiente proposicién:

¢ ="5i 2 es nlimero par, entonces 4 es divisor de 10”

Solucién

Se determinan los valores de verdad de las proposiciones:
p ="2es niimero par” v
g ="4es divisor de 10" f

Se construye la tabla de verdad para la implicacitn:

Pla|rP=4q
yF| £

Por consiguiente, el valor de verdad pam la proposicidn es falso ( f).
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EJERCICIO 17
Indica el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

1.
2
3
4.
5
6

@ Verifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente

EJEMPLOS
5. | @+ Construye la tabla de verdad para p A ~ g y realiza una conclusién,

£

a=""4es niimero par y 5 es miltiplo de 27

. b="La vibora no es un reptil o el canario es un pez”

. ¢="8i 21 es miltiplo de 7, entonces 21 es miiltiplo de 2"

d ="La guacamaya es un pez si y sélo si el tiburén es un ave™

. e="Siel oro s un metal, entonces es un buen conductor de la electricidad”
. b="3es divisor de 18 o 18 es miiltiplo de 24"

Construccion de las tablas de verdad

Una tabla de verdad se construye paso a paso, al establecer los valores correspondientes de cada suboperacidn invo-
lucrada, hasta llegar a la expresion dada.

Después de construir una tabla de verdad, el resultado puede ser una tautologia, una contradiccion o una contin-
gencia. Analicemos estos conceptos:

Tautologia. Proposicién compuesta en la que todas las combinaciones de valores son verdaderas.
Contradiccidon, Proposicién compuesta en la cual todas las combinaciones de valores son falsas,

Contingencia. Proposicién compuesta en donde las combinaciones de valores son verdaderas y falsas.

Solucién
El nimero de proposiciones es 2, por tanto, el nimero de valores de verdad es 2° = 2* = 4, el resultado indica el nimero
de renglones de la tabla,

Primero se determina la negacién de la proposicidn ¢, Finalmente la conjuncién se realiza tomando la proposicién
py la negacidn de g antes obtenida,

=
>
!
=]

ﬁ“h'ﬁ“‘aé

b T e T I -]
. e | e ey
==~

Se concluye que la tabla de valores de verdad es una contingencia,
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2 @+ Construye y da una conclusién de la tabla de verdad para (p A g) = (p v g).
Solucién

Primero se encuentra la conjuncitn de p y g, después se determina la disyuncidén de p y g.
Por {iltimo se realiza la implicacién de la conjuncién y la disyuncién antes obtenida.

P | 9q prg pvg (prg)=(pvy
¥ ¥ v ¥ v
v F F v v
i v f ¥ ¥
f1r I f v

Se concluye que la tabla de verdad construida es una tautologia.

3 ®+ Realiza una tabla de verdad y verifica si la siguiente proposicién (p A g) A ~ p es una contradiccién,
Solucién

Primero se realiza la conjuncién de las proposiciones p y ¢, simultineamente se niega la proposicién g, finalmente se
determina la conjuncidn de los valores de la primera conjuncién con la negacion de p.

Plg| pPrg ~p (pAag)a=-p
v | v v f i
i I f f
J ¥ f v f
.l HE i v f

La proposicién result falsa para todos los valores, por consiguiente, es una contradiccidn.

4 ®+-Construye la tabla de verdad para p v (g A r).
Solucién
El niimero de proposiciones es 3, por tanto, el nimero de valores de verdad es 2° = 2* = 8, el resultado indica el niimero
de renglones de la tabla.
Primero se encuentran los valores de verdad de la conjuncién de las proposiciones g y r, finalmente se determina
Ia disyuncion de la proposicion p con la conjuncion antes determinada.

p q r gar pvignar)
v v v v ¥
v v I o7 v
v I v T v
v iflr| f v
F v v v L
flylr| f f
s S | v f f
nel S | f f S
Finalmente, la tabla indica que se trata de una contingencia,
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5 ®e Construye Ia tabla de verdad para ~p v ~ g.

Solucién
P 4q ~P ~-4q Y o
v | f f f
v | f f v v
I # v I ¥
I f v v L
Los valores de verdad de la tabla indican que es una contingencia.
& ®+ Construye la tabla de verdad para ~p v ~ (~p v q).
Solucién
pla| ~p |~pvg | ~(~-pvg) | ~pv~(~pva
v F v f I
vir| f F v v
flv v v f v
f1f v v f v
La tabla es una contingencia.
7 ®9-Verifica si la siguiente proposicién es tautologia p v (~ p v g).
Solucién
pPlg| ~p |(-pvy pvi-pvg
v |v f v ¥
v f] f ! v
Flv v v v
Bl r v v ¥

La proposicitn result6 verdadera para todos los valores, por tanto, es tautologia.

8 @+ Verifica si la siguiente proposici6n es tautologfa (p A g) = (p < q).

Solucién
P|l4| prg peyq Prg}=(peq)
¥ L L L v
4 I 4 f i v
fly f r v
flrf f v v

La proposicion resultd verdadera para todos los valores, por consiguiente, es tautologia,
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@ @+ Construye Ia tabla de verdad para ~ (p A q) v ~ (g < p).
Solucién
Pia| prag | g&p | ~(prg ~(gep ~(prgv-(gep
v v v I F f
v | f f I v v L
Flv I I ¥ v v
Flel f v v f v
La tabla es una contingencia.
EJERCICIO 18
Construye la tabla de verdad para cada una de las siguientes proposiciones:
L, pv~g
2.pr~q
3, ~p=-~¢
4 Apvg=>~9q
5. (page(pve
6. (pv@ar-(p=q
T (p=qvig=p)
B. (palp=gn)=p
9. (~pAr=-q)=~-(pv g

10. (pvg@a(pvr)
Il. ~pvi~g&r)

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludenes cormrespondiente m———————

Producto cartesiano de conjuntos

Dados 2 conjuntos A y B no vacios, el producto cartesiano es el conjunto (A x B) que contiene a todas las parejas

ordenadas, cuyo primer elemento pertenece al conjunto A y su segundo elemento pertenece al conjunto B.
AxB={[{a.b)lacAybeB}

EJEMPLOS .
< | ®+5iA=(1,2)yB={x y}, determina A x B.
Solucién

Se asocia a cada uno de los elementos del primer conjunto, con todos los elementos del segundo conjunto:
AXB={(1,x) (L, (2 %), (2, 1}

Ejemplos

{continiia)
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Representacion grifica:

B a

Y1----e---»

p ooy
- ,
1 2 A

La representacidn grifica también se conoce como diagrama sagital,

2 ®5iA={1,2}yB={23,4})yC=(3,4,6)halla(AUB)X(BNC)
Solucién
Se halla el conjunto solucidn de las operaciones indicadas y posteriormente se realiza el producto cartesiano;
AUB={1234}
BnC={34}

(AUB)x(BnC)y={(13).(1.4).(2.3).(2.4).(3.3).(3.4).(4.3).(4.4)}
3 ®+SiM={a,bc},N={1,2,3}y0=(xy) encuentra M x Nx 0
Solucién
El producto cartesiano M x N x 0 se define como:
MxNxQ={(mn g lmeM,neNyge0}

Entonces:
(alx)(aly) (a2x)(a2y)(aidx)(a3dy)
MxNxQ=1(8Lx). (& Ly)(b 2x).(8 2y). (b 3x).(63y)
(a1x)(aly)(a2x)(c2y)(cdx)({cidy)
EJERCICIO 19
Dados los siguientes conjuntos:

A =(1,2,3),B={2,4}yC=(3,5,6)
Realiza los siguientes productos cantesianos y verifica que el resultado del inciso 6 es igual al obtenido en el inciso 7:

1. AXB 6. AX(BxC)
2 AxC 7. (AxB)xC
3. BxC B. (AUB)IX(ANC)
4. BxA 9. (A-B)xC
5. CxB 10. (A-C)X(ANC)

@ Verifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente
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CAPTUO 13

CONCEPTOS BASICOS DE ALGERRA

EISTORICA

HE

U TA DD EC

al-Khwarizmi

M atemdtico arabe, conocido como el
padre del dlgebra.

Sus obras incursionan en las ramos de los mo-
temdticas, astrologia, astronomia, geografia e
historia. Una de sus obras importanies por su

contenido algebraico es la que lleva por titulo
f-{r'sog al-gabr wa'lmugqabala, considerada uno de los primeros libros de
digebra.

Es el auor de uno de los mélodos geométricos mds antiguos para resolver
ecuaciones de segundo grodo, el cual se conoce como complefar cuadrado.

En las ecuaciones llamaba “cosa” (xay en castellano) @ la incognita, a él
se debe que se utilice la lefra “x" para representarla.

Sello ruso dedicado a al-Khwarizmi
(780-850 d.C.}
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Algebra
Rama de las matemdticas que trata a las cantidades de manera general.

Expresiones algebraicas
Se conoce asi ala combinacitn de nimeros reales (constantes) y literales o letras (variables) que representan cantidades,
mediante operaciones de suma, resta, multiplicacidn, divisitn, potenciacién, etcétera.

Ejemplos
3a + 2b -5, en esta expresidn son constantes 3, 2, — 5 y las variables sona y b.
(2 + 8)(52' - T), enesta expresi6n son constantes 8, 5 y — 7, variable “z" y 2, 4 exponentes,

Término algebraico, Es un sumando de una expresitn algebraica y representa una cantidad, A todo término algebraico
= le denomina monomio y consta de: coeficiente, base(s) y exponente(s).

Ejemplos
Término Coeficiente Base(s) Exponente(s)
8y -8 ¥ 3
%m‘ % m,n Lx
-%(2x+1]" -% 2+ 1 =3

Términos semejantes. Dos o més términos son semejantes cuando los mismos exponentes afectan a las mismas bases.

Ejemplos
Los siguientes términos tienen las mismas bases con sus respectivos exponentes iguales, por lo consiguiente son
Emejantes.
1
~T7bcon 4b - 8¢y’ con Ty’ % abc’ con abc’

Reduccién de términos semejantes

Para simplificar expresiones que involucren términos semejantes, se suman o restan los coeficientes.

EJEMPLOS

% 1 @+ Simplifica la expresién —7a + 3a.

Solucién

Se agrupan los coeficientes y se realiza la operacidn que da como resultado:
=Ta+3a=(-T+3)a=-4a

2 @+ ;Cudl es el resultado de simplificar la expresidn —6xy” + 91" — xy*?
Solucién
Se agrupan los coeficientes y se realiza la operacitn para obtener el resultado:
=60y + 95 - 1) = (-6 +9 ~ Iy* = 2"
Por consiguiente, el resultado de la simplificacién es: 2xy”
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3 ®e+-Reduce la expresién —=10x™ y* + 5x™ y" — 6x™ y* + 11x™° y".
Solucién
Se efectiia el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores y se obtiene:
_luxZayk + SxZayk = Gxiay& + IIxZayb o (—10+5—6+ lljleay& o sz-:y& - U
El resultado es igual a 0
4 e« Simplifica la expresién 7Tx — 3y + 4z — 12x + 5y + 2z — 8y - 3z.

Solucién
Se agrupan los términos semejantes:
Tx=3y+4z-12x+5y+ 2z - By—-3z=Tx— 12x - 3y+ Sy —-By+ 4z +2z-3¢
Se realiza Ia reduccitn:

=(7-12x+(-3+5-8)y+(4+2-3)z
=—5x-6y+3z

Por tanto, el resultado es: — 5x — 6y + 3z
5 @« Simplifica 0.54°b—3ab” - 5a°b+0.75ab" - %a‘br
Solucién
Se expresan los decimales en fracciones, se agrupan y simplifican los términos semejantes.

&
2

_l 3 zs 3 é 3
—za’b Sa’h 3.::& 3ab+4ab

= (1—5—3)a35+[—3+§Jab3
2 3 4

05a°h-3ab’ - 5a°b+0.75ab* —%a‘b =—a’h-3ab’ —Sasb+§ab3 —%a’b

9

31
Entonces, el resultado es: —?asb - Eabs

EJERCICIO 20
* Simplifica:
> 1. 3c -8
2, 6a’b+7a’b
3. =6y’ - xy - 3xy’
4. dny'? —dxy's
: 5. —2a’b+ 1247
6, —3a+5a—10a
7. dx=3x-2x
8. Tab + 4ab - 3ab

PR R I ]
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25,
26,

27,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

9.
10.

11.

12,
13,

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20,
21,
22,
23,
24,

S5a’-Ta' +3a" -2
—m+n+m+n
-}a’b—-i-aab+éa3b

=3 4 25 — g™ + 2g™

0.25b - 0.4b + 0.2b

%ab’c—%ab]c—ab’c

A = 10m*” + 3m*?

Bx—3y—Ox+5y—2x+y

10a - T7b + 4a + 5b — 14a + 3b

—=12m+3n—4m-10n+ Sm—n

124’ + 3ab’ - 8a’b —10ab” - 3a’b + 6ab’

9a°bc = 5abc” = 12a°We + 30D + da'bc

-3+ 2% T+ 104 - 1297 + 15

— BIm® = 1Tmn + 150" + 2007 + 3mn — 171" + 53m* +18mn + TH*
2 =300 - T - e 1 B I

= 3™ + 10x™* + 23™° - 3™ - 8™

§5.8 15 g 4
= s — 5 — =

7% 2a-.f:+2a +5ab -3a zab
Exﬂ—l_lbn—z +lxn—l_gbn—2_4xﬂ—l
3 10 2 4

1 2
05x =25y + 04y ——y——
Sx y+ 0.4x zy sx

\alor numérico

El valor numérico de una expresién algebraica se obtiene al sustituir a las literales o letras con sus respectivos valores
numéricos y entonces se realizan las operaciones indicadas.

EJEMPLOS - =
'g. 1 .O'Dcterminaelvalurnuméricudclacxprcsién:x"y’zs;six=4,y=3,z=%.

2
i

Solucién
Se sustituyen los respectivos valores de x, y, z y se efectian las operaciones indicadas para obtener el valor numérico
de la expresitn:

=288

w2 = (@ (7 (2] =)o) £)- 2224

Entonces, el resultado es: 288
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, 5% 2xy y 1
2 ®+;Cudl es el valor numérico de 3 5+3xx 2.y 4?
Solucién
Al seguir los pasos del ejemplo anterior, se obtiene:
1 : 4 1
) = = =
s 2y y s X )(4),, 4 _54) 3 3
3 I 3 5 32) 3 56
20 1 1
= e —
3 5 24
_ 800-24+5 781
© 120 120
81
Por tanto, el valor numérico de la expresidn es igual a: -:20
3 @+ Encuentra el valor numérico de 3" — 2mn+n'p;sim=-3,n=4,p=—
Solucién
Se sustituyen los respectivos valores en la expresitn y se realizan las operaciones:
3nf = 2mn+ n'p =3(=3) - 2(=3)H) + ()= 5)
=3(9) — 2(- 3)(4) +(16)(- 5)
=27+24-80
==29
Por consiguiente, el valor numérico es: —29

EJERCICIO 21
Encuentra el valor numérico de cada una de las siguientes expresiones si:
1 1 1
= =35 it b S e =1(]| =
2,n=3,p ¥y z2=3
2
1. 2m+n 10. [ £ ) 1g, M-p_Rr+x
2m+n n m
2 m-n+y Bp=-z 12x=- 2
11, p*+2px+ % o, SETE N, 2
3. Bp+3x A 2n z X
47 2 m._ noy an
4 2z+6x 12, m*=3mn+n 20. = p+z
n
15, 2.2y 21, (m=n)p-x
5 5m-2n+3y o g J P
2 2
6. x+z-p RIS % 22. (6x-2p)3m’ - 2)
7 3x+4z-9 2 | it
n 15, PR Bp_BP T YL
z x m z P
m(y
8. ;[E+m+6) 16, i_g 24, 3(P—X}"
2 2
Lo e LA

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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lenguaije algebraico
Expresa oraciones de lenguaje comiin en términos algebraicos.

Ejemplos
Expresa las siguientes oraciones del lenguaje comiin al lenguaje algebraico.

B owop e

A

Lenguaje comiin
Un nimero cualquiera.
Un niimero cualquiera aumentado en siete.
La diferencia de dos niimeros cualesquiera.
El doble de un nimero excedido en cinco.

La divisién de un mimero entero entre su antecesor.

La mitad de un nimero.
El cuadrado de un nimero.
La semisuma de dos niimeros.

Las dos terceras partes de un niimero disminuido en cinco es igual a 12,

Tres mimeros naturales consecutivos.

. La parte mayor de 1200, si la menor es w.,

12. El cuadrado de un nimero aumentado en siete.

13. Las tres quintas partes de un nimero més la mitad de su consecutivo equivalen a 3,

14,

15.

16,

La raiz cuadrada de la diferencia de dos cantidades.
El producto de un mimero positivo con su antecesor equivale a 30.

El cubo de un nimero més el triple del cuadrado de dicho nimero,

EJERCICIO 22

Expresa en lenguaje algebraico las siguientes oraciones:

P R R R R N A S N B N

—
_—

L A T T o

. Un nimero disminuido en tres.

El triple de un nimero excedido en ocho.
El cociente de dos mimeros cualesquiera.
La parte mayor de 100 si la parte menor es x.

Dos nimeros enteros consecutivos.

Tres nlimeros enteros pares consecutivos,

El cuadrado de la suma de dos mimeros cualesquiera.

La suma de los cuadrados de dos nimeros cualesquiera.

El recfproco de un niimero.

La rafz ciibica de la diferencia de dos nimeros cualesquiera,

. La suma de las mices cuadradas de dos nimeros cualesquiera.
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1200 - w
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Conceptos basicos de dlgebra

12. Diez unidades menos que cinco veces un nimero.

13, La sexta parte de la suma de dos nimeros,

14, La suma de tres niimeros pares consecutivos es igual al triple del menor, mds las tres cuartas partes del mayor.
15, Un mimero de dos cifras, cuyo digito de las decenas es el doble del de las unidades,

16. La cuarta parte del producto de tres nimeros cualesquiera menos 4.

17. El cuadrado de la suma de dos niimeros es igual a 49.

18. El drea de un cuadrado de lado x unidades.

19. El perimetro de un rectdngulo, si se sabe que el largo es tres veces su ancho,

20. El perimetro de un tridngulo rectingulo, si se sabe que el cateto mayor mide tres unidades més que el cateto menor
¥ que la hipotenusa es dos unidades mayor que el cateto mayor.

21. El precio de un articulo disminuido en su 15%.
. El exceso de 50 sobre el doble de un nimero.

. Dos niimeros cuya suma sea 80.

. El drea de un rectdngulo, si se sabe que su largo mide tres unidades menos que el triple de su ancho.

. La edad de una persona hace 10 afios,

. El exceso del cubo de un niimero sobre la mitad del mismo,
28. Los dngulos de un tridngulo, si el primero es el doble del segundo.
29. La cantidad de alcohol en un recipiente de x litros de una mezcla si la concentracién de alcohol es 30%.
30. Laedad de Alberto si tiene cuatro afios mds que el doble de la edad de Patricia.
31. Las dos terceras partes de un mimero, mds el triple de su consecutivo, menos su reciproco equivale a 10,
32. El doble de un nimero equivale al triple de su antecesor excedido en siete.

7
m
24, Tres nimeros impares consecutivos,
25
26
27

@ Varifica tus resultados en la seccién da soludones correspondienta

Dada una expresion algebraica, se representa en lenguaje comin de la siguiente manera:

EJEMPLOS .

. | @+ Representa en lenguaje comiin la expresién: 3x — 8.

g. Solucién

T Primero se expresa la multiplicacion y posteriormente la diferencia.

3x - B =el triple de un mimero disminuido en ocho

2 @« Expresa 2x +x" en lenguaje comin,
Solucién
La expresion queda de la siguiente manera:
2x +x" =la suma del doble de un niimero y su cuadrado
Otra forma de representar en lenguaje comiin la misma expresion es:
2x +x” = doble de un niimero aumentado en su cuadrado.
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3 e

2 4
Expresa en lenguaje comiin Ex—l =3
Solucién
Una manera de la expresion en lenguaje comin es:
Dos novenos de un niimero disminuido en la unidad equivalen a cuatro tercios.

EJERCICIO 23
Cambia las sigulentes expresiones algebraicas a lenguaje comiin:
1. x+3 10, 3y-2=25
2. 2a-11 11. %z+2=z
4.0 12, éw(x—y]+3=x+y
5 x 1
4. = 13, Z=_(x-
& . 5(x-)
5 l 14 xz_yz
n .
6. (a+b)’ 15. x*-2x
2
7. x'+y° 16. (—‘Hb)
2
. g3
s U8
9. 5x=30 18, ¥+ (x+ 1)

m

Ejemplos

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

JEMPLOS

1 ee

Polinomios
Expresion algebraica que consta de varios términos algebraicos,

Suma
En la suma los polinomios se escriben uno seguido del otro y se reducen los términos semejantes.

Suma los siguientes polinomios: 5x° - 3x" — 6x —4; - Bx’ + 20" = 3; Tx’ = 9x +1.
Solucion
Los polinomios se escriben de la siguiente forma y se realiza la reduccion de términos semejantes:
(5 - -G -+ (B + U =N+ (T -+ 1)=-"+ 6" - 15x -6
Por tanto, el resultado es: — 3x" + 6¢" — 15¢ - 6
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Conceptos basicos de dlgebra

2 ®e-Efectia la siguiente operacin: (2¢— Ty =32+ 6) + (= 9x + 42) + (- x + dy + 2 - 8).
Solucion
Con un fin mds préctico, se ordenan los polinomios haciendo coincidir los términos semejantes en columnas; asimismo,
se reducen los coeficientes término a término.

x=Ty-3z+6
+ =9 +4dz
- x+4y+ z-8

—Br-3y+2z-2

El resultado de la suma es: — Bx =3y + 2z -2

3 @+ Realiza la siguiente operacién: (%x”' —%y“ —é]+(%x"“ + %y‘“ +%}
Solucién

Se acomodan en forma vertical los términos semejantes y se realiza la operacion columna por columna:

1 3 1
L2
5 40,1
20 -2y
Por consiguiente, el resultado es: 2x™" - % e +é

EJERCICIO 24
Realiza lo siguiente:

1, Suma los polinomios 3x— By —2z; Tx +3v+ 2

2, ;Cuél es la suma de — 5m — 3n + 6 con 2m + 2n — 87

3. Realiza (1la=b+c)+(=8a=¢)
4. Efectia 3p—-59-67+(2p+3g-2r)+(-12p+dg+r)

5. Suma 6% + 3x —2con—x" +Tx + 4

6. (8a° - 64"+ da) + (42’ +a’ - da - 5)

7Gx =3+ 6=+ (- A+ + K- T +3)

8. Realiza (5x" — Sx + 6) + (2¢ - Tx + 4) + (- &* + 10x - 10)

9, Sumay’ -y 2" —Sy+ T4y’ - 5" +3y -8
. 10, ;Cudles el resultado de sumar 82 —=9;— 47 + 22" + 6; 557 = 22" = Tz + 27
* 11, Efectiala suma de 4¢ — 10xy — 12y 3" — 10¢" + Sxy; Bry — 3’ = 2y
- 12. Realiza (¢ = 3x) +(x* + 66) + (-2 - 2)
. 13, ;Cudl es el resultado de la suma de — 1557 = 3x'y* = 61y, = 8y + 26 = 4ny™?
v 14, Sumax® -y =Xy + XY =00 '+ Sy - &Y - 4x'y + Y - Iy
. 15 Realiza (3¢° - 4a)) + (7a' + 6a) + (- 34" + Ta) + (- a* 4a”)
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5 2 1
16. Suma los polinomios Ex’ -Sxy+ Ey’; - Exz

g 5 1 3,
2 i s B
pt e J::’+2Jc‘_'bt red

1 1 1 1 1 5 2 3 3
17, Efecttia | == + —p* == M S L ey — g
( ﬁa +8& 2aE:)+ [ 3:: +4b +6ab}+( 3.!: +4ab+6a)
1 3 1 1 2 1 2
18. S i ios —xly—= s 2 e oxly— R St eyt =iyt
uma los polinomios ﬁxy 5y3+8# x 2xy JF 3x 4*} Sy

1 1 5 1
19, Efectia - —xl-2 —pei
ec [x’ 2y]+ [3x y]+ [ 2Jc' 3}']

1 3 1 3 5 1 2 1
20. Suma x’ -y ﬁx’y’ - Exy" —Eys; Ex"y—gx’y’ —ay’; 2ty - Efy“' —gys

1 3 1 1 3 1 3 2 1
21, [op22 L S U P T S S B S I L
[zx" 4Jn5+2]+[ﬁx’+2:c: 4]+[3x +xi =2 i l]+[ ol +2x]
22, ;Cudl es el resultado de sumar (Sa™ — 2a™ + 7a") + (— 2™ + 4a™ — 6a")?

23, Suma 3x® = 5S¢0 T A T T A e T = = T T e I

3 5 1 2
24, ;Cudl es el resultado de sumar Ebz'—gb'+b, —Ebz'+b‘—§b y =b™ +2b7

1 5 1 2 1 1
25, | Sx'TF =y Ly T DRy -2y — el F g~ -1y
[ X X X ]+[ x' + x' + f ]+( b et 7 ]

@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

Resta

En esta operacion es importante identificar el minuendo y el sustraendo, para posteriormente realizar la reduccién de
t€rminos semejantes,

EJEMPLOS >
-g, Ty @5 Realiza 1a siguicnte operacién: (4a—2b -5¢)—(3a—5b-Tc).
2 Solucién

En este ejemplo 4a—2b - 5c representa al minuendo y 3a - 5b — Te al sustraendo. Se suprimen los paréntesis y se
procede a efectuar la reduccién de términos semejantes.

(4a-2b-5¢)-(3a-5b-Tc)=4a-3a-2b+5b-5c+7c
=a+ 3+

Por consiguiente, el resultado de la resta es: a+3b+2¢

2 ®e-De 16¢* — 7x — 8 restar 6 — 3x +6.
Solucién
El minuendo es 16x'— 7x— 8 y el sustraendo es ¢ + 3x — 6, entonces al sustraendo se le cambia el signo — (6" — 3x +6) =
—6x" +3x -6 y se acomodan los polinomios en forma vertical para realizar las operaciones entre los términos seme-

jantes:
16x* = Tx— 8
-6 +3x— 6
10x" — dx - 14

Por tanto, el resultado es: 10x° - 4x — 14
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T .ORcsta—Eab -6b° +24° ——ab de a—Zb +3ab —ab’.

Solucian

con respecto a los exponentes es: —%azb—ﬁbs +24° —%ab’

Conceptos basicos de dlgebra

—(—%a’b—ﬁb’+2a’—%a&z] = —2:::3+§az.f:+%mﬁr2 +68°

4
Se acomodan los polinomios y se reducen los términos semejantes:

030 ap -2’

“2a'+ Ea’b+—ab +6b°

2
5 4 13 , 1 .4 3
——a +—ab-—ab” +4b
3T gt
5 13 4 2 3
Finalmente, el resultado es; —=a” + ab- ab +4b

3

1 1
En este caso el minuendo es Eas -2 +§a’b—abz y el polinomio sustraendo al cual se cambia el signo y se ordena

EJERCICIO 25

10,

11.
12,
13,
14,
15.
16.
17.

Realiza las siguientes operaciones:
1.

De 5" -3a+2 resta 84" — Sa+7

2, ;Cudles el resultado de (3x — 5 — 6x +3) — (2¢" + 4x — 8)?

3. De 4¢* - 104" + 24" - 3a - 4 resta 54" - 3a* +6a -3

4. Efectia (4xy" - 5xy" + 6x'y — Bxy*) - (126" - 3ny" + 4y’ — 9xy)
5.
6,
7

De 7 - 8a’h + 3a’V’ — 6a°'h’ + 2ab’ resta 5a'b® — 3ab® + 8 - Ta'b - 2a°F

. Rﬁl‘iza (axm-i_jxm-l A Bxﬂ+3xa—l}_(4xﬂﬂ+6xﬂ+l _?xa_gxa—l}
. Dﬁ Sah—l+mh_8dn+l_3an—3mta lzah_sah—l_gam+l_4am—5

1 g &y 2

2 2 3

; ;Cuﬁlcsclrcsultadudc[%xs—%xz—ﬁx+§]—(—xs——x -=x- 1]?

1 2 1 3
. De Emzm3 +6mn' +m'n— gmsnz resta —m4n+5mzns +8mn* =m’n*

3
De %x’y’ +3x%y— dx* +éy" resta —gx" +éx‘y+%y“+%x’y’
Resta 8 — 3y — 6 de Sx +4y - 1
Realiza (@ +a-1)-(@—a+1)
Resta — 8¢ + i’ — 3x — 2 de 10x° — 12¢" + 2x — 1
4 Cudl es el resultado de restar 124 — 3a” + @ - 8 de 144" - 54" 37
Resta 16x%* - 32 + By’ de 4xy” + 9% + 105%*
Resta 3m™® =T + 8n" — 12m*" de dm™® — 60 + 20" — Br™"!
Resta 15¢™" = 3g™ — 82" + 102" de 4a™° — 54" - 3™ + 24"
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1 4 5 3 1
18. S = —f - = —f—-—
Resta 3m Sn p de ﬁm 2J't 6_::

3., 148 5+ 2,. 141, 1 41,
1II i i o S ) =y e et s o —
9. Resta 7x7y 2Jt'3 g0 3y de 3x’ SR TSR Y

15 3 3.3 4752 33 5 142 12-’
20. Restai-a b—-zab - 6a*bh® de 3ab" - Ba b—?‘-a b +~2~ab

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

Ejemplos

Signos de agrupacién

Los signos de agrupacién se utilizan para indicar que las cantidades en su interior se deben considerar como una sola. Los
signos son:

a) Corchetes [ ] b) Paréntesis ( ) ¢) Llaves { } d) Vinculo =

Reglas para suprimir los signos de agrupacién
Si el signo de agrupacidn estd precedido por el signo “+", éste se suprime y las cantidades que estdn dentro de €l
CONServan su signo.

t(—at+b-cl=—a+tb-¢

Si el signo de agrupaci6n estd precedido por el signo “~", éste se suprime y cambia el signo de cada una de las

cantidades que se encuentren dentro de éL

—(x=2y+3z)=-x+2y-3z

—2x—3y=—(2x-3y)=-2x+3y

Si en una expresitn existen varios signos de agrupacion se suprimen aquellos que no contengan otros. Este proceso
se repite hasta llegar a una expresidn que carezca de signos de agrupacidn,

1 @+ Simplifica 2¢ + {— [Sy + Bx - 2)+ 2~ (-x +y — z+4 )] - (~x+))}.
Solucion
Se suprime el vinculo;

2+ (- [Sy+Bx-+2-(-x+y- z+4 )] - (-x+)}
=2x+ {-[Sv+Bx-2)+2-(-x+y-z-4] - (-x+ ¥}

Se suprimen los paréntesis:

=2x+ {~[Sy+3x—-z+2+x-y+z+ 4] +x -y}
Se suprimen los corchetes:

=2x+ {-Sy=-3x+z=-2-x+y-z-d4+x-y]
Se suprimen las Haves:

=2x=Sy-3x+z-2-x+y-z—4d+x-y
Se agrupan y reducen los términos semejantes:

=2x=3x—x+x-5Sy+y-y+z-z-2-4
==x=-3y-6

Por tanto, el resultado es: —x— 5y -6
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: soe § J8 2 1 —
A T Snnphﬁca.zx {4x 2y+[1x 37 [x+4y x y]]}

Solucion

Se sigue el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior:

1 3 2 1 —
3% {Ex—2y+{2x— 30 [—x+ Ey—x—y]]}—
1 3 2 1

= Ex—{zx—iy +(1x— i [—x+;y—x+y]]}

3 2 1
x—{:x—iy +(2x— e Ey+x—y)}

b | =

1 3 2 1
S J o e L - -
2 {4x y +2x 3_-,r+x 4y+:c y}

=

3 2 1
= —x—zx+2y—2x+§y—x+zy—x+y

1 4
Por tanto, el resultado es: _TTJH %y

EJERCICIO 26

Simplifica:

L 3x - {2y-(5x+3}

2, - (6a-3b)— {5a-9b - (2c — 9b}}
3. - 10x— (B — 4y +22) + (Sx — dy — 22) — (10x — 3y — 42)
4. dm+ {(6m —3n)— (9n — 5m) + (8B — 2n)}
5. 2a—{Ta-(3a-Tb) + (10a - 9b)}
6
7
8
9

. = (c+ )+ [Br = 2y + (- 8x = Sy - (6x - 8y = Ty)} - 6x]
. 8¢ = (3" —6y - 2x -3y - [9x" — 6y — 4x] — (2¥" - 9y + 6x) - 3¥'}
. = [ 6x+3y —(Bx— [2y— 4x - 2x—6y + 10x] - 9y) + 12x}
. =9y +3z— (5x — 10y - 8z — (2x — 6y +7z - [2x - }y])}

10. - 6x + (8y - (2x— [4x —9y — 6z] - 7x) - 6y} - (&x — [3y —22] -9y)

2 1 % 2 1
11, Zg=4-=b-|2q-= Zat—-=
3a { Sb (a jb]+3a} ib

2 1 1 1 1
12, dsetse pontesooya] saus
x-Tx (3¢ y]+{2x g [ﬁx 3}']}

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondienta
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Multiplicacién
Para realizar esta operacion es conveniente recordar las reglas de los signos.
Regla de los signos
() =+ =)=~ =X+ == )= =+
Ley de los exponentes para la multiplicacién. En la multiplicacién de términos con la misma base los exponentes
& suman.

Monomio por monomio
Al multiplicar monomios, primero se multiplican los coeficientes y después las bases.

EAEMPLOS : o
1 @9 ;Cul es el resultado de (- Sx*y'z)(3xy'2)?
Solucién
Se multiplican los coeficientes y las bases:
= 58Y DY) = (- HA ' ¥ ¥ ¥ 22
Se aplican las leyes de los signos y de los exponentes:

Ejemplo

T ljxﬂ2y5+ﬁ2|+l
= 15:55"7
Por tanto, el resultado es: — 15¢°y''7?
2 ®e-Realiza la siguiente operaci6n: (—-i—aﬁbscs ](_ %azbc" ) ;

Soluciéon
Se efectiia el producto de las fracciones y se aplica la ley de los exponentes pam las bases.

_E ESS[_EZ 4 _[_E _E ﬁ+25+l5+!_£559_£!ﬁ;
[4abc) sabc)— 3 30 b e —uabc—ﬁabc

By 5 Bp 6 9
Por consiguiente, el resultado es: @ b'c

3 @« Realiza (- abc)(3ac).
Solucién
En este ejemplo, la base b no se repite en ambos factores, por tanto, se pasa igual en el resultado.
(—abc)(3ac)=-3a"'be"'= - 3a’be?
Hl resultado de la multiplicacitn es: - 3a’bc’
4 ®e-Realiza (35™7y™ )(-2x"7y™).
Solucién
Se aplica el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores, no importa que los exponentes de las bases sean
expresiones algebraicas,
(axza-ayss ](_2 it yza] = —Gxl2o eI Bas2 _ _g yamtySa

Por tanto, el resultado es: _6xﬁa—qy5,
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5 ®e Efectia (-3a'bc)(24’ ¢ )(-5ab’c?) .

Solucion

El resultado del producto es: 30a’b*c*

Conceptos basicos de dlgebra

(—342‘5?0](20265 )(_Sabscz ] - (_ ](2](_5] a-1+2+lbl+3cl+5+z = 300154(-'5

EJERCICIO 27
Resuelve las siguientes operaciones:
L (5x){(-3x) 16.
2. (A7) (6x°y'2) 17.
3. (<Tae’)2a'be®) 18,

3 2
o (Foe)-3) v
5. (=10m"p)(-5m*p?) 20
6 (Qc"mgp’](—%cﬁmJ 21
1. (= xyz)xyz) 22
8. (ac)(—4a’) 23
3 Lo
5. (-3m)(-5m'w) -
7 Gy 8 2 2 12 5.
10, (Ea b'c ](3“ b c] 25
4 3,
11, [—gxsz[$x yf] 26
g 2 ]
12, (gmp }[—15»: p) 27
13. (U.‘Smﬁps](ﬂ.imzn] 28
14. (0.4abc)(0.12xyz) 29,

15. (5a™b"c)—24a"b’c)

Polinomio por monomio

l 3a-1 da](z a+2 _a+l
. (43: ¥ 3% ¥

30,
@ Verifica tus resultados en la seccién da soludones correspondienta

(60”0 (= Tt ™)
(= 9"y ) 4x'y")
(_ axb—SySH-!){_ 2x1n+lyh—ﬁ}

J (__Z_ah—sbzxcd](_%axﬂbcx]
1 da-1_Za 35 _1-1a

\ (—Ex ¥ J(4x ¥ ]

. (Sab)(- 3a’b)(2a’bc)

. (= TEY (= 2 )= 4xnyz)
o (= 5x)X3y)(- 22)

- (@)= 207)3x )= 2y
: (%asbch(Ea'bcz){ﬁm](}SEa"bz)
: (—%aﬁb][ga’bc][—%ac](—ib’c’]

. 42’V c)- S5a¥b )~ 2a* b7

[-3=")
By 4y ) - 2%7y™)
2a"B)(-2m"n’)- Sa'm’'n™)

Se multiplica cada uno de los términos del polinomio por el monomio o viceversa, como lo ilustran los siguientes

ejemplos:

EJEMPLOS
-é_ 1 ®e Resuelve (5xy" - 3xy'z + dxz')(- 3x'y).
o Solucién

8]

.

Se multiplica cada uno de los términos del polinomio por el monomio;

(5x°y* = 3x'y'z+ dez')(= 3xy) = (5xy')(= 3x'y) + (= 3x'y'2) (= 3x'y) + (xz’)(=3x'y)
=— 15%° + 9fy'z — 12¢%y2"

Por tanto, el resultado es: —15x"" + 9x'y'z — 12¢%yz°*
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2 ®e-Realiza el siguiente producto: (- 7a"b' ") (da™ ~'b™ - 5¢™ b + 3¢ B,
Solucién
Se realiza el producto del monomio por cada uno de los elementos del polinomio:
(= 7d™" 4™ 6™ - 54" ™ + 3> ™)
=(_ .:l,ansbl —2;}(4a&—:b2.)+ (_ -Mn:bl—z.)(_ Sa&—zbznl}_'_ (_ Ta;+3b|—h){3ah—3bz.+z}
=—284"*p + 354" B’ - 214"*

Luego, el resultado es: — 284" 7b + 354" 'b" - 21a%F°

4 2 3
3 @« Resuelve el siguiente producto: (31"" - Ex'” +Ix"“s)(——x"+' )

Solucién
Se multiplica el monomio por cada uno de los elementos del polinomio;

i n—l_z -2 E —s)(_z -l-i)
(Sx 3x"' +4x" 3x"'

L e SR C

__i Im i m-l _l -1
=-* +gf zxz

Por consiguiente, el resultado es: —%xz' +%x”"‘4 - %x""’

EJERCICIO 28

Realiza los siguientes productos:
1. (4a” - Tab)(2a’b)
(= 3m)5m* = 307" +6m -3)
(3" =Tx" — 2x)(xy)
(- 3ab)(2a" — Tab + 8b")
(6a°0” — Ta°h* + 4ab’¥4a'b?)
(= 5x)%2) (12 =3x"y - 4xz)
(5m’n = 3m’p + 6m")}(Bmp™)
(4a’c =7a’b - 2c)(-3ac")
(5m®n = 3mn’ + 2mm)Bnd* '™
(— 2 (T - 8% + 6" — 9 + 2)
. (3a®1p* = Ta"p ™™ = 4@'b™')(= 300"
(= SNSRI - 2y ey
(Ba™c" - 3a™'B"c? + 270 e~ 4ab )

1 340 3 (2.0
[za Sb 4@](301&

L A R o

et
Wop=e

-
e
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19,

@ Vaerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS
-E, 1 @« Efectda la siguiente operacién: (5x° — 3x — 2)(dx — 32 — 6).

£

Conceptos basicos de dlgebra

4 o 3,2 12 ]
=xy || =x* —=y"+6
3 ?](4 3? Xy

2 T2, 8 e 1 (i z]
(Sa za& +Sab lﬁb) Sabc'
4 L. {.] T m+3 o
[_5__“5 -I-Ibz _Ea SC ](_Sasc-l]

L oo e | e =
Ex‘”—gx”+zx !]( ]

4
( 44#}( %a"b"c t3 am ]

= ('i'"l"’](i’"’”’"‘“ =2 s piet _Em”ﬂ)
5 4 2

3

Polinomio por polinomio
Para multiplicar polinomios por polinomios, se siguen los pasos indicados en los siguientes ejemplos:

Solucién
Se escriben los factores de la multiplicacién en forma escalonada (como en las multiplicaciones aritméticas), y se
ordenan los polinomios con respecto a los exponentes en forma ascendente o descendente, segiin se quiera.

5% -3x-2
X =3¢ +4x -6
Se multiplica el primer término del polinomio de abajo por cada uno de los términos del polinomio de arriba.
Sx'=3x =2 (- 35°)5x") = - 15x"
X -3 +4x -6 (=3x)=3x) = +9%
- 15x* +9x" + &x* (-32)-2) = + &x*

A continuacién se multiplica el segundo término del polinomio de abajo por cada uno de los términos del polinomio
de arriba y los resultados se colocan debajo de sus respectivos términos semejantes del primer resultado.

5 - 3x -2 (4x)(527) = 2008
X -3+ dx -6 (dx)(-3x) =— 12’
-15¢'+ o'+ & (4x)-2)=-8
+20x° = 12x" = 8x
Se repite el paso anterior para cada uno de los términos siguientes (si es que existe).
5 =3x-2
X =3 +4x-6 (-6)(5x") = - 30
- 15+ '+ &’ (-6)—3x) = 1Bx
+208° - 12" - Bx (-6)}-2)=12
=30 + 18+ 12 (contintia)

281



13 Carflulo

AuGesra
{(continuacidn)

Por iiltimo, se realiza la suma.
5% -3 -2
X =3 +4x -6

- 158+ 9+ 61

+20F° - 126 - B
=302 + 18x+ 12

— 152" + 29x° — 362 + 10x + 12
Por consiguiente, el resultado es: —15x* + 29¢° =367 +10x + 12

2 ®e Efectiia la siguiente operacitn: (5x'y — 3x%" — 6ey)(3x'y — 47 + 3n3).
Solucién
Se acomodan los polinomios de manera vertical y se realiza el procedimiento descrito en el ejemplo anterior.
Sxy— 3y - 6y
X 3x'y- 4y + 3xy
152%" - oxy' - 18xy"
. - 20x%* +12x%° + 24y
+ 15y - Oy - 18y
156y = 20x%* = 3y + 120" + 15x)* - 186

Por tanto, el resultado es: 15x% — 20x%* -3y + 12x%° + 15¢°y* — 18

3 ®@e-Cul es el resultado de [%m’ —3mn +%n’)[%m— %n)?
Solucién

Este es un producto de un polinomio por un binomio, los resultados de los productos se acomodan de manera horizontal
y se realizan las reducciones de términos semejantes.

5 4 1 2 1 5 2 5 3 1
=m® =3mn+=r’ || Sm==n|=Sm’ =2m'n+=mn’ ==mn+=mn’ -—n’
(G -3me 30 | 3m-10) S =S

3
5 5 M 3 a5
3

5 13 31 1
Fl resultado de la operacion es: gms —-4—m’n+ﬁmn’ - gp;‘

4 ®e-Obténel resultado de (22" +5x°7 — x4 277 )(x*" 424 - 7).

Solucién
Se acomodan los polinomios verticalmente y en orden decreciente y se obtiene como resultado:

zxn-l-s +sxa+2 _xa+i+xa—2

% xm—! + zxa _xn—l
2x29+-1 + 5x2a+3 - x2a+2 +x2a—|
+ +4x2n+3 + 10x2a+2 i 2x2a+l + zxZn—Z

_2x2n+2 o 5x2a+l +x2a _xia—l
2x2n+-! +gxb+3+ Tx!ﬂ+2 o ?xZE-H +x2f! +x25—| +2x2ﬂ—1 _xZE—S
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Conceptos basicos de dlgebra
EJERCICIO 29
Efectiia los siguientes productos:

L. (x- +2 23 (E TELE )(2 o3 )

c x=THx +2) | FgEEGI AT S¥TEX

. (m+9)(m-8) 24, (™" =n""Ym = n)

 (—x+2}3-x) 25, (B"=b" +b™Nb + 1)

. Bx+Dx+4) 26. (20" 4 x™2 - XM - 20

27, (7= 20 + IR+ )

2
3
4
5. (2x- 503 +2)
6. (5x — dy)(5x + dy) 28, (3¢ - Sx— 202" - Tx+4)
7
8

. (Bx+2y)(3x - y) 20, (dx - 6" = O +2x+ 1)
L+ =T 30. (4 - 26y + 60 WPy - ' - 2)
1 4
9, (Ex—S](x+§] 3. (m+n-plm-p-n)
5 1 2
10. (Ex—iy](gx—f!y) 32. (2m=3n+35p)n+2p—m
3 1 4 1
11. [Ey_gx)(_gx_iy] 33, (a+b-ca-b+c)
12, (¥ =20 +¥)Mx - y) M, (F=-2e+ DX =27+ 2)
13, (% +2xy + )N x +y) 3s. (%xz—%x+§J(6xz—4x—2}
14. (" —mn+ 0" Ym+n) 36, (" +x™ =" - ™)
15. (m® + mn + 1*)m — n) 37, (2™ + A= + 2 + 1)
16. (52 = Ty — dny)(3x - 2y) 38, (@b" - a'b+a' = 3ab’ + b)(d — 20" + ab)
17. (40" — 94" — 4ab)(3a - Tb) 39. (3m™" = 2w + mYm*+ 2m - 1)
18. 24" -3a+4(2a-1) 40, 3+ ¥ - S - BT -6
19. (5x' = 3" = 6)(3x - 4) 41, (i =m +m* +1)(m + m’ = 2m = 1)
20, (¥ =3x+ DT -1) 42, [%x’—%+%x’—§x][%xz—2+%x]
21, [%a2—3ab+%bz](§a—%b] 43, (@' -2 -ad+ @ NWad - a7 + )
23, [§x1+éf—%xy][4x—%y) 44, (@ +4a™ - 5" Na™ + d™ + a™)
0 Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondiente
Divisién
A continuacidn se muestra la regla de los signos de esta operacion:
Regla de los signos
)=+ (H)=(=)=- ) +H)=- G +E)=+
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Aicesra

ley de los exponentes para la division
En la divisidn los exponentes de las bases iguales se restan,

| E~1

i
a” -4

Monomio entre monomio

Cuando se dividen monomios, primero se realiza la divisién de los coeficientes y después se aplica la ley de los expo-
rentes para las bases. 5i la divisién de los coeficientes no es exacta, entonces se deja especificada; si las bases no son
iguales, entonces se deja expresado el cociente.

EJEMPLOS o
5,4 6

'§ ] @+ Realiza la siguiente operacién: %

g' Babc

o Solucién

Se dividen los coeficientes y las bases para obtener:

=16ab'c" =16 5, 44 oy 1,5
———a—=—a b ¢ =-2ak
8a’b’c 8
Finalmente, el resultado es: — 2a’be’

-10x7y°¢

@+ ;Cuil es ¢l resultado de ————
2 {Cudl es el resultado e s

7

Solucién
La divisién de los coeficientes no es exacta, por tanto, se deja expresada como fraccidn, la cual se simplifica y se
efectiia la divisién de las bases.

=10x"y’c _10 ;. o5 00 _5 5
_6x2yzc i ?x'r Zyﬁ zcl 1 ='§x5‘}"fﬂ =§xsy-l

Por tanto, el resultado es: %xi‘y"

3 @ Realiza 2%,
—X¥z
Solucién
Se aplica la ley de los signos pam la division y se dividen las bases.
e O O o, 0.0
—— ="y =2 = (1) (1) (1) =1
—xyz
Fl resultado es: 1
4 ®+ Cuil es el resultado de 8x™ 'y~ + 2x*3y%19
Solucién
Se dividen los coeficientes y se restan los exponentes para obtener como resultado:

sxk_I}'sa_‘ Ta-1}-{2a +3) _(Sa-4}-{3a-1} %a-1-2a-3_ Sa-4-3a+l 4 _2a-3
a+ a a —Ta- a—4-%a L,
2xz.=+sy3a—: = 4"'1 ¥ =4x ¥ =dx" ¥ ’
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Conceptos basicos de dlgebra
EJERCICIO 30
Realiza las siguientes divisiones de monomios:

0a°p" lzxsyzzq A s

L b 9. 18x°z 17. jﬂb"' ja b
42x°y? 2x'y’z 2 53 1,4

2 ——= 10, — = B
-Tx’y’ Bx'y' AR RS
_zﬁaibﬁ lleﬂa—d 562 T e 3

> o . Bmgh =g
Szpsqﬁ _10a5r5b4n+2 2

4, ry 12, — s 20, —ax‘ys +=2
%alﬂb! 43a21+3531—2c1 1

A -12a%’ W _16a B o M +_§m’@s
_zsalzbg _zuxfﬂ—zygllzfl 3
Sl 14 —=—— P e

6. 54 612 cd + 2 d*
-6 9 a—1_Za—4_5 3 3
—44a°p* Toournon i iagigan Fvetina 22 gua
6T 16. Bn:.n‘:s-:'+ 2t.l.fu:' 24, 7° b +39 b

0 Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Polinomio entre monomio
Se divide cada t€rmino del polinomio entre el monomio, como se muesira en los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS .
4 3

-é_ e Ercotia 2 '_5;, +x

i Solucién

2x"—5x’+xz_£_£ i__ 42 4 5T 22

- - - -x
==2x"+ 5x—x" =257 +5x-1

16x°y'z —12x"'y'z" + 6x7y*

2 @+ Determina el cociente de:
—Ax'y

Solucién
Al aplicar los pasos del ejemplo anterior se obtiene:

lﬁxﬁysz _ 12x"yﬁz2 6xsy9
—4x’y  ~dx'y  —Axy

= _4x5—1y5—lz F SxG—ZyE—I ZZ o %xs—zyg—l

3
=—4x‘y'z+3x’y5zz _Exys

El resultado es: —4x*y*z+ 3x7y* 7 —%xy’
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Acesra
4 e+ E m—2 - 12 +3
BB il o cosieni e = +6iﬂ g
Solucién

El monomio divide a cada uno de los términos que conforman el polinomio.

4 xmH 4 Rx* i 12x™* o ix(z""H"_z}+ Expm-z}-{n—z} - E“j_nw}—{n—z)
62" 6x"7 62" 6

+4x
3

3 x!pi-l—pi-z Il 1xu+3—n+2

x™

Wik by

4

+§-x2n_2x§
e 2 w3 4 L]

Por consiguiente, el resultado es: Ex +§Jr2 -2x

EJERCICIO 31
Realiza las siguientes divisiones:
L % 11, (%asb’ ia"b -a’b’ ]+6ab
4x* +2x* (1 8,7 G5, 1 43) 2
2, — 12, | = + =
2 4a b ab ﬁa b |+——ab
Bx"y—20x" 3 4 4
3 — 13. | = B I -y e T R
ax (s” TR T 4
2 -x'+
4, % 14 (%fﬁ—%xﬁ}*j+3x5y'“]+—§x"y‘
4
5, —2-x-—+—g~§—ﬁ—xi 15 (le 'y® -3 By + xsy“ -x’y ]+——-x ¥
p 8x" —10x" -12x° 16, @ b7c" +6a"b"c™ - Ba" b7
? —4x2 : lGEIbSycI:
2
zjmdnﬁ o ljmsnﬁ + 3?""2 x.’ln—ly!eﬂ-i _lzxﬂﬁyzn—ﬁ
7. 3mn 17. 6xa+zy3a—1
Bza'lbs + 4Baﬁb-| _adb! lﬁaSm—!b?mH ot lzaﬂnﬁzbﬁn—i + Sa}l—dbin
E Bﬂﬂs ls' _4a2u—5blln+l
g' Bxgyﬁ _49xT;F!_1x2y 19. maﬁn—dbk-&lﬂ _Sﬂah—!b&—l_'_saSan
7x2y _lua2n+2b2n
1 5 1 Yugugararss 1 g T
10, |=a®-= = =x Ay —oxy
[4“ 2a]+2a 20 4 Y kA ik

%xz—iﬂy}z&zl—c

@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
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EJEMPLOS

-ﬁ, 1 ®+ Efectia la siguiente operaci6n:

£

Conceptos basicos de dlgebra

Polinomio entre ofro polinomio
A continuacion se enlistan los pasos a seguir para realizar esta operacion:

3x" =5x+2
3x-2

Solucién

L.

Se colocan los polinomios como en la divisitn con niimeros reales, y se ordenan seglin convenga con respecto a
los exponentes:

3x—2 (3" -5x+2
Se toma el primer término del dividendo, se divide entre el primer término del divisor y el resultado se coloca en

2

¥
Ia parte de arriba: i x.

X
-2 [3x —5x+2

Se multiplica el resultado de la divisién por cada uno de los términos del divisor; a cada resultado se le cambia el
signo y se acomoda debajo del dividendo con su término semejante: (x)(3x) = 3%; (x)(- 2) = - 2x.

x
-2 13x"-5x+2
=3x" +2x

Sereducen los términos semejantes y se baja el siguiente término del dividendo, a la expresitn resultante se le llama

primer residuo,
3x-2 [3x7-5x+2

=3x" +2x
—3x+2

Se repite el primer paso, es decir, se divide el primer término del primer residuo que result6 de la reduccién anterior
=3x

entre el primer término del divisor y se escribe el resultado arriba: i -1,

-1
3x-2 S-ﬁ -5x+2
-3 +2x
-3x+2

Se multiplica el resultado de la divisitn anterior por cada uno de los términos del divisor y se escribe el resultado deba-
jo de cada término semejante del residuo anterior (no olvides cambiar el signo): (=1)(3x) = = 3x; (=1)(=2)=2.
x=1
3x-2 [3x’-5¢r+2
=3x +2x
—3x+2
k-2
Se realiza la suma y si el residuo es cero como en el ejemplo, la division termind; en caso contrario, se siguen los
pasos anteriores hasta obtener cero como residuo o algin polinomio de grado menor al del divisor.

= e}

=3x +2x
—-3x+2
Ix-2
0

Por tanto, el resultado del cociente es: x— 1
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2 ®e-Efectia la siguiente operaci6n:

Aicesra

.. 5a®=21b" +8ab
a+3b A
Solucién

Al emplear los pasos del ejemplo anterior:

S5a="Tb

a+3b [5a°+ Bab-210"
—5a°=15ab

— Tab =218

Tab + 21b°

_' 0

Por consiguiente, el cociente es: 5a — Tb

b
.5:_ =5a—(5a)(a+3b)=5a"+15ab

—Tab
a

= —Tb— (~Tb)(a+3b) = ~Tab - 21b°

&

En una divisién de polinomios, si al dividendo le falta uno de sus términos, se deja indicado el espacio que ocupa dicho

término o se escribe con coeficiente 0.

Ejemplo

(Cuéil s ¢l resuliado de —24+4_~4 =14
a+a +1

Solucién

Se ordena tanto el dividendo como el divisor en orden decreciente con respecto a los exponentes y, en el caso del
dividendo, se deja el espacio correspondiente al término de exponente 3:

dta+1la*+08-F-2a-1

Se realiza la division como en los ejemplos anteriores:

a- a-1
d+a+l la+0a°- a°-2a-1
-d-d-a

- a=24-2a

a+ ad+ a
-a-a-1
ad+ a+l

0
El resultado de la divisidn es: " —a— 1

EJERCICIO 32

R R A R I

Determina el cociente de las siguientes divisiones:

’ X+ +2
: x+1

P +dx+3
x+3

4 x” +5xy +6y’
T x+2y

288

S=a'>(a’)(a’ +a+1)=a' +a’ +a’
?;=—a—) -a](a’+a+l]=-as—a2—a

a 2 2
=] (=1 +a+l|l==g" =-g-=1
3 ( ](ﬂ a ] a a

2
4 x +Tx+12

x+4

x1-d4x-12
x+2

X +x-18

x=3
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10.

11,

12,

13,

14,

15,

16,

17.

18,

19,

2,

m? =11mn +28n°

m=Tn
x" =9xy-10y’
xX+y
n'+2n =48
n+8
mt =m® =20
m' =5
2 +11x% +18
x*+9
x2-9x"+14
=2
9x’ —6x-35
3x+5
16m* —4m—-=6
dm+2
15¢° -a—-28
3a+4
Ba® — 6ab-270"
4q-9b
49m” - 56m+15
Tm-5
154" —ab—28b°
Sa-Tb

7" =31mn+12n°

m=—dn

12x" - 5xy-2¥
dx+y

18m' = 21m*n” - 151"

6m” + 3’
om' —9m” - 40
3m’ -8

20m°® —9m” - 18
dm’+3

15m° = 34m” + 9m+ 10

3m-5

289

25,

26,

Conceptos basicos de dlgebra

126" +13x* = 59x + 30

dx-5
Ba® — 44a” + dda+42

49 -Ba-6

27. (£ -y*) +(x-y)

28. (Ex’ +2‘}'y3]+(3y+ 2x)

29, (xﬁ - Eyﬁ]ﬂ:xz —23:”]

30. (a*-a)+(a-1)

31

32,

33,

34,

35,

36,

37.

38,

39,

40,

41.

42,

X+ 48x -64 -12¢7

¥ +16=-8x

4x* +x7y* —5xy" —6y*

2x —:g-r—iyz
6x* —Bx’ =x*+x+2

2% —x-1
3x*+2x +3x-6x" -2

X+x-2

4x* —=dx* = 13x" +11x+4

2x —d+x
6x' —19x° =12 +43x +30

B’ -5x-6
4g' +260" =79a" =20a+42

a’+8Ba-6

12x* —36x" = 29x" +38x + 24

2x* -5x-6
28x* =17 +18x+ 23" =24

4x" =3x+6
5x' =9x® =237 + 36x+12

x'-4

12x* +9x" = 11x" —6x 4+ 2

3" =2
10a* - 41a’b+9a’b" +38ab’ + 14b*

2a=-Th
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huseera
12 Bx® =32x° +16x* +19x° + 3457 +19x-10 49 a” —ab" —a" b+’
’ 2x=5 ' a-b
4 meﬂ-!_zms +ma—2
44, 5’—— -= 3g—— 50 —
(a ab b) (a Sb) s mel
4 203 ) 1 2 m™? +dm™ ™ - 2m™
45 |[=x’-—xy+ —x== 51.
gt ge 153’2)"(5“ 3"] Ep—
3 1 3 1 er+5+2m2;+-l_3er+3 4m1l+2 2m21+l
46, |6m* ——mn+— ’] (— - 52,
('" PHARETI M i T
iﬂs_'_gaz_ﬂa_i 53 _mmixﬁ+46m51+5m514_13m51—2+3m51—]
4‘:"» 8 2 13 3 2 mh—3_3m3r—2 +6m3_r—|
8.9
—a --a-2
2
4& (xa+3+xa]+(x+1) 54 le+3 2x2u+! 2x2u|+l _4x2u _x:!-—l +x2u—2

xll -3 _xlll—l +xn|—2

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Una empresa construye estructuras predisefiadas para casas y edificios, Six representa el nimero de estructuras y
los costos de produccién son; x” + 12x — 1200 para las casas y 3x” +x + 2000 para los edificios, ;cudl es el costo

total de produccitn de la compaiifa?
Solucién
Hl costo total se obtiene al sumar el precio de las casas y el de los edificios.
. x*+12x=1200
3x" + x+2000
4x’ +13x+ 800

Por tanto, la empresa gasta: 4x” +13x + 800

2 El largo de un terreno en metros lo determina la expresion 2a” + 3a + 2 y suancho lo representa 2a — 1, jcudl es la
superficie del terreno en metros cuadrados?

Solucién
Para obtener la superficie del terreno se multiplica su largo por su ancho.
24" +3a+2
X 2a-1
4a’ +6a’+da
+ 24’-3a-2
da* +da’+a-2

Entonces, la superficie del terreno es de: 4a” + 4a” + a—2 metros cuadrados,
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Conceptos basicos de dlgebra

Al adquirir 2x + 3 articulos se paga un importe de 10x” + 29x + 21 pesos, ;cudl es el precio unitario de los articulos?
Solucién
Para obtener el precio unitario, se divide el importe total entre el niimero de articulos,

5x+7

Zx+3 | 107 +29x + 21
- 10%" - 15x

14x + 21

— 14x-21

0

Fl costo de cada articulo es: 5x + 7 pesos,

Observa el siguiente plano de distribucién de una casa, la cual se proyecta en un terreno rectangular.

F— 5x+2 - 3x — 1 Sx+2 —
Bafio Ax+1
3x+2 Recimara ’—\ Recéimara
I a S
Sala Estancia Comedor 4x-3
5x-3
Seni IJ [dlml i Cocina 3x-1
Il RN Al
I x+ 1 x- H— S5x+3 —

De acuerdo con €l, calcula la superficie que abarca la construccitn, excepto el corredor.
Solucién
Se calcula el largo y ancho del rectdngulo que abarca la construccitn:
Largo=(6x+ 1)+ (2x= 1) + (5x+3)=13x+3
Ancho=(3x +2)+x+ (5x -3)+ (2x - 1)=11x-2
Se obtiene el drea del rectdngulo que ocupa la casa y la del corredor:

Area del rectdngulo Area del corredor
Area = (Largo)(Ancho) Area = (Largo)(Ancho)
=(13x+ 3)(11x-2) =((6x+ 1) +(2x - ) (2x-1)
=143x - 26x+33x -6 =(Bx}2x-1)
=143 +7x-6 = 16" - 8

291



13 Carflulo

Aicesra

Para saber cudl es la superficie, se resta al drea del rectingulo el érea del corredor:
A = (1435 + Tx —6) — (16" — &x)
=143 + Tx - 6 — 165" + Bx
=127¢ + 15x - 6

Por tanto, la superficie es: 127X + 15x— 6

EJERCICIO 33

Resuelve los siguientes problemas.
1.

Una particula recorre 5¢” + 47+ 7 metros, después recorre * —4 y, finalmente, —5¢ + 3 metros, ; Cudl es la distancia
total de su recorrido?

. Una empresa obtiene con la venta de un articulo un ingreso de 3x* —7x+6400 y sus costos de produccion son de

2x* = 9x+2000. ;Cudl es Ia utilidad que obtiene dicha compaiiia?

. Un obrero pinta una barda, cuya superficie es de 8x® + 6.xy + 9y metros cuadrados, si le faltan por pintar 3x* + 8y®

metros cuadrados, ;qué superficie lleva pintada?

. Un producto tiene un precio en el mercado de 5y + 3 pesos, si se venden 3y + 1 productos. ;Cudl es el ingreso que

se obtuvo?

. Si unterreno rectangular mide 4x — 3y metros de largo y Sx + 2y metros de ancho, jcudl es su superficie?
. Las dimensiones de una caja en decimetros son: 2w — 3 de largo, 3w + 1 de ancho y 2w + 1 de altum. ;Cudl es su

volumen?

. Se tienen 12x* — 5xy — 2y” litros de aceite y se van a envasar en botellas de 3x — 2y litros de capacidad, ;cudntas

botellas se van a emplear?

. Un mévil se mueve a razén de 3r* —1* + 47— 2 metros por segundo, calcula la distancia que recorre en un tiempo de

2¢ + 1 segundos (distancia = (velocidad)(tiempo)).

Utiliza el plano del ejemplo 4 de la pagina anterior, para calcular lo siguiente:

9,
10
11
12,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

La superficie de las recdmaras,
El drea del bafio.

La superficie de la cocina.

El drea del comedor.

292



CAPITULO 14

PRODUCTOS NOTABIES

H trinomio cuadrado perfecto
si se denomina al resultado de (o + b)?, que se obtiene mediante
un cuadrado de lado [a + bl; al que conforman dos cuadrados
de drea “a® y *b*, asi como dos rectdngulos de drea “ab”, por
fanto, el desarrollo de la expresién [a + b)? es:

o+ b?=a’+2ab+ b

I
|
|
|
|
|
a+b I
|
|
|
|
|

a b

——— a+b ——l

Bl cubo perfecio

Es lo denominacién del resultado de [a + b)*; para su desarrollo se propone
un cubo de arista [a + b] cuyo volumen serd la expresion [a + b)°. A este
cubo perfecio lo conforman dos cubos de volumen “a® y “b*" respectiva-
mente, fres paralelepipedos con volumen “a’b’ y ofros fres con volumen
“ab™, lo que da el desarrollo de la expresion:

o+ b=a"+3a0°b + 30’ + b

/ :
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Definicién
Los productos notables se obtienen con un simple desarrollo, sin necesidad de efectuar el producto.

Cuadrado de un binomio
El desarrollo de la suma de dos cantidades al cuadrado es igual al cuadrado del primer término, méds el doble producto
del primer término por el segundo, més el cuadrado del segundo; esta regla general se expresa con la férmula;
(@+b)’=a"+2ab+b’
A la expresitn resultante se le conoce como trinomio cuadrado perfecto.

Demostracidn
La expresion (a +bYes equivalente a (a + b)(a + b), entonces al realizar el producto de los binomios, se obtiene:

(a+bF=(a+bla+b)=d" +ab+ab+ b =d" +2ab+ ¥

w
'§, 1 @+ Desarrolla (x + 7).
o Soluciéon
Al aplicar la regla general:

— El cuadrado del primer término: =5
— El doble producto del primer término por el segundo: 2(x)}7) = 14x
— El cuadrado del segundo término: (7)° =49

Se suman los términos resultantes y se obtiene:
(x+7) = X"+ 14x + 49
2 ®e;Cuil es el resultado de desarrollar (3m + 5n)"7
Solucién
Se aplica la formula con 3m como primer término y 5n como segundo término

@Gm+ 587 = Bm)P +203m)(5n) + (5n)
= 9” +30mn + 25n°

Por tanto, el resultado es: 9m" + 30mn + 257
1 2
3 @+ Desarrolla (Eaﬁ’:] .

Solucién
Se sustituyen los términos en la férmula y se efectian las operaciones, para obtener:
[%ﬂ+3]z =[%an +2[%n:.1](2';]+(3]2 =%a2 +§a+9=%a2+3a+9
4 @+ Desarrolla (Sm™~* +n*).
Solucién
En este ejemplo los exponentes de las bases son expresiones algebraicas, entonces, al aplicar la férmula, se obtiene:
(Smlr—S +nd:j2 ={5m1r—3}2 +2{5m1r—3){n4|) +(n-h}2 i l,sm-h—ﬁ_'_ lﬂmh—in-ﬁ_‘_ ni.r

294



Carluio 14
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5 @+ Desarrolla (- 2x - 3.
Solucién
El binomio se expresa de la siguiente manera; (— 2x— 3y)° = ((—2x) +(-3y))’, se aplica la formula:
(-2x = 3)' = ((-2x) +(-3y))" = (- 20" + 2= 20}~ ) +(- )’
=45 + 12xy + 9y
Por tanto: (— 2x — 3y)° = 4¢* + 12xy + 9°

El desarrollo del cuadrado de una diferencia de dos cantidades, es igual a:
(@-b)'=a’-2ab+ ¥

En este desarrollo los términos se sustituyen con signo positivo, como lo ilustran los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS s
% 1 @+ ;Cudl es el resultado de desarrollar (4x* — 9y*)*?

i.§' Solucién

Se aplica la férmula anterior y se obtiene:

(' = 9y'F = (4x")" - 24} 9y) + (D)
= 16" — T2’ + 81°

2 @+ Desarrolla (3¢ - 22
Solucién
Se aplica la férmula de la misma manera que en el ejemplo anterior y se obtiene:
(3x'y - 2%7) = (3xy)" - 203xy) (x2) + (2°2) = %Y — 12z + &'
Finalmente, el resultado de 1a operacién es: 9x"y” — 12x"yz +4x'7

Cuadrado de un trinomio

El desarrollo de la expresitn: (a + b + ¢)” es igual a la suma de los cuadrados de cada uno de los términos, mds los
dobles productos de las combinaciones entre ellos:

(@a+b+cf=a"+ b+ + 2ab + 2ac + 2bc

Demostracion
La expresitn (@ + b + ¢)” es equivalente al producto (a + & + ¢) (a + b + ¢), entonces:

(a+b+cl=(a+b+ca+b+c)=a+ab+ac+ab+ b +bc+ac +bc+
Al simplificar los términos semejantes:
(@a+b+c)V=a"+ ¥+ +2ab +2ac + 2he
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EJEMPLOS .
< | ®@¢ Desarrolla (x + 2y + 32)

S. Solucién

A Se aplica la formula y se obtiene como resultado:

(x+ 2y + 32 = @) + () + (32)" + 2(x) () + 2(x) (32) + 22y) (32)
=X + 4y + 97" + dxy + 6xz + 12yz

2 ®e¢ Obténel resultado de (4m — Tn - 5.

Solucién
El trinomio se expresa de la siguiente manera: (4m — Tn — 5)° = (4m + (= Tn) + (= 5))" y se aplica la férmula para
obtener como resultado:

(4m —Tn - 58 = (4m)" + (= Tn)* + (=50 + 24m)(— Tn) + 2(dm)(- 5) + 2(- Tn}(- 5)
= 16" + 495 + 25 = 56mn = 40m + T0n

2
3 e Dcsatmﬂa(%x"“+2x"‘+f") :

Solucién
Al aplicar la formula se obtiene:

s R RGOy R FR COIE g S CY
= %xz"*z + 4™ X 20T T A

Se reducen los términos semejantes y se acomodan de forma decreciente, respecto a los exponentes:

= %x"‘“’ + 207§ 557 4 4 g 2

E,IEBCICIO 34
¢ Desarrolla las siguientes expresiones:
g L (x+8)° 10, (4 -m) 19, (2x+3y)
E 2, (m=10y 11, (y+9) 20, (x+0.2y
2 3. (@-3' 12, (x-12 21, (4x + 5y)
C 4 (ye1) 13. (p +15) 2. (94 - @by’
2 5. (y+5) 14, (2a- 17 23. (6mn' + 3m’p)
t s 1Y
. 6. (p-6)° 15, | =x-= 24, (@° - b7
: (p—16) [ i 3] @ - b
: 7. (1=b7 16, (3ax-1) 25, 1—%@]1
v B. (x-5) 17. (mn + 8a)’ 26 %x—zf]z
2 1Y)
. 2 + ) 18 - 3py . ] O
£ 9. 2+n) (Ta - 3b) % 4}']




Carluio 14

Productcs notables
28. (3" +4ny")’ 38, (6™ + Sy*) 48, (@ —2x +1)
29. (Sab - 3xy") 39. (03x*-0.8y"")’ 49. x+y-27
5 6 ¥
30. (m’ +12yY 40, 5;‘;'-‘°"’+§y"3°'] 50, (2a-3b+ 1)
K
3L (" -9 41, T+3y"*]’ 51. (4m+ 5n +p)*
x-ia b!; a+1 32
32, (a" - Py 42, =k : ] 52, (3 +2y -1
33, a2yt 43, (x+2y+32)° 53. [%a+%b+c]z
34, (m™*0 - dn¥y 44, (3x-2y+1)° 54, (%x—y+%]z
3s. [Ba’ +-1+.o-3’¢r:r""JZ 45. (a+6b-5¢)’ ss. [3+§—l]Z
2 x y z
4 Il 3 2
36. [Ea —Eb]z 46. (@’ +5a + 4 56. (a"— b+
37. (0.6m* - 0.5n%) 47. (& +3a-27 57. (@ '-2a"—a ')

0 Varifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Binomios conjugados

Son de la forma (g + b)a — b) y su resultado es la diferencia de los cuadrados de ambas cantidades, como se ilustra

en la férmula;
(a+bla-b)=a*-1
Demostracidn
Se realiza el producto y se obtiene:
(a+bla-b)=d' -ab+ab-b'=a" -b

EJEMPLOS *
3 1 @+ Desarrolla (x + 6) (x - 6).
E Solucién
L]

Ambos términos se elevan al cuadrado:

— El cuadrado del término que no cambia de signo: (x)’ = x*
— El cuadrado del término que cambia de signo: (6)° = 36

Finalmente, se realiza la diferencia y el resultado es: x* =36
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2 @« Desarrolla (m —4) (m +4).

Solucién

Al aplicar la formula se obtiene:

(m—Bm+4)=(m)Y -4 =m"-16

3 ®e-Resuelve (- 24"+ 7) (- 2%° = 7).

Soluciéon

Los binomios se expresan de la siguiente manera para aplicar la formula:

(27 + T2 =) =[(- 26) + 7] [(- 2) = T = (- 26)" = ()" = 4" - 49

A @+ Desarrolla [E—Wl ][3""‘+E].

3 2 2 73
Solucion

Se ordenan los términos y se aplica la férmula para obtener:
10_3n')(3m' 10)_(10_3m")(10 3’ _(E]’_ ') _100_om*
3 2/l 2"3)71la 2 03 2] \3 2 ) 9 4
5 @e Resuelve (5 ° + y*) (52— y™).
Solucién

Al aplicar Ia férmula se obtiene:
(th—3 +y-1n){5xh—3 _y-lm} =(Sfu—$}2 _(ytbr}I - m-la—ﬁ _}ﬁm

Productos donde se aplican binomios conjugados

EJEMPLOS
"3 1 @+ El resultado de (m +n - p) (m+n +p)es:
‘g Solucién
Los elementos de ambos factores se agrupan de la siguiente manera;
(m+n=pYm+n+p)=[(m+n)=p] [(m+n) +p]
Se aplica la férmula para los binomios conjugados:
=(m+n)’ - p’
Se desarrolla el binomio y, finalmente, el resultado es:
=m’+2mn+n - p
2 ®+ Desarrolla (x +y-3) (x—y+3).
Solucién
El producto se expresa de la siguiente manera y se procede a aplicar el producto de binomios conjugados:

x+y=3x-y+3) =[x +(y=-INx-(y-3)]
=) - (y-3)
=X -y +6y-9

Por tanto, el resultado es: x* — ¥ + 6y - 9
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Carluio 14

Solucion

3 ®e;Cufl eselresultadode (2x=3y— z+5) (2x =3y +z-5)7

Productos notables

Se agrupan los t€rminos y se aplica la férmula para binomios conjugados:
(2x=Jy-z+5)(2x— J+z-5)=[(2x-3y) - =5 [(2x -3y) +(z- 5)]

=(2x-¥) -@-5

Se desarrollan los binomios, se eliminan los paréntesis y se ordenan los términos:

=(4x" - 12xy + W") - (7 - 10z +25)
=4r — 12xy+9y* - £ + 10z - 25
= 4x2+9y2_32_ 121}1"‘ 102—25

Finalmente, el resultado es: 45" + %" — 7 = 12xy + 10z - 25

EJERCICI

1

12,
13.
14,
15,

16,

0O 35

Desarrolla los siguientes productos:

e+ 3x-3)

. (a-Da+1)

. b+ 2k =2)

. (k= 8)k+8)

- (5=)N5+))

. (9 =—al9+a)

. (m=n)m+n)

(o -2y +2)

. (3x+ 5y)(3x - 5y)

. (dm = In)(dm + 9n)

. (26 =3c)(3c + 2b)
(6" + 16" = 1)
(3m” = B)(3m”" + 8)
(5x"y + d2)( - 4z + 5x'y)
9ab’ - c'X9ab" + ¢7)

(7a'v’ - ed’)7a'b’ + cd’)

299

17.

18,

19,

3

=

1 1
3f-ﬁ](3f +ﬁ]

. (3™ + pM3a -

(By"™ — dx Y dx"* + 8y™™)
(a+b-ca+b+c)
(a=b+cla+b-c)
(m+n+pim-—n-p)

(x+y=3x+y+3)

»(dx+ 3y —2)dx =3y +2)
=y B+ xy)

(' = " = m¥an®* + of’ + m)

. (2x+ 5y~ 32) (2x + 5y +32)
CxE2y=Dx+2y+ 1)
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3, @x%%w%y’)[gf—éwgf] 37 (m-2n+3p-5) (m+2n-3p-9)
3. (—l—x"*’—lx" +lx*')[-1-x""+lx"—lx’*] 38 (x—y+z-d(x-y-z+4)
3 6 2 3 6" 2
35. (a+b+c+dla+b-—c—-d) 30, (x+3y+4z-T) (2x+3y—-4z+7)
36, x+y+z-D(x-y+z+l) 40, (x-=y=-32-5) (x-y+3z+5)

@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

Binomios con término comun

Son de la forma (x + a) (x + b), su resultado es un trinomio cuyo desarrollo es el cuadrado del término comiin, més la
suma de los términos no comunes por el término comin, més el producto de los no comunes.

x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab

Demostracidn
Se realiza el producto de los binomios:

(x +a)(x +b)=x"+ax + bx +ab
Se agrupan los términos semejantes y se obtiene la formula:
x+a)(x+b)=x"+ax+bx+ab=x"+(a+bx +ab

EJEMPLOS ¢
& | ®# Desarrolla (x - 6) (x+4).

i§' Solucién

Se desarrolla el procedimiento descrito:

— El cuadrado del término comiin; (x)* = ¥
— La suma de los términos no comunes, multiplicada por el término comin: (— 6 + 4)(x) = —2x
— El producto de los términos no comunes; (— 6)(4) =— 24

Se suman los términos anteriores y se obtiene como resultado:
(x-6)x+d)=x"-2x-24

2 ®o Efectia (m -3) (m—-5).
Solucién
Al aplicar la formula, se obtiene:

(m=Nm=-5)=m+(-3=-5m+(=3)(-5)=m" - 8m+ 15

3 @s-Resuelve (5x —4) (5x-2).
Solucién

(Sx = 4)(5x=2) = (50)" + (= 4-2) (S0) + (- ) (-2)
=25¢ + (- 6) (5x) + 8
=25¢"-30x +8
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Productos notables

4 ®o-FEfectia la siguiente operacion: (7 - x)(7 +3x).
Solucién
El término comiin es 7, con la aplicacitn de la férmula se obtiene:
(T=x)(7+3x) = () +(=x+3x)(7)+(-x)(3x) = 49+14x-3x"

5 @+ Cuil esel resultado de (n' + 10) (n* — 8)?
Solucién
Alaplicar la férmula se obtiene:
(n* +10)(n* - 8) = (n*)’ +(10 —8) n* +(10)(-8) =n"+2n"-80

2 1Y/ 2 1
@ Ef tﬁa —_——— —x+—1|
G ®e-Efes (3 2][3 4]

Solucién
Se aplica la férmula y se obtiene:

()t ) -2

7 ®e-Desarrolla (x+y-3) (x+y+7).
Solucién
Se agrupan los términos en comin:
x+y-3x+y+D=[x+y)-3] [x+y) +7]
Se aplica el desarrollo para el producto de binomios con término comin;
x+y =3 (x+y+ T =[x +y)=3] [x+y) +7]
=X+ +(=3+D N+ D

=(x+ ¥y’ + @) (x+ ) +(-21)
=x"+ 2ty +y + dx + dy - 21

8 @ Desarrolla (2m +3n—4) (2m = 5n+ 2),
Solucién
Se expresa el producto de la siguiente manera;
(2m+3n-4) (2m - 5n+2) = [(2m) + 3n = 4)] [(2m) + (- 5r + 2)]
Al desarrollar el producto de binomios con término comiin, se obtiene:

=2m ' +Bn-4-5n+2) 2m) + BGn-4) (-5n+2)
=dm* +(=2n-2) (2m) + (- 150" + 60 +20n - B)
=4m* + (—dmn = 4m) + (- 151" + 26n - 8)

=din" — dmn — 4m - 151" + 260 — 8

=dm* = 150" —dmn - dm +26n -8
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EJERCICIO 36

Resuelve los siguientes productos:

L (x—8)(x+5) 21, (¢ +6)(x*-12)

2 (m+THm—-4) 22, (¢ = I} +2)

3. (x—10)x-2) 23, (@ - SNa’ - 2)

4. (x=6)x-35) 24, (™ + ™ - 5)
5 (x+4)x+6) 25, (@ + BYd'X +2b%)
6. (n=3)n+4) 26. (3" + 4" =T
7. (x=Dix-8) 2. —%)(Hé)

8 (a+3)a-9) 28,

(
(
AR 0
(
(
(

10, (m - 3)(m + 8) 30, —x}r+%](%—xy]

11, (2 —6)2x +4) a1, %x+$y](%y—§xJ
12. Gm + 6)3m—4) 3, gf—%y’][gx’ 1sz
13. (6x-4)(6x+3) 33, (a+b+3)a+b+4)

14, (4x -5)(4x-2) 34, (a-2b+Da-2b+5)
15. (1-3x)(2-3x) 35, (x—y+32)x-y-T2)

16, (4 + 5x)(6 + 5x) 36, (x+y+2)(2x+y-1)
17. (2= Tx)(2 + 6x) 37. M+ =5(m +n"+9
18. (5+2x)(5-9x) 38 (a+b-cla-b-3c)

19. (x* - 10)(* + 6) 39, (x+3y—-4d2)x-2y+2)
20. (n’ — H(m’ - 8) 40. (a+5b+cla—5b+c)

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante
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Productos notables

Cubo de un binomio

Es de la forma (a + b)’, su desarrollo es un polinomio de cuatro términos al que se llama cubo perfecto y su desarrollo
es el cubo del primer término, més el triple producto del cuadrado del primero por el segundo, més el triple producto
del primero por el cuadrado del segundo, més el cubo del segundo.

(@+bP=a*+3ab+3ab*+ ¥

Demostracidn
La expresidn (@ + b)’ es equivalente al producto (a + b)*(a + b), entonces:

(a+b ¥ =(a+b)a+ b= +2ab+b)Na+h)

=g +a'h+20b+2ab’ + ab” +b*
=d +3a’b+3ab’ + b’
EéEMPLOS *
'E, 1 ®¢ Desarrolla (m + 5)°.
2 Solucién
('8

Se obtiene cada uno de los términos que conforman al cubo perfecto:

— El cubo del primer término: (m)’ = m’

— El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(m)*(5) = 15n°

— El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(m)(5) = 3(m)(25) = 75m
— El cubo del segundo: (5)° = 125

Estos resultados se suman y se obtiene:
(m +5)° =m® +15m" + 75m + 125

@+ Desarrolla el siguiente binomio (x — 4)™;
Solucién
El binomio se expresa de la siguiente manera: (x —4)° = (x + (- 4))°, se obtiene cada uno de los términos del cubo
perfecto:
— El cubo del primer término: (x)* = x*
— El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(x)(= 4) = = 12¢’
— El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(x}(—4)" = 3(x)(16) = 48x
— El cubo del segundo término; (- 4)° =— 64
Finalmente, el desarrollo es:

(x—d4y=x"— 12"+ 48x - 64

3 @+ Desarrolla (- 2m - 3n)’.

Solucién
El binomio se representa como: (- 2m —3n)’ = [(- 2m) + (- 3n)]’, se aplica la regla general:

(=2m = 3n)" = (= 2m)" + 3(= 2m)(=3n) + 3(= 2m)( = 3n)’ + (= 3n)’
={= 8o} + 3(dm™)(= 3n) + 3(— Zm)On") + (= 27n")
== Bni’ = 36m°n - 54mn’ = 270’

{continta)
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{(continuacidn)

Solucién

4 ®¢ Cuil es el resultado de (35" - 27

Se aplica la férmula y se determina que:
(3 - 29" = (3" - 332y #3325

El desarrollo del cubo de la diferencia de dos cantidades se obtiene con la férmula;
(@ =b)Y =a’-3a’b +3ab’ -F
Al utilizar la férmula los términos se sustituyen con signo positivo,

=27x" = 309"} 2y") + 3(3x")4y") - 8y’

=2%" - 542"y’ + 36x"y - By’

EJERCICIO 37
L (x-1)°

2. (m+6)°

3, x-2y

4, (a+ 10y

5. (-7

6. (x+3)°

7. (1-x¢

8. (10-m)

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Desarolla los siguientes binomios al cube:
9.

10,

11.

12,

13,

14,

15,

16,

(2c+ 1)

(3a- 4y

x+3)°

(1 - 4m)*

(3x - 4y)’

(5m* + 2y

(3xy -2z

(4" + )’

17,

18,

19,

21,

24,

(3w — dni'n)

{ 1Y%
x+§]

Multiplicaciones que se resuelven con la aplicacién de productos notables

Se utiliza para resolver una multiplicacién de polinomios, siempre que las caracteristicas de los factores permitan
aplicar las reglas de los productos notables. Se agrupan las expresiones y se desarrolla el producto notable que corres-
ponda a las caracterfsticas de los mismos; con los factores resultantes se aplica el mismo procedimiento hasta obtener

d resultado.
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Productos notables

EJEMPLOS
< | @9 Desarrolla el siguiente producto: (x +2)(x — 2)(¥ + 3).
i§' Solucién
Se eligen los factores (x + 2)(x — 2), los que se resuelven como un producto de binomios conjugados:
x+2x-2=x-4
Entonces el producto inicial se representa como;
(x+2Dx =2 +3) =" -Hx* +3)
Por iltimo, se aplica el producto de binomios con término comin;

O =) +3) = () + (- 4+3)08) + (- 4)O)
=x'-¥-12

Por tanto: (x + 2)(x = 2" +3) =x' - ¥ - 12
2 ®e-Desarrolla el siguiente producto: (x + 1) (x+ 2) (x = 1) (x = 2).
Solucion

De acuerdo con la eleccién de los factores es como se procede a aplicar el producto notable, en este caso reagruparemos
los factores de la siguiente manera;

xx+rDx-Dx+2)(x-2)
Al desarrollar mediante binomios conjugados, se obtiene:
+DGx-D=xF¥-1 x+2) (x-2)=x"-4
La expresitn se transforma en:
F+HDE-DE+Dx-)=-DEF -4
Por (iltimo se aplican binomios con término comiin:

=V + (= 1-40" + (- 1)}(-4)
=x-5%"+4

Por tanto; (x+ D (x+2) (x= 1) (x= 2)=x"- 5"+ 4
3 @+ Resuelve el siguiente producto: (x + 37'(x - 3)".

Solucion
Se desarrollan los cuadrados de los binomios:

x+3'=x+6x+9; (x=-3)=x-6x+9
Luego:
(x+3)(x=3)"= (x" +6x+ 9)¥ - 6x+9) = (¥ + 9 + &%) (x" + 9 —6x)
Al aplicar binomios conjugados se determina que:

(€ +9+ 6} +9 - 6x) = [(x" +9) - (6x)"] = (") + 2x") (9) +(9)" - 365
=x'+18% + B1 - 36
=x'—18¢ + Bl

Por tanto, el resultado es: x* - 18x” + 81
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EJERCICIO 38

Realiza las siguientes multiplicaciones aplicando productos notables:
x-Dix+ D" +2)
(m+Bm=-8)m+D(m-1)
(3x — 5)(3x + 29— 9x - 10)
(5x—6)* (5x +6)°

(m+2y (m-27

(-x—6)" (¥ - 12x + 36)
=D+ M- 60"+ T)
&+ & = YY)

(2m +6)(2m — B)(4m" + 3m + 1)
(9 — ") + 9)(81 + 36x°)
A=A} x+ 5)x+ Hx=35)
3]
13, [(2x—yX2x + )2 + )
14, (W =m=1)m" +m+1)

15. x=-NEF+y) &+

16. (m—=2)0m" -4y (m+2)

17. (x+)x = y)F + )" = )
18, (x+ D(x—3)(x- Dix+3)

19. (m* + 5)¥(m = 2)(m’ + 4)(m + 2)
20, [n+ 2)n—-2)n" + ]

L - L

_—
= ]

.
M

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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FACTORIZACION
HISTORICA
it Pierre de Fermat
R o atemético francés quien nacié en
- Becumont de Lomagne y fallecio
— en Toulouse. Fermat participé con

Pascal en la creacién de la teoria matemdtica
de la probabilidad; Descartes y Fermat inven-
taron la geometria andlitica, cada uno por su

: lado. Si todas estas aportaciones de primera ca-
fegoria no son suficientes para ponerlo a la cabeza de sus contemporaneos
en la matemdtica pura, podemos preguntarnos: aquién hizo mdse Fermat
era creador innato. Era también, en el estricto sentido de la palabra, en lo
que se refiere a su ciencia de lo matemdtica, un dficionado. Sin duda es
uno de los mds grandes aficionados en la historia de la ciencia, y quiza
“sea el primero”. La vida de Fermat fue franquila y laboriosa, pues tuvo una
extraordinaria suerte.

Pierre de Fermat
(1601-16565 d.C.)
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Definicién

Factorizar es expresar una suma o diferencia de términos como el producto indicado de sus factores; €stos se presentan
en la forma més simple.

Factor comdn

Es la expresitn comiin que tienen todos los términos de una expresitn algebraica,

EJEMPLOS
1 @s:Factoriza; x° —x° +x7,

i Solucién

T Para encontrar el factor comiin se toma la letra que se repite y de menor exponente (x’] , después cada uno de los

t€rminos de la expresion algebraica se divide entre el factor comiin;

¥ x° 4 o
— —— T — — 1
3 * T=—% g
Los resultados se expresan de la siguiente manera:
P -xt+x =P (2 -2 +1)
2 @ Factoriza: 16a°b’c~ 12a°b’c* + 20a°b".
Solucién
Se busca el factor comiin de los coeficientes, que es el méximo comiin divisor de ellos y también se busca el factor
comiin de las literales:
MCD (16, 12, 20) =4 Factor comin literal =a’p’

Se realizan las divisiones término a término y el resultado de la factorizacién es:
16a°b7c— 12a°0°c + 20a°h" = 4a’h* (4a’sc —3a"c’ + 5b°)

3 ®+-Obtén la factorizacién de la expresion: 18x” — 12x + 54,
Solucién

El méximo comiin divisor de los coeficientes es 6 y no existe un factor comiin literal, por tanto, la expresi6n tiene sélo
un factor comiin numérico y se expresa como:

18x% - 12r + 54=6(3x"-2x+9)

4 @« Factoriza: (2a-3b) (5a-7b)" - (2a-3b)"(5a-7b)".
Solucién

En esta expresion el factor comiin esti compuesto por binomios, por consiguiente, se toma de cada uno de ellos el de
menor exponente y se realiza la factorizacidn de la siguiente manera:

(2a-3)"(Sa-Tb)’ -(2a-3b)(5a-7b)" =(2a-3b)’ (Sa-7b)’ [(5a-Tb)-(2a-3b)]
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Factorizacidn

Se reducen los términos semejantes del dltimo factor:

(2a-3b)" (5a-Tb) [Sa-Tb—2a+3b]
=(2a-3b)’ (5a-7b)’ [3a- 4b)

Finalmente, el resultado de la factorizacién es: (2a -3b)"(5a—7b)" [3a-4b)

EJERCICIO 39
Factorizar las siguientes expresiones:
L a*+a 14, 55n0n’x + 110m*n*x* = 22008y
2. ab -2 15, 25x¢ - 10¢° + 15%° - 5
3. a'+a’ -4 16, 94° - 12ab + 154°F —24ab’
4. 18 +30¢ 17. 12m'n + 24m’n’ = 36m’n + 48m'n’
5. 487 - 12%° —24¢* 18. 3a’ + 640" — 540" + 8a’b* + 4a’
6. 255" +35b" - 458° 19. 16xy - 8’y - 24xy — 40xy’
7. llax—121a'x+ 334" 20. 100a°b’c — 150ab’c” + S0ab’c’ — 200abc’
8. 9a'b- 124’ +15ab" - 18a’* 21. 93a’x’y - 624°F%y’ —124d"x
9. 9x +6x +3 22, 6x(3x - 1)" + 2¢°(1 - 3x)°
10. 4x* - &* + 12¢° 23, 9(x+ 1) = 3x+ 1)
1. 6% - Gy — fix 24, Px+2D-x(x+2)
12, 14¢% - 28" + 56x° 25. 4’ (2x - 5)" + 8x'(2x - 5)
13. 34ax’ + 51a’y - 68ay’ 26. (2¢=Dx+4)=(2x=D3x+ 1)

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludeones correspondiente

Factor comln por agrupacién de términos

Se agrupan los términos que tengan algiin factor en comiin, de tal modo que la expresitn restante pueda factorizarse
como se muestra en los siguientes ejemplos:

E

| -

EMPLOS
1 @+ Factoriza: am + bm + @’ + ab.
Solucién
Se agrupan los términos y de los primeros se factoriza “m" y de los segundos “a”.
am + bm + @'+ ab =(am + bm) + (& + ab) = mla + b) + ala + b)

Ejemplos

La dltima expresion se vuelve a factorizar tomando como factor comiin el binomio a + b y se obtiene como re-
sultado:

={a+b)Ym+a)
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2 ®e-;Cudl es el resultado de factorizar 6ar + 3a” — dbx —2ab?
Solucién
Se agrupan los términos y se buscan los respectivos factores comunes de cada uno para poder factorizarlos y obtener
como resultado:

6ax + 34 — 4bx — 2ab =(6ax + 3¢°) + (— dbx —2ab) =3a (2c +a) - 2b(2x + a)
=(2x + a)(3a -2b)
3 @e-Factoriza: 6a’x+ dab +2a —3abx— 26" - b.
Soluciéon
Se repiten los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene:
64 x+ 4gb + 2a = 3abx = 2b* = b =(6a’x +4ab + 2a) + (= 3abx = 20" = b)

=2g(3ax+2b+ 1) —b GBax+2b +1)
=(3ax+2b +1)2a-b)

EJERCICIO 40

Factoriza las siguientes expresiones:
1L m’+ mn + mx + nx

I -1-x"+3

. ax —bx+ay- by

2y’ —6ay’ -y +3a

am —2bm — 3an + 6bn
da’x — 5a’y + 15by - 12bx
m'p’ =3np’+m'z - 3nz’
Sm'n + Smp” +n'p’ + mn’
3a - 2b - 2by* +3ay*

. 2mx’ + 3nx" +10m + 15n
. bt + by’ —cnt’ - ey

. = 15-5x+3x

. 3bz -by—9mz+3my

. d+d+a+l

. 1+2a-3a"-6a

3 —TE +3x -7
.da-1-dab+ b

. 1807 + 12" = 15m = 10
. Xyz —xz'm+xy'm - yzni'
20. p'f +mn’p’t+ m'npt +m'n’

O - L I ST &)

— e e e o e S e S -
Wooge =1 Oh Lh ke W R = O

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Factorizacién
Diferencia de cuadrados
La diferencia de cuadrados es de la forma a° — b” y su factorizacién es:
a b =(a+b)(a-b)
Lo que da como resultado el producto de binomios conjugados.

Eé EMPLOS -
""g" 1 @+ Factoriza la expresion: x* - 9.
2 Solucién

Se extrae la rafz cuadrada del primer y segundo términos; los resultados se acomodan como se indica en la férmula.

v'?=x ; A9=3
Finalmente, 1a factorizacién es: x° =9 =(x +3)(x-13)

; 16 , 1

. | — ——

2 ®s Factoriza 5 %X >3
Solucién

Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:
6, 1 _(4 1)(4 1
97 25 \37 s5M\3" s
3 @+ ;Cudl es el resultado de factorizar x™* —y™7
Solucién

Se expresan los exponentes de la siguiente manera;
xz.a—q _yﬁk =xz;.=—z} _yqsh}
3¢ extraen las raices cuadradas de ambos términos:

e = vyt = y*

Finalmente, se obtiene:
erz-d _yﬁk =(xa—z +}'3$ ](xa—z _y&b]
A @+ Factoriza la expresién; (2x + 3)' —(x—1).
Solucién
Se extrae la rafz cuadrada de cada uno de los términos:

(2x + 3)" =2x+3 m=x—l
Se sustituyen las raices obtenidas enla férmula:
(2 +3)" = (x-1)" =[(2x + 3)+(x-D)][(2x + 3)-(x-1)]
Se reducen los términos semejantes de cada uno de los factores y se obtiene como resultado:
=[2x + 3+x-1][2x + 3-x+1]
=[3x + 2][x + 4]
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EJERCICIO 41
Factoriza las siguientes expresiones:
1, ¥-1 11, x°-36 21, 1-x"
2' x2_4g lir lﬁadbﬁ_cﬁ 22> _RSHZ}'_'_mE.r—-Iy
3 El—xz 13, xZ_% 23, lﬁxﬁa_49y2&
4, 16x" -9 14, x’—% 24, (x-1 =(y-3)°
5. a*-b* 15. x’—% 25. (2x+1)" =(y+5)
6. x'-64 16. x"—% 2. (x-1)"-16y*
7. 100-16x" 17. 49x’-% 27, 4(3x=2)" -9(x-1)°
8. 36x -1 18, x% —y** 28, —(x+2y) +16(x+y)’
9. 4-25¢° 19. a™* -9 29, 25(4x-3)" -9(2x+1)’
10, 4a*-9°¢ 20, m'**¥ =25 30, 491':‘:"—4{x2—ZZIIJ\':]z

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Trinomio cuadrado perfecto

Se conoce asi a toda expresion de la forma:
a’ +2ab+ b’

Pasos para factorizar un trinomio cuadrado perfecto

1. Para factorizar esta expresion, se debe verificar que los términos se encuentren ordenados con respecto a los ex-
ponentes de mayor a menor o viceversa.

2, Se extmen las rafces cuadradas de los términos extremos (primer y iiltimo términos):
V& =a Vb =b
3. Para comprobar que la expresitn es un trinomio cuadrado perfecto, se realiza el doble producto de las raices:
Comprobacidén =2ab

4. Si el resultado del producto es igual al segundo término del trinomio, entonces éste es cuadrado perfecto y su
factorizacidn es igual al cuadrado de una suma o diferencia de las mices cuadradas de los términos extremos.

a®+2ab +b* =(atb)’
E‘;‘I‘EMPLOS - o
-§. 1 @+ Factoriza la expresién: x* +6x +9.
& Solucién
Se obtienen las raices cuadradas y se comprueba que el trinomio es cuadrado perfecto:
V¥l =x Vo =3 Comprobacién = 2(x)(3) = fx
Al tomar el signo del segundo término, la factorizacion es:

x +6x+9=(x+3)
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Factorizacidn

2 ®e Factoriza: 4x* +9y* =12xy .
Solucién
Se ordenan los términos de la siguiente manera:
4x7 +9y" —12xy =4x* —12xy + 9"
Se extraen las raices de los términos extremos y se verifica que el trinomio es cuadrado perfecto:
Jaxt =2x -Jrg? =3y Comprobacién = 2(2x)(3y) = 12xy
Finalmente, el resultado de la factorizacitn es:

4x7 +9y® = 12xy = 4x* = 12xy+9y* = (2x-3y)’

1
3 ®e-Factoriza la siguiente expresién: (m+n)" +(m +n]+z ;
Solucién
Se obtienen las raices de los extremos y se comprueba el doble producto:

1

':m"'ﬁ]z =m+n \E=E Comprobacidn =2(m+n][%]=m+n

Por tanto, la factorizacidn de la expresidn propuesta es:

(m+n)’ +{m+n]+%=[(fn+n]+%)z =(m+n+%]z

4 @+ Factoriza la expresion: 3a—215ab +5b .

Solucién
Las raices de los extremos y la comprobacitn de que la expresion es un trinomio cuadrado perfecto es:
J3a y 5 Comprobacién = 2(v3a)(5b) = 2,/(3a)(58) = 215
For tanto:

3a-2v15ab +5b =(3a - \/5b)
1 1
5 @+ -Factoriza x* +4x" + 4.

Solucién
Se obtienen las raices de los extremos y se comprueba:

ﬁi =xﬁh =x'l7 Va4 =2 Comprobacién = Z[x;l’ ](z) =dx®

Por consiguiente, el trinomio es cuadrado perfecto y su factorizacitn es:

£ L oy
x4 +4xF +4 = [x* +2]
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EJERCICIO 42

1

10,

11.

12,

13,

14,

15.

16,

17.

18

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Factoriza las siguientes expresiones:

. @+Ba+16

. o7 =10m + 25

. =8+ 16

. ¥ —6x+9

. ©+12x+36

. 9a°— 30a +25

. 36+ 121 - 132¢

. 164" + 24ab + 9"

. da’ —20ab +25b"
9a> + 6ab + b*

4a’= 12ab + 9"

a4 - 24xq + 144x'4"
100" - 604’6 + 95"
d' + 368"+ 124"be
121 + 1984° + 8la"
492 — T0ax’y* + 254"
400a" +40a° + 1

a2+ 18 + 81

314

19,

21.

¥ B B B B

23

——yzt7

. Na+x)' = 12a+x)+4

A0 +mP =41+ m)n =1+ (n- 17
. Ya-b)y +12(a-bYa+b) +4a+b)
L (mEn) =2m+nm—n) +(m-n)
. 4a'—4da(b-a)+ (b-a)

. (m+a)l =2(m+a)¥a+b)+(a+bY

30, x+2.2xy + 2y

31,

32,

ax+ 4Jax +4

3

a’—10a% +25

; X +6x°5+9

. 16x7 —8x* +1

1 1

. m3+4m® +4

, Ym* —6¥m +9
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EJEMPLOS
&< Le

£

Factorizacidn

Trinomio de la forma % + bx + ¢

Esta expresidn resulta del producto de binomios con término comiin. Para factorizarla se realizan los pasos aplicados
en los siguientes ejemplos:

Factoriza la expresién; x” + 11x +24.
Solucién
Se extrae la raiz cuadrada del término cuadrético y se coloca el resultado en ambos factores:

P +1x+24=(x )(x )

Se coloca el signo del segundo término (+11x) en el primer factor y se multiplica el signo del segundo término por
el del tercer término (+)(+) =+ para obtener el signo del segundo factor:

2 +1lx+24=(x+ )(x+ )

Al ser los signos de los factores iguales, se buscan dos cantidades cuyo producto sea igual al tercer término (24)
y cuya suma sea igual a 11; estos niimeros son 8 y 3, que se colocan en el primer factor, el mayor, y en el segundo
factor, el menor:

2 +1lx+24 =(x+8)(x+3)
Finalmente, 1a factorizacién es: (x+8)(x +3)

‘Factoriza la expresién: m® —13m + 30,

Solucién

La mfz cuadrada del término cuadrdtico es “m”; el primer factor va acompafiado del signo del segundo término (-13m)
yel segundo factor va con el signo que resulta del producto de los signos del segundo y tercer términos (—)(+) =—

m* =13m+30=(m- )(m-)

Se buscan dos cantidades que multiplicadas den 30 y sumadas 13, estas cantidades son 10 y 3, se acomodan de la
siguiente forma y el resultado de la factorizacitn es:

m* =13m+30=(m=10)(m -3)

EJEMPLOS

i
|

*

Cuando los signos de los factores son iguales (positivos o negativos), los mimeros buscados se suman (ejemplos 1 y 2),
pero si los signos de los factores son diferentes, entonces los niimeros buscados se restan (ejemplos siguientes).

Factoriza: x” — 18- T7x.
Solucién
Se ordenan los términos en forma descendente con respecto a los exponentes y se extrae la raiz cuadrada del término
cuadrdtico:
X =-Tx-18=(x )(x )
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En el primer factor se coloca el signo del término lineal (— 7x) y en el segundo se coloca el signo que resulta de
multiplicar los signos del término lineal (= 7x) y el independiente (— 18)

X =Tx-18=(x- )(x+ )

Se buscan dos niimeros cuyo producto sea igual a 18 y cuya resta sea 7. En este caso los niimeros que cumplen esta
condicidn son 9 y 2; es importante sefialar que el nimero mayor va en el primer factor y el menor en el segundo.

¥ -Tx-18=(x-9)(x+2)

2 @+ Factoriza la expresién: x* —x? -6,
Solucion

Se extrae la raiz cuadrada del primer término, se escriben los signos y se buscan dos niimeros que al multiplicarse den
Gy al restarse 1 para que la expresitn factorizada sea:

== 6=(x-3)(x +2)

3 ®e-Factoriza la expresién: x” +xy—20y".
Solucién
Después de extraer la raiz cuadrada, acomodar los signos y buscar los niimeros, la factorizaci6n es:

x+xy=20y" =(x+5y)(x - 4y)

4 @5 Factoriza la expresién: 21-4x-x7,
Solucién
Se ordena el trinomio y se factoriza el signo del término cuadrético:
21-dx—x"=—x" - dx+21=—(x" + 4x -2
Al factorizar la (ltima expresion:
~(x* + 4x=21) = = (x+7)(x-3)
Se multiplica el segundo factor por el signo negativo y se ordena para que el resultado sea:
~(x+7)x=3)=(x+7)(~x+3)=(x+T7)(3-x)

5 @+ Factoriza la expresi6n: 5+ 4™ —a™,
Solucién
Se ordenan los términos y se factoriza el signo negativo:
5+4a" -d"=-d""+4a" +5=~(d"" - 4™ - 5)

La expresitn encerrada en el paréntesis se factoriza al igual que las anteriores:

—(aﬁ" —-dg™ —5] = —(as" —5]{:13" +1]
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Se multiplica el signo por los términos del primer factor y el resultado de la factorizacidn es:
—(a"‘ —S](as“ +1] =(—a’“ +.‘S](a!’“ +1] =(5—a"“](a3‘" +l]
6 ®e-Factoriza: (2x+3)" -3(2x+3)-28.
Solucién
Se extrae la raiz cuadrada del término cuadrético y se realizan los procedimientos descritos en los ejemplos anteriores
para obtener como resultado:
(2x+3)" =3(2x +3)-28 = ((2x+3) - 7)((2x +3) +4)
=(2x+3-7)(2x +3+4)=(2x-4)(2x+7)
=2(x=2)(2x+7)
EJERCICIO 43
Factoriza las siguientes expresiones:
1 X +3x+2 21, ' -6y"+8 41, 24-5x-x"
2, m = 11m +30 22, n*=20n" +64 42, 12+x-4
3, n'=Tn+12 23, &'-374" +36 43, 40-3x-x"
4. ¥y =15y +56 4. x'-x¥-90 M 2-F+x
5 X+Tx+6 25, @b’+ab-12 45, 16 + 6(3x) - (3x)"
6. X+ Tx+12 26. (5y) + 13(5y) + 42 46. 9 - B(2x) - (2x)*
7. a®+10a + 24 27. ¥ -5°-14 47. TT - 4(Bx) — (Bx)
8. b =7b+10 28, m’ - dmn - 210’ 48, 143 + 2(5%) - (5%)°
9. m’—9m+20 29, 5+4b-8 49. ¥*-13¢ +36
10, y* +4dy+3 30, 7'+ -20 50, ¥+ =72
11. x*-5x+4 3L y'+ Ty’ - 60x° 51. ¥+ 657 + 64
12, i*+6n+8 32, (@-by+5(a-b)-24 52, 2-x%— ™
13, a* - 16a-36 3. 2y -2 -9 53. 45+ 47 — x72
14, y'+y-30 34, m'n'+min’ =132 54, (x+ 1P =12(x+ 1)+ 32
15, X' - 18- Tx 35, n'—=34n + 288 55. (x-TY'-3(2x-T)—88
16. x* - 18y + 80y 36. ¥ +3y—-550 56. (Sx+3)" +(Sx +y) —42
17. a* —5ab - 50 37. & —22¢ - 968 S7. (6a+ 57 - 15(6a + 5) +50
18, m* = Tmn — 300" 38. a’+33q +252 58, 22 - 9(x +3y) —(x +3y)°
19. x* +xy = 56y° 39, ¥+ 44x+ 363 59. 24+ 51 = dx)= (1 = &x)°
20, m*+3m’ -4 40, ¢ -99+2 430 60, 10y* - 3y(x - 2y) - (x— 2y}’

o Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

317



15 Carflulo

Aicesra

Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

En este trinomio el coeficiente del término cuadréitico es diferente de uno.

EJEMPLOS - *
1 @+ Factoriza la expresién: 6x° —7x-3.
2 Solucién
Se ordenan los términos segin la forma ax® + bx + ¢, se multiplica y se divide por el coeficiente del término cuadrético,
enel caso del segundo término sélo se deja indicada la multiplicaci6n.

6(6x*-7x-3) 36x*-7(6x)-18 _(6x)° -7(6x)-18
6 N 6 N 6
La expresién del numerador se factoriza como un trinomio de la forma x” +bx +c .

(6x)" =7(6x)-18 _(6x-9)(6x+2)
6 6
Se obtiene el factor comiin de cada binomio y se simplifica la fraccidn:
3(2x-3)2(3x+1) _ 6(2x-3)(3x+1)
6 6
Finalmente, la factorizacién de 6x° - 7x —3es (2x - 3)(3x + 1)

=(2x-3)(3x+1)

2 ®e-Factoriza: 3x” -5x-2.
Solucién
Se multiplica y divide la expresion por 3, para que se transforme el numerador en una expresién de la forma:
x’+bx+e
3(3x" -5x-2) _9x*~5(3x)-6 _(3x)' -5(ax)-6
3 3 3

3’ -5x-2=

Se factoriza la expresion y se simplifica para obtener como resultado de la factorizacidn:
_ (3x—6j;(3x+ 1) _ 3(x—22;(3x+ 1) e aret)

Por consiguiente: 3x° =5x=2=(x=2)(3x+1)

3 ®e-Factoriza la siguiente expresién: 6a”x” + Sax - 21,
Solucién
Se aplican los pasos descritos en los ejemplos anteriores y se obtiene:
6(6a°¥" +Sax-21) _ 36a’x" +5(6ax)-126 _(6ax)’ +5(6ax)-126
6 6 6

_(6ar+14)(6ax-9) _2(3ar+7)3(2ar-3) _6(3ax+ T)(2ax-3) = (3ax+7)(2ax-3)
6 6 6

Finalmente, el resultado de la factorizacion es: 6a°x” +5ax —21 = (3ax+ 7)(2ax -3)

6a’x" +5ax-21=

4 ®¢ Factoriza la siguiente expresion: 5+ 11x —12x",
Solucién
Se ordenan los t€rminos y se factoriza el signo negativo:
5+11x—12x" = -12%" + 11x+ 5 = - (124" - 11x-5)
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Se realiza la factorizaci6n y se obtiene:
12(12x* - 11x-5) 14427 -11(12x)-60 _ (12x)’ ~11(12x) =60
- 12 o 12 - 12
_ _(12x— 15)(12x +4) L 3(4x=5)4(3x+1) _ _ 12(4x-5)(3x+1)
13 12 12
Se multiplica el signo por el primer factor y se ordenan los términos:

—(4x—5](3x+1]= (—4x+5](3x+ 1] ={5—4x](3,x+ 1]
Finalmente, el resultado de la factorizacién es: (5—4x)(3x+1)

=—(4x-5)(3x+1)

EJEMPLOS

Por agrupacién de términos

-i 1 @+ Factoriza el trinomio: 6x” +13x+ 5.

£

2 e

Solucién
Se multiplica el coeficiente del primer término por el término independiente: (6)(5) =30

Se buscan dos nimeros que multiplicados den 30 y sumados 13, en este caso los niimeros son 10y 3, por tanto, el
segundo término del trinomio se expresa como: 13x = 10x+ 3x y se procede a factorizar agrupando términos:

6x° +13x +5=6x" +10x +3x + 5 =2x (3x + 5) +1(3x+ 5) = (3x+ 5)(2x +1)

Finalmente, la factorizacin es: 6x” +13x+5=(3x +5)(2x+1)

Factoriza: Bx* — 192" + 6.
Solucién

Se multiplican los coeficientes de los extremos de la expresidn: (8)(6) = 48
Los nimeros que multiplicados dan 48 y sumados —19 son -16 y -3, por consiguiente, se expresa como:
—19x" = -16x" —3x? y se procede a factorizar;

8x* —192" +6 = 8x* 162" - 3x” + 6 =(8x* —16x ) +(-3x" +6)
= 8x”(x? -2)-3(x* -2) =(x - 2)(8x" - 3)
Finalmente: 8x* ~19x” + 6 =(x* -2)(8x" -3)

Factoriza la expresion; 15x*= 2xy = 8y°,
Solucién
Se multiplican los coeficientes de los extremos del trinomio: {(15)(— 8) =—120
Se descompong —120 en dos factores, de tal manera que restados den como resultado el coeficiente del término
central =2, estos miimeros son: = 12 y 10
La expresion se descompone de Ia siguiente manera:

15%" - 2xy — 8" = 15%" — 12xy + 10xy — 8y = 3x (5x — dy) + 2y (5x - dy)
= (5x — 4y)(3x +2y)

Se concluye que: 15x" - 2Zxy — 8y = (5x — 4y)(3x + 2y)
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EJERCICIO 44

Factoriza las siguientes expresiones:

1, 5w +13m -6 11, 44z+ 207 - 15 21, 104° +29¢* + 10

2. 3a"-5a-2 12. 2b" + 295 + 90 22, 6a” - 43ab - 155"
3 6+ Ty+2 13. 6" +5y' -6 23, 6 -5 -6x'

4, 2 +3x-2 14, 14m* - 45m" — 14 24, 30x"-91x - 30
5 dn’+15n+9 15. 6a’h’ + 5ab -25 25. 6m’ — 11mn + 4n’
6. 208 +x—1 16, 155" - by - 28" 26. 6a’F — 1laxy — 35y
7. Ta’ -44a-35 17. 6n° = 13mn - 15m" 27. 244" + 5ab - 145"
8. 2"+ 5p+2 18. 30 + 13x - 3%’ 28, 4y’ +3xy- 10

9. 207 + 13x+2 19, 15+ 24 - 8b* 29. 5a°0 — 13a°bc — 6¢7
10. 1507 — 8m - 12 20. 300 + 17xy - 21y’ 30. 2w’ + 9mn - 11017

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Casos especiales
Estos trinomios también son de la forma ax’ + bx + ¢; sin embargo, algunos coeficientes son frmccionarios o tienen
miz cuadrada.
EJEMPLOS .
4. | ®¢ Facioriza la expresién: 2p* + 12p+ 112
i. Solucién
L]

Eneste caso se incluyen fracciones, entonces los extremos deben expresarse como una fraccion que contenga el mismo
denominador, por tanto:
1nmn_ 1 2(12}z m 1. 24, 1 1
2 +— =
PRt e Prette et et

Se multiplican los coeficientes numeradores de los extremos del trinomio: (24)(1) = 24
Se buscan dos nimeros que multiplicados den 24 y sumados 11, en este caso los nimeros son 3 y 8, por tanto el
trinomio se expresa como;

E 2+1 R
12? TRPTRPTR=P

Se procede a realizar la factorizacion del polinomio resultante:

2 1 0 v | 1 1 1
2 —=pl2 +=l2ps=|=l2p+= &
Figpiges p(“)ﬂ»[“‘:)(“J[‘”s)

1 1
Entonces, se concluye que: 2p”° + 2p+12 [2p+z](p+§]

1 2 1
it

2 S
g+ P 4 12

3
2 ®e - Factoriza la expresién: = -,

20 10
Solucién
Se convierten los coeficientes del trinomio en una fraccién con denominador comiin:

20 3 6(0), 20 32) 120
6 —— —— T —e —— —
350w ¢ 200 10@) B

20" 20
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Se multiplican los numeradores de los extremos: (120)(6) = 720, entonces se buscan dos mimeros que multiplicados
den 720 y restados 29, los cuales son: 45 y 16, por tanto, la expresién se representa como:

120, 29 6 120, 45 16 6 _, 9 4 _ 6
— —— R —-—-=6x —— e — Y ——
20° "20° 20 20 20 20" 20 2275 o

Al factorizar se obtiene como resultado:

2 9. .4 6 _ EE[ E_[ E( E]
6x 4,:::+5Jx: 20—3@(21: 4]+5 2x i 2x 3 3x+5

3 ®¢:Factoriza la expresién 3x+2x - 8.
Solucién

Se multiplican los coeficientes de los extremos: (3)(8) = 24
Se buscan dos niimeros que al multiplicarse den 24 y restados 2, en este caso los niimeros son 6 y 4, entonces:

I +2Jx—8=3x+6r—4/x -8

2
Se expresa x =(J;] y se realiza la factorizacidn:

3:+6J§-4J§-3=3(J;]2 +63x - 4/x-8=3Vx(Vx+2)-4(Vx+2)
=(Vx+2)(3x-4)

Por consiguiente, el resultado de la factorizacion es: (vx +2)(3vx - 4)

EJERCICIO 45
Factoriza las siguientes expresiones:
i +%x+% 10, 2x+13x +15
2, 2% Ly 11, 12x-5Vx -2
' 157 15 '
3. ﬁxz+$x+§ 12, 15x -23Jx-28
7 1 11
4, 5m2+€m+§ 13. h—5x2y2—3}r
17 1 A
5 4m +—m-— 14. 6x* —x* -40
nrET 1a ¥
| e 1 2 L
6, —a +—a+— 15, 3x*+5x3-2
6 "1 12 2SR
2 1 1
7 3 —Exy—iyz 16, 5(x+y)-6.x+y—-8
3 3 1 4 21
8. Exz_ﬁx_ﬁ 17. 12x* - 17x%y* - 40y
1 13 1 s 22 s
9. sz—ﬁxy+gy’ 18. Bx® +2x%y* —15y*

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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Suma o diferencia de cubos

Dadas las expresiones de la forma: @’ +b° y a® —b°, para factorizarlas es necesario extraer la rafz cibica del primer
y segundo términos, para después sustituir los resultados en las respectivas férmulas,

@+ =(a+b)(d —ab+b) a’=b"=(a-b)(a’ +ab+b)
EJEMPLOS .
-E_ 1 @2 Factoriza: 27x° +8.
i.§' Solucién
Se extrae la raiz ciibica de ambos términos:
V27 =3x 3g =2

Se sustituye en su formula respectiva, se desarrollan los exponentes y se obtiene:
27 +8 =(3x+2)((3x)" - (3x)(2) + (2’
=(:E';.1\':+2](‘;‘Jx:z —6x+4]
2 ®+-Factoriza: m® - 216,
Solucién
Se extraen las raices ciibicas de los términos y se sustituyen en la férmula para obtener:
m® =216 =(m* —ﬁ]((m’]z +(mz]{6]+(6]2]
=(mz —6](m" +6m’ +36]
3 ®e Factoriza: X + 64y°.

Solucién
Se realiza el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores para obtener:

5464y = (2 +4y)((x°) - (') (42)+ (45
={x5 + 43:]{,1:'“ —dx y+ lﬁyz]
4 @+ Factoriza la siguiente expresion: (x + yJ' + (x— y)’.

Solucién
Se obtienen las raices ciibicas de los elementos y se sustituyen en la respectiva férmula;

fﬂij’Ti=x+Y %'r(-x—-ﬁg=x'}'
Al aplicar la factorizacitn de la suma de cubos, desarrollar y simplificar se obtiene:
(x4 3"+ (x=3)" =((x+3)+ (x=3)) (e +2)* = (24 3)x=5)+ (x5 )

=(x+y+x=y) (" + 20+ ) =X+’ +x" =2y +y’)

= lx(xz +3y2]
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5 @+ Factoriza la siguiente expresion: x -y
Solucién
Se obtienen las raices cibicas de los elementos:
=y P
Se aplica la factorizacién pam una diferencia de cubos y el resultado es:

x-y= [ -] () (35) ()]
- (- 5) (5 + Yo 435

3 ]

6 ®o-Factoriza la expresi6n: 8a? +27b5,
Solucién
Las rafces cibicas son:

3
Sa; = 2am = Za% S‘JTJ' s Sbm = 3&’

Se sustituyen las raices en la férmula y 1a factorizacién es:

]

1 2 4
=[2a’+3b5:|[4a wauw]

EJERCICIO 46
Factoriza las siguientes expresiones:
1, & -1 13, & + 125p"
2, ¥ +27 14, Bx"+ 729
3, Bx'+y 15. 27m" + 343n°
1 1
4 274 -F 16. %*+y*
3 3
5. Ba'+ 27p° 17. a*-8b*
3 g
6. 64a’ =729 18. x? +125y?
7. 512=-274° 19, ¥+ - yfe
8. x* -8y 20, (x+2y) -(2x-y)°
9. 1-216m* 21. (x-y) +8y°
10, @*-125 22, 27Tm’ - (3m+2n)’
11. 2Tm*+ 64n° 23. (a+b)' - (2a+¥)’
3 3
12, 343" - 512 24 |E+2 +(£_2J
4 B8

Q Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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Suma o diferencia de potencias impares iguales

Dadas las expresiones de la forma ¢ +5" 0 " —b" siendo n un mimero impar, su factorizacién es de la siguiente

forma:
a"+b"=(a+b)(a"" —a""b +a""b" —..—ab" " +b""
a"=b"=(a-b)(a"" +a" b +a""b* +..+ab"> +b""
EJEMPLOS *
g. 1 ®¢ Factoriza la expresién: x” + .
L Solucién
L1
Se extrae la rafz séptima de ambos términos:

Se sustituye en su formula y se obtiene como resultado:
¥ +J¢7 = {x+y](x7—| _x'r—zy_'_x'r—syz _x':—qys +x7—5),-1 _x'l—ﬁys +yﬁ]
=(x+y](xﬁ _xsy_i_quz —x’y’ +x’y" —X}’s +yﬁ]
2 @« Factoriza; x° - 32.

Solucién
Se descompone 32 en sus factores primos y se aplica la férmula:

X =32=x0 = 20 = (x=2)(x # 272 (2) +270 (2) +x7(2) +(2)7)
=(x—2)(x" +2x°" +4x" +8x+ 16]

Finalmenic, sc tiene que: x° —32 = (x—2)(x* +2x* +4x” + Bx+16)

EJERCICIO 47
Factoriza las siguientes expresiones:
1. x° +64y°

a -128
243-32x°
X +1
m’-n

X —-ab
1-&°

Xy +3125
2 -1

¥ +512

L A L o

s
=

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondients
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Factorizacién que combina un trinomio cuadrado perfecto
y una diferencia de cuadrados

EJEMPLOS ‘
-§. 1 ®s Factoriza; x* - 2xy+y' — &
§ Solucion
La expresi6n x* - 2xy + y” es un trinomio cuadrado perfecto y su factorizacién es:
=2y 4y’ =(x-y)
Por tanto:

X=y+y -d=(@-2y+y)-d=(x-y ' -a’
Al factorizar la diferencia de cuadrados se obtiene finalmente:
=(x-y - =@-y+ta)x-y-a)
2 @+ Factoriza la siguiente expresion: 16a” — m” — 8mn — 161
Solucién
Se agrupan los términos de la siguiente manera y se factoriza el signo negativo:

164" — m* — Bmn — 1617 = 16a4* + (— 1" — Bmn — 16n%)
= 164" — (m" + 8mn + 1617)

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto:
= 164" - (m + 4n)’
Se factoriza la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:

= [4a + (m + 4n)][4a — (m + 4n)]
=(da + m+ dn)(da — m — dn)
3 ®e-Facioriza; a® — 2ab + b* — 25m'" + 40m°n’ — 16n°,
Solucién
Se agrupan los términos que forman trinomios cuadrados perfectos y posteriormente se factoriza la diferencia de
cuadrados para que finalmente el resultado sea:
a —2ab+ b - 25m" + 40m’n’ — 161" = (& — 2ab + ") — (25m"" — 40m’°n* + 161°)
=(a-byY - (5m — 4n’)’
= [(@ = b)+(5m’" = dn")][(a - b) - (Sm" - 4n")]
=(a—b+5n —4n'Ya - b - 5m’+ 4n’)

EJERCICIO 48

Factoriza las siguientes expresiones:

L m’+2m +1—4n 6. m—-6x-—9-x"+2am+d 1. m'-16—n"+36+12m—-8n

2, Y-6y+9-7 7. 1-a" - 9n"- 6an 12, x* + 2xy +y’ - 162" — 24ab’ —9b"

3. ¥=y+10y-125 B, mi=n'+d+dm=1=2p 13. 100 = 60y + 9F = m" + 2amp - a'p*
4 m-n"-61-9 9. 2by-y¥+1-¥ 14, 258" + 10ab — 9" +a" — 6mn —m’

5. 49m' - 25m’ - 9n” + 30mn 10. 25p" —2m — nf’ =1 15. 4m’ - 9a” +49n” - 30ab - 25b" - 28mn

@ Vaerifica tus resultados an la seccién de soludiones correspondients m——————

325



15 Carflulo
Acesra

Factorizacién para completar el trinomio cuadrado perfecto

© Caso I trinomio de la forma x* + bx +¢
Ejemplo
Factoriza la expresién: x* —3x-10.
Solucién
Se toma ¢l coeficiente del término lineal y se divide entre 2 y el resultado se eleva al cuadrado.

EE

Se suma y se rcsta—z- al trinomio, s¢ agrupan los términos y se factoriza el trinomio cuadrado perfecto que resulta:

2
x=3x- 10=x*—3x+2—2—1u=[x’—3x+2]—2—1n=(x—§] ...
4 4 4) 4 2 4

Se factoriza la diferencia de cuadrados y se reducen términos semejantes:

(+-2) - 2=+ 34 2)(x-2- )=+ 2)x-9)

Finalmente, la factorizacién queda como; x° —3x—10=(x+2)(x-5)
© Caso I trinomio de la forma ax” + bx +¢

Ejemplo
Factoriza: 2x” +5x+2.

Solucion

Se factoriza el coeficiente del término cuadritico y se completa el trinomio para la expresitn encerrada en el paréntesis:

2 2

(SIS ERF]
b3 b | L

5 5
2x2+5x+2=2[x’+5x+1]=2 x’+5x+ +1

A3l Al 3B A3

= 2(x+%—§](x+%+%]= 2[x+%]{x+2]

Se multiplican por 2 los términos del primer factor y se obtiene como resultado;
I
= 2(x+ E](x+ 2)=(2x+1)(x+2)

< Caso III por adicién y sustraccion

Ejemplo
Factoriza la expresion: 4m®* + 3m°'n” + 9n’",

Solucién

El trinomio no es cuadrado perfecto, debido a que el doble producto de las raices cuadradas del primer y tercer tér-

minos, es:

202030 = 12m°n?
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Ya que el segundo término es 3m’n’, se le suma 9m’n’ y se obtiene el término que se necesita para que el trinomio
sea cuadrado perfecto, por consiguiente, se resta también 9m’n” para no alterar la expresion,
dm+ 3m’n’ + ' = dm" + 3m"n" + 90'n’ + 9" — 9’ 0’
= (dm* + 12m*n* + ') — O’
=(2m" + 30") — 9m'n’
= (2m" + 3 + 3mn)(2m’ + 30" = 3mn)

Finalmente: 4m" + 3m’n’ + 9" = (2m” + 30" + 3mn)(2m" + 31" = 3mn)

EJERCICIO 49
Factoriza las siguientes expresiones:
1, ¥ =3x+2 6. 1 +3n -54 1L n*+n’+1 16. 121 +214°% + a'p*
2, ¥-x-20 7. 3%+ 10x +8 12, a*-6a’+1 17. 36m* - 109m°n* + 49n *
3. m'=Tm+10 B. 6m*+Tm+2 13. n® +dm'n® + 16n° 18, ¥ + 2y +y*
4. x'—2x-48 9. 3a’-a-4 14, x* - 45% + 100 19. &'~ 74" + 9"
5. & —6a-40 10, 6x’'—x—12 15, 64g° +764" + 49 20, 4m®—53m'n" + 491°

O Varifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondienta

Expresiones algebraicas donde se utilizan dos o mas casos

Existen polinomios que se deben factorizar dos o mds veces con diferentes métodos; a continuacién se ejemplifican
algunos de estos polinomios:

EJEMPLOS *
-g, 1 @+ Factoriza la expresion: 2x° + 6x” - &x.

2 Solucién

Se obtiene el factor comiin:

el

20 + 6 — Br=2x (¥ + 3x —4)
Se factoriza el trinomio de la forma x* + bx + ¢ y se obtiene:
=2x(x+d)x-1)

2 ®e-Factoriza: 3m* — 243,
Solucién
Se factoriza 3 que es el factor conmin:
Im'—243=3 (m" - 81)
El binomio se factoriza con una diferencia de cuadrados:
=3(m" =9) (m" +9)
La expresién m’ — 9 se factoriza empleando nuevamente la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:
=3(m-3) (m+3) (m* +9)
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EJERCICIO 50
Factoriza las siguientes expresiones:
1. ¥ -35 -28x 11, »*—25x" + 144 21, 8+ &' -2
2. 3¢*-3a-6 12. d-ab’ +a'b -b 22, Smxy’ + 10my" — Smxy — 10m
3. 3m’ =3m 13, @ -ab* 23, a" =729
4, y'-3y -4 14, a(x' + 1) +3ax(x+ 1) 24, X" -xy
5. m-m-m+1 15. o —25a° - 54 25, a¥d - )= (2a- a*- b))
6. 6ax’ —ar -2a 16 d-ad+a-1 26. 4" + 4’ + 4a
7 X = +x—x 17. 4’y —dm’ 27. m' —dm—-m'+ 4
8. Bax'-2a 18, 3mnp® + 3mnp — 18mn 28,y —40y* + 14dy
9. d'+d'-2 19, 256 - 4* 29 m-m
10. 64— m* 20. &' - b 30. 6m’y —9m’ - my"

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Descomposicién en factores de un polinomio por divisién sintética

Dado el polinomio g.x" + @ X" +...+a_,x +a_, su factorizacién es de la forma
{x = x, Mx =x3)...-(x = x,), donde x,, x,, ...x,.se obtienen del cociente:
factores de a,

Posibles factores del polinomio =
» factores de a,

EJEMPLOS -
-§_ 1 ®# Descompén por evaluacidn: x* —3x° — dx + 12,
§ Solucion
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x°
Divisores de 12={+ 1,42, 43,44, +6,+12} Divisores de 1={+ 1}
Se dividen los divisores del término independiente entre los divisores del coeficiente de x°
(£1,4£2,43,44,+6,+12)

Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo dela divisién sintética puede ser cero,

Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectiian las operaciones indicadas, si
Ia iltima operacitn es cero, entonces, se resta a la literal para obtener un factor, este procedimiento se repite las veces
que sea necesario como se ilustra a continuacion:

-

1"”'”x -3 -4 12 2 —» Primer factor (x — 2)
T 2N =2 (-1 =2 (2)(—6)-12
14— x -1.___ " -6.___~ 0 | -2 —» Segundo factor (x - (~2)) = (x+2)

\ r‘__“\_______/_

() ==2  (-2((-3)=6

14— x ‘_\‘i_\_____/—_i_____(‘_r_,._, 3 —» Tercer factor (x —3)
1 0
Los x,, x,, x;... son los valores para los que el residuo de la divisitn sintética es cero, y el nimero de factores es
¢l niimero de valores que la cumplen,

Finalmente, 1a descomposicién en factores del polinomio propuesto es:
=3 —dx+12=(x—2}x +2)x-3)
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2 ®+-Factoriza el polinomio: 6x” + x* - 31x + 10.

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x*
Divisores de 10= {4 1,+2,£5,+10) Divisoresde 6= { +1,+2, + 3,16}

1 1.1 2 § .5 5§ 10
i 1 poli io; 431, +2,+5,310,t =t =t =t = F = = F =
B:uslblcsfactoresdcpulmunm{ gy g geigitnag 3}
Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coefidentes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones siguientes:

6 S 10 2 —» Primer factor (x —2)
12 % -0 L ,
6 13 -5 0 % - Segundufactur(x—g]
2 5
6 15 0 _3 —» Tercer factor (x—[—i]]=(x+£]
2 2 2
-15
6 0

Finalmente, la descomposicion en factores del polinomio es:

6+ -3y +10= 6(x—2)(x+-§u)(x—}5] =(x- 242+ 53x-1)

3 @« Factoriza el polinomio: m* — 18m” + 81,

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de m*
Divisores de 81= {1, 43,49, +27,+ 81} D

Posibles factores del polinomio: {+1,+3,+9, £27,+ 81}
Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién siniética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio, se consideran los ceros de los términos ciibico y lineal y se efectian

las operaciones siguientes:
1 0 -18 0 81 3 —» Primer factor (m —3)
3 9 =27 -81
1 3 -4 =27 0 3 —» Segundo factor (m - 3)
a 13 27 -
1 6 9 0 =3 —» Tercer factor (m = (=3)) =(m +3)
=3 0 —
1 3 0 -3 —» Cuarto factor (m - (=3))=(m + 3)
=3 Fr—
1 0

Finalmente, la descomposicion en factores del polinomio es:
m* = 18m” + 81 = (m — 3)(m — 3)(m + 3)(m +3)=(m - 37 (m + 3°
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4 ®¢-Factoriza el polinomio: 4y* — 9y — 6y - 1.

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de y'.
Divisores de 1= £1} Divisores de 4 = [+ 1,+2, +4)

1 1
Posibles factores del polinomio: {il,i -2-,11}

Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio, se consider al cero del término ciibico y se efectian las operaciones

siguientes:
4 0 -9 —6 -1 =1 — Primer factor (y + 1}
—4 4 3 1 e
4 —i -5 -1 0 —% - Segundnfactur(y+ %)
=2 3 1 —
4 -6 -2 0 — Tercer factor (4y" - 6y —2)

La expresitn 4y" — 6y — 2 dnicamente se puede factorizar de la siguiente manera:
dy'-6y-2=2(2"-3y-1)
Finalmente, la descomposicitn en factores del polinomio es:

dy' -9y — 6y -1 =(y+ 1](y+%)2{2y2 —3y-1) =(y+ Dy +1}2" -3y-1)

EJERCICIO 51
Factoriza las siguientes expresiones:
1 8 -b-b+1 11, #* -2 -3 +dn + 4
2 wa2w-w=2 12, ¥ -4’ +3¢ +dx -4
3. X -4 +x+6 13. -3 -3+ 11lx-6
4 X +x’-14x-24 14, ¥ —dx*+ 108" = x -6
5 & -Tx+3 15. @ —30a* - 25a" - 36a - 180
6. e+ 20 +m+2 16, 2¢' = 5x' = 12¢ + 37 +16x - 12
7. 65 +y —11y-6 17, ¥ —4x*+3x¢ - 8¥" +32x - 24
B. a'=10a"+9 18, 6x’+ 7x' = 47x = 135 + T7x - 30
9. 3"+ 4" — 59 - 20 19. n° - 14n* + 490" - 36
10, m* +6m’ +3m + 140 20, 2x°-3x -35¢ - 2¢" 4+ 3x + 35

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTULO 16

FRACCIONES ALGEBRAICAS

EISTGRICA

Nicolds de Cusa (1401-1444)

ardenal alemdn nacido en Cusa y fo-

llecido en Lodi (lfalia). Mas filésofo que

matemdtico, a él se debe la critica a
los conceptos de la nocién de infinito: “...para
alcanzar el maximum y el minimum hay que
frascender la serie indefinida de lo grande y
lo pequefio, y entonces se descubre que el
maximum y el minimum coinciden en la idea de infinito...".

Nicolds de Cusa vio que uno de los puntos débiles del pensamiento escoldsti-
o de lo époco, en lo que se refiere a la dencia, habia sido su incapacidad
para medir, mientras que él pensaba que el conocimienio deberia sustentarse
en lo medida. Sus feorias Eliﬁéfims neoplatdnicas sobre la concordancia
de los confrarios, le condujo a pensar que los maximos y los minimos esfan
siempre en relacion,

Micolds de Cusa (1401-1464)
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Méximo com(n divisor (MCD)

El méximo comiin divisor de dos o més expresiones algebraicas es el término o polinomio que divide exactamente a
todas y cada una de las expresiones dadas.

Regla para obtener el MCD:

2 Se obtiene el mAximo comiin divisor de los coeficientes.
< 8e toman los factores (monomio o polinomio) de menor exponente que tengan en comin y se multiplican por
el mAximo comiin divisor de los coeficientes.

EJEMPLOS
-%_ 1 @+ Encuentra el méximo comiin divisor de: 15x%z, 24xy’z, 36y'2%.
i.§' Soluciéon

Se obtiene el MCD de 15, 24 y 36

MCD=3
Se toman los factores que tengan en comiin y se escogen los de menor exponente, en este caso: ¥, 2
Finalmente, el miximo comiin divisor: 35"z
2 ®+-Obténel MCD de los siguientes polinomios:
4m’ + 8m — 12, 2m" — 6m +4, 6m" + 18m — 24;
Soluciéon
Se factorizan los polinomios:
A’ +2m =3 =4Hm +3)m-1)
20m° =3m+2)=2m -2}m-1)
6(m” + 3m — 4)=6(m +4)(m - 1)
Se obtiene el MCD de 4,2y 6

El MCD de los coeficientes 2, 4 y 6 es 2.
El MCD de los factoreses m— 1
Por tanto, el MCD de los polinomios es: 2(m — 1)

Minimo comin mdltiplo (mem)

El minimo comiin miltiplo de dos o més expresiones algebraicas es el término algebraico que se divide por todas y
cada una de las expresiones dadas.

Regla para obtener el minimo comin midltiplo:

@ Se obtiene el mcm de los coeficientes.
< Se toman los factores que no se repiten y, de los que se repiten, el de mayor exponente, y se multiplican por el
minimo comiin miltiplo de los coeficientes.
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EJEMPLOS
5 | ®¢ Determina el mem de las siguientes expresiones 15x%y'z; 24xy’z, 36y"7.
S. Solucién
T Se encuentra el mem de 15, 24, 36
15 24 36 2
15 12 18 2
15 6 9 2
15 3 9 3 mem =2% % 3% % 5=360
1 3 3
1 1 5
1 1 1

El mem de los coeficiente 15, 24 y 36 es 360
Se toman todos los factores y se escogen los de mayor exponente en el caso de aquellos que sean comunes y, los
que no, se escriben igual.

2
Finalmente, el mem es 360 xy'z’
2 ®s-Encuentrael mem de 4m’ + 8m — 12; 2m” — 6m +4; 6m” + 18m — 24.
Solucién
Se factorizan los polinomios y se escogen los factores:
4’ + Bm = 12=4(pf + 2m = 3) = Hm+ 3(m - 1)
I’ —6m+4=2m" -3m+2)=2Am—-2)(m-1)
61" + 18m — 24 = 6(m” + 3m — 4) = 6(m + 4)(m - 1)
Se obtiene el mem de los coeficientes de 4, 2y 6

4 2 6 2

2 1 3 2

’ 1 3 3 mem=2x3=12
1 1 1

Emcmded,2y6es 12
El mcm de los factores es: (m + 3)m —2Mm + d(m - 1)
Por consiguiente, el mem es: 12(m + 3)(m — 1)(m — 2)(m + 4)

EJERCICIO 52

Determina el maximo comin divisor y el minimo comin multiplo de las siguientes expresiones:
L. 356y 426 Tay's
2. T2m’y'; 96m’y"; 120m'y’
3. 4dy; &Y, 'yz 10xy°7

¥ 4. 39a%bc; 52ab’c; T8abc’
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. 600t TSm*n** %5 105mn !

mb; 33f+?+’; 44xa+lyb+2

. 18d°(x = 1)%; 24a*(x - 1)%; 30a°(c - 1)*
2T(a - b)x + ¥)% 45(a — BY(x + ¥}

, 24(2x + 1(x = 7); 30(x + 8)(x = 7); 36(2x + 1)(x + 8)"
10. 38(a’ + a'b); 57a(l + bY'; T6a'(1 + by

11 xy+y X +x

12. = 1;m" =1

W P =1 O ta

13. o +mn;mn+ 1’ m’ +ni'n

14, ¥ = yh 8 -2y +y°

15 -6 —dg Xy -2 ¥ -x-2

16. 30" -a;27a° - 1,94 - 6a + 1

17. m* =2m -8, m* —m = 12; ;1 — 9" + 20m

18. 2a* -2d"; 3d" - 3a; 4a" — 4’

19. 126" +8b+ 1;26* - 5b - 3

20, ¥ =25 = Sy +6; 297 — 57 — 6y + 9 297 — Sy 3

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Simplificacién de fracciones algebraicas

Una fraccitn algebraica contiene literales y se simplifica al factorizar al numerador y al denominador y al dividir
aquellos factores que se encuentren en ambas posiciones, como a continuacién se ejemplifica.

EJEMPLOS - o
2

-é_ 1 e S:mphﬁcala siguiente expresion: %.

@ lucién

il

Se factorizan tanto el numerador como el denominador.

84" +12ab _(4a)(2a+3b)
84’ (2a)(4a)

Una vez factorizados los elementos de la fraccidn, se observa que enambos se encuentra la expresion (4a) la cual
= procede al simplificar

(4a)(2a+3b) 2a+3b
(2a)(4a)  2a

3m

2 ®o Simplifica la siguiente expresion: ———.
15m=-12m

Solucién
Se factorizan el numerador y el denominador, simplificando el término que se repite en ambos (3m)
3 1(3m) 1
15m-12m"  (3m)(5-4m) 5-4m

334



Cariuio 16

Fracciones algebraicas
3 i S . 6x'y=12xy"
@+ Simplifica la siguiente expresion: —————.
Solucién
Se factorizan tanto el numerador como €l denominador.

6x'y-12xy" _ 6xy(x—2y)

¥ =dyt  (x+2y)(x=2y)
Una vez factorizados los elementos de la fraccion, se observa que en ambos se encuentra la expresion (x — 2y) la

cual se procede a simplificar
6xy(x-2y) _ 6xy
(x+2y)(x-2y) x+2y
x1—-6x+9
®e-5i i
4 O %0
Solucion
Se factorizan tanto numerador como denominador

¥ =6x+9 (x-3)° (x=3)

xz+ax—3x—3a=x(x+a]—3{x+a]_ (x-3)(x+a)

En esta fraccitn el elemento que se repite en el numerador y denominador es (x — 3), entonces se realiza la sim-
plificacién

(x=3 x-3
(x=3)(x+a) x+a

Oy -x’

5 @+ Simplifica la siguiente expresién;: ————,
Pl [ Senie CApeAln: = 5 oo

Solucion

Se factorizan tanto numerador como denominador

9x —x° x(9-%) _ x(3+x)(3-x)

xt-x'—6x x’(xz —x—ﬁ] X (x=3)(x+2)

Los factores que se repiten son (x) y (x = 3)
x(3+x)(3-x) (3+x)(-1)  x+3

¥ (x=3)(x+2)  x(x+2)  x(x+2)

124 37x+ 2% - %°
20+ 51x—26x" + 32"

6 ®e-Simplifica la siguiente expresién:
Solucién
Se factorizan tanto numerador como denominador
12+37x+2x° =3x" _ (-1)(3x+1)(x+3)(x-4)
20+51x-26x"+3x"  (x=5)(3x+1)(x—4)

Los factores que se repiten en el numerador y denominador (3x + 1) y (x — 4), se dividen, obteniéndose la simpli-
ficacidn de la fraccién

12437x+2x" =3x° _(=1)(x+3) __ x+3
20+51x-26x" +3x°  (x-5)  x-5
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EJERCICIO 53
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
2a’ +2ab y =275
e T 16, 4————
3a’h ¥ —xy—ﬁf
6a’t’ ;|
R 17, ————
3a’b - 6ab’ x*-x'—x-2
4a’ +12a x*=-3y+ 3y -y
3. 3 18' 3 1 3
Ba x =3xy +2y
4 6m” —18m” —24m lg, _ax—bx—3ay+by
C o 15m-9m’ " by? —bx" - 3ay’ +3ax’
3 1.2 2
mn—mn a +ab—ad-bd
5. = 3 m' - PR
" -m 2a’h+2ab
6 4% 12 a1, Y +¥ -6y
D2t 2% -12x " 3@y’ +9ay + 2y +6y
x* =3xy-10y" 3x" -3xy
e w7 Flie————=
5y +dxy-x" YZ= X YW+ Iw
1 i 2 -
8. x +Tx-T8 7, W Ew=2
X -36 X—wx—y+wy
i AT PR |
9, ﬂz Sn+6 24” !:+1 P z.P
n=-2r-3 P -p-2p +2
2x° - xy—6y" 22 -2ab" +a’ -b"
10, ———— 25, T 33 T3
3x' = 5xy-2y 2ab® +b”* -2a’ -a
=x* + 3y -2y X+ —x-2
e e . MWy
5x* —dx’y—xy x'+d4x’ +x-6
1 3 2
. 3x’z+1(],xy+szy 7. X +:1x +x=6
x —xy—06y x +x =1d4x=24
13, G&m —2ab’mn +ab’n’ 0z Y =9y +26y-24
' abm® —abn’ "y -5y -2y+24
8o x® (y=1)(»* -8y +16)
e s e 2. 2 2
o (" -4)(1-)
X +y (a—i]zl:az+a—12]
18 ——= 30. 3
x' -y (2-a)3-a)

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiants

Suma y resta de fracciones con denominador comin

EJEMPLOS - -
D 2

-g_ R e o st e 2250 8 2t 4a
ahb ab

i.E' Solucién

Se simplifica cada fraccidn, si es posible.
2a-a’b _a(2-ab) _2-ab_ 3a+4a’b _a(3+4ab) 3+4ab

H =

a’h ab ab a’b a’h ab
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Se suman las nuevas expresiones.
2—ab+3+4ab
ab ab
Como los denominadores son comunes, en la fraccidn resultante sdlo se reducen los numeradores y el denominador
permanece igual.
2—ab+3+4ab_2—ab+3+4ab_5+3ab
ab ab ab ~ ab
Im+ S5m=5 -
2 ®¢ Encuentra el resultado de ool Pt P m'
» 2m-n 2Zm-n 2m-n
Solucién
En este caso ningiin sumando se puede simplificar, entonces el comiin denominador es 2m — a1, y sélo se reducen los
numeradores.
2m+n Sm=5n  n-m _2m+n+Sm=Sn+n-—m _6m-3n _3(2m- n]
2m-n  2m-n 2m-n 2m—-n " 2m-n Zm=-n
EJERCICIO 54
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
2 2 2 2 2
L 2x -Tx  6x -:x 4 Im —6m+12m —3m 7 12f—x+5+6+x—x
8x Bx 4mn 4mn Dx 22x
2. 1-¢" 7-24° 5, 35n-7_152-3 g 13x—y 5x-3y 3x+6y
a a Sn'-n Sn'-n 3x-2y 3x-2y 3x-2y
3 Tn-1+8n-4 6 11y* =14y 2y*+y 9 6a+5h a+ﬁb+ 3a-b
" 10n  10n T 6y 6y ' 8a-2» 8a-2b 8a-2b

@ Varifica tus resultados en la seccién da soludones correspondiente

Suma y resta de fracciones con denominadores diferentes

EJEMPLOS E
-§_ 1 @+ Efectiia la siguiente operacién: £+ﬁ

2.

L

Solucién
Se obtiene el minimo comin miiltiplo de los denominadores y se realizan las operaciones correspondientes.

I 3x Sy _ 3x(2x ]+5y(yz] 6x° +5}f

2y 257 4x 4x'y* ¥y 4x? _'p
1 1
2 ®+-Realiza la siguiente operaci6n y simplificar al méximo; e
Solucién
Se obtiene el comiin denominador de los denominadores “x + h” y “x”, posteriormente se procede a realizar la dife-
rencia de fracciones

1 1 _x—(x+h) x-x-h__ -k
x+h x  x(x+h) x(x+h) x(x+h)
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3 e

3x 4
¥ —6x+9 x-3'
Solucién
Se obtiene el minimo comiin miiltiplo de los denominadores y se efectiian las operaciones:

Efectia

* 4 =3x(1]+4(x-3]=3x+4x—12=7x—12

(.r—.'i:l2 x-3 (x—3]z (:J;'—E’-]2 (Jr—?;:l2
1 1
“Realiza la siguiente operacién: —————-——.
(x+n)' -1 x*-1
Solucién

Se determina el comiin denominador, éste se divide por cada uno de los denominadores y el resultado se multiplica
por su numerador, los productos se reducen al méximo,

1 i 1 1 Ux*-1)-1x"+ 2xh+ b - 1)
(x+h) =1 x=1 F+2xh+k -1 =1 (x*+2xh+h -1)(¥ -1)
x'=1=x"=2xh=h"+1 _ =2xh—-h"

C(Pr2xh+n -1)(F =1)  (#+2x+ 0 -1)(x7 -1)

Simplifica Ia siguiente operacin: x ,+{x2+1]%.
(x*+1)f

Solucion
A los enteros se les coloca la unidad como denominador:
1
g A
¥ ,+(x2+1-;= ¥ ,+(x +1]2
(x+1)2 (e !

1
Luego, el comiin denominador es (x* + 1), por tanto

i +(x2+1]%= x i +(xz-:1]5 =‘:‘:2(1)-'-(‘:‘:1!-'-l]ﬁllz;‘::!-i-l]i
(x*+1)2 (¥ +1) (x*+1)2
= aplica la propiedad @™ @" =a" ™" y se simplifica al mdximo el numerador, entonces:
AM+E T 2 a(f4) 224
(x*+ 1];' (2 + 1]% (x*+ 1]%

3 1
- Simplifica la siguiente operacién: — > —(J\':3 - 1]3.

Solucién ,
El comiin denominador de esta diferencia de fracciones es (x3 - I]E,cntcmocs:

P e gpo A P

<l Wb wf e o
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Por tanto, la simplificacién es:

x3

2_(x3—1I§= 1

(x*-1)7 (x*- 1]ZE

1 1
i -
R o+ it ot ropiitien gt exprosidin x(x +1]Iz _Jx:(:cz 1)2

(x*-1)7 (x’+1];' '
Solucién

El comiin denominador es el producto de los denominadores:

(- 1]% (x"+ 1]%
Se realiza la operacién;
a2y’ +1]I% K iz’ —I]I% _ x(x?+ 1]%*_;I—,J‘:(Jr2 _.1]%% _ x(x? + I]I—J::(J\':2 —11]
(=17 (F+1) (=1 (2 1) (# =1 (x +1)2
XHx-x"+x
(x*=1)2(# +1)2
 n

(P11

En el denominador los factores estin elevados al mismo exponente, se pueden multiplicar las bases, las cuales dan
como resultado una diferencia de cuadrados, por tanto:

x(xz+l]l%_x(xz—1]I%: Zx’
(-1F (241 (x*-1)°

(=)

0 o i pirca e sigints operacige: 22 26+1)
3x+1)7 3x-2)

Wi=| =

Solucién

Se obtiene el comiin denominador y se procede a realizar la diferencia:

(x=203  2x+1p _(x=2)35-2(x+1)55 _ (r=2)=2(x+1) _ x-2-2x-2
3{x+1]§ S(x—i]% 3(x+ l]zi{x—Z)IE

2 1 1 1
Ix+1)3(x-2)7 Hx+1)3(x-2)3
Por iltimo se simplifica el numerador, entonces:

(=28 2x+1f  —x-4

__ x+4
Ax+1)s B(x-2)7 Hx+1)i(x=2)7  Ax+1)i(x-2)}
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; T : a+b a+4b a+5b
@+ Realiza - £
Hae- s LR o e e T T
Solucién
Se factorizan los denominadores:

a’ - ab - 20b" = (a - 5b)(a + 4b)

@ —dab - 5b"=(a-5b)a+b)

@' +5ab+4b" = (a + 4b)(a +b)
La expresitn con los denominadores factorizados es:

a+b _ a+4b " a+5b
(a-5b)(a+4b) (a-5b)(a+b) (a+4b)(a+b)

Se obtiene el minimo comiin miltiplo de los denominadores: (a — Sb)(a + 4b)(a + b)
Se resuelve la fraccion:

_(a+b)(a+b)-(a+4b)(a+4b)+(a-5b)(a+5b)
= (a-5b)(a+4b)(a+b)
_a*+2ab+b* —a° - 8ab —16b" + a® —25b°
- (a—5b)(a+4b)(a+b)
a® — 6bab - 40p°
(a—5b)(a+4b)(a+b)

El numerador se factoriza, si es posible, para simplificar al miximo, entonces

__ (a-108)(a+4b)

(a—35b)(a+4b)(a+b)
a=10b

(a—5b)(a +b)

EJERCICIO 35

Efectla y simplifica las siguientes operaciones algebraicas:

: x=2 x+5 2 2
i 1, ——4— 7. =

i 4x  10x (x+h) -3 -3
. , X+1 2x+3 N (x+h)’ i
. T2x 0 C(x+h)+1 X741
: x_4 x—3 6x X

. 3y 9, + =

: 9x"  6x x'=9 x+3

. 4 2x+5_x+26 10, 2 +xz+2

: 6x 4x x+1 x° -1

: 5. ;_L 11, iq.L

s x+h+2 x+2 -4 x+2

£ . x+h+l x+1 2, — 3 3 2
i x+h-1 x-1 xI=2x+1 »-1
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Fracciones algebraicas
Tx 1 2x*+8  S5x-6-x°
13 —+—— 20. =
P H6x+9 ¥ -9 2 +2x-12 X +2x-8
13 x 4x-5 9 2
14, 2x(x-2)3 -—— 21, +
*x-2) 3{:—2:& X+x=-12 18-3-x" x +10x+24
3 & 1 6x +7 19
15. 1207 (%" +1)2 - 22, -
# (1) (xzﬂ]% 27 +11x+15 3P +75-6 65 +113-10
L L
Sx(xz —4]1 :c:l:?sx2 +2]z m+n 1 3m?
16. T [ 23, = T +—=—
(3x2+2]-:. (xz_4]; m =mn+n m+n m+n
3 L
i —2x(x* +2)3 _4x(5—x2]3 % 342y Sxty  dx-y
S{S—xz]é 3(xz+2]% xz+3xjr—1(]y’ x2+4xy—.‘5_vz x’—3x3r+2y’
1 1
i (8x—-3)(4x” + 3x)? _{Bx+3]{4x’—3x]’ s G=b _a-2 a* +2ab — 6b°
: 2 2 N bl bl
3(4x2—3x]5 3(4xz+3x]§ 3a+3 Ga-6b 9a” -9b
x+1 12 r+3s 35" r
19. - 26. 1 s
> Fax=12 2 +5r-24 T .

@ Vaerifica tus resultados en la seccién da soludones correspondiente

Multiplicacién de fracciones algebraicas
Regla para multiplicar fracciones:

2 Descomponer en factores los elementos de las fracciones que se vana multiplicar.

© Se simplifican aquellos términos que sean comunes en el numerador y denominador de las fracciones que se
van a multiplicar.

© Multiplicar todos los términos restantes,

EéEMPLOS +
% 1 & ¢ Multiplica 54—‘:2—?-
i Solucién

Se realiza la multiplicacitn de fracciones y se simplifica el resultado

m +9m+18 5m-25
m-5 Sm+15°

2 @« Simplifica:
Solucion
Se factoriza cada uno de los elementos

m'+9m+18 5m-25 (m+6)(m+3) 5(m-5)
m-5  Sm+15  m-5  5(m+3)

{continta)
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{(continuacidn)
= procede a realizar la multiplicacién y la simplificacién
(m+6)(m+3) 5(m=3) _35(m+6)(m+3)(m-3)
m-5 S(m+3) 5(m-5)(m+3)

=m+6

a’-5a+6 6a a -25

@e-Ff; i i a . . i
3 ooty mnpiey 3a-15 a'-a-30 2a-4
Solucién

(a-3)(@-2) 2-3a  (a+5)(a-5)_(a-3)(a-2)2-3a(a+5)(a-5)
3(a-5) (a-6)(a+5) 2a-2)  3(a-5)(a-6)(a+5)2(a-2)
_6ala-3)(a-2)(a+5)(a-5) ala-3)
- 6(a=5)(a-6)(a+5)(a-2)  a-6

Finalmente, el resultado de la multiplicacion es a‘;ﬂ 63} ﬂa =

EJERCICIO 56
Efectlia la multiplicacion de las fracciones algebraicas y simpilifica:
4a* 14x 5b° Tx" +42x 15x-30
g e i e 11. :
Ix 5b° Ta° 3x —6x 1427+ 84dx
5 2x 3y X +x-6 ¥ -2x-3
M e 1% = .
x ¥y 10 x'=5x+6 x'—4x-5
5 X 5y Ta i x'=10x+24 x'-2x-48
" 10y 14ab 6x° ©304+x-x X -12x+32
4 16ab” 10x° 24° 1 8x2+10x+3 6x7+x-1
" Sa’x  4b° Wx " odxt+dx+1 9x' +9x-4
5 I b 2y 5 x'=3x—4 x'+5x+6
T 4b 2y 3% "X =Tx+12 x*-3x-18
g 5m+25 Tm+7 16 x*+9x+18 2x" +7x+6
Y14 10m+50 " 2%+ 9x+9 4x7 +9x+2
; b -5b+6 b'-25  6b g7, X427 =3 247 +3x
" 3p-=15 2b-4 H-b-30 " A4x +Bx+3 x’-x
2 2m*+2mn’® x X' -x 1® =27 a'+a+l
T 2mx -2mx x+1 mix+n’x T at-1 x+3x+9
14x" -21x 12x-8 jg, X +5x+6 Bx+8 x'-5x
24x-16 42x-63 T4t 4dx -9 x+2
i 30x°-18x" 42x+35 o 20" +58-3 n’+4n+4 3n’ +11n-4
T oex*+5x  60x-36 "W -2n-8 6n°-5Sn+l R +5n+6

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Fracciones algebraicas

Divisién de fracciones algebraicas
Regla para dividir fracciones:

< Primero se multiplica el numerador de la primera fraccion por el denominador de la segunda, de lo que re-
sulta el numerador de la fraccion solucitn; el denominador de la fraccitn solucion se obtiene al multiplicar
el denominador de la primera fraccitn por el numerador de la segunda. De preferencia los productos se dejan
indicados.

2 Se simplifican los términos o factores que sean comunes, en el numerador y denominador, de las fracciones
que se van a multiplicar.

© Se multiplican todos los términos restantes.

EJEMPLOS :
.% 1 e Rcalizalasiguicntcdivisién:%+i—?»
o Solucién

Se efectdan los productos cruzados y se simplifica la expresién

m* 2m _(m)(n*) _mn® _mn

W i (2m) 6mn’ 6
3?
T
2 ®e-Simplifica la siguiente divisi6n: @
Solucién
Se realiza el producto de medios por medios y extremos por extremos, para después simplificar al méximo,

a-a_ 5a’-5a
2a°+6a  2a+6

3 ®e-Realiza el siguiente cociente y simplifica:
Solucién
Se factorizan todos los elementos y se procede a efectuar la simplificacion.

@ -a 5da°-5a a(a-1)(a+1) Sa(a-1) a(a-1)(a+1)(2)(a+3) a+l
20 +6a . 2a+6  2a(a+3) . 2(a+3) (2d)(5a)(a-1)(a+3) Sa

4 e+ Simplifica la siguiente operacion;
1
1
(7 +1)

(" +1)

{continiia)
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{(continuacidn)

Solucién

En este caso se tiene una fraccion sobre un entero, al que se le agrega la unidad como denominador, para después
realizar el producto de medios y extremos, entonces:

l:x +1] l:x +1] 1 B 1

(¢ +1) ("_1“] (xz,,l]%*"_(xzﬂ]*;

45" - y 6f+hy+2y
2% +xy -y 3x’+.‘5;y+2y2

5 @+ Resuelve I siguiente division:
Solucién
Se factoriza cada uno de los factores y se procede a realizar la division
dx’ -y ox’+Txy+2y’ _(2x+y)(2x-y) (3x+2y)(2x+y)
" +xy -y 3x2+5xy+2yz (2x=y)(x+y)  (3x+2y)(x+y)

_(2x+y)(2x-y)(3c +2y)(x+y) _
(2x-y)(x+y)(3x +2y)(25 + y)

é @+ -Efectiia y simplifica la siguiente uperacién:(x+4 +;§I)+(x 1-x_91)

Solucién
Se resuelven las operaciones dentro de los paréntesis:

[ 2 ] ( 9 ] [x2+5x+4+2] [x2—2x+1—9]
x+d+— |+ x-1-——|= +
x+1 x=1 x+1 x=1
_[x*+5x+6 N ¥ -2x-8
REETS x-1
Se factorizan los polinomios resultantes y se resuelve la division:

(x+3)(x+2) (x=4)(x+2) (x+3)(x+2)(x=1) (x+3)(x=1) x'+2x-3
2EL 0 xet C(x+1)(x=4)(x+2) (x+1)(x=4) x*=3x-4

EJERCICIO 57
*  Realiza las siguientes operaciones y simplifica al maximo:
: 6x"
= 3
. 2,8 ) 23
: y 3y 2
3 (2x+3)
5 12x°
s T
: 12a'b°  4a’b (20 +1)°
; 2 —Sa+_ 37 A
. 15x°y*  Sxy 28

(2:3 + 1)%
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4x3 xs—lilx
— Fooax
5, 3”‘;31? 14. _5#35_
x x=11x
x=y x+7
x*+125
X+x x-x X' -64
B it G i 15, ——2——03 __
Fox x-2x+l -5 +25x
X +x-56
a’ —6a
- - 3 2
X +2x=-3 x'=10x+9 a +3a-54
a +9%
P=Tx+10 »* +5x-14 152" +7x=2 6x"+13x+6
8. + 17. +
x1=6x+5 X +8x+7 25x% -x 25x° +10x +1
2
9. x’—4x+3+x +12x+32 8, (1+ a }'{Hi_a]
X —6x+9 x +3x-40 a+b b
4x" —=Mx—6 4x" +25x+6 ) 3
10, 19, + +—
3¢ -14x+8  r+x-N i x+ )+( x+4]

6x =5x+1 4x*—Bx-5
11. + 20.
12x —x-1 Bx’+6x+1

X =16 x-x-12 21, [a+a+ b’ ]+(1_L]

©=3"+9x x+27

Bxl=2r=-3  4x’-1
13. 22,
16r°—9% = ar+3x

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

Combinacién de operaciones con fracciones
La simplificacidn de este tipo de operaciones, enlas que se combinan operaciones bésicas, se basaen la jerarquizacion
de operaciones de izquierda a derecha, como sigue:

= Divisiones y productos
© Sumas y restas

x+2x  x'+2x- N x -2x-8
X +dx+3 20 —x-1 Zx’ Tx—4

-g_ 1 @+ Efectia y simplifica la siguiente fraccién algebraica
5

Solucién
Se factoriza cada uno de los polinomios de la expresién

X +2x X +2x-3 x'-2x-8% x(x+2)  (x+3)(x- 1] (x=4)(x+2)
F+dx+3 28 —x-1 22 -Tx-4 (x+3](x+1] (2x+1](x—1] (2x+1)(x-4)

{continiia)
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{(continuacidn)
Se realiza el producto

x+2)  (x+3)(x-1)  x(x+2)(x+3)(x-1)  x(x+2)

(x+3)(x+1) (2v+1)(x-1) (x+3)(x+1)(2x+1)(x=1) (x+1)(2x+1)

Por (iltimo, se realiza la divisién y se simplifica al méximo:

x(x+2) (x=4)(x+2)  x(x+2)(2x+1)(x-4) x

e )(2x+1) (2x+1)(x-4) (x+)(2x+1)(x-4)(x+2) x+1

2 ®e- Realiza y simplifica la siguiente fraccitn:

X +6x+5 ¥-3x-10 «x

X +5x+6 ¥ -4x-5 x+1

Solucién
Se factorizan las expresiones y se aplica la jerarquia de las operaciones

(x+5)(x+1) (x-5)(x+2) x _(x+5)(x+1)(x-5)(x+2) «x
(x+3)(x+2) (x=5)(x+1) x+1 (x+3)(x+2)(x=5)(x+1) x+1

_x+5  x  (x+5)(x+1)-x(x+3)

Cx+3 x+l (x+3)(x+1)

_x +6x+5-x"-3x
B (x+3)(x+1)

Ix+5
(x+3)(x+1)

EJERCICIO 58
' Efectia y simplifica las siguientes expresiones:
xt=x=12 xz—x-56+x’—5x—24
=49 x+x-20 x+5
a’-8a+7 @' -36 a-a-42
"a-11g+30 @*-1 o' -4a-5
ﬁa’—','a—3+4a’—12a+9 2a" -a-3
a -1 a’ =1 3¢"=2a-1
2r’+5r+2+ r+2 +2:’+9:’+4:
TP -4r+16 P+64 r+1
2 3x+3 X +x-2
Dt F] 2 ]
x+3 x" -2x-8 x =1
6 3" +3x _x2+2x—3_ Ix
T3y -8x+4 x'+5x+4 2x-1
6x* —12x +2xz—5x+2 3
" 2x" +3x-9 2% +5x-3 x+1

P R R I R A R R N I I
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g x'=27x X" +20x+100 x*-100
TR +Tx-30 ¥*+3*+9r x-3

8x'=10x-3 4x*-9 +Bx’+14x+3
6x° +13x+6 3 +2x 9x° +12x+4

10 ¥ -x-12 x'-6x+8 x'-3x+2

TP +x-2 x*-3%x-10 x*-2x-15

X ax=-2 x’+3x+ 2x? - dx

X +5x+6 x'-1 x +x-6

1p £o5%7  X+3x ' +3x-4 x-x-6
T X -25x x +5x+6 X +6x+8 ¥ —6x+5

11

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondienta

Fracciones complejas

En una fraccién compleja el numerador y el denominador se conforman por operaciones algebraicas.
EJEMPLOS °
‘i 1 @+ Simplifica la expresién [m+%]+(n—%].
i§' Solucién

Se realizan las operaciones dentro de los paréntesis,

( m ( 1Y _mn+m n° -1
m+— |+|n-=|= E———
n n n n

g resuelve la division y se simplifica al méximo:

n(mn+m) _ nm(n+1)

L
n(nz-l] “n(n+)(n-1) n-1
-
2 ®s-Realiza y simplifica la fraccién 3
y A
3 y+3

Solucién

Se resuel ve tanto el numerador como el denominador y se factorizan los polinomios resultantes, si es posible

5 (y=-1(y+3)-5 y +2y=3=5 ¥ +2y-8

]

¥ }I+3= y+3 i y+3 i y+3
y+5_£ (y+5)(y+3)-35 y +8By+15-35 ? +8y-20

yE3 y+3 y+3 y+3
(r+4)(y-2)

_ +3
(y+10)(y-2)

y+3

{continta)
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Se dividen las fracciones y se simplifica al méiximo
_ (y+3)(y+4)(y-2) _y+d
(y+3)(y+10)(y-2) y+10
=1
3 i--]ifectlia}rsimp]iﬁca:b—z.
—e b +2
® i
b+1
Solucién
Se eligen las operaciones secundarias y se reducen hasta simplificar la fraccién al médximo:
b-1 ~ b-1 - b-1 _ b=l
B +2 b +2 - B2 b +2
b+2_b_b—2 b+2_b(b+1]—(b—2] B s U T
b+l b+l b+1 b+l
h-1 h-1
= b—l = = —— =b— 1
b+2=(b+1 1
(b+1)(p" +2) ®+D
b+2—" 2 2
b +2
4 ®+ Simplifica Ia siguiente expresion:
1 1
(x-2)F  (x+2)
1 1
2x+2)7 2(x-2)
x=2
Solucién
Se resuelve la parte superior de la fraccidn principal
1 1 1.1 1.1
(x=2)  (x+2)2 (x=2)T7—(x+2)27"7  (x-2)-(x+2) -4
1 [ 1 1 - 1 [ 1
2(x+2)2 2(x-2): 2(x+2)2(x-2)2 2(x+2)3(x-2)7  2(x+2)2(x-2)
=2
T b L
(x+2)2(x-2)2
Luego, la fraccién original se escribe como:
1 1
(x=2)7  (x+2)2 -2 -2
1 1 1 1 1 1
2(x+2)7 2(x-2)7  (x+2)2(x-2)2  (x+2)1(x-2)2
x=2 B x=-2 B x=2
1
Se realiza la divisién de fracciones y la simplificacién es:
-2
A, 2
(x+2)2(x-2)
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EJERCICIO 59

Simpilifica las siguientes fracciones complejas:

1
|

141
x

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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10.

11.

12,

13,

14,

15.

16,

Fracciones algebraicas

_(3x+1)i

(3x+1)§ (3x—1)§
(3x- I:Ié

{Sx’ + 1]% _ 1(]x§
3x§ 3{53:2 + 1]zE

5x’+1§
(5x7+1)
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CAPTUIO 17 3

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

HISTORICA
u .

principios del siglo XX fres mafemdticos,

Ruffini, Abel y Galois, encararon el pro-

blema de resolver una ecuacién desde
un punto de vista radicalmente diferente.

Mas que a Ruffini y Abel, es Evariste Galois a
quien le cabe el fitulo de fundador del dlgebra
mCderl"lﬂ.

Galois nacié el 25 de octubre de 1811 en Bourgla Reine, hasta los 12 afios
de edad lo educd su madre, mujer culia y esclarecida. En 1823 vicjo @
Paris para internarse en el liceo Louis le Grand, insfitucién famosa por el
rigor de su disciplina.

A principios de 1827 despierta su inferés por la matemdtica, disciplina a
la que de inmediato se dedica por completo, descuidando los estudios de
griego, lafin, francés, retérica, considerados mas importantes.

Galois publicd, en abril de 1829, su primer arficulo cientifico: un teore-
ma sobre las fracciones continuas periddicas. Al mes siguiente presentd a
la Academia de Ciencias sus primeras investigaciones sobre los ecuacio-
nes algebraicas de primer grado, frabajo que fue recibido con frialdad y
desinterés por Cauchy, el mayor matemdtico de la época y presidente de
la Academia. En ese mismo afio el joven matemdtico entré en la Ecole
Préparatoire, insfitucion destinada a formar profesores. Dos meses después
era bachiller en letras y en ciencics.

Evariste Galois (1811-1832)




1 7 Carltuio

Aicesra

Co ncepi'os genera |es

Igualdad. Dos cantidades son iguales o equivalentes cuando tienen el mismo valor,

Ejemplos
Q2 +3)7=25 @+ =25 J625 =25

Entonces (2 + 3)%, (4)* +(3)%, /625 son expresiones equivalentes ya que todas valen 25
¢ Podriamos decir que x + 3 = 8 es una igualdad?

Ecuacién, Una ecuacitn es una igualdad con una o varias incégnitas que se representan con letras, Las ecuaciones
pueden ser férmulas que se utilizan para encontrar una magnitud.

Ejemplos
La férmula v= %se utiliza para encontrar la velocidad constante de un mévil del que se conoce la distancia recorrida

yel tiempo que empled en recorrerla.
La férmula A = 7" se utiliza para encontrar el drea de un circulo dada la longitud de su radio,

También existen ecuaciones con expresiones algebraicas, en las que se busca el valor de una variable o representan
modelos matemdticos que resuelvan algin problema de la vida real.

Ejemplos

x+2=8 x+y=6 ¥-4=0 ———

Las ecuaciones estdn formadas de la siguiente manera:

ler miembro = 2do miembro
Solucién de una ecuacién. La solucién o soluciones de una ecuacitn son los valores que hacen que la igualdad se
cumpla,

Ejemplos

1, Para la ecuaci6n x + 2 = 10, la soluci6n es x = 8, ya que al sustituir con 8 a la literal x, se obtiene: B +2 =10
2, Parala ecuaci6n x +y =8, una solucién es x =3,y =5; porque: 3+ 5=8

3. Parala ecuaci6n x” — 4 =0, las soluciones son; x =— 2, x = 2 porque:

(-2-4=4-4=0,(2-4=4-4=0
Grado de una ecuacién. El grado de una ecuacién se obtiene del término de mayor grado que contenga a la(s)
incognita(s).

Ejemplos

1. La ecuacién 2x + 3 =5, es de primer grado, porque la incognita tiene exponente 1

2 Laecuacidnxz—jx+6=ﬂ,esdesegundugradu,purquclaincdglﬁtaticne exponente 2
3. La ecuacion x + y =6, es de primer grado, porque las variables tienen exponente 1

A las ecuaciones de primer grado se les llama lineales,

Ecuaciones de primer grado con una incégnita

Ecuaciones que se resuelven mediante la aplicacion de ecuaciones equivalentes con operaciones elementales (suma,
resta, multiplicacitn o divisién) a ambos miembros de la ecuacitn, hasta obtener el valor de la incégnita.
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Ecuaciones de primer grado

EJEMPLOS
5 | @+ Encuentrael valor de xen la siguiente ecuacién: 2x +3 =7,
S_ Solucion

L]

Se agrupan los términos que contienen a la incGgnita en el primer miembro y las constantes en el segundo, se aplican
sumas, restas, multiplicaciones o divisiones, segin corresponda.

2xx+3=7 — (Zx+3)-3=7-3 Se resta 3 en ambos miembros
2x=4 Al simplificar
1 1 1
i =4 Fols A
2(2x)=2(4) Se multiplica por
2 _4
372
x=12
Se comprueba la solucién al sustituir en la ecuacitn el valor de x, y se verifica la igualdad.
22 +3 =7
44+3=7
7=1

Por tanto, la solucién esx =2
2 @« Encuentra el valor de la inc6gnita en la ecuacién m — 25 =3m - 5.

Solucién
m-25=3m-5 — m=3m=-5+25 Se suma 25 y se resta 3m
-2m=20 Al simplificar
20
m=—2 Se divide entre —2
m==10

Por tanto, m=-10

3 @+ ;Cudl es el conjunto solucién de la ecuacién 20x — 14 — 11x=8 - 6 + 2?

Solucién
0x-14=-11x=8-6x+2 = Wx-1lx+6x=8+2+14
15x =24
_24_8
BT

8
Por consiguiente, el conjunto solucidn es {3}

Teorema: sea la ecuacidn lineal ax= b

a) Sia=z0, x=gcs solucidn dnica

Demostracion:
ax=h
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Supongamos ahora que x, es soluci6n, entonces, al sustituir en ax = b obtenemos:

L
a

axa=b - l(qxﬂ]:l(b] - [l.a)xa=g - X, =
a a a a

Por tanto, x= E es solucién tdnica.

b) Sia=0pero b #0, entonces, ax = b no tiene solucién

Demostracion;
Sea a =0, entonces, para todo k e R, ak = 0si b #0, entonces, ax # 0, por tanto, kno es solucidn de ax=b

c¢) Sia=0yb=0,todokeRes solucién de ax=5b

Demostracién:
Siag=0, para todo k € R, ak=0, si b=0, entonces, cualquier niimero real k es solucién de ax=b

EJEMPLOS
-§_ 1 ®# Determina el conjunto solucién de la ecuacién 2x— 7 = Sy = 11x — 6 — 14z,
5 Solucién
Al resolver la ecuacitn se obtiene:
2%-7-5x=11x-6-14x - Zx—5x=1lx+ 1dx==6+7

Ox=1
El conjunto solucitn es vacio, ya que todo niimero multiplicado por cero es cero (ver inciso b del teorema),
2 ®e Determina el conjunto solucién de la ecuacién 3y — B + Sy +6 =10y - 2 - 2y,

Solucién

Jy-B+S5y+6=10y-2-2y — 3y +5y=-10y +2y==2+8-6
Oy=0

El conjunto solucién son todos los nimeros reales, ya que cualquier nimero multiplicado por cero es cero (ver
inciso ¢ del teorema).

EJERCICIO 60

s Resuelve las siguientes ecuaciones:

E 1. x+2=5 10, 2-7z=13

2 y-4=6 11, Bx—6=6x+4

© 3, 8-2=9 12, 12+ 7x=2x+22
¢4 10-x=12 13, 9-8y=27-2y

i 5 2%-3=5 14, 27+9=z+1

. 6 3y+2=11 15. 3w -3 =4w+l11

© 7 ox—6-18 16. 10x+21=15-2x

© 8 Sc47=3 17, 21x-3=3x+6

t 9 1-dw=9 18, 11y—Sy+6=-24-9y
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19, Bx—4+3x=Tx+x+ 14 30, 10z-5+T7z—-10+8z=2z-6+4z-8
20, -9% +9—12x=4x—13-5x 3L 3x+ 101 -4x-33=108 - 16x— 100

21, Sy+ 6y - 81 =Ty +102 + 65y 32, 14— 12x+ 39x - 18r =239 — 60x -
22, 16+Tx-5+x=11x-3-2x 33, —Br+48-30x-51x=3x~-31x+ 170
23, - 12x-8-3x+10=2x-9 +6x 34, Tx+5-2x+9r=14x-9+2x— 11x+8§
24, 3z-84+6z=12=z-10+9z-13 35 3w+ 5-Tw+ 9w —1lw+ 13=16—-Bw
25 Ty—10+2y-8=14y—-9+8y 36, 62+ 12z—-18-5z==12z+dz =11+
26, x=6=5r+ 10x=9x-8+3x 37. 10x=8+3x=T7+x=20x-10-6x

27, 2z2-4-8z+9=10z-6+2z-12 38, 5x—B—-Bx+10-3x=9-x+6-5r-13
28 9y-1-1dy+8=y-9+15y-1 39. 2y +7-8y+5-3y=14-6y-2-3y
29, x=T-12x-9+3x=14x-10-x+7 40, 12z-9-10z+3-8z=2z-9+3z+ 10- 10z

Q Verifica tus resultados en la seccidén de soludones correspondienta

Con signos de agrupacién y productos indicados

Para resolver este tipo de ecuaciones se suprimen los signos de agrupacion o se realizan los productos indicados y se
resuelve la ecuacion equivalente que se obtuvo,

EJEMPLOS ‘

-§_ 1 ®¢ Resuclve la ecuacién: & — (6x - 9) +(3x - 2) =4 - (7Tx - 8).

ﬁ. Solucién

Se eliminan los signos de agrupacidn y se resuelve la ecuacitn equivalente que se obtiene:

By —(6x-9)+(3x—2)=4-(Tx -8) = Br—6x+9+3x-2=4-Tx+8
Br—6x+3x+Tx=4+8-9+2

12x=35
3

x=—
12

Por tanto, la solucidn cs:x=%

2 ®+-Encuentra el valor de la incégnita enla siguiente ecuaci6n:
T(18=x)=6(3 = 5x)==(Tx+9) - 3(2x +5) - 12

Solucién
Se resuelven los productos indicados y se determina el valor de x de resolver la ecuacitn equivalente:
T(18 = x}=6(3 = 5x) == (Tx +9) = 3(2x + 5) - 12
126 = Tx = 18+ 30 == Txr =9 —6x - 1512
=Tx+30x+Tx+bx=—9-15-12-126+18

36z =— 144
—144
Y — =—4
*=36

Por consiguiente, x=—4

355



1 7 Carltuio

Aicesra

3 @« Determina el valor de xen la siguiente ecuaci6n:
2x-{3x-(9x+1)-8 }=12x-{9-[ 3x-( 5-2¢)-10]+18x}
Solucién
Se suprimen los signos de agrupacidn y se resuelve la ecuacidn:
2x-{3x-(9x+1)-8}=12x-{9-[ 3x-(5-2¢)-10]+18x}
2x—{3x-9x-1-8}=12x-{9-[3x-5+2x-10]+18x}
2x-{3x-9x-1-8 }=12x-{9-3x+5-2x+10+18x }

Zx=3x+9x+1+8=12x -9+ 3r -5+ 2x—10-18x
2x=-3x+9x-12x-3x-2x+1Bx=-9-5-10-1-8

9x=-33 - X=—=——
3

Por consiguiente, el valor de xes: -1—;

4 @+ Determina el valor de yen la siguiente ecuacién:
-13y—(y-4) +8(2y-3)=8—(y+5)(y-5)-10(y+1)

Solucién
Se realizan los productos notables, los productos indicados y se resuelve la ecuacicn:

~13y—(y-4) +8(2y-3)=8-(y+5)(y-5)-10( y+1)
~13y—(y* ~8y+16 )+8(2y—-3)=8-(5* =25 )-10( y+1)
-13y—y +8y—16+16y—-24=8-y" +25-10y-10
—13y—y" + By+16y+y* +10y=8+25-10+16+24
21y=63

63
=—=13
Y=n

Por tanto, la solucién es: y=3

EJERCICIO 61

. Determina el valor de la incdgnita de las siguientes ecuaciones:

L x—(2x+1)=8-(3x+3)

L 1Sx=-WW=6r—-(x+2)+(-x+3)
(5-3x)-(-dx+6)=(Bx+ 11) - (3x - 6)

. 4x—2) - 5(2x - 6) =8(x+ 1) -3(2x + 3)

s 7B + 8(2x - 3) =d(3x - 1) = T(x - 4)
WOw—{-w+B)+(—5Sw+d)==(Sw+6)+ (- B+3w)
—(3y+8-[-15+6y—(-3y+2)-(Sy+4)]-29}=-5
~2y-3-(~dy+5+[-y+2-Gy-D+-5l}=- (-4

BT ® % 8 o W B E R R EEEEE R R R

® =N s WP
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9. = Ay-D+{-4(y-1)-5[y -2 -y +3y] - (y +D}=2 - (~-5-3)

10, w=2[w+5(1-2w)+4w] - (w+3)==w+3IHw+2)+Tw

1L x=3[Zx={x+ 1+ 51 -x)]=x+(3x=-T) = (x+ 3)

12, T(x —4) -3+ 5 =4(x + Dx - 1) -2

13, 5(1 -x) =6(x = 3x = T)=x(x - 3) - 2x(x + 5) - 2

4, (x+ 1P -(x-1P=6x(x-3)

15, 3x -2 (x+5)=3x+ 1)’ (x-1)+3

16, (x+ D(x+2)x =3)=(x=2x+ 1)

17, 2x(x - 4) = (2x + 3)(x - 4) = dx(2xr - 3) - 8(1 - x)’

18. (3x —2)" - (3x — 4)(6x — 5) - 45x = 9x'(3x = 5) - 10 (x + 3) - 2(6x - 1)(6x + 1)
19, 3x— {lﬂx— |(3—5x) —8|+(5x—3)(5x+ 4)}= 3(6x" —4)—9{3x+ (2 —1)(x—3)}
20, 12—[ﬁx+[1x+{x—7](x+7]]—(2x+3]2}=—ixz+5[(x+1]""—3(x+6]]

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Fraccionarias

Cuando aparecen fracciones en la ecuacién, se eliminan los denominadores al multiplicar los dos términos de la
igualdad por su minimo comin miltiplo.

EJI‘EMPLOS -
'§_ 1 "Eicucntraelva]mdcxenlasiguienteecuacién:§+5=%—x,
K Solucién

7%}

Se multiplica por el minimo comin miiltiplo de los denominadores, en este caso 6:

E+.‘5=1—J:: — 6 [£+s =6 l—J:: - E+:?$(]=E—|ﬁ;r:
6 3 6 3 6 3
Se simplifica x+30=2-6x
x+6x=2-30
Tx=-28
N
7

Por consiguiente, el resultado es: x=—4

1 zY 2 1 5z 1 4
i 0 R [, 0 PR S
3:( 2] 3"4:.( 3] z( "4]

2 ®+-Resuelve la siguiente ecuacién:

Solucion

Se eliminan los signos de agrupacidn,

2 g 2 0 o 5. 2 I > 581
3z 6z 3 4z 127 z 4z 3z 06 3 2z 12 z 4

{continta)
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{continuacidn)
Se multiplican ambos miembros por 12z, y se resuelve la ecuacitn que resulta.
2.1 2.8 5.5 .1
12 —=—=S4—=—=
z(3z 6 3+2z 12 z 4)
B—2z-8z+30-5z=60+3z
27— 8z-5z—-3z=60-8-30
=18z =22

11
Finalmente: z= _E

3 @+ Determina el valor de yen la ecuacién:

1+2y 1-2y 3y-14
1+3y 1-3y 1-9y

Solucion
Se factorizan los denominadores:

142y 1-2y __ 3y-14
1+3y 1-3y  (1+3y)(1-3y)

Se multiplica por el minimo comiin miltiplo que es: (1+ 3y)(1- 3y) y se simplifica:

1+2y 1-2y __ 3y-14 ]

(1+3)(1-3) 1+3y 1-3y  (1+3y)(1-3y)
(1=3y)(1+2y) =(1+3y)(1-2y) == (3y -14)
Se realizan los productos indicados y se resuelve la ecuacitn:
142y-3y -6y’ -(1-2y +3y-6y’) = -3y+14

142y-3y—-6y*=1+2y-3y+6y =3y +14
=2y==-3y+14

“2y+3y=14

y=14

A ®+-Encuenirael valor de fenla siguiente ecuacidn:

1 5 3
45146 £ +%+2 P4d43

Solucion
Se factorizan los denominadores:

1 5 _ 3
(t+3)(r+2) (r+2)(e+1) (143)(1+1)

358



Carluio 17

Ecuaciones de primer grado

Se multiplica por (¢ +1)(z +2)(r + 3), se simplifica y resuelve la ecuacién;

(r+1)(r+2)(t+3)

1

5 3
(!+3](!+2]_(:+2](:+1]=(:+3]{:+1]]
W+ 1) =5+ 3)=3(1+2)

t+1-5t-15=3¢+6

—5t-3=6+15-1
-Tt=20
20

e

7

EJERCICIO 62

10.
11,
12,
13.
14,
15.

16,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

1
L,

6 3 3 T2
4

e=1)-(z=3)=3[e+3]+3

B Mo
3x 4 2x

359

Resuelve las siguientes ecuaciones fraccionarias de primer grado:

19,
20.
21,
22,
23,
24,
25,
26,
27,
28,
29,
30,
3L

32

4 B (4]

3 x 1 x
1[3‘6J‘E(“§] “("‘5]
3 a4k 3

x 5 x

3 7 4 5
T

3.1.3 7.9

Ty-1 5-2y 4y-3 1+4y°

3 2y 4
2u+7 2Ax'-4) ax’-6_ 77 +6
3 5x  I5x * 3y
3 4
X=5 x+5
4 6
3x—2 2x+1
£ 9
e
3 4 5
47 -1 2x+1 2x-1
4 2 _ 5
x-1 x+1 x¥-1
2 1 4

32—43—12_?,2 -3z-18 - " +5z+6
2 1 1

27 +7y+3 2y +11y+5 y +By+15
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Con valor absoluto

En estas ecuaciones se aplica la definicién del valor absoluto,

Para resolver una ecuaci6n con valor absoluto, se tiene que si | x | = @, su solucidn estd dada por:

x=a o —-Xx=a

EJEMPLOS 2

-E_ 1 @9 Resuelve la siguiente ecuacién: |6 — 3| = 9,

8. Solucion

i Se aplica la definicitn y se obtienen dos ecuaciones, las cuales se resuelven por separado:

6-3x=9 -{6-3x)=9
-3x=9-6 -6+3x=9

-3=3 3x=0+6
x==1 Ax=15
x=35

Por consiguiente, las soluciones para esta ecuacién son: x=-1lox=35

2 @+ Encuenira el conjunto solucién de: [3x - 1| =2x + 5.
Solucién
Se aplica la definicidn y se resuelven las ecuaciones:

3x-1=2x+5 —(B3x-1)=2%+5
Ix=-2x=5+1 -3x+1=2x+5
x=6 =3x=-2x=5-1

4
=5x=4 = x=-=
5

4
Por tanto, el conjunto solucidn es: {—3,6}

3 @ Determina el conjunto solucién de: L NS
Solucién
Se aplica la definicién y se resuelven las ecuaciones:
x+3_, _(ﬂ]zz o Xt3_,
x x x
x+3=2x x+3=-2x
x=-2x==-3 x+2x=-3
=3 xr==1

Por consiguiente, el conjunto solucién es {~1,3}
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-5x+6
4 ® Determina el conjunto snlucidnde‘xzx_;,_—x; =2
Solucion
Se factorizan las expresiones, se simplifica y se aplica la definicién:
2 - — —-—
¥ -Sx+6l_, (x=3)(x=2)_, x=2|_
x=9 (x+3)(x-3) x+3
x-2 x-2 x=2
—=2 -|=—|=2 I =-2
x+3 (x+3) - x+3
x—2=2x+3) x=2=-2(x+3)
x=2=2x+6 x=2==-2x-6
r=2x=6+12 x+2x=-6+2
-x=8 x=-4
4
=—8 = ——
x F=-z
Por tanto, el conjunto solucién es: {—3,— %}
EJERCICIO 63
Encuentra el valor de la incdgnita en las siguientes ecuaciones:
x x
1; 1[=8 12, |==1|=—+2
lx+1] - ‘ T
2. 13-2y|=5 1. 3*'2|=l_i
5 2 10
3 |13m+4|=8 14, ﬂ+l‘=§
3 2 2
4, |5x-1=14 15; l—§=2
x 4
5. 14-2y|=4 16, |—X-|=1
I vl x-3
6. 1-2m-5|=1 17. F*8)-s
x=2
7. [x+1]=2 18, [
2 x
m=1 X +3x+2
B. =0 1 i —— =4
‘2m+1 2 x -1
3x
9 |Bx+21=2- 20. =8
& X =-Tx
S+ﬂ
10, |2x-5|=x+2 21, |-X =
X =3x+9
11, ﬁ:l
5 15

Q Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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Con literales

En estas ecuaciones las incdgnitas se representan con las letras x, v, z, mientras que las letras a, b, ¢, d, m y n. se
utilizan como constanies.

EJEMPLOS -

-
]

-§_ 1 @+ Encuentra el valor de xen la ecuaci6n: 8abcx — ab = Babx + 1.
.2 Solucion

[P ]

8abex —ab=8abx+ 1
Babcx —Babx=1+ab

Se agrupan términos en x
x(Babc—Bab)=1+ab Se factoriza y se despeja

_ l+ab

~ 8abc-8ab

+ -
2 @ Determina el valor de yen la ecuacion; a— = p— 21

y y
Solucién
e L e U
¥ ¥
¥ —fzﬂ=b—m;n] Se eliminan los denominadores

ay—(m+n)=by—(m-n)
ay—-m-n=by-m+n

ay—by=—-m+n+m+n Se agrupan términos
wWa=-b)=2n Se factoriza
_ 2n
“a-b

3 @ Resuelve la ecuaciénl+—=

Solucién

Se multiplica la ecuacion por az, para eliminar los denominadores:

az+ab=bz+a’

az-bz=a" —ab

Se agrupan los términos con z
zla=b)=a (a—b) Se factoriza en ambos miembros y se despeja z
z = a_(ia_;.;v] Se simplifica
i=a
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EJERCICIO 64
Resuelve las siguientes ecuaciones para las incgnitas x, y o z, segln sea el caso:
1. 2b(2a - x)=x(b - a) + a(x + b) 6. %:2—?
b | 2
2 Y+d=(a+yP-ala+1) 7. X+a_a +b =x+b_2
a ab b
3, ax +b)-(x+a ' =-x 8. (y=m) +(m=n)" =(y=n)" =0
4. ab-y)-ab-1)=alay-b) 9. (z+m)’ +(z-m)’ =2(z* +6m")
2
5 X=m E[Zx—m] 10, zta z-a _z+b _z-b
x=n 2x-n a=b a+b a+b a-b

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondiente

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Para resolver los siguientes problemas debes tomar en cuenta la relacidn entre objetos, personas, efc., para establecer
una incégnita y un modelo matemédtico en lenguaje algebraico que al resolverlo dé el valor de dicha incognita y,
por tanto, la solucién del problema.

Problemas sobre nimeros

1 La suma de dos nimeros es 106 y el mayor excede al menor en ocho. Encuentra los mimeros.
Solucion

Datos: nlimero mayor: x + 8
Nimero menor; x
Planteamiento:
x+(x+8)=106 la suma de dos nimeros es 106
2x+8=106
2x=106-8
2x=98
_ 9%
EEE
x=49
Por consiguiente, el nimero mayor es 49 + 8 = 57 y el menor es 49

X

2 La suma de tres niimeros es 200, El mayor excede al del medio en 32 y al menor en 65, Determina los nimeros,

Solucién
Datos:

Mayor: x Medio: x - 32 Menor: x — 65
Planteamiento:

x+(x—32) + (x— 65)=200 la suma de los tres mimeros es 200
3x =200+ 32 +65
3x=297
3
x=99

Por tanto, los niimeros buscados son: Mayor=99  Medio=67  Menor=34
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Para los siguientes problemas se utiliza la notacion desarrollada de un mimero. Por ejemplo, en el mimero
372 = 3(100) + 7(10) + 2, 3 es el digito de las centenas, 7 el de las decenas y 2 el de las unidades.

En un nimero de dos digitos, el digito de las decenas es 3 unidades menor que el de las unidades. Si el nimero
excede en 6 al cuddruplo de la suma de sus digitos, halla el mimero,

Solucién

Datos: Planteamiento:

Digito de las unidades: x Nimero = 4(suma de los digitos) + 6
Digito de las decenas: x—3 10(x-3+x=d(x+x-3) +6

Niimero: 10(x —-3) + x
Se resuelve la ecuacion:
10x—30+x=4dx+dx-12+6
0x+x=dr=4x==12+6+30
3x=24
x=8
El digito de las unidades es 8 y el de las decenas es 5, por tanto, el niimero es 58,

La suma de los digitos de un mimero de dos digitos es 9. 5i el mimero se divide por el digito de las decenas, el
cociente es 12, Encuentra el niimero,

Solucién
Datos: Planteamiento:

Niimero
Digito de las unidades: =12

s Sx Digito de las decenas
10({9 -
Digito de las decenas: 9 — x %=12
Niimero: 10(9 —x)} + x
Resolviendo la ecuacidn:

109 =x)+x=12(9-x)
90— 10x+x=108 - 12x
—10x+x+ 12x=108 - 90
x=18
x=6
El digito de las unidades es 6 y el de las decenas es 3, por tanto, el nimero es 36

EJERCICIO 65

B® ® % F 8 B B 8 B % R oE R R R W oE N

N MR WwoN

Resuelve los siguientes problemas:
L,

La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 312, Encuentra dichos nimeros.

La diferencia de dos nimeros es 17 y la suma de ambos es 451. Determing los nimeros.

La suma de tres nimeros enteros pares consecutivos es 276, Determina los niimeros.

La suma de tres nlimeros enteros impares consecutivos es 45, Encuentra los nimeros.

La diferencia de dos niimeros es 36 y un medio del mayor excede en dos al menor, Determina los nimeros.
La diferencia de dos niimeros es 42 y los dos quintos del mayor equivalen al menor, ; Cudles son los nimeros?

. Un mimero excede en seis a otro y el doble del mayor equivale al triple del menor, Encuentra los mimeros,
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14,

15,

16,
17.
18,
19,

28.

31,

32,

Ecuaciones de primer grado

. Un niimero excede en 4 a otro y la tercera parte del mayor equivale a la mitad del menor. Determina los mimeros.
. El exceso de un niimero sobre 20 es igual a las tres cuartas partes del mismo niimero. ;Cuél es el nimero?

10,
11,
12,
13,

El exceso de 30 sobre un niimero es igual a las dos terceras partes del nimero, mds 10 unidades. ;Cudl es el nimero?
La suma de dos mimeros es 10 y la diferencia de sus cuadrados es 40, ; Cudles son los nimeros?
La suma de dos mimeros y la diferencia de sus cuadrados es 11, ;Cudles son los niimeros?

El cuadrado del exceso de 12 sobre un mimero, menos la mitad del niimero, es igual al cuadrado del nimero, menos
los trece medios del nimero. ;Cudl es el niimero?

Un nimero es el doble de otro, si ambos se aumentan en 6, el triple del mayor equivale a cinco veces el menor. En-
cuentra los nimeros.

Un mimero es la tercera parte de otro, si ambos se aumentan en 10, el mayor serd el doble del menor, Determina los
nimeros.

La suma de tres niimeros es 45, el mayor excede en 5 al mediano y en 10 al menor, Encuentra los mimeros,
La suma de dos mimeros es 60 y el mayor equivale cinco veces el menor aumentado en 30. Determina los mimeros.
La suma de dos mimeros es 23 y el doble del mayor excede en 6 al triple del menor. ;Cuéles son los mimeros?

La diferencia de dos nimeros es 8 y si se divide el doble del mayor més dos entre el menor, se obtiene como cociente
5. Encuentra los niimeros,

. Dos niimeros estdn en la relacitn 3:4 y el mayor equivale al menor aumentado en 8. Determina los nimeros.
21

La suma de los digitos de un niimero de dos cifras es igual a 8. 5i los digitos se invierten, el niimero resultante excede
en 11 a las seis quintas partes del nimero original. ; Cudl es el niimero?

. Enun nimero de dos cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades. Si al mimero se resta 4, el resultado

es el séxtuplo de la suma de sus digitos, Determina el nimero,

. Enun mimero de dos cifras el digito de las decenas es 4 menos que el digito de las unidades. Si los digitos se invierten,

el niimero resultante es el triple més 6 del niimero original. Encuentra el nlimero.

. La suma de los digitos de una cantidad de dos cifras es 9. Silos digitos se invierten, el nimero que resulta excede en

9 al mimero original, ;cudl es el nimero?

. La cifra de las decenas de un niimero de dos cifras excede al de las unidades en 5 y las dos terceras partes de la suma

de sus cifras es 6. ;Cuil es el mimero?

. La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 11. Si el niimero supera en 5 al triple de la suma de sus digitos,

Jeudl es el nimero?

. La suma de los digitos de un mimero de dos cifras es 9. 5i se resta 18 al mimero formado al invertir el orden de los

digitos del nimero original, el resultado es la mitad del mimero original, determina el niimero.

En una cantidad de dos digitos, el nimero que ocupa el lugar de las decenas es la mitad del digito que ocupa el lugar
de las unidades. El mismo niimero es igual a 1a suma de ocho veces el digito de las decenas, més cuatro veces el de
Ias unidades reducido en dos. ;Cudl es la cantidad?

. La suma de los digitos de un niimero de dos cifras es 16 y el cociente del niimero original con el miimero que resulta

al invertir los digitos es uno, con un residuo de 18, ; Cudl es el nimero?

2
. En un nimero de dos cifras, el digito de las unidades equivale a las 3 partes del digito de las decenas, Si el nimero

se divide entre la suma de sus digitos, el cociente es 6 y el residuo 6, halla los nimeros.

En un niimero de tres cifras, el digito de las unidades excede en tres al de las centenas y la suma de los tres digitos es 7. Si
se invierten los digitos de las decenas y las centenas el nimero resultante excede en 90 al original. Encuentra el mimero.

En un niimero de tres cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades y en 4 al de las centenas. Si se
invierten el digito de las unidades y el de las centenas, el nimero que resulta es 66 unidades menor que el doble del
niimero original. ; Cudl es el nimero?
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33. En un nimero de tres cifras el digito de las decenas es la mitad del digito de las unidades, mientras que el de las

centenas es el sucesor del digito de las decenas. Si se intercambia el digito de las decenas por el de las centenas el
niimero obtenido es 44 unidades menor que treinta veces la suma de los digitos, Determina el nimero,

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre edades

1 La edad de Carla excede en 3 afios a la de Daniel y el doble de la edad de Carla més 12 afios equivale al triple de
Ia de Daniel, Determina ambas edades.
Solucién
Datos: Planteamiento:
Edad de Carla: x 2(Edad de Carla) + 12 afios = 3(Edad de Daniel)
Edad de Daniel: x -3 x+12=3(x-3)
Se resuelve la ecuaci6n:
x+12=3x-3} —= Zx+12=3x-9
2x=3x=-0-12
-x==21
x=21
Por tanto, Carla tiene 21 afios y Daniel 18,
5
2 La edad de Antonio es el doble de la edad de Ramiro y dentro de 6 afios serd de E-E.C‘lﬂﬁ son sus edades?
Soluciéon
Datos; Edades actuales: Dentro de 6 afios: Planteamiento;
D
Antonio 2x 2+ 6 2x+6= §(x+6}
Ramiro x x+6
Resolvemos la ecuacion;
3(2x + 6)=5(x + 6)
6x+ 18=5x+30
6x—-5x=30-18
x=12
Finalmente, la edad de Ramiro es 12 aiios y la de Antonio es 24
EJERCICIO 66

=

B® ® % 8 % FE R E e e

Resuelve los siguientes problemas:

L

La suma de las edades de Andrés, Carlos y Rodolfo es de 90 afios, La edad de Andrés excede en 4 afios a la edad de
Carlos y en 11 a la de Rodolfo. Determina las edades de los tres.

. Laedad de Fabiana es la tercera parte de la edad de Hilda y la edad de Cecilia es el doble de la edad de Fabiana, Si

Ia suma de sus edades es de 72 afios, determina la edad de Cecilia.

. La edad de Tania excede en 6 a la de Luz, y la edad de Maria es la semisuma de las edades de Tania y Luz. Sila suma

de sus edades es 42, determina las edades de Tania, Luz y Maria.
Carlos tiene 18 afios y Juan 42, ;en cudntos afios la edad de Juan serd el doble de la de Carlos en ese entonces?
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11,

12,

13.
14,

15.

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente

Ecuaciones de primer grado

. La edad de Carlos es el triple de la de Mauricio y dentro de 10 afios serdi el doble. Determina las edades actuales de

Carlos y Mauricio.

. Laedad actual de Bérbara es la mitad de 1a de Patricia. Si dentro de veinte afios la edad de Patricia superard en 8 1a

de Barbara, determina las edades actuales.

. Ignacio tiene 70 afios y Alvaro 28, ;Hace cudnto tiempo la edad de Ignacio era el triple de la de Alvaro?
8. Hace 6 afios la edad de Alejandra em el triple de la de Omar y dentro de 4 afios serd el doble. Determina sus edades

actuales.

. Gabriela le dice a Samanta: “Si a mi edad le restas 4 afios y ala de Angélica 12 nuestras edades serian iguales, ; cudntos

afios tengo si mi edad es la mitad de Ia de Angélica?”

Héctor le dice a Maria: “Mi abuelo es 40 afios més grande que yo y un cuarto de la suma de nuestras edades equivale
ami edad. ;Cudntos afios tengo?”

3
La edad de Guillermo excede en 12 a la de Patricia y hace 7 afios la edad de Patricia era zdc la edad de Guillermo,
Halla las edades de Guillermo y Patricia hace 7 afios,

3
LacdaddcCamilusupt:racnZﬂaﬂmaladclmquinycquivalcaidclacdaddclu]ién Si la suma de las edades de
Camilo, Joaquin y Julidn es de 60 afios, jcudles son sus edades?

3
La edad de Ivénes;deladeMuniuylmoeSaﬂuseralamimd, determina ambas edades.

La edad de Luciana son los tres quintos de la edad de Mariana, si dentro de 10afios Luciana tendrd siete décimos de
Ia edad que tenga Mariana en ese entonces, ;cufntos afios tiene Luciana?

Hace 5 afios la edad de Juan Carlos era dos tercios de la de Daniel y dentro de 5 afios serd cuatro quintos. Halla las
edades actuales.

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre mezclas

Un tanque contiene 80 litros de agua al 5% de sal. ;Cuénta agua deberd agregarse para tener agua al 2% de sal?

Solucién
Datos: [ 1 1 1
+ = (80 + x) litros:
80 litros de agua de Riua al 2%
al 5% de sal xlitros deagua de sal
Planteamiento:

Este se obtiene con la cantidad de sal de cada recipiente;
5% de 80 =2% de (80 +x)

Resolvemos la ecuacin:
5 2
ﬁ(m]=ﬁ(m+x) - 5(80) = 2(80 + x)
400 = 160 + 2x
400 - 160 = 2x
240 = 2x
120=x

Esto significa que se deberdn agregar 120 litros de agua para obtener agua al 2% de sal.
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{Cuéntos litros de una solucidn al 15% de alcohol se deben agregar a otra al 6% para obtener 180 litros de una
nueva solucion al 10% de alcohol ?

Solucién
Datos: 1

= 180 litros

litros 3l 15% de G180 3 o o ‘: ,1:;]
aloohol 6% de alcohol 3

Planteamiento:
Este se obtiene con la cantidad de alcohol de cada recipiente:

15% de x + 6% de (180 — x) = 10% de 180
Planteamos la ecuacidn y la resolvemos:
% +i(lﬁl]—x]=£(130] - 15 x +6(180 — x) = 10(180)

100 100 100
15x+ 1080 - 6x=1 800
9x =720
x=80

Se deben combinar 80 litros al 15% de alcohol con 100 litros al 6% para obtener 180 litros al 10% de alcohol.

EJERCICIO 67

3

10,

11,

2,

Resuelve los siguientes problemas:
L

A 120 litros de agua azucarada al 3%, ;cudnta agua se debe evaporar para aumentar su concentracitn a 5%?
A B0 litros de agua al 1.5% de sal, jcudnta agua deberd agregarse para disminuir su concentracitn al 1%?

. ¢ Cudnto dcido clorhidrico se debe agregar a 120 gr de una solucién al 60% del dcido para obtener una nueva solucién

con T0%?7

. Sise tienen 120 litros de una solucién que contiene azticar al 5%, ;qué cantidad de agua se debe agregar para obtener

una solucién al 2%?
De 50 litros de agua al 4% de sal, ;qué cantidad de agua se debe evaporar para obtener una nueva solucitn al 5%?7

. Un radiador contiene 1.5 litros de una mezcla de agua y anticongelante, Si 30% de la mezcla es anticongelante,

jcufintos litros de anticongelante puro se deben afiadir para que en la nueva mezcla represente 50%7

. Se tienen 18 onzas de una mezcla de agua hervida y leche de férmula al 20%. 5i se desea una mezcla al 15% de leche

de formula, jcudntas onzas de agua hervida hay que agregar?

. Enuna empresa que fabrica material médico se utiliza alcohol etilico al 10% para limpiar las dreas de produccion. Si

al almacén llega un contenedor de 20 It con alcohol etilico al 15%, ; qué cantidad de agua se debe agregar para poder
obtener el alcohol al 10%7

. Un farmacéutico debe preparar 75 ml de una solucitén con un ingrediente activo al 2%. Si sélo tiene en existencia

soluciones al 4 y 1%, ;cufnto de cada solucién deberd mezclar para la elaboracién de 1a nueva solucién al 2%?

Se requieren 100 ml de una solucidn al 3.5% de alcohol, si s6lo se tienen disponibles soluciones al 5y 2%, ;qué
cantidad de cada soluci6n deberd mezclarse para obtener la solucitn requerida?

¢Cudintos litros de una solucién de alcohol al 30% deben combinarse con otra al 3% para obtener 30 litros de una
nueva solucién al 12%?
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12. Mario quiere mezclar una aleacién de plata al 30%, con otra al 80% para lograr una nueva aleacién al 60%. Si hay
30 onzas mds de la aleacitn al 80% que de la de 30%, ;cudntas onzas hay de cada aleacion?

13, Una planta procesadora de alimentos dispone de dos tipos de mermelada, una con 56% y otra con B0% de azicar. Si
desea producir 2 400 litros de mermelada al 70% de azicar, jcufinta de cada tipo deberd utilizar?

14, Se mezclan 12 000 gramos de una aleacién de cobre con 8 000 gramos de otra que contiene 30% menos que la pri-
mera, y se obtiene una aleacién con 80% de cobre, ; qué porcentaje de cobre hay en cada aleacién?

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre monedas

En este tipo de problemas se toma en cuenta que el producto del nimero de billetes, monedas, etc..., por su deno-
minacidn nos da el valor monetario,

1 Carmen tiene $110 en monedas de $10 y $5, el ntmero de monedas de $10 excede en 2a las de $5, ;cuéintas mo-
nedas de $10 y de 35 tiene Carmen?

Solucién

Datos:

Niimero de monedas de $10; x

Niimero de monedas de $5: x— 2

Planteamiento:

La suma de los productos del nimero de monedas por la denominacion de la moneda nos da el total;

(denominacién) (monedas de $10) + (denominacién) (monedas de $5) = total
10x + 5(x— 2) = 110

Resolucidn:
10x +5(x—2) =110 - 10x + 5x— 10=110
10x +5x=110+10
15x =120
x=8

Carmen tiene 8 monedas de $10 y 6 monedas de $5.

? Carla retira del banco $5 000, en billetes de $500, $200 y $100. Si el mimero de billetes de $200 excede en 3 a los
de $100, y el niimero de billetes de $100 es el doble de los de $500, ; cudntos billetes de cada denominaci6n recibié

Carla?

Solucién

Datos: Planteamiento:

Billetes de $200: x 200x + 1nu(x-3}+5m(x2;3] = 5000
Billetes de $100: x -3 Se resuelve la ecuacion;
Bi]]ctmdc$5m:xT_3 200x + 100(x — 3) +250(x —3) = 5 000

200x + 100x — 300 + 250x — 750 = 5 000
200x + 100x + 250x = 5 000 + 300 + 750
550x = 6 050
x=11

Carla recibi6 11 billetes de $200, 8 de $100 y 4 de $500,
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EJERCICIO 68

10.

11,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Resuelve los siguientes problemas:
1.

Marcos ahorrd $3 270 en monedas de $10, $5 y $2, Si el nlimero de monedas de $10 excede en 20 alas de $5 yen
15a las de $2, ;cudntas monedas de $5 pesos tiene Marcos?

. Paulina tiene $9 300 en billetes de $1 000, $500y $200, Si el nimero de billetes de $500 excede en 2 a los de $1 000

yen 3 alos de $200, ; cudntos billetes de cada denominacidn tiene Paulina?

3. Andrés tiene 30 monedas de $5 y $10. Si en total dispone de $200, ;cudntas monedas de cada denominacidn tiene?
4, Juan tiene 400 monedas de 50¢ y $1. Si en total dispone de $350, ;cudntas monedas de cada denominacicn tiene?
. Se desea repartir $210 en monedas de $20, $10 y $5, de tal forma que el mimero de monedas de cada denominacion

sea €l mismo. ; Cudntas monedas se necesitan de cada denominacidn?

. Se desea tener $2 600 en billetes de $200, $100 y $50, de tal manera que el niimero de billetes de mayor denominacitn

sea uno méds que los de mediana denominacion y dos més que los de menor denominacion, ;cudntos billetes de cada
denominacién se tendrd?

. Gloria tiene el triple de monedas de $5 que de $10 y 10 monedas més de $2 que de $5. Si en total dispone de $392,

jcudntas monedas de cada denominacin tiene?

. Ivén da a su hijo $90 en monedas de $2 y 50¢, si el nimero de monedas de $2 es la mitad del nimero de monedas

de 50¢, ;cudntas monedas de $2 pesos le da a su hijo?

. Fabidn tiene 12 monedas de $5 y 33 de $2, al llegar el dia domingo su papd le da el doble niimero de monedas de $2

que de $5, Fabidin se da cuenta que tiene la misma cantidad de dinero en monedas de $2 que de $5, ; cufintas monedas
de $2 y de $5 le dio su papa?

Sergio es conductor de un transporte colectivo y cambia en el banco $795 por monedas de $5, $2, $1 y de 50¢. Al
separar las monedas de acuerdo con su denominacitn se da cuenta que el nimero de monedas de $5 es Ia tercera
parte del mimero de monedas de $2, la mitad de las de $1 y el doble de 50¢, ;cudntas monedas de $5 tiene?
Ricardo cambia un cheque de $6 400 por billetes de $200, $100, $50 y $20, y le pide al cajero que el nimero
de billetes de $200 sea la mitad de los de $100, 1a cuarta parte de los de $50 y la décima parte de los de $20, jcudntos
billetes de $200 recibird?

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre costos

Sandra pag6 $66 por una pasta dental, un jabdn y un champi, Si el costo de la pasta excede en $15 al del jabdn y
en $3 al del champt, determina el costo de cada uno de los articulos,

Solucién
Datos:
Costo de la pasta para dientes: x
Costo del jabom: x — 15
Costo del champii; x -3
Se plantea la ecuacion y se resuelve:
x+(x—15+(x-3)=66 — Ix—18=066
Ix=66+18
3x=284
84
=3
x=28
Por tanto, los costos de los articulos son: pasta dental $28, jab6n $13, champd $25.

370



Carluio 17

Ecuaciones de primer grado

Cierta escuela pidid el presupuesto para la fotografia de graduacion de un grupo de 30 alumnos. Al momento de realizar el
trato con el estudio fotogréfico se avisa que serdn 10 alumnos mis, si el estudio respeta el precio total y disminuye en $50
o costo dela fotografia por persona, ;cudl hubiese sido el costo xde lafotogmafia por alumno para el grupo de 30 alumnos?

Solucién

Datos:

El costo total para un grupo de 30 alumnos es: 30x

El costo total para un grupo de 40 alumnos es: 40(x — 50}
Debido a que el costo total es el mismo, entonces:

30x = 40(x - 50)
Se resuelve la ecuacion:
30x = 40x - 2 000 — 30x — 40x =-2 000
- 10x=-2000
_ 2000
1o
x =200

Por tanto, el costo de la fotografia para un grupo de 30 alumnos es de $200 por cada uno.

El costo de produccidn por ejemplar de una revista semanal es de 28 centavos. El ingreso del distribuidor es de
24 centavos por copia mds 20% de los ingresos por concepto de publicidad anunciada en la revista cuando sobrepa-
san las 3 000 copias. ; Cuéntas copias deben publicarse y venderse cada semana para obtener utilidades semanales
de $1 0007

Solucién
20( 24 6
Sea x el mimero de ejemplares, el 20% de los ingresos es ﬁ(ﬁxJ= Ex cuando sobrepasan las 3 000 copias
Costo total por semana = $ %{JHNH]]
Ingreso total por semana = $ E-(J::+ 3000) + =
100 125
Se sabe que:
Utilidad = Ingresos — Costos
Por tanto,

24 6 28
—(x+3000)+ — x |- —(x+3000] =1000
T ity x] 00 )

Se resuelve la ecuacién:

500 {[ﬂ(ﬂs Dﬂﬂ]+ix]—£{x+3 000) =1 mu}
100 125" ] 100

4 6
sm{ ﬁ{x+3f,0{]0]+Ex_1uﬂnu}

—20(x +3 000) + 24.x = 500 000
~20x— 60 000+ 24.x = 500 000
4x = 500 000+ 60 000
560 000
4
x =140 000

El distribuidor deberd vender 140 000 ejemplares para obtener utilidades de $1 000 semanales.

x=
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EJERCICIO 69

10,

11,
12,
13.

14,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
1.

Julio pagé por un traje, una camisa y unos zapatos, $2 700, Si la camisa cuesta la sexta parte del traje y los zapatos
cuestan el doble de la camisa, ;cuél es el precio de los zapatos?

. Alejandra compré una chamarra, una blusa y un pantalén. El pantalén costd la mitad de la chamarra y la blusa las

tres décimas partes del costo del pantaldn. Si en total pagé $1 320, ;cudl fue el costo de cada prenda?

. Adriana pag6 por su reinscripcidn, colegiatura y un examen extraordinario, $6 400. Si el examen cuesta las dos quintas

partes de la inscripcion y las dos novenas partes de la colegiatura, ;cudnto paga de colegiatura?

. Una empresa comprd automéviles para tres de sus gerentes, El primer automdvil costd el doble del segundo més

$25 000 y el tercero $18 000 menos que el primero. Si la empresa invirtié $432 000, ;cudl es el precio de cada
automévil?

. Jazmin gand el martes el doble de lo que gand el lunes; el miércoles, el doble de lo que gand el martes; el jueves, el

doble de lo que gand el miércoles; el viernes, $30 menos que el jueves y el sdbado $10 mds que el viernes. Si en los
seis dias Jazmin gané $1 500, ;cudnto gant el miércoles?

. Una computadora y un escritorio costaron $15 100, si por el escritorio se pagd la sexta parte de la computadora méds

$400, determina el precio de cada uno.

. Enel curso de dlgebra un profesor pidi6 resolver 16 problemas al alumno més destacado de la clase, con la condicién

de que por cada problema resuelto correctamente el estudiante recibiria $30, y por cada problema erréneo, perderia
$10. Después de resolver los 16 problemas, el profesor le pagd $240. ; Cuédntos problemas resolvié correctamente el
alumno?

Luis dice: “Si triplico mi dinero y pago $2 600 de una denda me quedarfan $13 000", ; Cudnto dinero tiene Luis?

. “Compré 20 discos por cierta cantidad, si hubiera adquirido 4 discos més por la misma cantidad, el costo de cada

disco disminuirfa en $60. ;Cudl es el precio de cada disco?” (Sugerencia: sea x el precio de los 20 discos).

El salario bédsico de un profesor es de $40 por hora, pero recibe un tanto y medio de esta cuota por cada hora cuando
rebasa las 40 horas por semana. Si el cheque que recibe es de $2 800, ; cudntas horas de tiempo extra trabajé durante
Ia semana?

El precio de 30 kg de una mezcla de dos tipos de arroz es de $10.20 por kilogramo. Si uno de los tipos de arroz vale
$9.30 el kilogramo y el otro $12, ;cudntos kilogramos de cada tipo de este grano hay en la mezcla?

Las entradas para el especticulo de un circo cuestan $60 para adulto y $40 para nifio, Si una familia pagé $320 por
seis boletos, ; cudntos boletos de cada clase comprd?

En un partido de futbol se vendieron 12 000 boletos y se recaudaron $800 000, Si los precios eran de $60 y $80,
jcudntos boletos se vendieron de cada clase?

Juan mezcla tres tipos de café, el primero tiene un precio de $100 el kilogramo, el segundo de $70 y el tercero de
$105, La mezcla pesa 20 kilogramos y la vende en $90 el kilogramo. Si la cantidad del grano de $70 es el doble
que la del café de $100, ;cudntos kilogramos utilizé de cada grano?

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre el tiempo requerido para realizar un trabajo

Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas y la segunda lo llena en 6 horas, ;cudnto tiempo tardardn en
llenar el estanque vacfo si se abren ambas llaves al mismo tiempo?
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Solucién
Datos: Tiempo total de llenado; En una hom, el estanque estard lleno en;
1
Primera llave 4 horas 4 de sucapacidad
Segunda llave 6 horas é de su capacidad
1
Las dos llaves x horas ; de sucapacidad
Planteamiento: i
En una hora las dos llaves llenardn ;dﬁ: la capacidad del estanque:
1 1 1
—_ == =
4 6 x
Se plantea la ecuacion y se resuelve:
1 1 1 1 1 1
— === 12x| —+—=— 3 =12
4+5 : — J:{4+ﬁ x] — x + 2x
Sx=12
x=24

2.4 horas equivalena 2 horas, .4(60) = 24 minutos
Por consiguiente, las dos llaves tardardn 2 horas y 24 minutos en llenar el estangue.

2 Para la recoleccion de trigo se utilizan dos cosechadoras, la primera tarda 8 horas y las dos juntas tardan 4.8 horas,
Jcudnio tiempo tardari la segunda en recolectar el trigo?
Solucién
Sea xel tiempo que tarda la segunda cosechadora en recolectar el trigo, entonces:
TR 1 1 1 1
oA B e - P e
x B 48 x 48 B
Se resuelve la ecuacidn:
o2 - 24=5r-3 = 24=2x
x 24 8§
x=12
Resulta que la segunda cosechadora tardard 12 horas en recolectar el trigo.
EJERCICIO 70

'Ll

Resuelve los siguientes problemas:
1. Unestanque se llena con una de dos llaves en 3 horas y con la segunda en 2 horas, ;cudnto tiempo tardardn en llenar

el estanque vacio si se abren las dos llaves?

2. Cierto trabajo lo puede realizar Damidn en 4 horas y Beatriz en 6 horas. ; En cuédnto tiempo lo realizan ambos?
3. Una tortilleria produce por dia 350 kilogramos con la méquina A, con la migquina B la misma produccitn se obtiene

en dos dias, si se ponen a trabajar ambas méquinas, ;cufinto tiempo tardardn en producir los 350 kilos de tortilla?

4. Para envasar leche se utilizan dos méquinas, la primera envasa 2 400 botes en 4 horas y la segunda envasa la misma

cantidad en 8 horas, ;cudinto tiempo tardariin en llenar los 2 400 botes de leche ambas méquinas?

5. Para sacar 20 000 copias se tienen tres copiadoras, la primera tarda 6 horas, la segunda 8 horas y la tercera 4 horas;

si se utilizan las tres copiadoras, ;cudnto tiempo tardarin en realizar esta tarea?
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m Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Un productor de leche puede vaciar un contenedor con una llave de desagiie en 12 horas; este recipiente puede ser
llenado con una llave en 4 horas y con una segunda llave en 6 horas. Si el contenedor inicialmente estd vacio y se
abren las tres llaves simultineamente, ;en cufinto tiempo se puede llenar?

. Cierta produccion de tornillos se realiza por la miquina serie A en una hora 20 minutos, y por las mfquinas series A

¥ Ben 1 hora, jculinto tiempo tardaria la mdquina serie B enrealizar la produccion de tornillos?

. Una pipa de 1 500 litros de capacidad tiene dos llaves y un desagiie. La primera llave la llena en 45 minutos, la se-

gunda en 30y el desagiie la vacia en 60 minutos, Si la pipa estd vacia y se abren las dos llaves y el desagiie, ; cudnto
tiempo tardard en llenarse la pipa?

. Tania y José van a construir cierta cantidad de juguetes que se conforman de tres piezas cada uno. Tania los construye

en 2 horas y media y ambos tardan una hora 54 minutos, ;cudnto tardard José en construir los juguetes?

En una escuela se tienen que hacer juegos de cuatro hojas cada uno para formar 1200 exdmenes, para ello se forman
dos grupos de 3 personas; el primer grupo tardard tres horas 40 minutos, mientras que los dos grupos tardarin 3 horas,
Jeudinto tiempo tardard el segundo grupo en terminar los 1200 exdmenes?

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre comparacién de distancias y tiempos
En este tipo de problemas se utilizan las siguientes férmulas del movimiento rectilineo uniforme:

v=2 d=v ==

! v

Estas se usan para determinar Ia velocidad, distancia y el tiempo, respectivamente,

Un automévil con velocidad constante de 21 m/s sale de la meta 5 segundos después que un automévil, cuya ve-
locidad constante es de 18 m/s, ;cudnto tiempo transcurre para que el segundo alcance al primero?

Solucién
Datos:
Segundo automévil
Vel 21m/s  f
i chll_l'ldﬂs ———f]
Planteamiento:

Las distancias recorridas son las mismas, pero cada automévil con distinto tiempo, si d = v, entonces:
Distancia recorrida por el primer automdvil = distancia recorrida por el segundo automovil
18(r + 5) = 21(1)
Se resuelve la ecuacién:
18(r + 5) =21(1) — 18f+90 =21r
90=21¢-18¢
90 =3r
30=¢
Esto indica que el segundo automdvil dard alcance al primero en 30 segundos.
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En cierta competencia de atletismo el corredor A se encuenira a 30 metros adelante del corredor B. El corredor A
lleva una velocidad constante de 7 km/h y el corredor B lleva una velocidad constante de 8 km/h, Si los dos salen
al mismo tiempo, ; después de cudntos metros el corredor B alcanzard al corredor A?

Solucién
Datos: Corredor A v=TIkm/h
CorredorB  y=8km/h F——— Xmolros —————t
ﬁ . =
— 30 M — X MELIDS ]
Planteamiento; 204+
La distancia en kildmetros para cada corredor es E:-.]-a ¥ _lﬁ—ﬂf . respectivamente.

Al momento de salir el tiempo es ¢l mismo para ambos corredores, sit = 2 . enfonces;
v

tiempo para el corredor A = tiempo para el corredor B

x 0+x
1000 _ 1000
7 8
Se resuelve la ecuacion:
x 30+x
=Tl — =T(30+ — =210+
7000 8000 = Jil Rt %
8x—-Tx=210
x =210

El corredor B recorre 210 + 30 = 240 metros antes de alcanzar al corredor A

EJERCICIO 71

.

Resuslve los siguientes problemas:

1. Unautomdvil que viaja a 60 m/s pasa por el punto A 12 segundos antes de que un automévil que viaja a 80 m/s pase
por el mismo punto, ;cufinto tiempo transcurre antes de que el segundo automévil alcance al primero?

2, Dos personas se encuentran a una distancia de 55 metros, ;jdespués de cufinto tiempo se encontrardn si la primera

camina a 1 m/s y la segunda a 1.2 m/s?

3. Unautomévil con una velocidad constante de 60 km/h va por lIa avenida Viaducto, en sentido contrario viaja un

segundo automévil a una velocidad constante de 90 km/h. Si la distancia que los separa es de 25 km, ;después de
cufinto tiempo se cruzardn?

4, Un par de guardabosques tienen aparatos de radiocomunicacién, con un alcance miximo de 2 kilémetros. Uno de

ellos realiza su recorrido hacia el oeste a las 12:00 p.m. a una velocidad de 4 km/h, mientras que el otro sale de la
misma base a las 12:10 p.m. y camina hacia el este a una velocidad de 6 km/h. ; A qué hora dejan de comunicarse
ambos guardabosques?
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. Una lancha que viaja a 12 m/s pasa por debajo de un puente 3 segundos después que un bote que viaja a 9 m/s, ;des-

pués de cudntos metros la lancha alcanzard al bote?

. Dos automéviles se cruzan en direccidn opuesta, si el primero lleva una velocidad de 24 mv's y el segundo una velo-

cidad de 26 m/s, ;cudntos segundos transcurren cuando los automdviles estdn a 800 m uno del otro?

. Un motociclista persigue a un automdvil, el automdvil lleva una velocidad de 80 km/h y la motocicleta 120 km/h. Si

el automévil le lleva una ventaja de 500 m, ;qué distancia debe recorrer la motocicleta para alcanzarlo?

. Una persona que viaja a 3.6 km/h pasa por el punto Aa las 14:15 p.m.; 18 minutos después pasa un automévil por el

mismo punto a una velocidad de 68.4 km/h, ;a qué hora alcanza el automdvil a la persona?

. Dos personas se encuentran a las 8:34 a.m., la primera camina a 1.5 m/s hacia el oeste yla segunda camina hacia el

este a 0.5 mfs, ja qué hora la distancia entre ellos es de 360 m?

Dos automdviles parten en sentido contrario del punto A, el primero parte a las 20:12 p.m. con una velocidad constante
de 40 km/h y el segundo a las 20:16 p.m. a una velocidad constante de 30 km/h, ja qué hora la distancia entre ellos
serd de 26 km?

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas de aplicacién a la geometria plana

Para los siguientes problemas se toman en cuenta algunos conceptos bésicos de geometria. Aqui se proporcionan
algunas formulas para el cdlculo de perimetros y freas.

Figura Perimetro Area
Rectingulo P=2(b+h) A=bh
Cuadrado P=4] A=]"
; bh
Trfingulo P=l+h+1 ‘= =
Circulo P=2x A=nr

b =base, h = altura, ! =lado, r =radio

Dos dngulos complementarios son aquellos que suman 90°, ; cudnto mide un dngulo si su complemento es el doble
mis 15°7

Solucién

Datos: Planteamiento:

Angulo; x Angulo + Complemento =90°
Complemento: 2x + 15° x+(2x + 15°) =90°

Se resuelve la ecuacion:
X+ 2x+ 15" =90°
I+ 15°=90°
A =75*
=35
Por tanto, el dngulo es de 25°
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2
2 El perimetro de un triingulo isGsceles es de 48 cm. Si el lado diferente equivale a — de la medida de los lados

iguales, ;cudl es 1a medida de los lados del tridngulo? 8
Solucién

Datos:; Planteamiento:

Medida de los lados iguales: x Perimetro = suma de los lados = 48
Medida del lado diferente: %x x+x+ §x=48

Se resuelve la ecuacion:
3x+3x+2r=144
Bx =144
x=18

Los lados del trifingulo isGsceles son 18 cm, 18 cm y 12 cm.
3 El largo de un rectdngulo mide 4 metros menos que el cuddruple de su ancho y su perimetro mide 32 metros. ;Cudnto

mide el largo?
Solucién
" Se plantea la ecuacion y se resuelve:
2x +(4x - 4)] = 32
-4 2[5x 4] =32
-4=16
o * Sx=16+4
Ancho o altura: x &:20
Largo o base: 4x — 4 x:4
Perimetro: 32 metros
La férmula para hallar el perimetro de un Por tanto, el largo del rectdngulo mide:
rectingulo es: P =2(b +h) 4(4) — 4 = 12 metros
4 Si se aumentan 8 metros a los lados de un cuadrado el drea aumenta en 144 m, ; Cudinto mide el lado del cuadrado
original?
Solucién
Datos: La diferencia de las 4reas es igual a 144 m’, se plantea
Lado del primer cuadrado: x Ia ecuaci6n y se resuelve:
Lado del segundo cuadrado: x + 8 (x+8) -2 =144
Area del primer cuadrado: ¥ X+ 16¢ + 64 — x° = 144
Area del segundo cuadrado: (x + 8) 16x =144 - 64
16x =80
L8
16
x=35
x x+8 Por tanto el lado del cuadrado original mide 5 metros.
EJERCICIO 72

Resuelve los siguientes problemas:
1, Siuno de dos dngulos complementarios mide 34° més que el otro, ; cudnto mide el dngulo mayor?
. 2. Dos fingulos son suplementarios si suman 1807, ;cuél es la medida del dngulo cuyo suplemento es el triple del dngulo?
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El largo de un rectingulo mide el triple de su ancho; si el perimetro mide 96 cm, jcudles son sus dimensiones?

. El largo de un rectingulo mide diez metros mis que el doble de su ancho y su perimetro mide 164 metros, ;Cuiles

son sus dimensiones?

. El ancho de un rectingulo mide cinco metros menos que la cuarta parte de su largo y su perimetro mide B0 metros.

¢{Cudles son sus dimensiones?

. El perimetro de un triingulo escaleno mide 23 metros. 5i uno de los lados mide dos metros menos que el doble del

segundo lado y tres metros méis que el tercer lado, ;cudnto mide cada lado?
La base de un tridngulo mide 36 cm y su érea 144 cm’. ;Cudnto mide la altura?

. Untrozo de madera de 14 cmse divide en dos partes, de tal manera que la longitud de una de ellas es las dos quintas

partes de longitud de la otra, ;cuil es la longitud de cada parte?

. Una cuerda de 75 cm se divide en dos partes, de tal manera que la longitud de una de ellas es las tres quintas partes

del total de la cuerda.
= Sicon el trozo més pequefio se forma una circunferencia, determina su radio.
* Sicon el trozo de mayor longitud se forma un cuadrado, calcula la longitud de uno de sus lados.

Si se aumentan ocho metros a cada lado de un cuadrado el drea aumenta 160 m’. ; Cuéinto mide el lado del cuadrado
original?

El largo de un rectdngulo mide el doble de su ancho. Si se aumentan cuatro metros a cada lado el 4rea aumenta 124 m’,
{Cuiles son las dimensiones del rectingulo original?

El largo de un rectingulo mide cinco metros menos que el triple de su ancho, Si se aumentan 10 metros al largo el
drea aumenta 60 m’. ; Cules son las dimensiones del nuevo rectdngulo?

La diferencia enire las freas de dos circulos es de 209 m’. Si el radio del circulo mayor mide once meiros més que
el radio del circulo menor, ;cudnto mide el radio del circulo mayor?

El 4rea de un rectdngulo es de 244’ con un ancho de x. Si el largo se aumenta en 3 y no cambia el ancho, el drea
resultante es de 33u”. Determina las dimensiones del rectingulo inicial.

La base de un triingulo excede en dos a su altura; si la base se disminuye en 3 y 1a altura se aumenta en 2, el drea del
nuevo tridngulo es 34" menor que el drea del tridngulo original, Determina las dimensiones del tridngulo original

Se desea mandar a disefiar una ventana Normanda (forma de rectingulo bajo un semicirculo). El ancho es de tres
metros, pero la altura h todavia no se define. Si para dicha ventana se utilizan 24 m” de vidrio, determina la altura
del rectdngulo h.

Las dimensiones de un rectdngulo estin en relacién 2:1, si estas dimensiones se aumentan en 3 unidades, el drea del
nuevo rectdngulo excede en 634" al drea del rectdngulo inicial, ;cudl es el largo del rectdngulo inicial?

El marco de una pintura rectangular mide 5 cm de ancho y tiene un drea de 2 300 cm”. El largo de la pintura mide 20
cm menos que el triple de suancho. Determina las dimensiones de la pintura sin marco.

Despejes de férmulas

Al inicio del capitulo se habld de que una ecuacitn es una férmula para el cdlculo de alguna magnitud. En este caso
habra férmulas que tengan més de una variable que representen ciertas magnitudes y dependeri cul se quiera conocer
para hacer el despeje.

Para despejar una variable bastard con aplicar la operacién inversa a cada miembro de la férmula. Si el término suma,
= resta el mismo valor en ambos miembros, si multiplica, se divide, si es una potencia se obtiene una miz, etcétera.
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EJEMPLOS

5 | ®¢EnlaférmulaA=b- h, despeja b.
i Solucion

7%}

A=b-h - —=b

A
Rll'tantﬂ,b=x

2 ®o:-Despeja c de la formula a® =b" + 7.
Solucién
a=b"+c — a-b=c

a=b=c

Por consiguiente, ¢ = v a’ —b"

1 1 1
@+ Despeja Ry enla f i,
3 Despeja R en la férmula R RTR

Solucion

|
—_——
L

2| -

Finalmente, se obtiene: Ry==t"2

4 @ Despeja v dela formula E = mgh+—
Solucién
1 2

E=mg.&+mT -

Ecuaciones de primer grado

Se dividen ambos miembros entre ki

Se resta b’ a ambos miembros

y se obtiene la miz cuadrada

1
Se resta Ea ambos miembros
Se resuelve la fraccién
Se multiplica por R (R, R,)

Se divide entre R, - R,

Se resta mgh
Se multiplica por 2

Se divide entre

Se obtiene la raiz cuadrada
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EJERCICIO 73

. En§=

Realiza lo que se indica en cada caso:
L
2,
3.

Despeja n de la formula PV=nrt
EnP=2{+2w despejaf
Eny=mx+b despejam

a-4£
1-r

despeja r

5
Despeja F de C = 5(F =32)

. Despejarde A=n+’

. Despeja b do A=%h (B+b)

. Enm= BTh despeja x,

=X

. Despeja h de la férmula (x— )" +(y—k)°

10. Despeja F de laférmular=%u"32 +C* - 4AF

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente
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11,
12,
13.

14,

15,

16.

17.

18,

19,

20,

Enu=a+(n-1)d despeja d
Despeja r de u = ar"”
Despeja P, de P = Pe"

2 _y?
E1:||a=VJ1r i
2d

despeja ¥

mM

2
r

Despejamde F=G

Despeja ide M = C(1+i)

m,—m
Enfgo=—2—1,
L+m,m,

despeja m,
Despeja xde y=ax” +bx+c

En

- i despeja p’
p

Y L
3| —

1
Despeja tde d =Vt +Eal1




i |

CAPITULO 18

HISTORICA
=]

FUNCION LUNEAL

Frangois Viéte (1540-1603)

nire el Renacimiento y el surgimiento de
E lo matematica moderna (s. Xxvil), se desa-

mollé un periodo de fransicién en el que
se aseniaron las bases de disciplinas como el
dlgebra, la trigonometria, los logaritmos y
el andlisis infinitesimal. la figura mas imporiante
de este periodo fue el francés Frangois Viéle.

Considerado uno de los padres del dlgebra, desarrollé una nofacion que
combina simbolos con abrevialuras y literales. Es lo que se conoce como
dlgebra sincopada, para distinguirla del dlgebra retérica utilizada en la
antigiedad y el dlgebra simbolica que se usa en lo aciualidad.

Uno de sus hallozgos més importantes fue establecer claramente la distin-
cién entre variable y pardmetro, o que le permitié plantear familias enteras
de ecuaciones con una sola expresién y asi aborder la resolucién de ecuo-
ciones con un alio grado de generalidad, en lo que se entendié como una
aritmética generalizada.

Francois Viéte (1540-1603)
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Plano cartesiano

El plano cartesiano se forma con dos rectas perpendiculares, cuyo punto de interseccion se denomina origen. La recta
horizontal recibe el nombre de eje X o eje de las abscisas y la recta vertical recibe el nombre de eje ¥ o eje de las

ardenadas.
El plano cartesiano se divide en cuatro regiones llamadas “cuadmntes”. A cada punto P se le asigna un par orde-
nado o coordenada P (x, y).
+ Eje ¥
i I
- +
0 EjeX
I v

localizacién de puntos

Para localizar un punto P(x, ¥)en el plano cartesiano se toma como referencia el origen, se avanza tanto como lo indica
el primer niimero (abscisa) hacia la derecha o izquierda, segiin sea su signo, de ese punto se avanza hacia arriba o hacia
abajo, tanto como lo indica el segundo nimero {ordenada) segilin sea su signo.

Ejemplo
Grafica los puntos: (-5, 4), (3, 2), (-2, 0), (= 1, = 3), (0, = 4) y (5, — 1) en el plano cartesiano.
-5.4) £
grnemmemna e
A 6.2
L (=2,0) L x
0
i (5,-1)
o
{_ 15 = 3}
':Us o 4}

EJERCICIO 74

Localiza en el plano cartesiano y une los puntos:
1. A(3,-1)yB(4,3)
2. A0, 2) y B3, 0)
3. A(-1.2), B4, 5 yQZ-3)
4, A0, 5, B2, 1)y C(-3,-4)
5. A(1,3),B(-2,1),C(2, -3)y D4, 2)

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiante m————————
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Funcién lineal

Funcién

Es la relacion que existe entre dos conjuntos, de manera que a los elementos de x les corresponde a lo més un elemento de y.
Se denota por:

y=f&)
Selee, yesignal afdex
donde: x: variable independiente
y: variable dependiente
JSf(x): regla de correspondencia
Constante
Es la funcitn que asocia un mismo valor a cada valor de la variable independiente
y=k
La representacitn grifica es una linea recta paralela al eje X, sobre la ordenada k
Ejemplo
Grafica la funcién y=3
Solucién
Se traza una recta paralela al eje X, sobre la ordenada 3
Yu
3 y=3
0 X

Ecuacién x = k
Una ecuacién de la forma x =k no es una funcién. La representacidn grifica de esta ecuacitn es una recta paralela
al eje ¥ que pasa por el valor de la abscisa k
Ejemplo
Representa en una gréfica la ecuacién x = 2
Solucién
Se traza una recta paralela al eje ¥, que pasa sobre la abscisa 2
Yy
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Lineal

La funcién de la forma y =mx + b se llama lineal, donde los pardmetros m, b ®epresentan la pendiente y ordenada al
arigen, respectivamente.

EJEMPLOS

Ejemplos
Sean las funciones lineales:

1, y=5x+2 en donde; m=55b=2
2.y=—4x+% en donde: m——4,!:r=i
2 2
3 y=—x-1 donde: =—,b==1

¥ 3x en m 3
4 =—lx en donde: l':|1=—l b=0
‘y 2 . 2:
5. y=4 en donde: m=0,b=4

La pendiente indica el nimero de unidades que
incrementa o disminuye y, cuando x aumenta. La
ardenada al origen es la distancia del origen al punto
{0, b), este punto se encuentra sobre el eje ¥, yesla
interseccidn con la recta.

Donde:

Ar=1x,-x,
Ay=y,-y,

Dados dos puntos de la recta, la pendiente se obtiene con la formula:

m:ﬁ:—yz _yl
Ax x,-x

&

¥
)lz -
W
B(0O, b)
/
/ Xy xlz =-X

-§_ 1 ®#-;Cul es el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(- 1, 3) y B(3, 6)?

£

Solucién

Sea:

A(=1,3)=(x,,y,). entonces x, =—1,y,=3
B(3, 6) = (x,, y,), entonces x, =3, y,=6
Estos valores se sustituyen en la férmula:

e T, O3 =S
=% 3-(-1) 3+

Por tanto, el valor de la pendiente es ;
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2 @+ ;Cudl es el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(—2, 1) y (2, — 4)?

Solucién

Sea:

P(=2, 1)=(x, y,), entonces x; == 2,y, =1

02, - 4} =(x,. y,), entonces x, =2, y, = — 4

Estos valores se sustituyen en la férmula;
poda=h_ =4=1 _-4-1 -5_ 5

n-x, 2-(-2) 2+2 4 4

Por consiguiente, el valor de la pendiente es —%

Generalidades

< 8im >0, la funcién es creciente, es decir, cuando x aumenta, también lo hace y.

]

1/

=

@ 8im <0, la funcién es decreciente, es decir, cuando x aumenta, y disminuye.

Yy

Pl

& Sim =0, se tiene una funcién constante.

v

X

v
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EJERCICIO 75

L b =

e

. A(-2.4)yB(6,12)
. M(L5)yB(2,-7)
. R(-4,-2)yB(5.6)

bl

21 3,1
BookleZ sy @il
[ 5’4)” (10’2]

EJEMPLOS
'%_ 1 ."Graﬁcalafu.ncidny=2x+4,

£

Grafica

Para graficar una funcidn lineal se lleva a cabo lo siguiente:
L Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).

Determina la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

II. A partir de este punto se localiza otro al tomar a la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre el

incremento horizontal.

3
Solucién

La pendiente y ordenada al origen de la funcion:

y=§x+4

2 - 2 incremento vertical
3 3 incremento horizontal

m=

b =4 que representa el punto (0, 4).

2 @« Traza la grifica de la funcién y=—%x+2.

Solucién

La pendiente y ordenada al origen de 1a funcidn:

4
=——x+2
¥ 5
m=—i=ﬁ 5 —4 decremento vertical
5 5 Sincremento horizontal

b =2 que representa el punto (0, 2).
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3 @ Traza la grifica de la funcién y = - 5x =3,
Solucién
La pendiente y ordenada al origen de la funcitn:
y==5x-3

= = =5 decremento vertical
1

m==5= : :
lincremento horizontal

b=-3 que representa el punto (0, - 3).

Otra forma de graficar una funcidn lineal es dar valores de x, para obtener los respectivos valores de y, con estos dos
valores se forman puntos coordenados. A este procedimiento se le llama fabulacidn.

Ejemplo
Traza la gréfica de la funcidn y =2x - 3. Gréfica de la funcién
Solucién

Se construye una tabla con valores arbitrarios en x,
para obtener los valores respectivos de y.

x y=2x-3 (x,y)
-2 | y=2A-2)-3=-7 (-2,-T)
-1|y=2-1)-3=-5 (-1,-5)

0| y=2(0)-3=-3 (0,-3)
1| y=2(1)-3=-1 (1, -1}
2 [y=21)-3=1 2N
EJERCICIO 76
Grafica las siguientes funciones y ecuaciones:
1, y==2 6, y=dx
1
2 y=x 7. y=——
¥ F
1 5
3. x=4 B y=—x—-=
2 3% 3
3 3
4. — e = 3
x 3 9. ¥ 4x+
5. y=2x+5 10. y=—%x+3

@ Vaerifica tus resultados an la seccién de soludiones correspondientes m————————
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EJEMPLOS
£
w

§

2 e

Familia de rectas
Se ha visto la funcién y = mx + b con valores constantes para m y b, en este tema analizaremos qué pasa cuando se fija
uno de los dos valores y el otro se deja libre. Este tipo de funciones reciben el nombre de familia de rectas,
Ejemplos

Ly=3x+b 2 y=—-x+b 3 oy=mx-T7 4 y=mx+6

Grafica una familia de rectas de la funcién y =mx + 2. Grifica

i Y.
Solucién ye—2x42

Lafuncidn y = mx + 2 representa todas las rectas que tienen ordenada al origen
2, es decir, todas las rectas que intersecan al eje ¥ en el punto (0, 2).

Se grafican algunas de las rectas, con algunos valores para m:
Sim =2, entonces se tiene la recta y=2x+ 2

Si m= -2, entonces se tiene larecta y =—2x + 2

Si m =10, entonces se tiene larecta y=2 X

Grafica una familia de rectas de la ecuacién y =x +b.
Solucion

La funcidn y = x + b representa todas las rectas que tienen pendiente 1 b=-1
Se grafican algunas de estas rectas, con algunos valores para b: B
Sib=-2setienclarectay=x-2
Sib==1,setienelarecta y=x=1
Sib=0,setiene larectay=x
Sib=1,setiene larectay=x+1
Sib=2 setiecne larectay=x+2

EJERCICIO 77

Grafica una familia de rectas para cada funcién:

1.
2

3.

y=mx+4

y=mx=3

y=mx 3

. ¥y=2x+b

. y==X+b

.y=%x+b

@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente m————
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« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Si tenemos dos variables x, y que cumplen la ecuacion y =mx + b donde m, b € R, se dice que dichas variables se
relacionan linealmente.

Para lo anterior existen problemas de la vida real que se pueden representar con un modelo lineal y asf dar un
valor estimado de la variable y, para un cierto valor de la variable x.

Ejemplos
1. El salario s que recibe un empleado por trabajar x horas
2. El desgaste d de un articulo que se ha usado f meses

Cinco metros de tela tienen un costo de $300, encuentra un modelo lineal para el costo y determina ; cudnto cuestan
25m? y (cudntos metros de tela se pueden comprar con $18 0007

Solucién
Sean:
x: metros de tela
¥: costo por metro de tela
El costo y de x metros de tela se relaciona con la funcién y=mx + b
Si se venden cero metros de tela (x = 0), el costo es cero pesos { y = 0), entonces, al sustituir estos valores en
Ia funcién y = mx + b, se tiene que:

0=m0)+b—=b=0
De tal manera que la funcién queda de la forma siguiente:
y=mx

Six=35, entonces y = 300, que son los datos iniciales del problema, con ellos se encuentra el valor de la pen-
diente, cuando se sustituyen en y = mx.

y=mx
300:»;(5}—>m=~3§£=60—>m=6(]
Por tanto, el modelo lineal es:
y=60x
Se quiere conocer el costo de 25 metros de tela.

y=060x
y=60(25) = 1500

Por consiguiente, 25 m de tela tienen un costo de $1500
Finalmente, se desea saber cudntos metros de tela se pueden comprar con $18 000

y=60x
18 000 = 60x
18000
—=x
60
300=x

Con $18 000 se pueden comprar 300 metros de tela.

389



1 8 CarfTulO

Aicesra

2 El delfin mular mide 1.5 metros al nacer y pesa alrededor de 30 kilogramos, Los delfines jévenes son amamantados
durante 15 meses, al final de dicho periodo estos ceticeos miden 2.7 metros y pesan 375 kilogramos,
Sea L y P la longitud en metros y el peso en kilogramos, respectivamente, para un delfin mular de r meses.

a) Sila relacién entre L y 1 es lineal, expresa Len términos de 1.
b) ;Cuiles el aumento diario de la longitud para un delfin joven?
¢) Expresa Fen términos de 1, si P y restin relacionados linealmente.
d) ;Cuiles el peso de un delfin de cinco meses de edad?
Solucién
a) Sila relacion entre L y r es lineal, expresa Len términos de ¢,
L=mt+b

Cuando el delfin es recién nacido r =0y L= 1.5, al sustituir estos valores en la funcitn anterior se tiene que
b =15 y el modelo queda de la siguiente forma:

L=mr+15 — L=mr+§

Cuando r=15, L =2.7, estos valores se sustituyen en el modelo anterior para determinar la pendiente.

L=mt+ g
6
2.T=m(15)+§ —>2,‘!—§=15m e E=13}m — i=m
2 2 5 15
£=m
25
Por tanto, 1a longitud L en funcién del tiempo r es:
=2y 2
25 2

b) ;Cuil es el aumento diario de la longitud para un delfin joven? ”
En la funcidn lineal L, 1a parte que indica el aumento en la longitud del delfin es: > t, por consiguiente, se divide
tentre 30 y se sustitnye 1= 1

1

ML
30 30
Entonces:

2 2 1 2 1
— =] — |=2—=——=0.0026
%' 25(30] 750~ 375 4

Luego, el aumento diario en la longitud de un delfin es de 0,00267 m.

<) Expresa P en términos de 1, si Py f estdn relacionados linealmente.
Se representa el peso P en funcitn del tiempo f con la funcitn;

P=mi+b
Cuando el delfin es neonato su peso es de 30 kilogramos, es decir,
t=0yP=30
Al sustituir estos valores en la funcién anterior se obtiene el valor de b,

P=mt+b
0=m0)+b—b=30

390



CAmuio 18

Funcién lineal

H modelo matemédtico para un delfin recién nacido es:

P =mi+30
Luego, a los 15 meses un delfin pesa 375 kg, entonces:
Sir=15y P =375, se tiene que:

P=me+30

375=m(15}+3(]—>3'}'5—30=15m—>345=15m—>%=m — m=123

Por consiguiente, el peso Pen términos de rse expresa con el modelo:

P =23+30

d) ;Cuil es el peso de un delfin de cinco meses de edad?

Para obtener el peso P de un delfin de 5 meses de edad, se sustituye f =5 en el modelo anterior:
P =23+30
P=23%5)+30
P=115+30
P =145

Por tanto, el peso de un delfin de cinco meses de edad es de 145 kilogramos.

EJERCICIO 78
Resuelve los siguientes problemas:
1. Un hombre recibe $120 por 3 horas de trabajo. Expresa el sueldo S (en pesos) en términos del tiempo 7 (horas).

2, Un bebé pesa 3.5 kg al nacer y 3 afios después alcanza 10.5 kg. Supongamos que el peso P (en kg) en la infancia estd
relacionado linealmente con la edad 7 (en afios).

a) Expresa P en términos de 1.
b) ;Cudnto pesard el nifio cuando cumpla 9 afios?
¢} A qué edad pesard 28 kg?

3. La cantidad de calor C{(en calorias), requerida para convertir un gramo de agua en vapor, se relaciona linealmente
con la temperatura T (en °F) de la atmésfera. A 50°F esta conversion requiere 592 calorias y cada aumento de 15°F
aumenta 9.5 calorias 1a cantidad de calor. Expresa C en términos de T.

4, Elduefio de una franquicia de agua embotellada debe pagar $500 por mes, méds 5% de los ingresos mensuales (I) por
concepto de uso de la marca. Los costos de operacidn de la franquicia incluyen un pago fijo de $1300 por mes de
servicios y mano de obra. Ademds, el costo para embotellar y distribuir el agua comprende 50% de los ingresos.

a) Determina los gastos mensuales G en términos de 1.
b) Expresa la utilidad mensual U en términos de I (utilidad = ingreso — costo)
¢) Indica el ingreso mensual necesario para que no haya pérdida ni ganancia,

5. La relacién entre Ias locturas dc temperatura en las escalas Fahrenheit y Celsius, estd dada por; °C= §(°F‘32)

a) Encuentra la temperatura en que Ia lectura es la misma en ambas escalas.
b) ;En qué valor debe estar la lectura en grados Fahrenheit para que sea el doble de la lectura en grados Celsius?

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondiente
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CAPITULO 19

SISTEMAS DE ECUACIONES

HISTORICA
=]

— \ ) Gabriel Cramer
A e\ atemdlico suizo nacido en Ginebra
- ] en el afio 1704, quien fallecié en
—e i Bagnols-sur-Céze, Francia, 1752.
= - Fue catedrdtico de matematicas (1724-1727)

y de filosofia [1750-1752) en la Universidad de Ginebra. En 1750 expu-
so en su obra Infroduccién al andlisis de las curvas algebraicas lo teoria
newtoniana referente a las curvas algebraicas, clasificandolas segin el
grado de la ecuacién. Reinfrodujo el determinante, algoritmo que Leibniz
ya habia ufilizado al final del siglo xvil para resolver sistemas de ecuaciones
lineales con varias incognitas. Editd las obras de Jakob Bernoulli y parte de
la correspondencia de Leibniz.

Gabriel Cramer (1704-1752)
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Ecuacién lineal

Una ecuacién de la forma Ax + By + C =0, donde A, B y C son constantes reales tales que A y B no son cero, recibe
¢l nombre de lineal.

Ejemplos

1, 2x -3y — 4 =0, es una ecuacién lineal co: A =2, B=-3yC=-4

2. — 5x +4y =0, es una ecuacidn lineal con: A=~-5, B=4y C=0

3. x +2=0, es una ecuacion lineal con:A=1, B=0y C=2

4, 2y — 3=0, es una ecuacitn lineal con: A=0,B=2y C=-3
Una ecuacion que se puede escribir de la forma Ax + By + C = 0 también es lineal.

Ejemplos
1. Dada la ecuacién 2x = 5y — 6, también se puede escribir de la forma: 2x — 5y +6 =0

2, Para que la ecuacién %

por 4 cada término de la igualdad:

x—gy=2 tenga la forma Ax + By + C=0, se eliminan los denominadores al multiplicar

=TT |
4| —x—=y |=4(2
(33 )-42)
Al realizar las operaciones se transforma en 10x — 3y = 8, finalmente:
10x-3y -8=0
1
3. La ecuacitn 5( x—y )—3y=4x+1,se puede escribir de la forma: Ax + By + C =0, al realizar el producto indicado,
eliminar denominadores y simplificar:
1
E(x—y]—3y=4x+1

1 1
Ex—-z—y—3y=4x+1

2( %x—%y—sy )=2( 4x+1)

x—y—6y=8x+2
x=y=6y=8x=2=0

Por tanto, la ecuacitn se transforma en; —7x—Ty —2=0
5
4. La ecuacion y=§x—2 al multiplicarla por 3 se obtiene 3y = 5x — 6, por consiguiente se puede escribir como:

S5x=3y-6=0

Solucién de una ecuacién lineal

Una ecuacidn lineal tiene como conjunto solucién todos los pares ordenados (x, ¥), que satisfacen la ecuacidn, donde
Xy ¥ son nlimeros reales,
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EJEMPLOS
3 10 1 3
% 1 @+ Verifica si los pares ordenados (1, —4), ( 3 ],(E,—E}snn soluciones de la ecuacién: 2x =3y - 14=0,
bad Solucién
Se sustituye cada par ordenado en la ecuacidn:
© Para(1,-4)
2x-3y-14=0
2(1)-3(-4)-14=0
2+12-14=0
0=0
Por tanto, el par ordenado (1, — 4), es solucidn,
3
2x—3y-14=0
2(2)- ( ) 14=0
4+10-14=0
0=0

10
Por consiguiente, el par ordenado (2,— ,.,3,) es solucién,

2x-3y-14=0
1 3
2| = |-3| -= |-14=0
E2)
1+2-14=0
4

43
-0
4

1 3
Entonces, el par ordenado [E,— E)m es solucidn.

2 ®o: Verifica si el punto (~ 2, 1), es solucién de la ecuacién x+%=§( y-x)-5
Solucién
Se sustituye el punto en la ecuacion:

x+%=§( y-x)-5

—2+——-[1 2]]—5

—2+—_—[ 1+2 ] -5

{continta)
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{(continuacidn)
3 3
—2+E—E( 3]—
SAraalag
2
)
2. B
Por consiguiente (— 2, 1), es solucidn de la ecuacidn.
EJERCICIO 79

1. Verifica si los pares ordenados (2,-3), (7.0) y(1,5) son solucién de la ecuacion: 3x—5y—21=0,

%]

. Verifica si los puntos (%—%] (:—1%] ¥ (—%,1] son solucién de la ecuacidn: 2x+4y+2=0,

1 2 1
3. Verifica s1 los pares ordenados (3,—4], (—3,—12]}!’ [5,2] son solucién de la ecuacion: §x= Ey+4.
1

4, Verifica si el punto [%,%] es solucién de la ecuacién: 2(x—y]—%=§(x—8]—y.
5. Verifica si el punto [—l i] es solucién de la ecuacién: l(:J::+2 ]+L —1(x+l]—l—zx
: P 210 ST’ 1o T

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente

Gréfica
La gréfica de una ecuacién lineal Ax + By + C =0, es una recta que forman los puntos de su conjunto solucién:
{(xy)|Ax+By+C=0}.

EJEMPLOS .
-§_ 1 @+ ;Cudl es Ia gréfica de la ecuacién 2x — 3y + 7=0?
i§' Solucién
Para obtener la grifica, basta con conocer dos puntos de la recta, para lo cual se sustituyen dos valores arbitrarios para
x 0 yen la ecuacion, y con esto se obtienen los dos puntos que se requieren.
Sea x=—12, se sustituye y se despeja y: Sea x = 1, se sustituye y se despeja y:
2x=3y+7=0 2x=-3y+7=0
2(-2)-3y+7=0 2(1)-3y+7=0
-4=-3y+7=0 2=-3y+7=0
3-3y=0 9-3y=0
=3y==-3 =3y=-9
-3 -9
.'r*=_—3 .'r'=_—3
y=1 y=3
Por tanto, el punto es (=2,1) Por consiguiente, el punto es (1,3)
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Por 1ltimo, se localizan los puntos en el plano y se traza una recta sobre ellos.

Grifica
Ya

r-3p+7=0 j/
s

By

Otra forma de graficar Ax + By + C =0, es transformarla a la forma y = mx + b y aplicar algunos de los métodos vistos
en el capitulo 7.
Ejemplo
Grafica la ecuacitn 3x — 4y - 12 =0,
Solucién
Se despeja yen la ecuacion para expresarla a la forma y =mx + b
Ix—dy-12=0 Gréfica
—dy==3x+12 ¥,
=-3x+12

3 /
==
y=3%

Lmvalorcsrcsmﬁvosdclapcndicntc}'mdcnadaalorigcnson:m=§-yb=—3

EJERCICIO 80

Grafica las siguientes ecuaciones:

L. x+y=-3=0 6, 2x+7y=0

2, x-y+2=0 7. =3x+5y-10=0
3. 3x=2y+6=0 B Bx=2y-4

4, 4x+3y=-12=0 9 2J:: l =4

- y — i 3 zy_

3 1
5. 3x-4y=0 10, —Zx=—y-2
B Sx 1(]‘1t

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondiente m———
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Sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables

Se ha visto que el conjunto solucién de la ecuaciénAx + By + C =0, son todos los pares ordenados (x, ) que satisfacen
la ecuacidn.
En un sistema de dos ecuaciones con dos variables, que tiene la forma:

ax+by=c
a,x+b,y=rc,
El conjunto solucién lo forman todos los pares ordenados que satisfacen ambas ecuaciones, es decir:
{( x!J’} |alx+b:3’ =c!}r"| [ ( Y ] |azx+bz}’=cz]
Cada ecuacidn representa una recta en el plano, entonces, se pueden presentar tres casos:

L Las rectas se intersecan en un punto, Las rectas sélo coinciden en un punto, por tanto, se dice que el sistema
tiene una solucitn,

Ejemplo
Grafica y determina la solucitn del siguiente sistema:

[x+2y=4
3x=y=5
Solucién
Se grafica cada una de las ecuaciones a partir de encontrar las intersecciones con los ejes XY,
x+2y=4 Ix—y=5
Seax=0 Seay=0 Seax=0 Seay=0
x+2y=4 x+2y=4 3x=y=5 Ix=y=5
(0)+2y=4 x+2(0)=4 3(0)-y=5 3x-(0)=5
y=%=2 x=4 y==5 x=%
Lainterseccidncon  La interseccién con La interseccion con  La interseccitn con el
d eje yes: (0,2) d eje xes: (4,0) el eje yes: (0,-5) ejex(%,ﬂ]

x+2y=4

La solucién es el punto donde se intersecan las rectas, en este caso (2, 1)
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II. Las rectas son coincidentes. Dos ecuaciones representan rectas coincidentes si al multiplicar una de ellas por un
nimero real &, se obtiene la otra.

En un sistema de rectas coincidentes el conjunto solucién es infinito, es decir, el conjunto solucién son todos los
puntos de las rectas.

Ejemplo
Grafica y determina el conjunto solucién del siguiente sistema:
x=2y=6
Ix-6y=18
Solucién
Se grafica cada recta.
x=-2y=6 3x-6y=18
Seax=0 Seay=0 Seax=0 Seay=0
x=2y=6 x=2y=6 3x—6y=18 3x-6y=18
(0)-2y=6 x-2(0)=6 3(0)-6y=18 3x-6(0)=18
6 18 18
=——==1 =6 = =
=3 x ¥ g =3
Elpuntoes: (0,-3)  El puntoes: (6,0) El puntoes: (0,-3)  Elpuntoes: (6,0)

Se observa que las intersecciones de las rectas con los gjes, son los mismos puntos.

Grifica

x—@=5///{

Las rectas coinciden en todos sus puntos, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.
Se observa que si multiplicamos la ecuaci6n x — 2y =6, por 3, se obtiene la otra ecuacidn.

II. Las rectas son paralelas. En este caso, las rectas no tienen ningin punto en comin, por tanto, el sistema no
tiene solucidn,

Ejemplo

Grafica y determina el conjunto solucion del siguiente sistema:
2x—y=4
4x-2y=-12
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Solucién
Se grafican las rectas.
% -y=4 dx-2y=-12
Seax=0 Seay=0 Seax=0 Seay=0
2x=-y=4 2x=y=4 4x=-2y==12 4x=2y==12
2(0)-y=4 2x-(0)=4 4(0)-2y=-12 4x-2(0)=-12
4 =12 =12
x=2 y=6 x==3
H puntoes: (0,—~4)  Elpuntoes: (2,0) El punto es: ( 0,6 ) El punto es: (-3,0)

Se localizan los puntos de interseccién y se grafican las rectas.

Gréifica

4;—2;:—]2

7

Al graficar las rectas se observa que son paralelas, es decir, no hay un punto comin, por consiguiente no hay

solucitn, entonces se dice que el conjunto solucitn es vacio.

Ix-2y==2
dx+y=1

EJERCICIO 81
Grafica y determina el conjunto solucién de los siguientes sistemas:
1 x+}r=2 3 x=5y=10
" | x-y=6 3x-15y=-15
2x-3y=6 4 x+2y=3
6x-9y=18 " Sx=3y=-11

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Meétodos de solucién

Hasta ahora se ha visto cémo resolver de forma gréfica un sistema de ecuaciones con dos variables, sin embargo, este
método en algunas ocasiones puede ser poco preciso, por lo que existen procedimientos algebraicos y que ademds de

ser pricticos resultan exactos.
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Reduccién (suma y resta

Este método consiste en multiplicar las ecuaciones dadas por algin nimero, de tal forma que al sumar las ecuaciones
equivalentes que resultan, una de las variables se elimina para obtener una ecuacién con una incdgnita, y al resolverla
se determina su valor, para posteriormente sustituirla en alguna de las ecuaciones originales y asi obtener el valor de

la otra incdgnita.
EJEMPLOS °
& | ®¢ Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
s. 2x+5y=19

Solucién

Se elige la variable a eliminar, en este ejemplo se toma x; para eliminarla se necesita que los coeficientes de x de cada
ecuacion sean iguales y de distinto signo. La primera ecuacitn se multiplica por -3 y la segunda se multiplica por 2,
posteriormente se suman las ecuaciones y se resuelve la ecuacion resultante,

(2x+5y=19)(-3) -6x-15y=-57
(3x-4y=-6)(2) — _6x -8y=-12
-23y=-69

_—69

)

y=3

El valor de y =3 se sustituye en cualquiera de las ecuaciones, para obtener el valor de x.
2x+5y=19 — 2x+5(3)=19

2x+15=19
2x=19-15
2x=4
4

=3
x=2
Se puede comprobar el resultado al sustituir los valores obtenidos en la otra ecuacitn:
Ix-4y=-6 — 3(2)-4(3)=-6 — 6-12=-6 - -6=—6
Por tanto, la solucién del sistemaes: x=2, y=3
2 ®+-Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

S5x=3y=-7
3x+5y=-11

Solucién
En este ejemplo se elimina la variable y, entonces se multiplica la primera ecuacién por 5 y la segunda por 3
(5x-3y=-7)(5) 25x-15y=-35

(3x+5y=-11)(3) ~ _9x+15y=-33
IMx =—68
—-68

T

{continiia)
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El valor de x =— 2, se sustituye, en cualquiera de las ecuaciones, para obtener el valor de y.

3x+5y=-11 = 3(-2)+5y=-11

—6+5y=-11
Sy=—11+6
S5y==5

y=-1

Por consiguiente, la solucion del sistemaes: x==2,y==1

Los siguientes conjuntos indican el conjunto solucidn de un sistema de rectas coincidentes y paralelas, respectiva-

mente.
{(xy)oxsoy=0}={ (xy)lxyeRr ]
{(x,y]l0x+ﬂy=a,aae0]=¢
EElbio8 :
< | ®¢ Determina el conjunto solucién del sistema:
i§' 6x-2y=10

3x—y=35

Solucién
La primera ecuacitn se multiplica por 1 y la segunda por — 2 y se suman las ecuaciones equivalentes:

(6x-2y=10)(1) 6x—2y=10
(3x-y=5)(-2) 7 bx+2y=-10
0x +0y=0

Se obtiene la ecuacidn Ox + Oy = 0, por tanto, hay un conjunto infinito de soluciones; entonces, se trata de dos
rectas coincidentes, y se dice que al conjunto solucion lo forman todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera
de las ecuaciones.

2 ®s-Encuentra el conjunto solucién del sistema;

—x+2y=4
-3x+6y=5

Solucién
La primera ecuacidn se multiplica por -3 y la segunda por 1 y se suman las ecuaciones equivalentes.

(-x+2y=4)(-3)  %x-6y=-12
(<Bpuay=5)(1] ~ —Jmby=3
Ox+ 0y =-7

Resulta la ecuacidn Qv + Oy =7, por consiguiente, el conjunto solucién es el vacio.
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EJERCICIO 82
Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de reduccidn:

1 x+y=4 4 3x=2y=0 7 Sm+n=-1 10 3x-dy=T
"l x-y=2 | x-y=-1 3m+2n=5 T 9x=-12y=21

5 12x-18y=13 P 5x-2y=2 g Tx+2y==3 1 —20x+ 5y=2

-12x+30y=-19 Tx+6y=38 2x=-3y=-8 3 4x-y=5

5 [3x-4y=-26 ¢ | Sa+3p=21 g [Burdv=5 1 | Tp-e=2

" |2x=3y=-19 " -2a+4b=2 Ou—Bv=4 " | -21p+3g=5

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Sustitucién
Este método consiste en despejar una de las variables de cualquiera de las dos ecuaciones y sustituir dicho despeje en

la ecuacidn restante, asi resulta una ecuacitn de primer grado, la cual se resuelve para obtener el valor de una de las
variables. Este primer valor se sustituye en el despeje pama determinar el valor de la variable que falta.

EéEMPLOS .
3x-d4y=-11
'g_ 1 @+ Determina los valores de x y yenel sistema: [5i+3;‘:=1
3 Solucién
L]
En este ejemplo se despeja x de la primera ecuacidn.
3x—dy=-11 = 3x=4y-11

£l

=73

Se sustituye el despeje en la ot ecuacion y se resuelve la ecuacitn de primer grado.

Sx+3y=1 - S( 43’: : ]+3y=1 Se multiplica por 3

5(4y-11)+9y=3
20y-55+9y=3
20y+9y=3+55
29y=58

58
b o

Por tanto, los valores son:
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2 ®e Determina el punto de interseccion de las rectas:

[—x+y=—1
Sx+3y=3
Solucién
Se despeja y de la primem ecuacion.
—x+y==7
y=x-17

El despeje se sustituye en la segunda ecuacitn,
Sx+3y=3 = S5x+3(x-7)=3 - 5x+3x-21=3
Bx-21=3
Bx=24

x=13

Se sustituye x =3, en el despeje y=x-7
y=3—?=—4
2

Finalmente, el punto de interseccién del sistema es ( 3,-4 )

3 ®+-Obténel conjunto solucién del sistema de ecuaciones:

=2x+y=—4
6x-3y=12
Solucién
Se despeja y de la primema ecuacitn,

=2x+y=—4 = y=2x-4
El despeje se sustituye en la segunda ecuacidn y se resuelve la ecuacidn de primer grado.
6x-3(2x-4)=12
6x-6x+12=12
6x—6x=12-12

0x=0

La ecuacidn Ox = 0 indica que las rectas son coincidentes y tienen como conjunto solucién todos los niimeros
reales, esto significa que el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

4 ®¢ Determina el conjunto solucidn del sistema:
3x-4y=T7
6x-8y=3
Solucién
Se despeja x de la primem ecuacitn,

3x—4y=T7 = 3x=4y+7 = x=$
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El despeje se sustituye en la segunda ecuacion y se resuelve la ecuacitn de primer grado.

4y+7
6] —— |-8By=3
(57)»

2(4y+7)-8y=3
By+14—-8y=3
By—8y=3-14
Oy=-11 Laecuacién no tiene solucién

Por tanto, el conjunto solucitn es vacio.

EJERCICIO 83
Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucién:
i 2x+y=-10 7 Tp=3g=-28
T x-3y=2 " 1 5g-4p=16
2 2m~-5n=14 8 Tx=y=T5
" | Sm+2n=—-23 Sx=2y=42
3 6r=5t=-11 9 12u-16v=24
" | Tr-8r=15 " | Bu-dv=6
4 9x-2y=-3 10 —5x—15y=2
"] Ty-12x=17 ) x+3y=7
8p-3¢=8 11 2x+y=9
2p+9q=15 " | Bx+4y=36
3x-4y=32 12 4p-3g=-2
5x+y=38 * 1 20p-15g=-1

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

lgualacion
En este método se elige una variable, la cual se despeja de ambas ecuaciones, los despejes se igualan y se resuelve la
ecuacion de primer grado que resulta. Por dltimo, el valor que se obtiene se sustituye en cualquiera de los despejes

para hallar el otro valor,
EéEMPLOS
-a_ 1 @+ Determina el punto de interseccién de las rectas:
8 2x-3y=9
i [.‘5x+6y=—4.‘§
Solucién
Se despeja x de ambas ecuaciones.
2x-3y=9 Sx+6y=—45
2x=3y+9 Sx=-6y—45
3 —6y—
=349 =645
2 5
{continiia)
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Se igualan los despejes y se resuelve El valor de y =—5 se sustituye en
Ia ecuacidén de primer grado. cualquiera de los despejes.
o D
2 5 2
5(3y+9)=2(-6y-45) x_3(—5]+9__15+9
15y+45=-12y-90 2 2
15y+12y=—90—45 =03
2
=-135
" 135 K
= _.%
G
Por consiguiente, el punto de interseccitn es (-3, — 5)
2 @+ Resuelve el siguiente sistema;
6m—Tn=4
2m=14n=-1
Solucién
Se despeja nde ambas ecuaciones,
6m-Tn=4 2m=-14n=-1
—Tn=—6m+4 —-ld4n=-2m-1
- —6m+4 i -2m-1
C=T T -14
Se igualan los despejes y se resuelve El valor de "F% se sustituye en cualquiera
la ecuacién de primer grado. dc los despejcs.
-6m+4 _-2m-1 e =l
-7 = 14 -14
~14(~6m+4)==T7(-2m-1) -z[ i]_l
B4m—56=14m+7 P .
84m—14m=T7+56 =ha
70m=63 _14
.1
m=§§- T -14
70
9 a8 ol
m=15 (14)(5) 5
Por tanto, la solucidn es:
9
m=—
10
1
n=—
5
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3 ®e Determina el conjunto solucién del sistema;

2x-y=5
—Bx+4y==20
Solucién
Se despeja y de ambas ecuaciones y se obtiene:
2x-y=5 = y= —Zx:-.‘S ; =Bx+dy==20 — y= Ex4—2(]
Se igualan los despejes:
_Zx:-.‘S _ Bx4—2(] 5 4{ —2x+5 ]=_1( Ex—ﬂﬂ]

—8Bx+20=-8x+20
—-8x+8x=-20+20
Ox=0

La soluci6n son todos los nimeros reales y el conjunto solucién corresponde a todos los pares ordenados que

satisfacen la ecuacidon;
2x-y=5
4 @+ Determina el conjunto solucién del sistema;
Ix+d4y==2
-15x-20y=7
Solucién
Se despeja x de ambas ecuaciones.
Jx+dy==2 =15x=20y="7
Ix=—dy-2 ~15x=20y+7
_—4y-2 _20y+7
3 T
Se igualan los despejes:
'4;'2 =203;;7 5 —15(-4y-2)=3(20y+7)

60y +30=60y+21
60y—60y=21-30
Oy=-9

La ecuacitn no tiene solucitn, por tanto, el conjunto solucitn es vacio.
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EJERCICIO 84
Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacidn:
x=2y=11 7 2a+b=1
x+5y==17 -5b=-6a=-9
2 —m+n=-1 g 3m—-5n=1
© | 4m—2n=5 | 9m+150=9
3 da+5h=-73 9 6u—3v="T
" | =7+ 3a=-13 8u—=5v=10
q =2x+3y=18 10 6x-24y=36
" =S5y+x==23 "] =3x+12y=-18
S 3p-2g=-5 1 x+3y=4
2p+g=-1 " | —4x-12y=8
6 Sx+y==20 12 3p-9g=5
" |2x-3y=-8 " | p—3g=6

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Cramer [determinantes)

L Determinante de 2 X 2, Un determinante de 2 X 2 es un arreglo rectangular de nimeros de la forma:

a b
d=a-d-c~b
EJEMPLOS .
1 IO-Eacucntraclva]mdcldctcrminantc]i :2|
i.§' Solucién
Se aplica la definicion,

2 =5
|3 _6|=(2](-ﬁ]-(3}(—5]=—12+15=3
Por tanto, el resultado es 3

1
e 3
2 ®e-;Cudl es el valor del siguiente determinante i 7
=2 g
Solucién
Se aplica la definicicn,
La
2 =[_l (5}_[_i (At oPHId 3
L 5 5 s 5
5

3
Por consiguiente, el resultado es =3
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3 @+ Determina

a 1
a'-b’ a—b"
Solucién
Se aplica la definici6n.

a 1
a’-b" a-b

‘=( a)(a-b)-(a*-b" )(1)=a" —ab—a’ +b*=b’-ab

Por consiguiente, el resultado es b* —ab

x 3-x
4 x-3
L LS 1 i
4 'Rcsuevexz 2753
9 x+9
Solucién
Se aplica la definicidn,
¥ 3-x
4 x-3] _ (x)(x-3)-(4)(3-%) _ ¥-3x-12+4x _x'+x-12
& 43 (x)(x+9)-(9)(F+3) F+9x7--27  x’-27
9 x+9
__ (x+4)(x-3)
(x-3)(x" +3x+9)
.
X +3x+9
Em’“"“c"’lms“]m"““%
EJERCICIO 85
Encuentra el valor de los siguientes determinantes:
a b-a
2 -3 5 =6 a a-b b a-b
1; 4, . 10, ——m
|5 4 9 -3 ! a b a b
a a
31 x x—z‘
-6 -8 - + 5 x-2
2, 5.42 B.mnmn 11.;
7 -1 m m-n x 5
=3 1 %
2 7 2 3‘
-4 2 5 2 S @
3 6 9, L
6 -3 -6 3
21 = 9
3 4

o Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente
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2. Deducciin del método de Cramer. Sea el sistema de ecuaciones:
[a.x+b=y=c.
Gx+by=c,
Por el método de reduccitn se determina “x”
(ax+by=e)( b,) —  abx+bby=by,
(aﬂx+b2y=c2 ](_bl ] —abx—bb,y=-bpe,
( ab, —a,b, ]x=bz"! =be,

¢, b

=b2f|_b|"z . € b
ab,—ab, |4 b
@, b,

De forma analoga se determina *y”

(ﬂax+b:?="~'a](‘ﬂ:] —y  —agx—aby=—a
(ayx+by=c,)(q) a@yx +aby=a,c,

(ab, —ab, )y =ac, - ayc,

a4 g
y=alcz _az"|= i B
ab,—ab, @ b
a b
Finalmente, la solucién general del sistema es:
L5 bl‘ a G
¢, by y € ‘al b,
x= y= con #0
a, blly a, b a, b,
a b a b

El método de Cramer consiste en aplicar las definiciones anteriores y segiin los resultados se puede concluir que
Ins rectas son:

2 Concurrentes: si los determinantes son diferentes de cero.
= Coincidentes: si los determinantes son todos iguales a cero.

© Paralelas: si inicamente el determinante denominador es igual a cero,

Rectas concurrentes. Si ocurre que:

4 bi
a; bz

& bl
< bz

#0, #0 y

El sistema tiene una solucién que es el punto P(x, )
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Ejemplo
Aplica el método de Cramer y determina la solucidn del sistema;
[4x—y=—9
3x+5y=-1
Solucién
Se aplica la solucidn general
-9 -1 4 -9
gl S| ca8-1.-48 ., y=|3 et a8 < O
4 -1 20+3 23 4 -1| 20+3 23
s s M

Por tanto, la solucin es x =— 2, y =1, las rectas son concurrentes
Rectas coincidentes. Si ocurre que:

q b
¢ b

2 6
& G

[@ b, =0

a, b,

El sistema tiene un conjunto infinito de soluciones, es decir, es un sistema de dos rectas coincidentes. Por tanto, €l
conjunto estd formado por todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera de las ecuaciones del sistema dado,

Ejemplo
Aplica el método de Cramer y determina la solucidn del sistema:
2x-y=4
4x-2y=8
Solucién
Se aplica la solucitn general
4 -1 2 4
8 -2| -8+8 0 4 8| 16-16_0

x=—_ =—; = — -
‘2 —1‘ —4+4 07 |2 —1‘ —4+4 0

4 -2 4 -2
El sistema son rectas coincidentes, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

Rectas paralelas. Si ocurre que:
o b
o b

4 6
4 O

=0

|@ b,
a, b

#Uyl
Entonces el sistema no tiene solucion, es decir, el sistema representa rectas paralelas.

Ejemplo
Determina el conjunto solucitn del sistema:

2x-y=5
—6x+3y=2
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Solucion
Se aplica la solucién general:
5 -1 2 5
_ 2 3 _15+2_1‘,’_ _ -6 2 _4+3(]_3-4
T2 =1] 66 0 2 | 2 =1] 66 0
-6 3 -6 3

Por consiguiente, el sistema no tiene solucién,

EJERCICIO 86
Determina la solucidn de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de Cramer:
3x—4y=15 4 [3x-8y=-13 5. [5a=7b=10 0, | 2x-9y=3
-2x+3y=—12 Sy+2x=-19 8b—6a=—12 " |18x-81y=-5
4m+9n=-35 5 S5p-g=17 8 10m—3n=19 1 Sx=1ly=-6
3m-8n=18 © | -2p+3g=5 15m—24n=35 40x-88y=-7
3 Ta—10b=-64 6 9x—4y=8 9 Tu+2v==5 12 60 p-259=15
© | 5b+3a=19 " | 6x-2y=3 —=35u-10v=25 " -12p+5g==3
@ Verifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente
Sistema de dos ecuaciones que se reducen a lineales
Dado un sistema de ecuaciones con dos variables, éste se transforma a:
ax+by=c¢
ax+byy=c,
EJEMPLOS - -
5 | @2 Resuelve el sistema de ecuaciones;
i§' 2x+19=3{ y—x]
2(x-5y)=5(y-5)-8y
Soluciéon
Se realizan las operaciones indicadas en cada ecuaci6n y se simplifican.
2r+19=3(y-x) 2(x-5y)=5(y-5)-8y
2x+19=3y=-3x 2x-10y=5y-25-8y
2x+3x—3y=—19 2x—1(]}r—5y+ Ey=—1'§.
Sx=3y=-19 2x—Ty=-25

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

Sx=3y=-19
2x=Ty==-25
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Que se resuelve por algiin método visto, por ejemplo, reduccidn.

Entonces, la solucidn del sistema {

(5x-3y=-19)(-2)
(26-7y=-25)(5)

-10x+6y=38

10x-35y=-125

=29y=—§7

2 +19=3( y-x) s
2(x-5y)=5(y-5)-8y

2 @+ Determina la solucién del sistema de ecuaciones:

Solucién

Sistemas de ecuaciones

5x=3y=-19
5x-3(3)=-19
5x-9=-19
Sx=—19+9

Sx=-10
=10
x=—

)

x==2

x==2

Para eliminar las fracciones se multiplica por el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de cada ecuacion.

20:_20y_20
10 5 4
2x-4y=5

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

¥ se elige algin método de solucidn, en este caso el de igualacion,

2x—4y=5
2x=5+4y
2

Se igualan los despejes y se resuelve
la ecuacion de primer grado:

S+4y 15-12y

2 4

(4)(5+4y)=(2)(15-12y)
20+16y=30-24y
16y+24 y=30-20

40y=10

2x—4y=

4x+12y=15

5

4x+12y=15

4x+12y=15

4x=15-12y
x=15—12y
4

. 1
Se sustituye yeog En cualquier despeje:
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{(continuacidn)

x y.1
— T —— x=3
Por consiguiente, la solucion del sistema iﬂ il es{ _1
4

3 @+ Determina la solucién del sistema:

ﬁ+.*§)=ﬁ+3
3 7
__2(0_3]+1=b__1.
5 5
Solucién
Se eliminan las fracciones al multiplicarlas por el minimo comin miltiplo y se simplifican las ecuaciones.
a+5  b+5 2{a-3 b-1
(530552 fan (52t
21 3 21 3
( ]':3“"' ]+( 21](&]=( ](:"’ ]+( 3)(21) 10{0—3]+1( 5)= 5(b-1)
5 5
7(a+s)+(21)(b)=(3)(6+5)+(3)(21) 2 a-3)+5=1(b-1)
Ta+35+21b=3b+15+63 2a-6+5=p-1
70+21b_35=15+63—35 za_b=_1+6_5
?a+IEb=43 2ﬂ—b=u

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

Ta+18b=43
2g=b=0

Que se resuelve por algin método visto, por ejemplo, sustitucitn,

De la segunda ecuacitn se despeja a b. Se sustituye b=2q de la primera, y se resuel-

ve la ecuacién de primer grado.
b= Ta+18b=43
+ =
2a=b 4
Ta+18(2a)=43
Ta+36a=43

Bay ) gt
3
a=1

Luego, si b=2a entonces b=2(1)=2

Por tanto, la solucién del sistema 3 T es [
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A ®s Determina la solucién del sistema:
5~'§x+1=2( 2J§x+-f§y]

@(@x_1)=z[y_iz)

g
Solucién
Se resuelven los productos indicados de cada ecuacién y se simplifican:
= 1
5v3x+1=2(24/3x +2y) ﬁ(\ﬁx—l]ﬂ(rﬁ]
5\3x+1=4/3x+ 2.2y , .
5\3x-43x-22y=-1 ':‘ﬁ] x—ﬁ=2y—ﬁ
ﬁx—zﬁy=—1 (ﬁ]zx-ﬁ=ﬁy-¥
3x-3=2y-2
Ix=2y=+3=42
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
v’gx-zﬁy=-1
Ix-2y=+3-42
Que se resuelve por algin método visto, por ejemplo, Cramer,
e b -1 =22
e b 3-2 -2 __(‘1]{‘2]—(‘45—\'6](—2\5]_ 2+2./6 -4
la v B 2] | (B)(2)-(3)(-22)  -2B+6v2
a, b, 3 -2
_2J6-2 _ 2AV6-1) -1 32+43
642-23 2(3/2-43) 32-3 3243
_3V2/6 +{36-3V2-\3 6/3+342-342-3
(3v2) -(v3) e
53 3
—da5 A
4 5 V3 -1
=Ia, ol |3 B-va|_(¥3)(v3-42)-(3)(-1)
’ |q n| B 2] (B)(2)-(3)(-242)
a b, 3 -2

_3-\32+43  6-VJ6  6/2+2)3
T S23+62  642-2J3 62423
_36,2 +12/3-6.612-263

(62) -(243)
_36v2+12V3-12{3-6V2 _30\2_V2
2

72-12 60
V3. 2

Finalmente, la solucién del sistema es x=T;y=?
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5 @+ Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones

Solucién
Se multiplica la primera ecuacién por 3

Se suman las ecuaciones resultantes para eliminar a la variable y, entonces se resuelve la ecuacidn que se obtiene,
§+E=3—13 — 2:—10 - :c=i=—l
x x x

1 1 1
Luego se sustituye el valor de x=-—2-,cnlaccuacién ;+;=1 y se obtiene el valor de la otm variable.

] e | 1

—+—=1 = —+l=1 — —2+l=1 — l=3n — _-,r=l
Xy [_1] y y 3

2

| =

1
Por tanto, la solucidn al sistema de ecuaciones es x=—5 Ly=

6 ®+-Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones 10 J'z ;
—=—==13
¥

Solucién
El sistema se representa de la siguiente forma:

)
EOR

1 1
Sea u=; y v=; , entonces se obtiene el sistema de ecuaciones:

Se propone un cambio de variable:

2u+Iv=11
10u-2v==13

Que se resuelve por algiin método visto,

F g 1
Las soluciones del sistema son: u=—5;v=4

416



CaAPluio 19

Sistemas de ecuaciones

Luego, los resultados se sustituyen en los cambios de variable, para hallar el valor de x y .

1
Si u=-§ entonces: 5i v =4 entonces:

1 1

H=— Y=

4 ¥y

ot d A

2 x 4_}
—-x=2

L = (4)(y)=1

=l

y 4

X,y
2edan
7 ®¢-Utiliza el método de Cramer para resolver el sistema; { ¢ 2
2ax-22 = g2
b
Solucion
Se aplica la solucitn general.
2
¢ bu‘ , = [ a’] z[1] 1P & 28 &
—i 2) =-— |-l a - P LIS LR PO i
P I i R G 0 O s o
4 b 11 (1) a [1] & 2 a 2a
— — il e i - 2 o e e . e,
a, b| |a b s e v B
2
20 -2
b 2
3a
T _(-3a)(e)_
_3a (-3a)(b)
b
1
al c: ; 2 1 2 2 2 ﬂz 02_402
_la el e & _ ;(a]—(a](]___‘;‘;_ -
o o [I 1 _F) 7 (2{1)_£_E a_2a
o bl la o | GNBVNE) T b b
2
oy i
“ %
3a2
e (-3)(8)_-3ah
_3a (-3d)(a) -3
b
Finalmente, la solucién del sistema de ecuaciones es:

x=da
y=b
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EJERCICIO 87
Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones:
2 I
x=J¢—3 4 3_ 6
L [2y=5+x ey x ¥
—42=4
2 5
2x 5
, [b=a+7 o AT
" 3a=26-17 12,21
20 5 4
x 2y 12
-Tm=2(3n+13) L1255
Tn=2(m-5) "2 a8
14 2 14
3p-5q
T(x+5)+21y=3(y+5)+63 FUR
4, 12, 4
2(x-3)+5=y-1 q+5p_4
e
x+1 2y+5 1
3m+2)-2(n-4)=2n+m o T s
2n=1)-m=n RERY
3 4 12
1 2y
—( x+1)+=>=0
" Jﬁx—ﬁ;mi 14, 4 2(x+ )+ 5
VA 2y=5 E_Q_yﬁ;
4 7
i l__z _ _5 (b'l'l
145 E 3 15 3 a+l)-4= g
2x=3y-22 2(a-2)+b=-4
1
——=5
. {775 548 2
Sx=2y+1 —+—=12
m n

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

418

17.

18.

19,

21

.

.

Il
Lh

i
&

+
et |t |

Moo |

| B

TR
[
®




CaAPluio 19

Sistemas de ecuaciones

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los sistemas de ecuaciones lineales son una herramienta importante para la resolucidn de problemas que involucran
a méds de dos variables, cuya aplicacién es frecuente en la economia, la administracién, la fisica, etcétera.

En una tienda departamental ponen en oferta camisas y pantalones que estfdn fuera de temporada. El primer dia se
vendieron cinco pantalones y siete camisas, para totalizar $1060, el segundo dia de ventas se invirtieron las canti-
dades y se ganaron $1 100. ;Cudl fue el precio de un pantalén y de una camisa?

Solucién

Se plantea con dos variables los precios de los articulos:

x: precio de un pantalén.
¥: precio de una camisa,
Con los datos del problema se plantean las ecuaciones simultdneas;
Se multiplica el nimero de objetos por el precio de cada uno de ellos y la suma serd la cantidad de las ventas.

Sx+Ty=1 060
Tx+5y=1100

Esta ecuacitn se resuelve por cualquiera de los métodos anteriores, en este caso por el de reduccién:

—35¢—49y=—7420

35x+25y= 5500

—24y=-1920
-1920 _

S
Y=

Se sustituye y = 80 en cualquiera de las ecuaciones originales y se obtiene x,

Sx+7y=1060
Sx +7(80) =1 060
Sx +560=1060
S 1060-560 _
&

100

Por tanto, el precio de un pantalén es de $100 y el de una camisa de $80

Al revisar sus facturas de pago, el sefior Méndez se percata de que la empresa de mensajeria y paqueteria La Palo-
ma, le cobré $1 924 por un envio que en total pesaba 29 kilogramos, entonces pide a su secretaria aclarar cudnto le

cobraron por paquete. La compaiifa aclaré que por los paquetes que envié a Monterrey cobrda $92 por kilogramo
y por los que mandé a Pachuca $30 el kilogramo. ; Cuéntos kilogramos enviaron a cada ciudad?

Solucién
Se plantea con dos variables los datos que se deben encontrar:

x: cantidad de kilogramos que se mandaron a Monterrey
y: cantidad de kilogramos que se enviaron a Pachuca

En total se mandaron 29 kilogramos, entonces,
x+y=29
Luego, si por cada kilogramo que se envié a Monterrey y Pachuca se cobrd $92 y $30, respectivamente,
92x + 30y = 1924
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entonces, el sistema es:

x+y=29
2x + 30y = 1924

el cual se resolverd por el método de sustitucion:

despeje de x sustitucién de x =29 —y en 92x + 30y =1 924
x+y=29 92(29-y)+30y=1924
x=20-y 2668 —=92y +30y=1924
-62y=1924 -2 668
=744
= ===2
)

Al sustituir y = 12 en la primera ecuacidn,
x+y=29
x+12=29
x=29-12
x=17
Por consiguiente, se mandaron 17 kilos a Monterrey y 12 a Pachuca.

EJERCICIO 88

L.

10.

11.

12,

2

Resuelve los siguientss problemas:

Encuentra dos nimeros positivos cuya suma sea 225 y su diferencia sea 135

Si dos dngulos son suplementarios, su suma es de 180°, si la diferencia entre dos dngulos suplementarios es 100°,
jcudl es el valor de cada dngulo?

1
La diferencia de dos nimeros es 30 y 3 de su suma es 26. Determina los nimeros.

Encuentra dos nlimeros, cuya diferencia de sus reciprocos sea 2 y la suma de sus reciprocos sea 14.

. En un parque de diversiones 6 entradas de adulto y B de nifio cuestan $880 y 4 entmdas de adulto y 5 de nifio, $570,

Jjeudl es el precio de entrada por un adulio y por un nifio?

. Una coleccién de monedas antiguas de $5 y $10, suman la cantidad de $85. Si hay 12 monedas en total, ;cuéntas

monedas de $10 hay?

. El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 48 cm, cada lado igual excede en 9 cmal largo de la base. Determina las

dimensiones del tridingulo.

. Una agenda electrénica y un traductor cuestan $1 300. Si la agenda electronica tiene un costo de $200 mds que el

traductor, ; cudnto cuesta cada articulo?

. El hermano de Antonio es 3 veces mds grande que €1, hace 3 afios su hermano era 6 veces mds grande que Antonio,

Jcudles son sus edades actualmente?

2 3
Los 3 de la suma de 2 mimeros es 92 y los ry de su diferencia es 3. Encuentra los mimeros.
Carlos y Gabriel fueron al supermercado a comprar lo necesario para una reunién con amigos del colegio, llevaban
un total de $500 pam gastar, Carlos gastd dos terceras partes de su dinero, mientras que Gabriel tres quintas partes,
regresaron a casa con un total de $180, ;jcudnto llevaba cada uno al ir al supermercado?

Dividir el nimero 550 en 2 partes, tales que si de los %- de la primera se resta 71- de la segunda, se obtiene 160,
jcudles son las partes?
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13.
14,

15.

16.

17,

18.

19,

21,
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El cociente de 2 niimeros es 5 y su diferencia es 56, ; cudles son los nimeros?

La suma de 2 nimeros es 52, su diferencia, dividida entre el menor da 5 como cociente y 3 como residuo, jcudles
son los niimeros?

Si al dinero que tiene Alejandra se le afiaden $30, tendri el triple de lo que tiene Beatriz, y si a Beatriz se le agregan
$10, tendrd la mitad de lo que tiene Alejandra, ;cudnto dinero tiene Alejandra y Beatriz?

Una lancha viajé corriente arriba 36 km en 4 horas. Si la corriente hubiese sido del cuddruplo, el viaje lo hubiera
hecho en 6 horas, ;cudl es la rapidez de la lancha y de la corriente?

Un granjero posee cierta cantidad de animales, entre gallinas y borregos, de tal forma que al sumar el mimero de
cabezas el resultado es 44 y la suma de las patas es 126. ; Cufintas gallinas y cudntos borregos tiene?

El mismo granjero al comprar los borregos y las gallinas pagd un total de $6 450. Después y al mismo precio, adquirié
10 borregos y 14 gallinas, por los cuales pagd $3 420, ;cudl es el costo de cada borrego y cada gallina?

Un vendedor de libros de ciencias vendio tres de geometria analitica y 5 de dlgebra lineal en $870. Al dia siguiente,
vendié 2 de geometria analitica y 3 de dlgebra lineal en $540, ; cudl es el precio de cada libro?

. ¢ Cudntos litros de una solucién al 6% y cudntos de otra al 30% se deben mezclar para obtener 50 litros de una nueva

solucién al 12%?

Un mexicano especialista en mezclas de café desea exportar el grano en bolsas que contengan un kilogramo. Debe
combinar granos de los estados de Chiapas y Veracruz, El costo por kilogramo de estos tipos de café es $30 y $24,
respectivamente. Si la bolsa cuesta $25.50, ; qué cantidad de cada café lleva dicha mezcla?

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondienta

EJEMPLOS

3
£

1 e

Métodos para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables

Para resolver un sistema de este tipo, se pueden utilizar los mismos métodos empleados para resolver los sistemas de
dos variables, aunque se recomienda emplear el de reduccidn y de Cramer,
H sistema puede tener solucion dnica, conjunto infinito de soluciones o no tener solucion.

Reduccién (suma vy restal

Se procede de la misma forma que en los sistemas de ecuaciones con dos variables, es decir, se toman dos de las tres
ecudciones y se elimina una de las variables. Posteriormente, se toma cualquiera de las ecuaciones que se eligieron y
en la que no se utilizd se elimina la misma variable, de tal manera que se obtienen dos ecuaciones con dos variables;
al hallar la solucidn del sistema se determina el valor de las dos variables, después se sustituyen en cualquiera de las
tres ecuaciones originales, para obtener la tercer variable.

Determina la solucidn del sistema de ecuaciones:

2x-3y-5z=-19
3x—dy+z=-2
x+y+z=6
Solucién
2x-3y-5z=-19-—————- (1)
3x—dy+z==2 ——————- (2)
x+y+z=6 ——————— (3)

{continiia)
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{(continuacidn)
Se toman dos ecuaciones, por ejemplo la ecuacién (1)y(2) y por el método de eliminacién se elimina x.

(2x-3y-5z=-19)(-3) _, —6x+9y+15z=57
(3x-4y+z=-2)(2) 6x—8By+ 2z=-4

Se toman las ecuaciones (1)y( 3),se elimina xy se obtiene la ecuacién ( B)

(2x=3y-5z=-19)(1) 2x-3y-5z=-19
|: x+}r+z=ﬁ ]{ —2] —21—2}?—2?.=—12
-Sy=Tz==31-=——- (B)

Con las ecuaciones (A )y( B) el sistema resultante es:

y+17z=53
—5y—Tz=-31
Se resuelve el sistema que resulta Se sustituye el valor de z =3 enlas ecuaciones
de las ecuaciones (A )y( B). (A)o(B)para determinar el valor de y.
(y+17z=53)(5) _, Sy+85z=265 y+17z=53
(=5y-7z==31)(1) =~ =5y-Tz=-31 y+17(3)=53
Tz y+512§g-51
e
T8

z=3
Los valores z= 3, y =2, se sustituyen en cualquier de las tres ecuaciones originales.
X+y+z=6 —= x+2+3=6
x+5=6
x=6-5
x=1
Finalmente, la solucién del sistema esx=1,y=2,z=3

2 ®+-Resuelve el siguiente sistema:

x+2z=6
3y-5z==17

2x+3y=-1
Solucién
¥ +2z=6————————— (1)
Wy—8z=-11-mmr——= (2)
2x4+3y  ==lemmm - (3)
Se toman las ecuaciones ( 2)y(3) y se eliminaa y.
(3y=5:=-17)(-1) _ = -3y+5:=17
(2c+3y  =-1)(1) 2x+3y  =-1
2x  +5z=16-——--- (A)
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Se toman las ecuaciones ( 1)y (A )y se resuelve el sistema:

(6x-9y-12z=5)(5) — _ 30x—4Sy-60z=25

-21y-48z=1-—-——————— (B)

423

x+2z=6
2x+5z=16
(x+22=6)(-2) i S El valor de z =4 se sustituye en cualquiera de
= - las ecuaciones (1)o(A)
(2x+5z=16)(1) 2x+5z=16
x+2z=6
z=4 x+2(4)=6
x+8=6
x=6=8
x==2
Para hallar el valor de y, se sustituye z =4, enla ecuaci6n ( 2)
3y=5z==17
3y—5(4]=—17
3y-20=-17
3y=—17+20
3y=3
-
"5
y=1
Por tanto, la solucion del sistema es;
x==2
¥l
z=4
3 ®¢-Determina el conjunto solucién del siguiente sistema;
2x=3y—-4z=5
Sx—dy-2z=4
6x=9y=-12z=5
Solucién
2x=3y-dz=5-—————-—- (1)
Sx—dy-2z=d4-——————- (2)
6x-9y-12z=5-——————- (3)
Se toman las ecuaciones (1) y( 2 )y se elimina x,
(2x-3y-4z=5)(-5) _, —10x+15y+20z=-25
(Sx-4y-2?.=4]{2] 10x- By- 4z=8
Ty+l6z=—1T———-—~ (A)
Se toman las ecuaciones (2 ) y(3) y se elimina x.
(5x-dy-2z=4)(-6) =30x+ 24y+12z=-24
¥

{continiia)
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Con las ecuaciones (A )y( B ),se resuelve el sistema de ecuaciones que se forma;

Ty+16z=—17
-21y-48z=1
(7Ty+16z=-17)( 3) 21y+48z = -51
(-21y-48z=1)(1) —21y-48z =1
ly+ 0z=-50

No hay solucién para la ecuacién 0y+0z=-50, por tanto, el conjunto solucién es vacfo.

4 ®+: Determina el conjunto solucién del sistema:

{3x—5y+23.=6
x=3y-4z=5
6x-10y+4z=12
Solucién
Ix-Sy+2z=6——-——————— (1)
x=3y—dz=5———m————— {2]
6x—10y+dz=12——————— (3)

Se toman las ecuaciones (1)y(2 )y se elimina x.

(3x-5y+2z=6)(1) Ix=5y+ 2z=6
s y
( x-3y-4z=5)(-3) —3x+9y+12z=-15

dy+ldz=—9 =—————— (A]
Se toman las ecuaciones (2 )y(3 )y se elimina x.

(x-3y-4z=5)(-6) o —6x+18y+24z=-30
(6x-10y+4z=12)(1) 6x-10y+ 4z=12

By+28z=—18——————— (B)

Se resuelve el sistema que forman las ecuaciones (A )y( B).

4y+14z==-9

By+28z=-18
(4y+14z=-9)( -2) —8y—28z=18
(8y+28z=-18)(1) By +28z=-18

Oy+0z=0
Por consiguiente, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

5 @+ Resuelve el sistema:

D[P olR o
+
3
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Solucion
Se eliminan las fracciones de cada ecuacitn al multiplicar por el minimo comin miltiplo de los denominadores.
x 3y 5z 9
22222 (12 2x=9y=10z=54 === == === 1
(2-2-2-2)12) > 20-95-102 (1)
xy 2z 1B —2y=3g=13 mm e
(6 : 2_6]{51 o a-2y-%=13 (2)
(3+-3—"--5='—7](4] =y Bpalyedsnilsanm e (3)
74 3 73
Se toman las ecuaciones (1)y( 2) yse elimina x.
(2x-9y-10z=54)(-1) -2x+9y+10z=-54
( x-2y-3z=13)( 2) 2x—4y- 6z=126
Sy+dz==-28——————- (A)

Se toman las ecuaciones (2 )y(3) yse elimina x.

( x-2y-3z=13)(-6) _, ~—6x+12y+18z=-78
(6x+3y-2z=-14 )(1) 6x+ 3y— 2z=-14
15y +16z=-92——————— (B)

Se resuelve el sistema de ecuaciones entre( A ) y( B)

Sy+dz=-28
[15y+lﬁz=—92
(Sy+dz=-28)(-3) | -1sy-12g=p4 Hivelordozso sustituye on cualquiera de las
(15y+16z=-92)(1) 15y+16z==92 dos ecuaciones.
4z=—8 Sy+4z=-28
Sy+d4(-2)=-28
=y 5y-8=-28
Sy=—28+8
z=-2 oA
2
=
y=—4

Luego los valores de y=—4,z=-2 se sustituyen en cualquiera de las tres ecuaciones originales, para hallar el

valor de x.
x=2y-3z=13

x-2(-4)-3(-2)=13
x+8+6=13
x+14=13
x=13-14
x=-1

Por tanto, la solucidn es:

x=-1
y=-4

z=-12
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Determinantes
Un determinante de tres por tres es un arreglo rectangular de niimeros de la siguiente forma:

a a a
b, b, b,
6 6y Oy

Para hallar el determinante de un arreglo rectangular de nimeros de la forma anterior, se repiten los 2 primeros
renglones y su solucién estd dada por:

o =( & by ey +ay by ¢ +ay b, e, ]_{az by eyt by ey +ay b, ‘fi]

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres variables de la forma:

ax+b y+e,z=d,
a,x+b,y+e,z=d,

ax+bytcz=d,
Se aplican las siguientes formulas:
dl bi C| al ﬂ c|I ai bl di
d! bz c! % é c! az bz é
x= ds bS c! : y= a! d! ('3 \ = a! b3 d3
4 b ¢ a b q a b ¢
a b, o a; by, o a by o
a; by o a; by o a; by ¢
Ejemplo
Determina la solucitn del siguiente sistema de ecuaciones por el método de Cramer,
3x+2y-z=12
x—y+4z=19
Sx=3y+z=8
Solucién

Se aplican las formulas y se hallan los determinantes.

12 2 -1

19 -1 4
12 21 Fgaa 4

19 =1 4| |12 2 -1
-3 1| 19 -1 4| (-12+57+64)-(38-144+8) 207 _

8

3 2 -1 |3 2-1| (-3+3+40)-(2-36+5) 69
1

5

-1 4 1 -1 4
5 =3 1
3 2 -1
1 -1 4

-3 1
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312 -1
119 4
3 12 -1 58 1
1 19 4 312 -1
_Is &8 1] _|119 4] (57-8+240)-(12496-95) 276 _,
Y[3 2 S1[ |3 2 -1 (-3+3+40)-(2-36+5) 69
1 -1 4| |1 -1 4
5-3 1
5 -3 1 3 9 -]
1 -1 4
3 212
1-119
3 2 12| ¢ 4%
1 -1 19 3 212
5 -3 B| [1-119] (-24-36+190)—(16-171-60) 345
"3 2 -1| |3 21| (-3+3+40)—(2-36+5) 69
1 -1 4| |1 -1 4
5 -3 1
U P
1 -1 4
x=3
Finalmente, 1a solucitn del sistema de ecuaciones es: { y=4
z=5
EJERCICIO 89
Resuelve los siguientes sisteras de ecuaciones:
2x-y+5z=16 dn=2m-3r=1 m+r=8
L 4x=6y+2z=-9 5. sm+3n-5r=—4 9. {2n-3r=3
3x+d4y—-z=32 3m-5n+r=0 2m+3n—-4r=19
E——+—='.-'

—e=df=—4 g -;’ g x=2(1+2y)-9z
2d+2.e+f—11 6, 4=t=-==5 10. {y=2(2z-x)-13
d+e+3f=13 g9 35 =2(y+4]+3x

A
a b
x=2y+3z=10 3x-2y+z=16 x=-y+z=4
Ix+y=-6z=1 1. 12x+3y-8z=2 1. {2x+y-z=5
4x-2y=-9z=15 x—y+3z=14 x+3y—4z=-5
E+§_l=11
Ix+5y-z=4 a+h=3 g é{ ¢
10y-6x-3z=1 a-c=8 12, {—+—+—=
4z-15y+9x="-1 b-2c=4 g bz
Zo—+-=8§
a b ¢

o Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondiente
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Tres profesores compraron libros: uno de ellos pagé $845 por 3 de dlgebra, 5 de geometria analitica y 2 de cdlculo
diferencial; otro pagé $580 por 2 de geometria analitica, 4 de dlgebra y uno de cilculo diferencial; el iiltimo de
ellos pagd $605 por uno de dlgebra, 3 de geometria analitica y 3 de cdlculo diferencial. ;Cuél es el precio
de cada libro?

Solucién

Sea x: costo del libro de dlgebra
¥: costo del libro de geometria analitica
z: costo del libro de cdleulo diferencial

3x + 5y + 2z = B45... (1)
El sistema de ecuaciones que resuelve el problemaes: {4x + 2y + z = 580........( 2)
x + 3y +3z = 605........ (3)
Se aplica el método de reduccitn para eliminar z:
Al multiplicar por —2 la ecuacién { 2 ) Al multiplicar por - 3 la segunda
¥ sumar con la ecuacion ( 1) ecuacion y sumar la ecuacién ( 3 )
—Bx —dy—2z=-1 160 - 12x—-6y—3z=-1740
3x+5y+2z= B45 x+3p+3z= 605
-5x+ y = =315 = 11x =3y =-1135

Se realiza un nuevo sistema con las ecuaciones resultantes:

3(-5x+ y=-315)

-1lx-3y=-1135
=15x+3y=— 945
-1lx-3y=-1135
-26xr  =-2080
xZ—ZUBﬂ
-26
x=80

Six =80, entonces
—5(80)+y==315—>-400+y==315—> y=-315+400=85
Six =80, y =85, por tanto

3(80) + 5(85) + 27 =845 — 240 + 425 + 2z = 845 — 27 =845 - 240 - 425
_ BA5-240-425
il =

Por consiguiente, el libro de dlgebra tiene un precio de $80, el de geometria analitica de $85 y el de cilculo
diferencial cuesta $90

90

EJERCICIO 90

Resuelve los siguientes problemas:
1. José compré cierto dfa 3 paletas, 5 helados y 2 dulces, por todo pagé $28. Al dia siguiente, adquirié 4 paletas,

3 helados y 5 dulces con $25 y el (ltimo dia, una paleta, un helado y un dulce que le costaron $7. ;Cuél es el costo
de cada golosina?
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2. Miguel, Fabidn y Juan Carlos cierto dia fueron a comprar ropa. Miguel comprd 3 camisas, 4 pantalones y 3 playeras;
Fabifn, 5 camisas, 3 pantalones y 4 playeras y Juan Carlos, 2 camisas, 6 pantalones y una playera. Si pagaron $4 100,
$4 600 y $4 000, ; cudl es el precio de cada prenda?

3. Eduardo, Hugo y Arturo fueron a comprar ropa. Eduardo se comprd 3 playeras, 2 pantalones y 5 pares de caloetas y

pagd $1 710. Hugo adquirié 2 playeras, 3 pantalones y 4 pares de calcetas con $2 090 y Arturo, 4 playeras, 2 panta-
lones y 3 pares de calcetas por $1 730. ; Cudl es el precio de cada articulo?

4. Un nimero estd formado por 3 digitos, el digito de las centenas es la suma de los otros dos, la suma de las decenas
y centenas es igual a 7 veces las unidades. Determina el niimero, de tal manera que si se invierten los digitos, la
diferencia sea 594,

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludeonas correspondienta

Descomposicién de una fraccién algebraica en suma de fracciones parciales

Al realizar una suma de fracciones se obtiene la simplificacién de la misma, por ejemplo:
2 1 2(x+2)+1(x+3) 2x+4+x+3 3x+7

x+3 x+2  (x+3)(x+2) X 43x+2x+6 X +5x+6

Sinembargo, en ocasiones es necesario descomponer una fraccién como la suma de sus fracciones parciales, esto
es, realizar el proceso inverso.

P
Caso L Una fraccitn de la forma ﬂ donde el grado de P(x) es menor que Q(x} y

o(x)

O(x) = (x + x }(x +x,} -...-(x + x_), y ninguno se repite, se puede descomponer en la suma de las fracciones par-
ciales como sigue:

P(x) A B V4
= + +..+
o(x) x+x x+x x+x,
EJEMPLOS ¢
= 1. @+ Expresa % como una suma de fracciones parciales,

Ejemplos

Solucién
Se factoriza el denominador ya cada factor lineal le corresponde una constante como numerador:

3x+1 Jx+1 A ) B
¥ =x-6 (x=-3)(x+2) x-3 x+2
Se desarrolla 1a suma de fracciones
3x+1 A(x+2)+B(x-3)

(-3)x+2)  (x-3)(x+2)
Para que se cumpla esta igualdad se igualan los numeradores, el resultado es el siguiente:

Ix+1=A(x+2) +B(x -3)
3x+1=Ax+24 + Bx - 3B

Al agrupar los términos que contienen x y los independientes, resulta:
3x+1l=x(A+B)+24-3B

{continiia)
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Entonces se genera un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, [; At 3331? que al resolverlo da como
resultadoA=2yB=1

Por tanto, la fraccidén como suma de parciales es:

3x+1 2 1
= +
X-x-6 x-3 x+2
+4
2 @+ Expresa m como una suma de fracciones parciales.
Solucién

Se descompone en factores el denominador de la fraccion:

x+4 _ x+4
Y3t +2x x(x+2)(x+1)

A cada denominador le corresponde una constante como sigue:

x+4 A B

C
= =4 +—
x(x+2)(x+1) x x+2 x+1

Se resuelve la suma de fracciones

x+4 _ A(x+2)(x+1)+ Bx(x +1)+ Cx(x+2)
x(x+2)(x+1) x(x+2)(x+1)

Los numeradores se igualan:
x+4 = A(x+2)(x+1)+Br(x+1)+Cx(x+2)
r+d =A{x2+3x+2]+ﬂx{x+l]+£:x{x+2)
x+4 = Ax? +34Ax+ 24+ Bx? + Bx+ Cx" +2Cx
Se agrupan términos semejantes:

x+4 = X (A+B+C)+x(3A+B+2C)+24

A+B+C=0
Al igualar los respectivos coeficientes, se obtiene el siguiente sistema, {3A +B+2C=1
2A=4

El cual se resuelve y el resultadoes: A =2, B=1yC=-3
Por tanto, la fraccidn expresada como suma de fracciones parciales es:

x+4 _2 1 _ 3
x(x+2)(x+1) x x+2 x+1

3 ®¢;Cul es la descomposicitn en fracciones parciales 4x: J‘;2»:;1
Solucién
Se descompone el denominador:

4x’ —2x+1 _ 4x"-2x+1 _  4x"-2x+1
4x -x x(4x=1)  x(2x+1)(2x-1)
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acada factor del denominador le corresponde una constante de la siguiente manera:

4x" =2x +1 A B &

_— - —
2(2x+1)(2x=1) x 2x+1 2x-1
Al resolver la fraccién del lado derecho:

4x =2x+1  A(2x+1)(2x-1)+ Bx(2x—1)+ Cx(2x+1)

x(2x+1)(2x-1) x(2x +1)(2x -1)

Al igualar los numeradores se obtiene:

4x" =2x+1=A(2x +1)(2x - 1)+ Bx(2x 1) + Cx(2x+1)
4x* -2x+1= A(4x" -1)+Bx(2x -1)+ Cx(2x+1)
4x* =2x+1= 4Ax* = A+ 2Bx® = Bx+ 2Cx* + Cx

Al agrupar términos semejantes, se determinga que:

4x'-2x+1=x"(4A+2B+2C)+x(-B+C)-A

4A+2B+2C=4
Al igualar los coeficientes se obtiene el siguiente sistema, {—B+C=-2

Este sistema de ecuaciones se resuelve por cualguier método algebraico, del cual resultardn los siguientes valores,
A=-1,B=3yC=1, por tanto, la descomposicion de fracciones parciales es:

4 =2x+1 1 3 1
=4 +
4xi-x x 2x+1 2x-1

P
Caso IL Una fracci6n de la forma i‘-—] donde el grado de P(x) es menor que Q(x) y

2(x)
O(x)=(x +x,)"(x + x,)" -...-(x + x,)", todo factor que se repite n veces, se descompone en la suma de fracciones par-
ciales como sigue:
A i B Z
(x+x) (x+x) 7 (x+x)

EJEMPLOS
Fex-1

% 1. @+ Expresa la fraccién; P 50 g como una suma de fracciones parciales.
i

+2x" +x
Solucién
Se descompone el denominador en factores:

F+x-1 F+x-1  F+x-1
2 +x a2 +2x+1) x(x+1)

{continiia)
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A cada denominador le corresponde una constante como numerador;

x +x-1
x(x+1)°

C
(x+1)

A B
=4+ —4
x x+1 i

Se resuelve la suma de fracciones:

X4x-1_ Alx+1)’ +Bx(x+1)+Cx
x(x+1)° x(x+1)°

Se igualan los numeradores:

P +x-1=A(x" +2c+1)+ B(x* + x)+ Cx
Al agrupar términos semejantes se determina que:

F+x-1 =2 (A+B)+x(2A+B+C)+A

A+B=1
Se igualan los coeficientes de ambos lados para obtener el siguiente sistema, {2A+ B+C=1
A=-1

Que al resolverlo por cualquier método, da como resultado: A =- 1, B=2y C =1, por tanto, la descomposicitn
en fracciones parciales es:

1

XF+x-1
(x+1)°

LI
X +2x +x x x+1

B+3x-x"
®s-,C i i .
2 ¢{Cudl es la descomposicitn como una suma de fracciones parciales de et 121 20% 12
Solucién
Se descompone el denominador:
B+3x—x" B+ 3x—x’

20 411F +20x+12  (2x43)(x+2)

A cada factor lineal le corresponde una constante como numerador,

B+3x—x* A LB . C
(2x+3)(x+2)°  2x+3 x+2 (x+2)

Al resolver la suma de fracciones parciales resulta que:

8+ 3x —x° A(x+2)" +B(2x+3)(x +2)+C(2x +3)

(2e43)(x+2) (2x+3)(x+2)°
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Se desarrollan los productos e igualan los numeradores:

B+3x—x” = A(x"+4x+4)+B(2x" + Tx +6)+C(2x +3)

Ahora, al agrupar términos semejantes,
B+3x—x" = x*(A+2B)+ x(4A+ TB+2C)+ 4A+6B+3C

A+2B=-1

Se igualan los coefidentes de ambos lados para formar el siguiente sistema, {4A+7B+2C=3
4A+6B+3C=8

Que al resolverlo por cualguier método se determina que: A =5, B= -3 y C =2, por tanto, la descomposicién en
fracciones parciales es:

B+3x-x7 B 3 . 2
20+ 117 +20x 412 2x43 x+2 (x+2)

EJERCICIO 91
Descompién en suma de fracciones parciales las siguientes fracciones
i Sx+1 1 45 +7x-12
" (x+1)(x-1) " x(x+2)(x-3)
2 29x- 56 i 2%+ Tx +14
* (&-7)(2-3) (-2 (x+4)
a. 8 1, 3x’—5x—1','z
(:.‘Sx—4](5x+4] (:x+3}{x—2]
4 x=-12 15 16x* —48x+15
" (x+2)(x-5) T2 - T+ &
5 19-4x 16 Ox' +4x-4
"X =11x+28 " xt4ex’-2x
p 2(2x+7) - 30-30x-29x"
"4 =1 " oBx +5x -6x
1 2x+5 18 2x" -6x-26
" X 45x+6 "X +2x*=5x-6
5x-13 4x* +9x+11
B. 2— 19.. !—
6x" +13x-5 28 =x" =5x-2
S5x+1 -x
i 20 ——
* Bax-2 X3+
i -11(x +3) 41 -x'=2x" +5x-1
" 14=3x-2x" a3 -x
3x-5 2x* =30x
11, ———— 22, —m—
O9x" —12x+4 X' =18x" +81

O Verifica tus resultados en la seccién de solucienes correspondiente
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P
Caso IT1. Una fraccién de la forma -(f-)- donde el grado de P(x) es menor que O(x) y O(x) contiene factores de

0(x)

segundo grado y ninguno de ellos se repite, entonces se puede descomponer de la siguiente manera;

P(x) _  Ax+B y  EEED: . Mx+N
0(x)  ax’+bx+c ax’+bx+c, = ax +bhx+c,
EJEMPLOS -
8 : A o . 4x'+6
'g_ 1 @+ Expresacomo una suma de fmcciones parciales la siguiente expresi6n; Py
2 Solucién

Se factoriza el denominador:

4 +6 4" +6
x*+3x x(x2+3]

El denominador se conforma de un factor lineal y un factor cuadritico, entonces la suma se representa como;

4x’+6 _ A Bx+C
(X +3)  x X +3

Se resuelve la suma de fracciones y se igualan numeradores:

457 +6 =ﬁ+(3x+c]_ﬂ(xz+3]+(ﬂx+5]x
x(xz_'_s] r r+3 x(x’ +3]
47 +6=A(x +3) + (Bx+ C) (x)
4° +6=Ax"+ 34+ B’ +Cx
47 +6=x(A+ B) + Cx +34

Para que se cumpla la igualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces se forma el siguiente sistema

A+B=4
{C=U »que al resolverse da: A=2, B=2y C =0, por tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:
3A=6

4x* +6 _2, x40 2 2
43 x x+3 x 2+3

43 —11x" +17x

2 @+ Descompén en una suma de fracciones parciales la expresién: (xz » 1x+1](xz +2]

Solucién
El denominador contiene inicamente factores de segundo grado, por tanto, las fracciones parciales quedan de la
siguiente manera:

-1l +17x _ Ax+B  Cx+D
(F-3x+1)(#¥+2) ~ ¥ -3xel 42

Al resolver la suma de fracciones e igualando numeradores se obtiene:

4x* - 11x" +17x = (Av+B)(x* +2)+(Cx + D)(x* -3x+1)
4x* = 11" +17x = Ax® +2Ax + Bx" +2B+Cx*-3Cx" + Cx+ Dx*-3Dx+ D
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Se agrupan términos semejantes:
4 =11 +17x = X’ (A+C)+x’ (B=3C + D)+ x(24+C-3D)+2B+D

Para que se cumpla la igualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces:

A+C=4
B-3C+D=-11
2A+C-3D=17

2B+ D=0

Al resolver el sistema de ecuaciones se determina que: A=1,B=2, C=3yD=-4
Por tanto, la descomposicidn en fracciones parciales es:

4x* -1 +17x  x+2 +3x—4
(x’—3x+1](x’+2] T X -3x+1 A +2

&

P
Caso I'V. Una fraccidn de la forma % donde el grado de P(x)es menor que Q(x) y O(x) contiene factores de

)

segundo grado y alguno de ellos se repite, entonces a cada factor de la forma; (ax” + bx +¢)" le corresponde una suma
de fracciones:

Ax+ B Cx+D Mx+ N
(ax’+bx+c]' (ax’+bx+c]H T ax’ +bx+c

Ejemplo

4 3 2
Expresa en suma de fracciones parciales la siguiente: 3x +x_+dx +6x+3

X +2x%+x

Solucién
Al factorizar el denominador se obtiene:

3 x” +4x +6x+3 ' +x+4x +6x+3

x5+2x3+x x(x!+1]z

La descomposicitn es:
x‘+x*+4x’+6x+3 A Bx+C Dx+E

J::(,:::’+l]z J\'-'-|-(J‘.*’+1]2 Ty

Se resuelve la suma de fracciones:

3 e a4 6543 _ A(2 +1) +(Bx+C)(x)+(Dx+ E)(x)(x* +1)
;‘:(Jr:z + 1]2 x{x’ + 1]2

Se igualan los numeradores y se desarrollan los productos:
Jxtex’ +4x +6x+3 = Av' +24x" + A+ By’ +Cx + Dx* + Dx* + Ex’ + Ex
Se agrupan también los términos semejantes:

Ix*+x +4x° +6x+3 = x*(A+ D)+ X (E)+ X (2A+ B+ D) +x(C+E)+ A
(contintia)
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A+D=3
E=1
De esta igualdad se forma el sistema de ecuaciones {24+ B+ D=4
C+E=6
A=3
Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes valores:
A=3B==2C=5D=0yE=1
Por tanto, la descomposicién como suma de fracciones parciales es:
Bt +x’ +dx?+6x+3 3. 8% 1
X +2x+x T (f.,.]]z x*+1
EJERCICIO 92
Expresa como una suma de fracciones parciales a las siguientes:
i 4x"+x-9 i 5x"—18x-1
Tox*-3x " 2+ dx’-6x-20
5 4 —x-1 5 x'+x*=5x"—2x+9
Tt e x+1 i X -6x +9x
3 2x" -3x+3 ax"+x+1
-2 4 x=2 3. (xz+x—l]z
x' =19 =St -9+ x-7
4 ¥ 27 -3s 4 F et a3l
37 +2x=2 2t —x* -9 +3x+11
S | B i _ar -4+ 4x+4
" —6x"+x" =32x+3 " 2x* +10x° +24x” +27x +16
" X' +827 415 ' x(x +3x+4)
xt=2x"-4x’ -11x-6 —x’+x'=2x" +4x" —x+2
& X +x -6x 7 x+2x% +x7
Sx?—0x—8 4(x* +1)
B PSP +5x+3 18 % +dx +4x°
11x* = 5x" -30x -8 3x° =3¢ +4x" -6x-5
% T 43 35 - (xz —2]2 (:c:2 + 1]
—Tx' - 42x+24 2%’ —d4x* +13x” =3x" +5x -5
10, 157 -3¢ 20.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

436

(xz - 1](41:z —x+l]2




CAPITULO 20

POTENCIACION
HISTORICA
e
&
~—— Exponente de una pofencia
= Sk | primero que coloct el exponente en una posicion elevada con res-

to a la linea base fue Nicolas Chuguet en el siglo %v. Sin embargo,
o colocaba directamente en el coeficiente, de modo que 5x%, lo

- -, escribia como 52,

En 1636 Jomes Hume publicé una edicion del dlgebra de Viéte en la que
utilizé una notacién précticamente igual a la actual, salvo en el detalle de ui-
lizar nimeros romanos. Asf, 5x* lo escribia como 5x".

Seria Descartes quien sustituyé en su obra Geometrie los incomodos nume-
rales romanos por los indoardbigos. No deja de ser curioso, sin embargo,
que para la pofencia cuadrada no ulilizara la nofacién elevada, sino que
siguiera escribiendo, como muchos hasta enfonces, x* como xx.

Estas expresiones son residuos de la época griega, en la cual los productos
xx [x?) 0 o [x7) sblo se enfendian como dreas o volimenes. Por eso noso-
fros, cuando calculamos el producio de un nimero x por si mismo, decimos
que estamos elevando x “al cuadrado”, aunque no pensemos en absoluio
en calcular el drea de un cuadrado de lado x.
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Definicién
Es la operacitn en la cual la cantidad llamada base se debe multiplicar por ella misma las veces que lo indigue el
exponente.
< a'=a.a .4a.., donde aes la base y n el exponente,
S ——
i = Veces
EJEMPLOS - -
-g_ 1 @+ Al desarrollar x*, se obtiene:
5_ Solucién
L

Al ser el exponente 4, la base x se multiplica 4 veces ella misma;
x=xxxx
Por consiguiente, cuando se tiene x*, es lo mismo que si se multiplica 4 veces la base x.
2 @+ Cudl es el resultado de (-2x)"?
Solucién
Se multiplica la base por sf misma tres veces, por tanto:
(=2x)" =(-2¢)(-2x)(-2x) = -8+’

Finalmente, se obtiene; (-2x)" = -8x°

Teoremas de los exponentes
Sia.b,m,ne Rya,b#0, entonces:

2 g -a* =a"™

Demostracién
a"-a"=(@-a-a-a..-a)(a-a-a-a...-a)=a-a-a-a...ra=a"""
nveces m veces n + m veces
EJEMPLOS
3 1 @+ ;Cuil es el resultado de x™- x°7
ig Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene:

2 @« Encuentra el resultado de (~5m)(8m ) (—2m").
Solucién
Se multiplican los coeficientes (—5)(8)(—2), después se aplica ¢l teorema y se obtiene:

(=Sm) (B} =2n7) = 80m' ™" = 80m°
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E

B

Ejemplos

Potenciacion
[=] £ =g
al
Demostracion

1 VEces

a  aadagrddacd

— =a-a-..-a=a""
a —_—
nveces m = I veces
EMPLOS
5
1 @+ ;Cul esel resultado de 7
m
Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene:
5
% = =
7
2 ®e-Encuentra el resultado de: 2::; '
Solucién

Primero se dividen los coeficientes y después se aplica el teorema:

=27m" =27
= —n

7-3 _ 4
Am? =) =9m

o a=1

Demostracién
Alaplicar el teorema de divisién, con m = n, resulta que:

1= —=—=g =qa
a
Ejemplo
Cudl es el resultado de (—12:'5«1T ]ﬂ ?
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:
(-12m’)' =1
-~ — l
= g = T
a

Demostracién
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Ejemplo

(Cul es el resultado de (-3x)~ 7

Solucién

Se aplica el teorema y después se desarrolla la potencia:

S T .
R e T

Por tanto, se tiene que: (—Sx]'2 gk

9x*
@ (a']':a"
Demostracién
(a"]" _ (a.]{a.](an]”{an] S gt grem
Ejemplo

Cuél es una expresién equivalente a (m"]3 ?
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:

(ml]s = 03

o (a-b-c)' =a"-b"-c"
Demostracién
Al aplicar el teorema de multiplicacitn, con m = n, entonces se obtiene:

(a-b-¢)" = (ab-c)(a-b-c)..(a-b-c) =(a-a-..a)(b-b-..b)c-c-.-c) = a""c"

Ejemplo

Determina una expresion equivalente a: (x*-y*-2* ]‘ !

Solucién

Al aplicar el teorema se obtiene que: (x°-y* -2* ]‘ =y MU LN = g2, pi6 o8

N ¥eccs

(6 -GIEE)- (-5t

4 3%t
{Cuil es el resultado de desarrollar [’”rz" ]?
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Solucién
Aplica el teorema, y determina que:

()

Demostracion
(2)’" AT N . _[E]'
v R
b b

Ejemplo

-1

2

(Cuél es el resultado de desarrollar [ﬁ] ?
Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene que:

[ ] ( )2
3y 2x
Luego, al elevar al cuadrado se tiene el desarrollo;

(2) 4

1

-2
Por tanto, [E] il

3y 4x?

EJERCICIO 93

e E R T TR ERETEEY YOO E

Aplica la definicion y desarrolla las siguientes potencias:

4
L (3¢)° (30 5. (2a")’
2 3 ? -2 7
2, (=4xy) 4. (-6x°y*) 6. | gm
Simplifica las siguientes expresiones y muestra el resultado sin exponentes negativos:
3a5b—]'
9, -5 12, (—-m*n7)(m*n? 15, ——
()(-5) (cmen) %) e
5 3 -5
10, #y'x?y 13, A 16, L%
y x y a—S m—En-I
4 4.3 | =122
AR B Om 3ﬂ b
By S - il i 14, 17, ——
m! T 17a233
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21, —0x° 25. (a%)" 29. (22°) (3a) 33. %
a
23, S5x7° 27. (¢2-2-2) 31 L@l
(-2
24, (6x)~ 2. [(x+2)° ] 32, (_c:‘?: ]:
(a'")

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Simplificacién
Se aplican los teoremas de los exponentes, segiin se presenten en la expresion; esto significa que el orden en que se
realicen estard determinado por las operaciones correspondientes, asf como por los signos de agrupacin que estén

involucrados.
EJEMPLOS
% 1 @+ Simplifica 1a siguiente expresién y da el resultado con exponentes positivos,
w {3‘2}'_2 ]_!

Solucion

Se aplica el teorema (a-b)° =a" b" y posteriormente se realiza el producto de los exponentes.
-3 By a3
(&) = () (7)) =2
El elemento con exponente negativo se transforma a potencia positiva y se realiza Ia multiplicacién de fracciones,

1 &
x—ﬁyﬁ = F_yﬁ = i:_ﬁ

]
Por tanto, la simplificacidn es: %

2 e+ Simplifica la siguiente expresi6n y elimina los exponentes negativos.

2 1
(x*+1) 3(x*+1)s
LA v A
(2 +1)7
Solucién
En esta expresion la base involucrada es el binomio x* + 1, por lo que se trabaja tinicamente con los exponentes, se
simplifica el numerador y después se simplifica la divisién como sigue:
1

(xzﬂ]_é("f“]% (x*+1) e ) (¥ +1) :;

(x +1) (x*+ 1];_ (#+1)

= (x*+1) _%_;_=(x2+1] -1
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Al eliminar el exponente negativo la expresion resultante es:

1 1
T41) 7' = =
(x ] (xz +1]| x: +1
1
Por consiguiente, la simplificacidn es: p S
3 ®+-Simplifica la siguiente expresidn:
ﬁxs}r-zzq e
[3x—lynlzs]

Solucién

Se realiza la divisitn dentro del paréntesis:
6x v 24" "
(58] - lareye) - vy

Se eleva cada uno de los factores al exponente “—27, aquellos que resulten con exponente negativo se transforman
a su expresion equivalente con exponente positivo hasta obtener Ia simplificacién deseada.
O O O
22 xﬂ 1 4xszz

(zxay—ﬁz]‘z - z—zx—sylzz—z o -

4 e+ Simplifica al méximo la siguiente expresidn;

15y
[Zm‘-‘ -nﬁ]
(2m>n° ]_' (2mn)®
Solucién
Se resuelven las potencias para cada uno de los paréntesis;
1oy
[2m3 B Eﬁmgn:‘_n 2°m’n’
(zm-zna]-’ (Em)s = (z—lmzn—ﬁ)(zsmsns) = (2"mzn'°](25msns)

Se multiplican los factores del denominador y por dltimo se realiza la divisién:

2°m’n = 2°m*n’ o 2°m’n’ L U E
(24 mzn-ﬁ]{zs msns] 2—!+5 mzﬁn-ﬁﬁ 94 an—!

Hl resultado contiene exponentes negativos, entonces se convierte a exponente positivo para obtener la simplifi-
cacién final;

1 4n"
m n® =2 —-n" = —
m

4
Por tanto, la simplificacion es: Fns-
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5 @+ Simplifica la siguiente expresién al méximo y que no conienga exponentes negativos

(52) ()3
7 ]_I

(x—z -3

Solucién
1y3 [x_ ':iy_ 'z'zz
©y'z

Se desarrollan los paréntesis internos al elevar cada uno de los factores al exponente correspondiente
1 2 2 4 3
)6

% "zz] (x*) _

(x 2}’_324 ]

Se resuelve el producto en el numerador de la fraccion y se realiza la divisitn
2 3
= [ i :—zyﬁ--szi_, ]

B LAY Fd .
312 14 5 5
[x 7 zzz]'[ﬁys] NPT N
x’y’z x'y'z xXy'z
7oy
Se eleva cada uno de los factores a la potencia 3
3
(58] - B s
Los exponentes resultantes son negativos, por lo que se transforman a otro factor equivalente con exponente
Z2-2 1 1
R S
x y xEyZ

positivo

Por consiguiente, la simplificacidn es
x7y?

6 ®+ Reduce a su minima expresién:
1
(@) [ T | f(a)
(abe)™ E
Solucién
Se desarrollan los paréntesis internos
- -1 1 3y
(a'®7) [(bc ] (@®'f | _[a*6™ T |a%
—5 I; a—Sb—!c—S g
c c

(abe)
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Potenciacion

Luego, si una fraccitn esti elevada a un exponente negativo, €sta es igual a su reciproco elevado al exponente

positivo, (E] = (g) entonces:
-

[ a*p™ T agb [a"b"c*] ci
e e T 1o I e T = K ama 5
abc & ab ih

La expresion resultante se simplifica de diversas formas, una de ellas es multiplicar las fracciones y por dltimo

realizar la division resultante:
3333 3 3y -3 a4 3, -3 -2 13 s 7 5
ab e ||et | _abe * abTe?  Mpan 3 303
_a'“b"" = ==y = =g ‘b ¢ =g
ab a p a "

El factor con exponente negativo se transforma en otro equivalente de exponente positivo:

T
b

T ] 7 10
lu—~ Lau1 _a%
atp'c ? = a’b"’"? 255
(b (o
?
300
Por tanto, la simplificacion es: —
e3
7 ®#-Reduce a su minima expresion:
x—S +x4
x+x!
Solucién
Se transforman cada uno de los sumandos a exponente positivo y se simplifica la fraccién compleja resultante:
1 1 1+x
47 ;3-+x_z' e x(1+x) 1
Pext s 1 1 4z Plex) x
X x Ch

1
Por tanto, la simplificacion es: =

8 ®¢-Simplifica la siguiente expresién y elimina los exponentes negativos,

a’-b~
a'+b
Solucién
Cada uno de los sumandos con exponente negativo se expresa en otro equivalente con exponente positivo:
| G |
] o=
a’+b 1 " 1
a b

{continta)
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{continuacidn)
Las transformaciones dan como resultado una fraccién compleja, la cual al simplificarla se obtiene:
1 1 p-a
& b _ _ab “b(b -a')  ab(b+a)(b-a) _b-a
1.1 b+a  gb'(b+a)  a'b(b+a) ab
a b ab
Por consiguiente, la simplificacién es: %
EJERCICIO 94
Aplica los teoremas de los exponentes y simplifica cada una de las siguientes expresiones:
3 1 1y2 2 5
331 | =1 = 2
1. [quszz 10, ':x ] (xs ) 19, [(4.!2}'3]2-(23'2)'_2]2]
(x-3)
[ )
-2 5 B X +y x4y ]‘
L o=XYod £
2. [xzy ’] 11, (et 3y {“?ﬂ - 20.
(x+3y) 3 (2 +y)?
L - i TP
3, B 1, [ &) 2, [E=2) x-29)°
T 1 247 -3 x-2
xiys ( J'] i ¥
& _p 332 _3 1oy s s
“ (255 1, ekl g Eoct?
2x ¥y ﬂibifi ) a +b
e N 5y )7 (5x7%? 4
5[3{52] ] ) 2 EE
—b6x"y (xsy—z] x' -y
[ 2T
B xzy azz] F
283 .2 CI_ =2
BB, (A I B 2. [J‘ ;F_I]
~apEa3 11 -y
a bic 2 [xsyﬁzz]
I 4.2 & H
b 1 = Y %
& (x_f_.] - 16. % g5, {Ft+p7fxt =07
(6x7y7) [aibic'E]
Sp 2.3f.-1 -2
. 4153 2 17. (Zab_z 6. M
(247°0°) 3a’ x-y

8yt ) 2 pxly
9. [4?—4] 18, z, BT4x7y
X yz (mﬁlnﬁ]g X +y

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS

H
£
S

1 e

Potenciacion

Potencia de un binomio

Factorial de un nimero

Ala expresion r! se le denomina “factorial de r” y se define como el producto de todos los niimeros naturales ante-
nores ar.

rl=rr=1¥r=2)...-1 conr>0

Sir=0, entonces 0 =1

Obtén el resultado de: 4!
Solucion
Al aplicar la definici6n, se obtiene que:
41=4321=24

Por tanto, 4! =24

‘Determina el resultado de 6!

Solucién
Se desarrolla cada uno de los factoriales y se realiza la operacién resultante:
6!=654-32:1=720

Por consiguiente, 6! = 720

Binomio de Newton
Para un nimero n el desarrollo de:

(a+b}"=a'+m""b+"("—2;llaﬂ-1b1+ "(”'135“'2] B

n(n=1)(n=2)..(n—r+1)

o a P+, +nab" "+

Hl procedimiento anterior se llama teorema del binomio de Newton o formula para el binomio de Newton.
Sin es natural, el desarrollo de (z + )" cumple con las siguientes caracteristicas:

a) El primer término es " y el dltimo término es "

b) Al desarrollar el binomio se obtienen (n + 1) términos,

¢) Conforme aumentan los términos, la potencia del primer término a disminuye en 1 y la del segundo término b
aumenta en 1.

d) Para obtener el i-ésimo término se utiliza la férmula:
n(r=1)(n=2)...(n-i+2)

(i=1)1

i-simo = a™"'p*
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EJEMPLOS *
< | ®@¢ Desarrolla: (x + 2y)".
i§' Solucién
Se aplica el desarrollo del binomio de Newton, hasta obtener el segundo término elevado al exponente 4:

( 1) 4(4-1)(4-2)
3l

@ @)+ ' 2+

4(4 —1](4 -2)(4-3)
4

(x+20)' =00 +4@* (2 +

+ @@’

Se desarrollan los factoriales en los denominadores de cada fraccidn, se desarrollan las potencias y se simplifica
al mAximo cada uno de los sumandos:

I J( 1)

2 s W

4(3 4
= () + 40P + ( ] 0" '+ ( ]( ] (' ) + i
=x'+ 4x")2y) + 6(!’}(43"} + 4(x)(8y") + (x‘“}(lﬁr”}
Finalmente, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo;

=x'+ By + 24x°y" + 320" + 16y

2 @+ Desarrolla: (2x"- 3y°)’.
Solucién
Se aplica el teorema del binomio de Newton y se tiene que:

6= 3= 26+ SR = 3y + ﬂ%l @ Y=3y +

5(5-1)(5-2)(5-3)
41

5(5-1)(5-2) p— .
e

S(5=1)(5-2)(5=3)(5-4) _ re s . ae
+ 30206-20-364) v ayy

@7 -3y

Se simplifican las fracciones y se desarrollan las potencias:

—@ersseerc o+ X arreaprs SO pop gy,

5(4)(3)(2) ., 2 54 20 52
¥ b (R o (N 3
= 32¢" + 5(162°) - 3y") + 10BN 9Y") + 10(4x) — 275 + S (B1y) + (2)(~ 243"
Por {ltimo, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo:

=32x" - 2402y + 720x% — 1 080x"y° + 810x7y* — 243"
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Potenciacion

Sin es entero negativo o fraccionario, el desarrollo de (a + b)" cumple con las siguientes caracteristicas:
a) El primer término es " y no existe un dltimo término.
b) El nimero de términos es infinito.
¢} El desarrollo de estos binomios recibe el nombre de series.

d) Conforme aumentan los términos la potencia del primer término a disminuye en 1, y la del segundo término b,
aumenta en 1.

¢) Para obtener el i-ésimo término se utiliza la férmula:

n(n-1(n-2)..{n-i+2) . i
(i-1)! @b

EJEMPLOS #

£ 1 ®¢ Desarrolla: (x+ 1),

g- Solucién

Se aplica el desarrollo de Newton hasta obtener los términos deseados, en este caso se desarrolla hasta cinco términos

G+ =@ 7+ D+ EH;—_Q )ALy

i-€simo =

o EUDNEA2) vy, EUBDE=D=) oy,

Se simplifican todos y cada uno de los coeficientes de cada término, asi como los exponentes:

B sy
g s

(=3)(-4)(=5)(-6)
Ay wrar-

=(x) 7+ (- )W+ = 2)( ) Gy (1y? +(

=30 THD) + 60 1) = 100 "D + 150 D) = ...
=x =3 +6x T = 10x "+ 15577~ ...

Como los exponentes son negativos, €stos se expresan en su equivalente positivo, lo que resulta en:

1 3+6 lﬂ+15
Pl S

1
2 ®e Desarrolla; (x +2)2.
Solucién
Al aplicar el teorema de Newton hasta cinco términos:

o D

(x+2]% =(x}% +(-2-) x 51

(%)(%")(%""]{x)%* (2],+(%][%_1)(5_2)[5_3){x)-§*(2)‘+...

4!

(continiia)
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{(continuacidn)
Se simplifica cada uno de los sumandos al méximo;
(l!(_l] l( .3
L 1 Lt L __
- o # (3 )P @1+ 202y 22D 2
(1J[-l](-§](-§J
2 2 2 2} a-dpand
4-3.2-1 x]z (2) i
5 1 ok £ 1 5 I
= x2 e 2 (N==x 2(d)+—x 2(B)—— 1 6
- +(2][x ](] x (]+16x (8) 128[3: ]( )+
Li by o JH . nd pee. T
el R e T T R P Sl SR
xT+x ®ibox i-ox 14
Por iiltimo, se convierten los exponentes negativos a positivos y se obtiene el desarrollo
= 0 # . 3 B
i T
2 ont 2P K
EJERCICIO 95
Desarrolla los siguientes binomios:
4
1. (3-2) 5 (51 9. [%-%) 13, (x-1)"
2. (1+x)° 6. (2-x)* 10. (x* +55°) 14, (3x+1)’
3. (x-2y) 7. (x’ +yz]s 11. (:c:’—l]_l 15; (x+2]!
3 5 A
4, (1+§] 8. (%—1) 12. (2¢-1)" 16. (x-2)

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Calculo del Fésimo término
Para determinar el i-dsimeo término del binomio (a + b)", se utiliza la signiente férmula:
a(n-1)(n-2)..(n-i+2) e

i-6simo = -1 b
EJEMPLOS
-§, 1. ®¢ Calcula el cuarto término de (2x+3)".
i.§' Solucién
En este caso { =4, por tanto, en el numerador sélo habrd tres factores numéricos:
4o. término = Mﬂ(hf—“(ﬂ»}“ 54 ](3]( 2x)"(3)" = 10(4x)(27) = 10807

(4-1)1 3(2)(1)

Entonces, el cuarto término del binomio (2x+3)° es: 1080x’
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Fa =

2 ®¢:Determina el sexto término de (x+1)°.

9

256 2

Potenciacion

Solucién
Para encontrar el sexto término se toma en cuenta que i =6 y, por tanto, s6lo se tienen cinco términos en el numerador,
luego:
), 3 ) ),
—|—=1f| ==-2|| ==3]| =-4
i 2\2 2 2 2 P Lgr1p a6l s G i
Sexto término = x)2 1) = —x (1) =
(6-1)1 ) 256* )
d 7
Por tanto, el sexto término del binomio (¥ +1) es: 5
256x*

EJERCICIO 96
Determina el término que se indica en cada uno de los siguientes ejercicios:
1. Tercer término de (3x +5)’ 5. Octavo término de (3x-5)"
8
2. Quinto término de [%x_l] 6. Sexto término de (x-2)™
3. Cuarto término de (4xy—7)" 7. Quinto término de (x—1)""

1 1
4, Sexto término de (8x+1)3 8. Cuarto término de (4x+9)?

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludiones correspondienta

Trigngulo de Pascal

Al desarrollar el binomio (@ + £)", los elementos tienen como coeficientes:

- aln-1) n(n-1)(n-2)

o 3 efcétera,
Especificamente:
(a+b)'=1
(a+ b)Y =a+b
(a+b)=d +2ab+b"
(a+by=a +3a’b +3ab> + b
y asf sucesivamente.

El tridngulo de Pascal se forma con los coeficientes de los elementos al elevar un binomio a una potencia n conn € Z°,

Entonces se toman los coeficientes de los términos:

{a+b)" 1
(a+b) 1 1
{a+b) 1 2 1
{a+b) 1 3 3 1

(a+b)' 1 4 6 4 1
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Ahora bien, los extremos de cada potencia siempre son la unidad y los siguientes nimeros de cada potencia se
obtienen al sumar dos a dos los digitos que se tienen en el rengldn inmediato superior.

EJEMPLOS ®
B8 9¢ it 10s coeticientes do (a + 27"
§ Solucién
A este binomio le antecede (a + b)*, cuyos coeficientes son:
(a+b)* 1 4 6 4 1

luego se coloca la unidad a los extremos y se suman dos a dos de la siguiente forma:
1 1+4 4+6 6+4 4+1 1
Finalmente, los coeficientes son:
(a+b)’ 1 510 10 5 1

2 @+ Desarrolla el siguiente binomio (3x — 2y)*,
Solucion
Al tomar los niimeros del tridingulo en la fila de un binomio con potencia 4, se tiene:
(Brx = 2y)* =16x)" + 4(3x) (= 2) +6(3x)' (- 23)" + 43x)(- )+ 1(- 2p)"

= (81x") + 427"}~ 29) + 6(9x")(dy") + 4(3x)(— BY") + (16y")
= B1x' - 216x%y + 216x%° - 96xy" + 16y

3 @+ Desarrolla el siguiente binomio (¥ + 2y)".

Solucién
Se utilizan los coeficientes para la potencia 6 y se obtiene:
& +2)°=
=167 + 6(x")(2y) + 15(x)(2y)" + 200 (2y)" + 15(¢)'2y)" + 6(x")(2y)" + 1(2y)°
=(x") + 6(x")}2y) + 15(x*}(4y”) + 20(x")8y") + 15(x16y) + 6(")32)") + (64))
=x"+ 12x"y + 604" + 160x°Y + 240xYy* + 192¢y° +64y°
EJERCICIO 97
Desarrolla los siguientss binomios con el tridngulo de Pascal:
L (2x+ 1) 4 (1-x° 7. (¢ +5) 10, [%-”%]
T
2. 3-2y) 5. (Sm-2n) 8. [ Ly g ] 11, (x-1)"
x
5 s s 3 1Y
3 (x+1) 6. (a+ 2b) 9 (x+y-2) 12, (;-‘-E]

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente m———
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o CAPITULO D1

RADICACION

HISTORICA
=]

B signe radical

C hrif)ri:)ph Rudolff [15|00-1 545), ulzmédn,
publica en 15235 el primer tratado de
— ’ dlgebra en aleman vulgar titulado Coss.
C U " En esta obra aparece, por primera vez, el sim-
bolo ./, para indicar la reiz cuadrada. Lo iz cuadrada de un nimero se

designaba antes del siglo X con un punio delante del ngmero.

En el siglo xvill Leonhard Euler ufilizo por primera vez nuestro actual simbolo
de raiz, originado de la deformacién de la lefra “r”, la primera letra de la
palabra radix con la que se designaba a la iz cuadrada.

Leonhard Euler (1707-1783)

£
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Radical
La expresiGn Va recibe el nombre de radical y se define como:

Ya =bsiysolosis"=a
Elementos de un radical

Un radical es una expresitn algebraica, que se forma con los siguientes elementos:
coeficiente, radicando e indice de rafz

Ejemplos
Coeficiente Radicando indice de rafz
2 \E 2 3 2
Py - o 2
Sx% 5x lxzy 4

Raiz principal de un radical

Sea a un niimero real y n entero positivo mayora 1:
© Sia=0, entonces Ya =0
© Sia>0, entonces Ya =btal queb"=a

Ejemplos
25 = £ 5 porque (5)°= 25y (- 5" =25,

\sli_l (1)3_L
77 T3P 3) T

© Sia <0y n impar, entonces a =b conb <0

Ejemplo
+/~1024 = - 4 porque (—4)° =- 1024,

© Sia <0y n par, entonces Ya no es niimero real.
Ejemplo
V=9 no es un nimero real, ya que no existe un nimero x, tal que: x* = =9,

Radical como exponente

Sea Ya un niimero real, entonces este radical se expresa como:

~
Va=a
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Radicacién
Teoremas
> (ta) -
Demostracién
Se expresa el radical Va como exponente, se eleva la expresitn y se obtiene:
(':.-"E]' =(a*]n =z =a
Por consiguiente, l:"uG]- =a
Ejemplo
1
Obtén el resultado de (v3) .
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:
(V3) =3
© Ya" =a sia<0ynes impar © Yo" =|a|sia<0ynes par
Ejemplo Ejemplo
Determina el resultado de 3(~2)'. Obtén la siguiente ratz: 4(-81)°.
Solucién Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene: Se aplica el teorema y el resultado es:
ooy -2 o - |- -

© Sea el radical Yo" Ia expresién equivalente es @" , donde el indice es el denominador de la fraccién y
¢l exponente del radicando el numerador.

Demostracion
El radical se expresa como exponente fraccionario y se multiplican los exponentes:

ta" =(a"]; &= aE

EJEMPLOS
"g, 1 @+ Expresa Vx' con exponente fraccionario.
2 Solucién
Al dividir el exponente del radicando por ¢l indice de la raiz resulta:
It = x;-

2 @« Expresa Vm con exponente fraccionario,
Solucién
En este caso se trata de una raiz cuadrada y el exponente de la base es 1, por tanto, el indice es 2, entonces:
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3 @+ Expresa el radical 3/(a+b)" con exponente fraccionario.
Solucién
Se divide el exponente por el indice y resulta:

3
5

Wa+b) =(a+b)

4 ®¢-Expresa el radical 3x* +y* con exponente fraccionario,
Solucién
El radicando es un polinomio que se toma como un solo elemento, esto es:

Se aplica la divisién del exponente entre el indice y se obtiene:

Byt =yt o) =(x* +y"]§

EJERCICIO 98
Representa en forma de exponente fraccionario los siguientes radicales:
1. m? 6. \5x 1. &'y T
2, I 7. §f(2x)° 12, I+ 17. (Va+iy)

3 3t 8. 3(3*) 13, Jx" -y 18. {m’ U’
4 Ia 9. (2xy) 14. fl'l:xz+yzr 19. \/m(n+ p)’
5. \b" 10, (%)’ 15, (x+2y)" 20, Ya'm® Yn”

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Representacién de un exponente fraccionario como radical

Dada la expresitn ar su representacion como un mdical es: U{_",dundc €l numerador es el exponente del radical y
¢l denominador el indice de la raiz.

EJEMPLOS .

-i 1 @+ Expresa en forma de radical: ¥,
$ Solucion
El exponente del radicando es la unidad y el indice de la raiz es 3, por tanto:

1
y*=i¥?=iﬂy
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Radicacién
2
2 ®e-Escribe comoradical: 4(m +n)5.

Solucién
El exponente del radicando es 2 y el fndice de la raiz es 5, el coeficiente 4 permanece igual, por lo que resulta:

4(m+n]§ =43/(m+n)

L. L
3 @+ Transforma a radical la siguiente expresién: x* + y*.
Solucién
Se transforma a radical cada uno de los sumandos y se obtiene:

1 1
x+yr = Y43y

L ]

EJERCICIO 99
Representa en forma de radical.
! 3 311 s
1, 2° 5, (nyz}' 9, szy" 13. (2x+y)s
s 1 11 i
2, 57 6. (='y) 10. m® -n? 14. (m+n)?
2 1 Lo 2
3. m* 1. Ty° 1. a7 +b 15. (o’ +b°)3
11 LI L & 2
4, (3y)2 8. 3a5h7 12, x3-y* 16. (m™-n)7

@ Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondients m——————

Teoremas
Los teoremas de los exponentes también se aplican a los radicales, ya que se expresan como exponentes fraccionarios,
© Ya-b-c=Ya-4b-Ye
Demostracién
Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema correspondiente de exponentes para obtener:
1 1 1 1
Ya-b-c ={a.b.c] L LY LY.L =.'&"E§|"E{|"E
Ejemplo
Realiza: 32x"y.
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:
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ja _%a
° U w
Demostracién 3
Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema: (g] :ﬂ para demostrar que:
T
g_(g];_a“_ﬂ'a
===
b \b) o W
Ejemplo
Sa
Ef
ectila: 3"
Solucién
Se aplica el teorema para la divisién y después el del producto para obtener como resultado:
__i_%e_f 5Ja
o Y¥a="va
Demastracién

Al aplicar los teoremas de los exponentes, se demuestra que:

l_
¥

Fa=(caf 1) ot =

Ejemplo
Desarrolla; 3/43x.
Solucién

Con los respectivos teoremas se determina que:
Y3 = =3 =3B Yx

Célculo de raices
Para obtener raices de cantidades numéricas o expresiones algebraicas, se aplica la férmula como se ilustra en los

siguientes ejemplos:
EJEMPLOS .
£ 1 o0 0ven: VG,
i Solucién
L

Se descompone el radicando ensus factores primos y se aplica la férmula anterior para obtener como resultado;

4
6 =f2* =27 =%
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2 ®+:Obién el resultado de: 3/-243,

Solucién
Se expresa el radicando de la siguiente manera:

-243=(-3)°
Se aplica la formula y se obtiene como resultado:

5
5

8=3) =(=)

3 @+ Determina la raiz de: V64x".
Solucién
Se expresa cada uno de los elementos del radicando de la siguiente manera:

64x! s zﬁxs

Se aplica el respectivo teorema de radicales para obtener como resultado:
6 3
Yoax® =255 =325 Yn* =515 = Px =dx

A @+ Efectia la siguiente operacién: 3——&

Solucién
Se descomponen los coeficientes en factores primos y se aplican los respectivos teoremas para obtener:

5 5
J2r 25 s _ 2 YF 2% %

i“| 243}’” =\J35ylﬂ - #35 1 5 35 ylﬂ 31;—?'_: - ?

3x [25y*
5 @+ Encuentra el resultado de: B _y.

5y° VeL®
Solucién
Se aplica el teorema de la divisitn y se extrae la raiz:

2 4
3x (25y' _ 3x I’SZ}F’ 3 | 5%y? | 3 (55
ET TP TEL (FORar T NERER e

32 x!

Se multiplican las expresiones y se simplifica el resultado para finalmente obtener:

é ®e;Cudl es el resultado de 3/(1-3x)° 2
Solucién
Se aplica la férmula para obtener como resultado;

J1-3x)° =.(1-3x)§=(1-3x)z
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7 ®s-Obiénel resultado de /1-8xy" +16x*y*.
Solucién
Se factoriza la expresion:

Se aplica la férmula para extraer la raiz:

Por tanto, la raiz de la expresidn es; [1-4x7y’|

1-82%y +16x"y* =(1-4x%y?)’

=827 +16x%y* = [1-4xy) =(1-4x?)} =[1- 45y

EJERCICIO 100

Determina las siguientes raices:

1 V729 6. % 1. ¥271m'n’
2. V8 7. Y216 12, %efme'z
3. a1 8. 43-32 13, 2 {f16x"y"
4. 196 9. ¥-64 14, m“nssmzzm
5. 4256 10, 4x?y* 15, f:\{zi?

e Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Simplificacién

16,

17.

18,

19,

20

25 m 2 o
(:c+Jx:z]3
J + 2+ 5

3x
2x-10y

sz +dxy+ 4y2
. 7‘:2)'2

LR RS

x* = 10xy + 25y°

Un radical de la forma ¥/a"™ conm > n, se puede simplificar expresando a™ como un producto de bases donde el

exponente de una de ellas es miltiplo de n.

%EMPLOS .
-é‘ 1 ®s Simplifica cl siguientc radical: ¥x".

8 Solucién

g

460

X

El radicando se descompone en factores, de la siguiente manera:

=x"x

Se aplica el teorema de radicales para el producto y se obtiene:

12
sll'xls = sfxlzx i sll'xlz 13‘[; =x? {f; =x4§j';
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Radicacién

2 ®+-Reduce la siguiente expresién: /72x"y"z".
Solucion
El coeficiente 72 se descompone en sus factores primos y las bases se expresan como;
72=2.3"=2".2.%" F=x"x z =z

Se aplican los teoremas correspondientes y el radical se simplifica como sigue:

2 2 2 4 4
J‘IZx‘y"f = 1..'12‘! 2.3 xlxy'z'z =27.3%x 7y 2z = 60° 2722

Por consiguiente, la simplificacién es: 6xy"z”\/2xz

3 ee-Simplifica; %{fusxﬁysz.
Solucién
Se descompone 128 en factores primos y la base y se expresa de esta manera:
128 =27 =25.2 ¥ =y

Se procede a simplificar la expresion:

1 1 1.5 53 1
E{fusxﬁyiz _ 5’*3.4[25 2xyyiz = 5[23 33302y z]z E(szzy s'liyzz] = 2y 2y

Finalmenie, el resultado es: 2x°y32y"z

6 7
4 e+ Simplifica la expresién; — ) 54;#
Solucién

Se descompone cada uno de los elementos que conforman el radicando y se simplifica para obtener como resultado:

3 3 6 6
2 J.‘Sﬂla p°c’ 2 ,[2- 3’a’ab c‘c _2| 3*a’3c? [2ac |_2(3ab’ ,|2ac
IV a3 3 zgxg’dx 3l 72 Vx
_ab’c SFE
1k I
EJERCICIO 101
*  Simplifica los siguientes radicales:
L Vx 5. y'E 9. 24243x°y'z
.2 7Y 6. 4625x°y° 10. 5%80a%"c*
: 3' 64,"3"12! 7' 3 fmadbs 11' 25?29"‘!"”
: 4' Sﬂmﬁnls Br 5 gpdq'il' 12' 2xe)lxd 5.9
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3
13, 3m{128m°n" 19, % 25. Om®—18m™n
4,6
14, %Jlﬁas 20, ’12‘:‘? 26. |/16x° +40x’y* +25x)°
5 X'y
15, 3 32a°p* 2, ‘163'2 27. 1277470 - s4a'p’
513
16. %slﬁﬂm‘ngpz 22, %’;;c:ﬂ 28. (' =2mn+n")
1%{—4 ] 8 . 7 7
17. S 27"y 23, ST 29, J243(x+y) (x-y)
80y* V4 =dm +m*
18. 131"y 24, X4 2Y_ i el
32’y #¥ y ¥ 8Lx° Y(2-m)*

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiante

Introduccién de factores

Se escribe el factor o los factores que se desean introducir en el radical, elevados a un exponente igual al indice del
madical.

EJEMPLOS .
1 @+ Introduce el coeficiente del radical 3v2 alaraiz.
2 Solucién
El coeficiente se introduce en el radical elevado al cuadrado:

32=(3) 2
Se realizan las operaciones correspondientes y se obtiene:
=v9-2=18
Por tanto; 3+2 =418
2 e« Introduceen laraiz 2x3y el coeficiente.
Solucién
Se coloca dentro del radical el coeficiente 2x elevado al exponente 3;
2xify=3(2x)"y

Se desarrolla la potencia y se realiza el producto para obtener como resultado;

462



Carmuio2 1

Radicacién

3 ®e-Introduce los factores en el radical 2x%y3xy’.
Solucién
Se coloca el coeficiente dentro de la rafz con exponente 4:

2x'y V"_ \J(Exzy] xy

Se desarrolla la potencia y se realiza la multiplicacitn:

- "\{'lﬁx’y",xyz " ‘\Jilﬁxg}'ﬁ

Por tanto, el resultado es: 316"y
4 @« Introduce el coeficiente en el radical: —J7

Solucién
La fraccidn entra elevada al indice del radical, se realizan las operaciones y se obtiene:

Eilz__g - E]sg _ EJTMSE _ sJS-lcﬁ':u =§(S4¢:¢z
'\ a ') a b a ab® b

5 ®e Introduce 3¢ en el radical de la expresién:

2a°x
Solucién

Se siguen los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene como resultado:

Jzax \/; \/: r

6 @+ Introduce el coeficiente del radical x—ly«.;'xz—y’ ala rafz,

Solucién
El coeficiente se introduce y se eleva al cuadrado y la fraccion resultante se simplifica;

_J— f Ly 2 -y’ J(Hr](x-ﬂ:,'xw

(x- J’] V(x- J') (== Vx-»y

EJERCICIO 102

: Introduce a la raiz los factores:

T 1,445 4, %q’i 7. 23 10, Sa’b’cy2ac

2
2. 57 5. =33 8. m'nYmn 1, —

3. 4¥2 6. xx 9. x4y 12, E!g
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I 13, 3 2% 5 <22 i i (AR 19, V-8
4x \ 3y 2yt a+b\ a x=-2
1a, & 16. (2a+5)Vab i BEL b 20'% ¥ +a +2ax
" Ve ' " x=1Vx" -1 " x+a 2ax

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta
Estas operaciones se efectiian si y sélo si el indice del radical y el radicando son iguales (radicales semejantes),

atd + b¥d - c¥d=(a+b-c) Yd

-i 1 @+ Realiza la siguiente operacién: 3.5 +4./5.

Solucién

Los radicales son semejantes, por tanto, se realiza la operacién inicamente con los coeficientes y se obtiene como
resultado:

3J5+45=(3+4)/5=7/5

2 @ Simplifica Ia siguiente operacidn: 5+3x +6+/3x —104/3x.
Solucién
Los mdicales son semejantes, entonces se realiza la operacién con los coeficientes y el resultado es:

53x +64/3x - 103x =(5+6 -10)3x = 3x

3 e« ;Cuil es el resultado de %ﬁ—%£+%£—ﬁ?

Solucién
Se agrupan los radicales semejantes:
2-1 1 1 4 2,’ 4 1 1
245 B =6 -Y5=245-45 —J6+=/6
3”{_ 4f+2J_ s SJ_ s 4J_+2~J"_
Se realiza la reduccidn:

1 1
Finalmente, el resultado es: —gfﬁ+ E\ff—-
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Radicacién

4 ®e-Reduce Ia siguiente expresion: 3yv2x —2x,3y +5y+2x + Tx,3y.
Solucién
Se agrupan los términos semejantes y se simplifican para obtener como resultado:
Swai_x —Zx@ +5 sz_x + Tx@ = SyJZ_x + Syv"z_x - :.‘xJS_y + Txﬁ
=(3y+5y)V2x +(-2x+7x) 3y
= 8yV2x +5x,3y

5 @+ Simplifica la siguiente expresién: 320 +4/12 —2./45 -./75.

Solucién
Los radicales no son semejantes, entonces se efectian las simplificaciones de cada radical:

JO=22.5=25 12=422.3=2/3 J45=3.5=3/5 75=452.3=5.3
Se reemplazan los radicales y se realiza la reduccidn para obtener:

3,20 + 4JE-2J=E—J’;_5=3(2¢§]+4(2J§]—2(3£]—5¢§
=65 +8J3-615-53=(6-6)/5 +(8-5)3 =33

& e Efectia la siguiente operacion: /18x%y° +x,/32y° = 5,/2x%y".
Solucién

Se simplifica cada uno de los radicales y se realiza la operacidn, el resultado es:

‘,fllhrz_',r3 +x\f32y5 -S\J‘Zx’ys = \,'f3’ 2%y +x.f2" 25’y -S‘Jszyzy
=3xy\2y + 2’ xy 2y - Sxy\2y

=3xyy2y + 42y - Say 2y = 2092y

7 ®e:Simplifica a12ab ++/98b°c — 5\3a’h - b/18bc + a+/3ab.
Solucién
Se simplifica cada uno de los radicales:

=av2® 3ab +2-7°b’be - 5\3a%ab —b\2-Fbe +a3ab
= a(z.fsab]wbu’ibc —s(aJsab]—b(anbc]+aJ3aa

= 2aBab +7b2be -SaB3ab ~3b2bc +a3ab
Se agrupan los términos semejantes y se reducen para obtener como resultado:

=2a\3ab-5a3ab + a-3ab + Tb-2bc —3b2bc
=—2a3ab+4b2bc
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EJERCICIO 103

1.

2
3

10,

11,
12,
13.

14,

15.

16,

17.

18.

19.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Realiza las siguientes operaciones con radicales:

W5+245

. 2B3-7B-33
. AT =BT +6JT =247

3/5+2J7-4J5+647

2J3-42+53-242-103-42

3 -1+ L0425
4 6 2 3
¥5 3J6 245

12 8 3 4 4 2
6 3m-10 ¥m
4 1 13
3&_5\’{;-‘-?\’;

4
sy -2 4~ 4o
J2B+ 175 - /63

218 + 5450 =442
375 +2V12 - 4243

2./45 +318 + 20~ /B
272 -418 +5\12-348

298 - 3J/80 - 338 + 20

3./405 —2+/99 +2./500 - 4,/1331
%Jatsu —-i-\fsﬂ —-i-\fsm+ J/80

V343a* +a* V175 -3 7a*

Multiplicacién

Con indices iguales. Cuando los fndices de los radicales son iguales, se multiplican los radicandos y se simplifica,

de ser posible, €l resultado.

V6 _3J5s Je

2L

28,

aJab +a’b +\254°
P2ux* +4x33x + 3750
322 -4x? 512
2aJx?—W+4yv{aTx

e (IR \/ﬂ _JE“
2ab+a\/4b+b Sﬁa’b lﬁab

1 1 ]
clz.'ih.-'::_+;l~f.12 b - gbxfa"f: +Eazb\f:‘

22%° 1624’ . J:mf _7a’b42ab
6 4 16 ¥

J49xy - [S0xy +x. 0y - 2x,/2x%y
ey =485y —apAxy’ + 3275

29, 3x2y +T5x7 —2y2x°y - /3y

30, 2aV500% +5¢27a%b - 3432a%%c ++/3a%bc?

31,
32,

33,

37.

@\/Eg\/ﬁ ,,\[Ei\[ﬁ
"3 Vo 3% 12 ¢ 9 48

3382y =54y’ - 2x 64y + yi32x

156 45a°p" +6ai3a’b" —5Y54°0" - 64/48a°"

1 1 1 3
EJzua* 2 6—\33@’ —Ea\f'j_a—b 79

3 layjas . 1 2
Exi';'ﬁfx’f +gﬁ+§ryw

J16a-32 + /25a- 50 — 9a-18

VXS 26 4 3xx+ 2= 5,27 (x+2)

38 04x*y? =3x%y = 2xy fdx =12y + 5xJ0* = 3°

Ya-v5-Ye=Yabc
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Radicacién

EJEMPLOS
< | @+ Multiplica y simplifica la siguiente expresion: 8 -v2.

ﬁ. Solucién

i Se multiplican los radicandos y el radical resultante se simplifica, el resultado es:

1
VB V2 = [(8)(2) = V16 =\2* =(2*)F =2* = 4
2 ®¢ Realiza la siguiente multiplicacién: 39xy” - 39.x*y.
Solucién
Se realiza el producto de los términos internos de los radicales y el resultado se simplifica:

P9 3fox'y = (907 )(9x'y) = Y81x"y" = a7y =3T3y =3y Y3®

3 @+ Efectia el siguiente producto: %~,,I'6x’f Byt

Solucién
Se realiza el producto de los radicales y el resultado se multiplica por el coeficiente para obtener como resultado:

2\6r'y oo’ =7 \(6x)) (8n) =T JaBx'Y = 26y JBy) =2y By

A ¢ Realiza la siguiente operaci6n: %V{x_y(%xq'x}f’ —%y\,'x;"y}
Solucién
Se realiza el producto del monomio por cada uno de los términos del binomio:
2 3 1 2 3 2 1
- ) (335 ) 3 ) (337 ) 2457
- 6 2.4 2 2
=XV - oEy
Se simplifican los radicales y el resultado final es:

= %x(x?’]— %I(M’EF %x’f -%xy’\ﬁ

EJERCICIO 104

Efectiia y simplifica las siguientes operaciones:

L V3-8 6. Pyt -3y 11, Yo 424 -4f8a"

2. V5410 7. 205 12. (-4 ¥20%°)(2 3

3 40336 6. (243a5)(36a) 13, V523" Jea
L4 (3)() 5. (5407 () ta. (247 )(45)(s )
ST 0. Vo NE 15, (-2 Vo) (V¥
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o ()35 = (a9 2 T

g, = 2 2 (WI-VB)(VE+3) 21 Nieda-imva i

18. V6(6 -4) 23, (V2m +n)(v2m —4n) 28, Px+y - Px-Jy Y3 -bxy+3y°
19. ¥5(335-35) 24 (- ) s foe i) 2 S ey

20, JE(%@—JEJ 25, Jx+y- -y 30, ikuﬁ]zi-{’(ﬁ-l]%

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Con indices diferentes

Para multiplicar radicales con indices diferentes se busca un indice comiin, que resulta del minimo comiin miltiplo de
los indices de los radicales y recibe el nombre de minimo comuin indice.

EJEMPLOS s
-3 ] @+ Realiza la siguiente operaci6n; Vsx® Jax.
lg Solucién
Los indices de las raices son 3 y 2 respectivamente, se busca el indice comin:
3,2 | 2
3,1 (3 el minimo comiin indice es 6

L1

Se transforman las rafces a un indice 6, de la siguiente manera:
V5x? ='{*z15'(5x’ ]z =¥5'x* J3x =‘r""{“{}’{3:c]"'I =V3x
Se efectia la multiplicacién, se simplifica el radical y se obtiene como resultado:

g5t Bixt =4f(57x)(3%%) = V57 37 a7 = V57 3 xx = x U6TSx

2 ®o Realiza la siguiente operacion: §/x*y \[xy.
Solucién
Se busca el minimo comiin indice de 4 y 2

4 2| 2
21 (2 minimo comiin indice = 4
1, 1

Se transforman las raices a indice 4 y se realiza la multiplicacitn:

Yy =4y Y(m) =y ey =) () = 'y =2 o’
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Radicacién
EJERCICIO 105
Efectiia las siguientes operaciones:
L B 5. 37y U 9. Va ¥a ¥a 3, (% zmm](n%g o ]
2 ¥ 6. \2ab Ya'b 10, ¥x* ¥ Vx 14, [i—;?."4x3yz ](‘Mxy’]

3. Vx Wy 7. Y3 V2x 1L 3y Jy 4y 15. ¥x 4y ¢z
s 7y (JUEn)(Ee) 12 N

:} Verifica tus resultados en la seccién da solucdiones correspondiente

Divisién
Con indices iguales
Se realiza la divisién de los radicandos y se simplifica el resultado.

Ya_ [
tp b
EJEMPLOS *
. | ®¢ Resuelve la siguiente operacién; Velx’ ’
e F
T Solucién
Se hace la divisin y el resultado se simplifica para obtener:
o
=327x* =¥3*x* =3
e e *
f 3.5
2 ®s-Efectia la siguiente operacién: —:lrzﬁr
a
Solucién

Se dividen las expresiones, se simplifica el resultado y se obtiene que:

3.5 35
J1284% =J128ab I T e e S T

J8ah Ba'b

F135x7y"z

3 ®¢;Cudl es el resultado de - 20y

Solucién
Los coeficientes de las expresiones se simplifican y se realiza la divisién con las bases:

31352°y" 2 27 'r 1,3 "{xr 70 1 ggﬂ
oy T E e

Se simplifica el radical para obtener finalmente:
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4}34 asb—scs

4 @+ Obién:

Solucion

Por consiguiente, el resultado es:

e
4|'S—zasb—3c5 (23] ﬂsb_3£‘5 p 36 ap 3" M e e Tgrr T

= T &7 T =V @ b e
H4a5c7 2'a"be 2%a"be

/o8 E,-4 12 1 531 p a'e® ¢ &'
=42 =4 —_— = | — — —
N2ZTab e ‘{i’a b,c "fi’b" 7 P

GICS

4b

Se descomponen los coeficientes en sus factores primos y se aplican los respectivos teoremas de exponentes:

EJERCICIO 106

Realiza los siguientes cocientss de radicales:

E
E

Xy
3 fMadeCS
" JBac
4
4 J128x°y

Ty

@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

Con indices diferentes
Se transforman los radicales a un indice comiin y se realiza la divisitn.

EJEMPLOS -

]

V128

- T _
1 @9 Efectiia la siguiente division Ve

o Solucién
L

El minimo comiin indice de 2 y 3 es 6, se expresa cada uno de los radicales con este indice:

Se remplazan los radicales y se efectiia la divisién:

\'ﬁ_@_ﬁiﬂ_ﬁ 3 _ A2 64 _ A5
ﬁ—%—a—\/;—ﬁ_z §2-442

470

3
316227y g Yom™n” 13 Y12b7a i \243y2x2
!fm i "Ilﬁm_'n_“ £ 63!!2(1_3 5 3 4
T2y ox
4/38884°h° ii N6z *w* i J1404x*y> i §/3125y%7
1ap? " a 4 w2 X ‘JW 5 32}'_522
Vaa'b i V502 % is V68m n 19 N=315m2n?
25ab° 18x°7" 153m’n’ p* N2mn”
567m" x° 2 NEVI " 216mn " p~ 20 T2x'y*
N7 27547 Sdmn~ p’ 576%™
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Radicacién
EIBJT_Z
2 @« Simplifica; T-_
4 xsy
Solucién
Se encuentra el indice comiin de 8 y 4, se transforman los radicales y se obtiene:
ﬂ'xsy 2 - ijsy 2 {J’xs}r-z {/xsy—z . 1 %}T 1
ST NI £ A A O 1
EJERCICIO 107
Efectlia las siguientes divisiones:
, # 5, B 5, X ,, A
G o T2y s
4y' 1 1 Vo glx-1°
2. 1= 6. —3a+—%24a"* 10, == 14.
23;" 6 12 fxsy alx— 1
J12 16 {(a-b)’
3 AT 7. ¥sa* + Y1254 TR L 15, Ya=?)
V6’ dxy* (a-b)’
2 1 VI2a'h? Yx
4, =38 il K 12
EAba T Y4ab "ix

o Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Racionalizacién

Racionalizacién del denominador de una fraccién
Esta operacion transforma al denominador en una cantidad racional,

= Denominador monomio. En una fraccién de la forma % conm <nse multiplica el numerador y el deno-
minador por Y5"™ : b
a a V' _a:VpT" _aVbT" e\

B o W B B b

EJEMPLOS ‘

= | @+ Racionaliza el denominador de: o

£

Solucién
El factor, por el que se multiplica el numerador y el denominador, resulta de la expresion 32 yesiguala: 42° = 322,
Se realiza la multiplicacidn y se obtiene:

3 3 32 33 3ya
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2 ®e Racionaliza el denominador de: 3y

al'sxj,'

Solucién
El factor que multiplica la expresién es {{(5x)"" = #(5xy)°
Al realizar la multiplicacion, se determina que:

3xy 3xy \153)'3 313’J(53)' 3"‘3’{{[{5’-'3’)3_-_3.; 33 3_24 S
B o foof Qomf 5w 5T O TstBey

3
3 @+ Racionaliza el denominador de la expresién 34—x.

Solucién
Se separa la expresién como el cociente de raices, se multiplica numerador y denominador por el conjugado de §/2%x
¥ se racionaliza para obtener como resultado:

i/z_ﬁ_%ﬁ ?u'"?_z—f_'_%ﬁ ﬁ_%’rﬁ?_@ 1%@

< Denominador binomio, Una expresién de la forma i se racionaliza multiplicando al numerador y deno-
a
minador por el conjugado del denominador, esto es:

Si el denominador es de la forma a + b, entonces el conjugado es a—b.
Si el denominador es de la forma a — b, entonces el conjugado es a + b.

El producto de binomios conjugados es una diferencia de cuadrados:
(a+bfa-b)y=a- b

En la multiplicacién aplican las leyes de los exponentes y los radicales para simplificar las expresiones, como se
muestra a continuacién en los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS *
-E 1 @+ Racionaliza el numerador de la expresién: 733_—2
e Solucién

El conjugado de 5 -2 es /5+2 que multiplica al numerador y denominador:

3 3 J5+2 3(V5+2) 3/546 3J5+6 _ -
f2f2J3+2(4‘]_254_1 =H56

Entonces, el resultado de la racionalizacién es: 3/5 +6
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2 e

Radicacién

-2
Racionaliza el denominador de la expresidn: M
V3x+32y
Solucién
El conjugado del denominador es +/3x — 3,/2y, al multiplicar el numerador y el denominador se reduce la expresién
y el resultado es:

V3x=\2y  Bx-\2y VI&x-3)2y (v”ﬂ]z—Sﬁ—vlﬁT}w:i(@r
Brenly Vaeshy syt (] -(3/b)

_ 3x-4./6xy +3(2y)

B 3x-9(2y)

_ 3x-4,/6xy +6y
- 3x-18y

-4./6 G
Al final, ¢l resultado de la racionalizacién es: 3"3x— “l":;y

Para racionalizar una expresion, cuyo indice del radical es 3, se multiplica por una expresidn que dé como resultado
una suma o diferencia de cubos.

Si el denominador es de la forma (a + b), su conjugado es (a" — ab +b”).
Si el denominador es de la forma (a — b), su conjugado es (@’ + ab +b").

Los resultados de la multiplicacién son los siguientes:
(a+bfd —ab+b)=a +b (a-bYa' +ab+b)=a -1

Ejemplo ,
Racionaliza el denominador de la expresién: -1

Solucién
Entonces, el conjugado del denominador Yx-1es:
(if;] ( ] * o bien \.'Fx +¥x+1

Al multiplicar el numerador y el denominador por el conjugado del denominador, resulta una expresitn equivalente
que carece de rafces en el denominador.

2 2 Yl e x4l 2(‘!?""{_"'1] 23 +23x +2
-1 Yx- IJ_+€,|'_+1 ( ] x-1

EJERCICIO 108

L.

Racicnaliza el denominador en las siguientes expresiones:

1 3§[§ 5. 85y i
N; ‘{18 * Py ' Y
2 4 o g 3¢
J5 =l " Yf2xy Y9a
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Acesra
2
9. |2X_ 12, —2_ 15, 3x - J2x i
By 32 2 —Vox Gl
0, /164’ J5x 16, _3a=2b 5 1EF
" V254%° " 1-4/5x NN ¥
eI 1-43 - 1-x b0, b
1-24/3 1+\F 1+x ¥3a+ b
@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente
Racionalizacién del numerador de una fraccién
Esta operacién permite transformar el numerador en una cantidad racional.
Sea la fraccidn .1a racionalizacién del numerador es:
a
IR i i AN
a a ||b|l-|- "l'bn—nl a_",lbn—m a"‘ b._'.
EUJ'EMPLOS *
'E_ 1 @+ Racionaliza el numerador en la expresion; %
Ph Solucién
Hl factor por el cual se multiplicard tanto numerador como denominador es +/5x
USE .. Y% WX AT B o
3 3x 5x  3xJ5r  3xd5x  3U5x
2 @+ Racionaliza el numerador en la expresion: %%
Solucién
Se factoriza el denominador y se multiplica por el conjugado de la expresién +2x — /3y para obtener:
2 2
V2x-By _  ax-\By ax+ 3y _ (v2x) -(y3)
40y " e B)(2r-39) Vixe\By | (25+3y)(2x-3)(V25 + {B)

_ 2x=3y
(2x +3y)(20-3y)(V2x + 3y

1
(24 3y)(V2x +3y)
3 @+ Racionaliza Ia expresién: Vx ++/3.
Solucién

Jr+3 Jr=v3 _ () -(B) -
AU S e J?ra
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Carmuio2 1

Radicacién
e
4 ®+ - Racionaliza el numerador en la expresién: ;’f;:ji
¥
Solucién
Debido a que las raices son ciibicas, se toma el conjugado de la expresion: %}’;H‘E como %‘fy_z—ifi!—)w%q
Por tanto:
3 3
b+ _h+3 i -yiy+va () +(2)
71T s (o2 -3y e )
_ y+2
(r+2)(35" - 32y + ¥4)
a I
EJERCICIO 109
Racionaliza los numeradores de las siguientes fracciones:
4 —
L V3 6. ¥= 11, V7 16. V- 6y
3x -2 10x - 12y
58 3.6x 5-42
2, — i 12, —— 17. /5
2 4 12x 23 7. Vx =5
5 2 g V2 4, Y3=¥2 g, x-3
7 | 4x "V3+2 T x=27
3 5 3 3
4, V'? 9. 16x° 14, NE— 19. Ya-23p
Vx % -9 a-8b
oy a2 Jr -y -3
5 — 10, —— 15. 20.
227 62y Vx+2)y V-4

o Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

475






i |

CAPITULO 292 .

NUMEROS COMPLEJOS

los ndmeros aampu'efos

—— oy
S, 5 © En el siglo ¥ Rafaello Bombelli fue uno de
- los primeros en admitir la utilidod de que los
—— nimeros negafivos fuviesen raices cuadradas.
- b Fue el primero en escribir las reglas de suma,
resta y producto de los complejos.
@ En 1777 el matemdtico suizo leonhard Euler
simbolizé la raiz cuadrada de -1 con la
letra i (por imaginario), infrodujo lo forma binémica i# = -1 y con él
definitivamente se infroducen los imaginarios a la matemdtica.

@ Gauss, en su tesis docloral de 1799, demostrd su famoso teorema fun-
damental del dlgebra: fodo polinomio con coeficientes complejos fiene
al menos una raiz compleja, y establecié en 1831 la interprefacion geor
méfrica de los complejos: x + yi— [x, y).

© Otros términos que han sido usados para referirse a los nimeros com-
plejos son: “sofisticados” por Cardano, “sin sentido” por Néper, “inex-
plicables” por Girard, “incomprensibles” por Huygens e “imposibles”
(diversos autores).

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)
-




292 CariTulO

Aicesra

Nimeros imuginarios

El conjunto de los nimeros imaginarios surge de la necesidad de obiener la raiz cuadrada de un ndmero negativo para
1o cual se define como unidad imaginaria: i = +~1.

NUmero imaginaric puro
Se denomina asf a los mimeros de la forma bi donde b es un mimeroreal y b = 0.
Ejemplos
Las siguientes cantidades son nimeros imaginarios puros:
2i, 4i, gi Y,

En los siguientes ejemplos se ilustra cémo obtener niimeros imaginarios puros:

EJEMPLOS
1 @+ Obténel resultado de: -25.

Solucién

Se expresa el radicando como: =25 = 25(-1) y se aplican los teoremas correspondientes de radicales:

VT = [B() =BT = 5V

Ejemplos

Se sustituye —1=i para obtener:
J=25=5/1=5i

25

2 ®+;Cudl es el resultado de =gt

Solucién
Se aplica el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior y se obtiene como resultado:

25 25 25 Va8 . 5
2—J—E=2—,,E(—I] =2—E\J—T= 2-Ti=2- i

EJERCICIO 110

Representa las siguientes raices en términos de la unidad imaginaria i:

L J-16 5. J=625 9, J-125 13. 3+ =36

2, =36 6. /-8 10, =162 14, 2 = J=112
12 2 1

3, /49 7. /=50 11, f—— 15. S+=J=45
49 36

4. 121 8. 54 12, —145 16, %—%J-&)s

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO 22

Nomeras complejos

Suma vy resta
Para realizar estas operaciones se suman o restan los coeficientes de i:
ai+bi—-ci=(a+b-c)i
EJEMPLOS - -
-§_ 1 @+ Efectia la siguiente operacién: +-36 + 44/-9.
i§' Solucién
Se obtienen los nimeros imaginarios puros:
V=36 = [36(~1) =6:/~1=6i V=9 =\/9(-1) =3-1=3i

Se remplazan los radicales y se realiza la operacion para obtener como resultado:

V=36 +4/9 =6i+4(3i) =6i +12i =(6+12)i =18}

2 @+ ;Cudl es el resultado de: ﬁ+%~f—4 —%\;‘—ZGT

Solucién

Se expresan las raices en términos de la unidad imaginaria:
V=5 = [5(-1) = 5i J—45 = [3.5(-1) =350 J=20 = 2. 5(-1) = 250
Se sustituyen los nimeros y se realizan las operaciones:
V5 # 25 -2 V30 = 5i+ 2(35i) - 2(2:5i)

=J5i+ 25 = f5i
=(V5+245-5)i

=2.5i
3 @+ Determina el resultado de: %J—_4+§w'{—_9—_—;w’3.

Solucién
Se extraen las raices, se multiplican por los coeficientes y se realiza la operacién para obtener como resultado:

1 2 Lo L 3 e o 6 8
5\1{—_44'3'\!’—_9—3 —ﬁ—5(21]1'5(31)—5(5!)—£+§l—§l

—[1+E Ei—ii
s 3) 15

4 ®¢ Realiza la siguiente operacion: =72 +/—48 — /=162 —/=300.

Solucion
Se expresa cada uno de los radicales en términos de la unidad imaginaria:
V=12 =362 -1 =62 J=48 =16 3 -1 =4./3i
J=162 = V812 -1 =942 V=300 = 1003 -1 =1043i

{continta)
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Aicesra

{continuacidn)
Se sustituye y se procede a efectuar la operacidn:
=72+ =48 - J=162 — /=300 = 6+2i +4/3i-942i =103
=642i - 92i +43 - 103
=(6+2 -9+2) i +(443 -103) i
=-32i-63
=(—3J§ —ﬁJﬁ]i 0 =—3(1.E+2w'§] i

Finalmente, el resultado de la operacién es: (—3v2-6+3)i o =-3(v2+23)i

EJERCICIO 111

Efectia las siguientes operaciones:

1. V9+3/4 8. %\l‘l—z? +%\!—5 -%J-u
2. J16+25 V94 9. %Jz:+3r-§¢—_1m+z
3, J4-3/-1+4J9-5/-16 10, 13- (9)(4) + 4+=25-20i
4. 31 —-%\f—64+u"-_9 1. v=x? +xv-9 - v-16x7

5. V=54 +-150 - /-24 12, v—18x" + xv—Bx—5xV=2x
6. W 2+2JB-J32-J/-18 13. 36561+ ¥-256

7, oI+ VTT5= V=08 - =12 14, -J-Ef +%x{"-_x

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Potencias de i
Se obtienen al elevar la unidad imaginaria i = /=1 ala enésima potencia, con n € N.

i'=i it =(v=1) = PP =ifi=li=—i it=i i = (=1)(-1)=1

Para las potencias mayores que 4, los resultados son equivalentes a los anteriores; con el fin de poder determinarlos,
Ia potencia se descompone de la siguiente manera:

i"=i""=i* con n=dm+&

Donden, myke N, ademisn>4d4yk<4
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CAPTUIO 22

Nomeras complejos
EJEMPLOS
< | ®¢;Cudl esel resultado de i"?
i Solucién
L
La potencia i se representa como sigue:
jls =i!2+l i ‘--!ILS}H
Se aplica la férmula anterior y se obtiene:
=¥ g
Por tanto, se deduce que: i =i
2 @<-Obténel resulado de: i* +2i° =i".
Solucién
Se obtienen los valores de las potencias de i;
it =I--QI}+2 =] P =l--|{z}+| =i'=j " =l-d{2}+: L
Al sustituir estas equivalencias y realizar las operaciones se determina que:
P42 =" ==142i—(=i) ==142i +i=-1+3i.
EJERCICIO 112
Desarrolla las potencias y simplifica las operaciones:
1 lI-| 9 2.-!']' +31-2I _li
y I 10, i -i*+i"
3. 3 11 7 -2i" +i" - 3"
4, ’.5! 12, i!m _l-zq
5 i 13, i*+i*+i*+i*+..+i™ sines impar
6. 2i°+3° 14, i*+i° +i" +i* +...+i™" si nes par o impar
7. P =F i 15. Halla el resultado de: i+i" +i" +...+i"
8 i+ =3/ + 45 16. Verifica la siguiente igualdad: i +i™? = —i" +i™"'

@ Vaerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién y divisién
Para realizar estas operaciones, los radicales se tienen que expresar en términos de J, posteriormente se aplican las
siguientes férmulas:

P
mfa.wmm,ﬁ_;/g

Para niimeros imaginarios la operacién v=2-v=2 #.[(-2)(<2) , ya que Ja-vb=+a-b y T§= % s6lo son
verdaderas si @ y b son positivos,
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EJEMPLOS
< | @+ Determina el resultado de: J%-JE.

i

Soluciéon
Se expresan las raices en términos de J, para después realizar la operacion:

J% -4 =G:}[2£]= gi’ = g(—l] =3

2 @« Efectia el producto de: J-_Q-m-v{—_%.

Solucién
Se expresan las raices en t€rminos de J, se realiza el producto y el resultado es:

J9.J=3%. —% =(3i](2ﬁi][%i] = lilfi’ =12(-i)=-12i

3 @ Efectia %

Solucién
Se obtienen las raices:
J=25 = [25(-1) =25 - -1 =S5i V= Ja(-1) =4 V1 =2i
Se sustituyen las equivalencias y se determina que:
e ts L8
J4 2 2
V48 + 75 - J-14
4 ®e« Obténel cociente de: * J-Lu 7.
Solucién

Se simplifican los radicales, se realiza la divisidn y se obtiene como resultado:

VA8 VTS - 147 _ 4V3i+5V3i-T\Bi_2V3i |
J-12 - 24/3i 230

5 i i &y v it=2"+1
® - Simplifica la siguiente expresion: o
Solucién
Se sustituyen las equivalencias de cada potencia y se simplifica:
it=2i7+1 (1)-2(-1)+1_1+2+1_ 4 2

=i (=)-(i) =2 =2 i
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CAPTUIO 22

Nomeras complejos
EJERCICIO 113
Realiza las siguientes operaciones:
1. v-3-v-27 11, 12
J-175
2. VB AIB-V3 19 V-B-d64
J—4
3, =2.J4.J=6 13, Y449
V100
4 (l“,r_—‘; ’:‘ﬁ] 14, V=5 + V=45 + =20
2 3 J-125
5, —J—l J_——wf—z 15. (V=8+ =18 - V=50 )+ V=32
o T .
6. ——5 \I—— 16. (J +i )+(1—1]
1
7. U—ﬁ(3ﬁ+2ﬁ] 17. 47—
i"=2i"+1
.-L-2p+2
8. -18(v=2+3) 18, L
i
o J1H a5, PR
; .Ja ¥ "'Hlll-n’—lp—s
w ol k| = 1001
10, =36 20, l-+1.z+1.3+...+1m
J—4 PP+ + i
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Nomeros complejos
Se forman por una parte real y una imaginaria,
Son de la forma z = a + bi, cona, b € R, donde:
a= Re(z) partereal y &= Im(z) parte imaginaria
Un nimero complejo se representa de las siguientes formas:
forma rectangular o binomial forma cartesiana
z=a+bi z= (a.b)
z=a z= (a.0)
z=bi z= (0.b)
EJEMPLOS
§ 1 @+ Representa en forma cartesiana los nimeros complejos: z,= — 4 + 5, z,= 2i, z,= 8.
¢€ Solucién
w Forma cartesiana
i==4+5i 2,=(-4,5
5=2 3=00,2)
zszs zsz(s!u}
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2 @+ Representaen forma binomial o rectangular los siguientes nimeros complejos: z,= (3,~1), z,= (2,0) y z,=(0,-3).

Solucion
Forma binomial
z,=(3,-1) z,=3-i
,=(2,0) g,=2
z,=(0,-3) Z,==3i

EJERCICIO 114

Representa los siguientes nimeros complejos en su forma binomial o cartesiana, seglin sea el caso:

1. 243 7. (0,-2)
2. (-15) 8. _%
3. 7 9. (3.0)

2 5. 2.
4 3-7 10. 5-i
5. 5-2 11. (%,—s]
6. [1,—9) 12. 1-i

T

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma v resta
Sean los nimeros complejos z=a + bi, w=c + di

Se define:
z+w=(a+c)+b+d)li=(a+c,b+d) z=w=lg-c)+b-dli=(a-c,b-d)
EJEMPLOS
—-3 1 @+ Sean los nimeros complejos z= 2 +3i y w =— 4 + 6i, realiza: (z+ w)y (z —w).
i.g Solucién

Se aplica la férmula para la suma y la resta, para obtener:

z+w=2+3+(-4+6D=2+ -4+ 3 +6)i=-2+9i
2-w=(2+3) - (-4+6)=2-(-4)+(3-6)i=6-3i

2 ®e-;Cudl es el resultado de (4 — 2§) + (=3 + 4i)?
Solucién
Se aplica la férmula de la resta y se obtiene:

(-2 +(-3+4D =B+ (- +(-2+Di=1+2i=(1,2)
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Nomeras complejos

3 @« Efectiia la siguiente operaci6n: (-5, — 4) — (-6, 1).
Solucién
Se representan ambos complejos en su forma rectangular y se realiza la operaci6n:
(=5,-4)-(=61)=(-5-4)—(=6+)=(-5- (-6 +(-4=-1)i=1-5

Este resultado también se representa como (1, — 5)
3 4 1
® ve; | =+ =i |+ -2.=|.
4 @9 Resuelve (2+31)+( 3)
Solucién
Se expresa el segundo sumando en su forma rectangular y se efectida la suma:

B3 HH G- 1)

o 1.5, 1.5
Por consiguiente, el resultado es: 2+31 n[ 2,3]

Multiplicacién por un escalar
Para efectuar la operacién se multiplica el escalar por la parte real e imaginaria del mimero complejo como lo indica

la siguiente férmula;
c(a+bi) = ac +bei
MPLOS .
1 @+ Realizala operacién; 3(2-5i),
Solucién

Se realiza la multiplicacién de 3 por ambos elementos del niimero complejo:

3(2-5i)=3(2)-3(5i)=6-15i

Por tanto, €l resultado de 1a operacidn es: 6—15i

2 ®0:0btén el resultado de: 3(7 - 4i)-2(-3+2i).
Solucién
Se realiza el producto de los escalares por los nimeros complejos:
3(7-4i)-2(-3+2i) =((3)(7) - (3)(4)i) +((-2)(-3) +(-2)(2)i)
=(21-12i)+(6-4i)
=(21+6)+(-12-4);
=27-16i
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3 1 |
3 @+ ;Cuil es el resultado de E(z—s;)+5(3+5i)?

Soluciéon
Se multiplican los coefidentes, se agrupan los t€rminos semejantes y se reducen;
S-sipe3(3+5i) (3@ 2 J+(301+5(3)
6 15, % R
SEEDNER)
6 3 15 14,
(35
7

=3_Ej

Por consiguiente, el resultado es: 3- %i

L]

EJERCICIO 115

Resuelve las siguientes operaciones:
L (3,2)+(7.-1)
2, (-2,5)-(-3,5)

3. (L-3)+(-3.-2)

(v2.3)-(0, 2)
9, (\a‘i,ﬁ]—(u, 0)
10. Siz=2+3i y z,=5-4i,encuentra z+ 7,
11. 8iz;=3-2iy z=3+2i,0bténz, + 2z,
12, Sigzy=4-5i y z=4-5i,encuentra z, = 2,
13, Siw=3-4i y w; =2+ 7i,realiza w, - w
14, Siz=1-i,z)=1+i y z,=i,encuentra z, —z +z,

1
15, Sigy=7=3i y z,= 4-51' .calcula z; + z,

16. Siz=2-3i,z, =10i y z,=2+3i,realiza z+2,-2
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Nomeras complejos

17. Siz,= %—li y5= (—1- l],cllucu:c:nntl'az,+zE

6 5'6
. 1 | A 1 y
18, Siz, = I+Ea, 5= 5=5i Y4 E—Za,obténz,—(zz+zg}

19. Sigy=1-i,2,=-2+5{ y z=1+3j,encuenitra z, - z,+ 3z,
20, Siz=3-2i, z=—4-1I, y z;=-2-3i, jcudl es el resultado de 2z — 3z, + 2,7

1 2
21, Siz,=T+4i,2,=6-2 y z,=-3-3i Efectiia: z,- Ezz"'g Z

2, Sig =%_§;, zz=4-§j, y zs=1+§i- Efectiia: 44—%51 +5z

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Multiplicacién
Sean los mimeros complejos z=a + bi y w = ¢ + di, se define el producto como:
z-w={a+bi)c+di)=(ac - bd) + (ad + bc)i

EJEMPLOS “
-§_ 1 @+ Realiza la siguiente operaci6n: (3 — 2/)(—4 + 5i).
i§' Solucién
Se observa que: a=3, b=-2, c=-4 y d =5, aplicando la definicién se obtiene:
(3 - 20— 4+ 50) =[(3)-4) = (=2)(S)] + [(3N5) + (-2(D)}i

=(—12+ 10) + (15 + B)i
=-2423 o (-2,23)

2 ®o Halla el resultado de: (2 - 5i)(2 + 5i).
Solucién
Se identifican los valores
a=2 b=-5 ¢=2 d=5
Se aplica la definici6n: (ac — bd) + (ad + be)i, para determinar que:

(2 - 5i)(2 +5i) = [(2N2) - (- 5)}5)] + [(2A5) + (- 5H2)}i
= (4 +25) +(10 - 10)i
=29+0i o (29,0)

1 3
3 ®e;Cudl es el resultado de (§+3i](2—§i]?
Solucién
Al aplicar la definicién se obtiene:

(oulo- 2o N2 )
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{(continuacidn)

EJERCICIO 116

Efectlia las siguientes operaciones:
L 3-4i)-3-2i)
2 (,3)1,-1)

3, (2,003, 2)

4 (1-i2,-1)

s flan)

6. (v2.3)(v2.43)

7. Siz= (%,%J yw=(2.3) determina z-w

B Siz, = (%,«E] Y 5= (U,ﬁ],cfcctﬁa A
9. Siw=6-2i y w, =3i,encuentra w-w,

10. Siz=(4,-1) z=(2.-3) yz=(-L1) obtén z,(z+2z,)

11. 8iz=1-3i w= (%,u) yv=2+i,determina z(w-v)

13

12, Siz=(L2) z=(2.0) yz,= (E’IJ .encuentra z-z, -4z,
13. 8iz=1-3i, determina 7*

; 21 2
14, Siw=|-=,=|,ef

iw ( 3 4] efectia w
15, Siz,=3+2i y z,= 1-3i,encuentra (z,-z,)°
16, Siz=1+i yw=1- i realiza 7’ -w’
17. 8i z=2i-3, w=1-2i y v=4+3i,realizala operacién: 2z—3w+v

2

18, 8i g, =6-3i, z,=4+2i y z:3=%—%i, determina: [%z, +%zz—6z5]
19. Prucha que si z=a + bi y w = a — bi, entonces z-w = Re(z)’ +Im(z)’
20. Prueba que siz;=1+i y z,=1-1i, entonces z,"-z," = [Rﬂ(zu]"'Rﬁ(Zz]I
21, Prueba que si w = (L1) entonces w*= {—1]!(2,0]' conn par € N
22. Prueba que si w = (L1) entonces w”= (0,2)" con n impare N

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS

Ejemplos

Divisién
a+bi
x+yi

Sean los complejos z = @ +bi, w =x + yi, la divisién §=

Se define como:

z_abi _(arty) (br-ay).
wo oxdyi \xT+y X+y

Nomeras complejos

6+4§
1 ®¢ Realiza la siguiente operaci6n: ?:5:_.
Solucién
Se identifican los valores:
a=6 b=4 x=3 y=-5
Se aplica la definicidn:
6+4i _|(6)(3)+(4)(=5) | |(4)(3=(6)(=5)|._(18)+(-20) (12)-(-30),
3-5i (3)" #(-5)’ (3)" #(-5)" 9+25 9+25
_ 18—20+12+3(]‘.
T 9425 9+25
2 42,
=" 4"
34
S
T AT
6+4i 1 21, 1 21
Portanto, = s = 17+ 17" °( 17’1:')

4-i
243

2 ®e-Halla el resultado de:
Solucion
Los valoresdea=4, b=-1,x =2, y=3, se aplica la definicién:

4—i _ [(4](2]+(-1](3]]+[{-1](2]-{4](3]]1. _ (®)+(3) (2)-(12).
+(3)° (2 +(3)

243i | (2P 4+9 4+9
_8-3_=2-12,
4+9 449
AL
1313
-
13 13
, 4-i 5 14 5 14
. : el " . 5 14
Por consiguiente SRt 131 el cual en su i;n-lmaln::t:vu'tt::ssual:nﬁlﬁs[13 13)
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3 ®e-Realiza la siguiente operacién: 2

3-i
Solucién
Se obtienen los respectivos valores:

Sustituyendo en la definicién, se obtiene:

i_[(z)(s)+m)<—u]+[co)(s —(z)(—u],. (&)(2)-2

3-i | (3)+(1)

4 ®+ Determina el resultado de: ﬁ_-;

Solucién
Al aplicar 1a definicidn se obtiene:
i (0)+M@ | | ()()=-(0)(1)]. 0+1 1-0, 1 1,
o e 2 2 |* 2 pa | e s Ltesin st
1+ (1] +( 1] (1] +(1] 1+1 1+1 2 2
i1 1,
Por tanto, F = E-I-E.l
EJERCICIO 117
Efectia las siguientes operaciones:
i . . s
1. =% 8. S1a=3+ﬁyz2=1—ﬁ,cmmnm:j
3-2§ . , . o
2 . Siz =3 = 5
3721 9. Siz=3+2yz i, realiza p
1-3i . . . -
3, - 10, Siz=1-7iyw=1+2i determina —
] W
V2-3i w
4, ——t= 11. Siz=4-3iyw=1+ 2, efectiia —
J2+-3i 4 z
. 1
5, 1=22i 12, Siz=1-3iyw=2+Ti, cudl es el resultado de 2 ?
J2i z
2
Buogsy 13, Siz=3-i z,=1+syzg=J5+i,maﬁzaz'zﬂ
- 3
2-i I . S . _ . L=
7. (T 14, Sig=2+i,2,=1+2, 2=3-2iyz,=-2+ 3i,efectia; ——
-i

Itz
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Representacién gréfica

Para representar en el plano cartesiano cualquier niimero complejo de la forma z = a + bi, se ubica a la parte real en
d eje horizontal (eje real)} y a la parfe imaginaria en el eje vertical (eje imaginario).
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Sea el niimero complejo z = @ + bi, entonces su representacién gréfica es:

Fje et
_z=a+hi
z=(a b)

Eje real

EJEMPLOS
1 ®¢ Grafica el siguiente nimero complejo: z=4 + 5i.

Solucién

Se convierte en la forma cartesiana z = (4, 5), y su gréfica es:

L

Ejemplos

Ejei magmarm

=4 + 5§
5_____?:_

Eje real

2 ®e:Grafica: z,= =4 = 6i,
Solucion

sentacién grifica de z,:

Nomeras complejos

Se ubica el punto ( — 4, —6) en el plano y se une con el origen mediante un segmento de recta, y se obtiene la repre-

EJERCICIO 118

Grafica los siguientes nimeros complejos:

1, z,=—6+5i 5 z,=5-2i 9.
2 n=(3-4) 6. 2= (6.2) 10,
3, %=(-1-2) 7. w=(1,2)+(-3,-5) 11,
4, z,==2+4i 8. 2= (-46)-(1-3) 12,

Q Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente m——————
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v=(2, 3%(1, -1)
1+i

W, = ——
1 1_‘-

w,= (3-1)(2.0)- (-L-1)

_ (12)-(2.-1)
- (0)

v =
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Valor absoluto o médulo
El médulo de un complejo es la distancia que existe del origen al punto que determina el nimero complejo. Su mag-
nitud estd dada por la formula:
|2 |=fe +bi|= [ Re(2) +[Im(2) | = +2’
¥ su representacion gréifica es:
Eie imaginario 4
je imaginario p—
[ — ! z={(a b)
2|/
|
1
i
| ;
0 = » Eje real
Propiedades del valor absoluto

Sean los niimeros complejos z y z,, entonces:
1. |z| =0siysélosiz=0
2 |z+z| <z|+|z]

3 |z-al| = |z)|al

Solucién
Se sustituye a =3 y b= — 4 en la férmula y se obtiene como resultado:

21=13-4i |= (3 +(~4)" =9+ T6 = V5 - 5

-ﬁ_ 1 ®+ Obtén el médulo de z=3 - 4i.
5

El resultado indica que existen 5 unidades del origen al punto z = (3, - 4)

2 ®+Cudl es el m6dulo del nimero complejo z, = —%—%m
Solucién
Se sustituyen los valores y se obtiene:

143,
2 2

2
1Y (V3 1.3 _[4
fal ‘,/( z] [ 2] el
3 @+ Determina el valor absoluto del nimero complejo z,= (1, 7).
Solucién
Se sustituyen los valores en la formula y resulta que el médulo de z,es:

lza|= (1) +(7) =1+ 49 = /50 = 252 =52
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A ®+Paraz=3+4iyw=2- i prueba que [z+w| < |z|+|w].
Solucion
Se obtiene |z+ w|
lz+w| = [(3+4i)+(2-i)| = |5+ 3]
= \(5) +(3)
= 34
luego,
|z|+|w| = 3+4i]+]2-i|
= JBY +(4) + (2 +(=1)
=5+/5
Por tanto, se comprueba que:
e+ w] < |z|+|w]
V34 <5+ 5

Nomeras complejos

Las magnitudes de los nimeros
complejos en el plano cartesiano se
representan de la siguiente manera;

Ya
R 3.4)

el z+w(5,3)

Conjugado
El conjugado del complejo z=a + bi, se define como:
z=a-bi
Ejemplos
Complejo
3470
-4 -8
-3
—-4i

Teorema: sea z=a + bientonces z-z =" + b

Propiedades
Sean los niimeros complejos z=a + bi y w =c +dli, entonces:

l. z4w =z + w

2 zw=2zw

]

3, z+z = Re(z)
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3-Ti
-4 +8i

4i



29 CAPITUIO

AiGesra

Demostraciones
1. Se determina la suma de los complejos z y w:

z+w= (a+bi)+(c+di)= (a+c)+(b +d)i

Luego el conjugado de z + wse define como:
z+w = (a+c)=(b+d)i
Se desarrolla la operacion, asociando como se observa y se determina que:
z+w =(a+c)-(b+d)i=(a+c) +(-b-d)i=(a-b)+(c~d)i=z+w
2, El producto de los complejos z y w es:
z-w= (a+bi)(c+di) = (ac - bd) +(ad + be)i
Luego, el conjugado de z.w se define como:
z- w=(ac - bd) - (ad + be)i

Se desarrolla la operacién y se agrupan de la siguiente forma:

{ac — bd)— (ad + be) i =(ac — bd) + (—ad — be)i
=(ac = (=b)}(—d)) +{a (=d) + (=b)c)i
=(a=bi)(c—di)
=z.w

3. Se determina la suma del complejo zy su conjugado z :
z-z =(a—-bi)+{a+b)=(@+a)+(—b+bi=2a+0i=2a
Pero aes la parte real del complejo z, por lo tanto
z+z =2Re(z)
4, Se obtiene la diferencia del conjugado z yel complejo z:
2=z =(a=bi) = (@+bi)= (a—a)+ (b = b)i =0a = 2bi == 2bi
Pero bi es la parte imaginaria de z, entonces:
z-z =21Im(z)
5. Se obtiene el valor absoluto de z y se eleva al cuadrado:
|2 = (Va"+6*)" = a*+?
Pero si z = a + bi entonces z - z = " + b* por lo tanto:

|z|2 = (Jm]z =a'+b’=z-7
6. Siendo z = a + bi, se realiza la divisién i obteniendo:

1_1+0i _ [(U(a)ﬂﬂ)(b)],,[(ﬂ)(a)—(l)(b)],. _ (azi bf]"(azfaz]"

z  a+hi a+b’ a+b

a b i
a’+b> a +b
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Nomeras complejos
Hl denominador de cada término es el mismo, entonces se tiene que:

1 a=bhi

z a+b

Pero z =a-biy |z[" =d* + b? entonces se obtiene:

EJEMPLOS

2

2‘ 1 ®9:8iz=2+3i yw=- 1+, determina z+=w
2 :

7]

"

Solucién

Se aplican las propiedades de los complejos:

ZHW = 24w =(2-3D+(-1-N)=Q2-D+(-3-Di=1-4i
w

zw=z.w=2-3-1-)==5+i
Luego,
z+w_1-4i 9 191.
zw  =5+i 26
; ; ; ; z:2
2 ®e Siz=-=4+iyw=-=2+5i, determina W
Solucién
Se aplican las propiedades de los complejos y se obtiene:
z:2 |z[

(wew)(z-2) ~ [2Re(w)]}[-2Im(2)]

Se sustituyen el valor absoluto de z, el nimero real de w y el nmimero imaginario de z:

of _ (P w1
[2Re(w)]-[-2m(2)] = [2(-2)F[2()] ~ (~4)(-2i) ~ &
Se realiza la division:
o R
8% 8 i
g ol o

= = =i, entonces se obtiene:;
i (o) +()
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EJERCICIO 119
Encuentra el valor absoluto o médulo de los siguientes nimeros complejos:
1. 2+3 4, 3 7. %+ 2§
2. 5-4i 5] = 8. (v2.43)
3, 4-5i 6. 6-Ti 9. (v2.0)
Determina el conjugade de los siguientes nlimeros complejos:
13. 5+4i 16. 5i 19. (0,-3)
1 3 2
14, (-5,0 17. =i 20, —===j
(-5:0) L 78
15. 1+i 18. (2.1) 21, -2+46i

Sean los nimeros complejos z =2i+1, z,=4 - 2iy z,= (5,1) demuestra que:
8. (z+2)E) =|a+zlld

25. |z+z| < |z]|+]z)
26. |z-z| = |z|-|z|

27. |z, +zi+z| < Iz, +z,|+[z|
Nota: Estas demostraciones no se incluyen en las soluciones.
Sean los complejosz=2-3i, w=1+1y v=2- | determina:

3. z+w 36. {z-i]—(;-w]

3. wev-z=w 31. (v-v)(z#w)

33, z-v 38, (;Tw](m]
TEer e 29, EE¥

W+
35, (;—w](;—v] 40, %

41,

42,

43,

44,

45

. (39
11,

12,

141
24.. = Em1A
( 2 3]

2. -a-z| =|z||al |z

30, |z, z,|+l% -2 < |z |(]z [+]2])

V4w

|v+wF

v-v

T

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPITULO 23

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

HISTORICA

n la resefia del capitulo 2 se mencion a

2x ot v b
A \ akKhwarizmi y su método geométrico para
resolver ecuaciones de segundo grado,
— | que se conoce como método de completar el
- . - * x 'z '| cuadrado y consiste en lo siguiente:

Area=x"+2x+2x+4 Eiemp|o
=x+4x+4

. L
Sea la ecuacion x* + 4x = 45
© Se comienza por consiruir un cuadrado de ledo x, ABCD, cuya drea
Elle.
seré x°,

© Se prolonga el lado AB y AD en 2 unidades, resulian 2 rectangulos;
la suma de dichas dreas es 2x + 2x = 4x, que da como resultado el
segundo término de la ecuacion.

@ la figura se completa con un cuadrado de 2 unidades por lado, cuya
drea es 2 - 2 = 4 ynidades cuadradas.

© Fl érea fotal del cuadrado es x* + 4x + 4,

© Se suman 4 unidodes cuadrados en ambos trminos y se resuelve la
ecuacion.
X2 + dx=45
W rAx+4=45+4
bt 22 = 49

" Por tanto, una solucidn es x= 5.
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EJEMPLOS
w
j1e

£

2 oo

Definicién
La ecuacidn de la forma ax” + bx + ¢ =0, donde @, b, ¢ €R y a #0, es una ecuacién de segundo grado; al término ax’
= le llama cuadrético, a bx lineal, ¢ es el término independiente y se clasifican de la siguiente forma:

Completas: ax®+ bx+c=10
Ecuaciones de
segundo grado Mixtas: ax* + bx = 0, cone =0

Incompletas:
Puras: ax’+ ¢ =0,conb =10

Solucién de una ecuacién de segundo grado completa

Las ecuaciones de segundo grado tienen dos soluciones, también se denominan raices.
Existen tres métodos para resolver una ecuacidn de segundo grado:

© Completando el trinomio cuadrado perfecto
Para completar el trinomio cuadrado perfecto se suman, en ambos miembros de la igualdad, el cuadrado de la

2
sdtpid el e Aelinte del s Tl de Tn conucion (g ]

Resuclve la ecuacion: x* + 4x +3 =0.
Solucién
Se dejan los términos en x en el primer miembro de la ecuacidn,

X+dx+3=0 = x*+4x=-3

42

Se suma (E] =4 en ambos miembros X +dx+d==3+4
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x+2) =1 .
Se extrae la miz cuadrada en ambos miembros x+2=+1
x+2=1%1

Se despeja a la incgnita x==2%1

de la igualdad se obtienen los valores de x,
xn=-2+1=-10 x,==-2-1=-3
Por tanto, las soluciones o raices de la ecuacionson: x, ==1ox==3
Determina las raices de la ecuacién: x* — 6x =27 =0,
Solucién
Se dejan los términos en xen el primer miembro y se procede a completar el trinomio cuadrado perfecto,
¥ -6x-27=0 = x"—6x=27

2
s suma [%] =9 en ambos miembros X -6x+9=27+9
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x=3)"=36
s aplica mfz cuadrada en ambos miembros, x=-3=4/36
x=3=16
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Ecuaciones de segunde grada
de la igualdad se obtienen los valores de x,
x5 =3+6=9 0 x,=3-6=-3
Por tanto, las mices de la ecuacitn son: x,=9o0x,=-3
3 @+ Encuentra las raices de la ecuacién: ¥ - Sx—6=0,
Solucién
El término independiente se coloca del lado derecho del signo igual y se procede a completar el trinomio cuadrado
perfecto,
X¥=5x-6=0 5 x¥*-5x=6
SY 25 25
Scsuma[— == en ambos miembros :¢:2—5Jr+—=|6+E
2) 4 4 4
. N 5 49
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto =3 ] =g
3 4
Se aplica raiz cuadrada x—5=i‘j§
7
O
* 2
de la igualdad se obtienen los valores de x,
5 7 2 5.7 12
hT37a 2 °hT3TIT
Por tanto, las soluciones de la ecuacitn son:
x.=—'luxz=6
A ®s - Determina las soluciones de la ecuacién x* + dx +5=0.
Solucién
F+4x+5=0 = ¥ +4x=-5
PHdx+d==5+4
(x+2) =-1
x+2=1 -1
x+2==%i
x==2%
de la igualdad se obtienen los valores de x, que son los mimeros complejos:
x=—2+i 0 x;=—2-i
5 ®+ Resuelve la ecuacién 2¢* + 7x +3=0.
Solucién
Se divide la ecuacidn entre 2 y se completa el trinomio cuadrado perfecto,
s 7 3 7 3
- —=(] — = -
X4oxds —>x’+zx -
2
% 7V 49 7 49 3 49
=_ =] = = — i =t — === —
Se suma | = [4] ¢ ¢n ambos micmbros 3 ik =tk
(continiia)
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{(continuacidn)

. ; i TY 2%
= factoriza el miembro izquierdo, ,;;-+E e
: ’ 7 .5
= aplica miz cuadrada en ambos miembros. x+E=iE
x=—112
4 4

1
Finalmente, las raices de la ecuacidn son: x; =_E 0 X,==3

& ®+-Determina las soluciones de la ecuacién 3¢ — 5x+2=0,
Solucion

Se dividen ambos miembros de la igualdad entre el coeficiente del término cuadrético, que en este caso es 3

3¢ -5x+2=0 - x’—%x+%=0

Enla ecuacidn resultante se completa el trinomio cuadrado perfecto y se despeja x.

f—%x+-§——0—>x’ 22

Por tanto, las raices de la ecuacidn son; x, =10 x,=—

7 ®e-Encuentra las raices de la ecuacién 6x° = 11xy + 3y =0, con y como una constante.
Solucién
Se divide la ecuaci6n entre 6 y se completa el trinomio cuadrado perfecto.

11 3 11 3
X=—xy+—y =0 = x*=—xy===
Ay =y o 2

R-Daya iyt 2y ¥
67" 144 6 144
( W

y) ot
1 5

ST LT

2 Ez_'_gz

Por consiguiente, las rafces de la ecuacion son:

11 18 3 1

* E}’ E.‘r’ —J’=EJ'= “E}’ EJ"EF‘EY
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EJERCICIO 120
Determina las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado y completa el trinomio cuadrado perfecto, donde x,
¥, 2y wson variables y a y b constantes.

L,
2,
3.

10.

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

4
5
6
7.
8
9

X +5x+4=0 11,
fx—27T=-x" 12,
X +1lx+30=0 13,
. Y +10=6y 14,
. w—40=3w 15.
. £-30=13z 16,
¥ =10x+24=0 i X
. X +8x=240 18,
. X +5=—x" 19,
3 =x+2 20,

Ecuaciones de segundo grado

2 +5x+2=0
10w - 13w=-3=0
-3+ Tx+6=0
36x = 13 + 36¢°

A + Shx=- 4"
-32aw—- 158" = - Tw*
X +3bx—-10"=0
bx" = bx +30

ay +3aby +2b" =0
2ay - 14y’ = 104"

Férmula general

Deduccién de la formula general para ecuaciones de segundo grado

Sea la ecuacitn general de segundo grado:

ar+bx+c=0
La ecuacidn se divide entre a,
ac+bx+c=0->2r+ EJc+ L2
a a
El término independiente se coloca g
en el segundo miembro 5 az .“;:
c
1 trinomi rfi =Xt — == -
se completa el trinomio cuadrado perfecto, X PG i
b Y _b-dac
se factoriza el lado izquierdo, y se realiza la resta (H—Z—J =
en el segundo miembro 3 a
se realiza el despeje para x, g By (B —tac
2a da
b, b -dac
x+—==x
2a 2a
b b —dac
r=——t—
2q 2a
2
Se obtiene la frmula general T ga dac
Finalmente, las soluciones o rafces de la ecuacidn son:
—b++Jb*-dac -b—+b*-dac
HE— g A" 2a
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EJEMPLOS
& | ®@¢ Resuelve la ecuacion 3x*- 5x - 2=0,

§ Solucién

i Se identifican los valores de a, b y ¢ de acuerdo con la ecuacién dada.
a=3,b=-5c=-2

Se sustituyen en la férmula general,
- —(-5)£(-5)" -4(3)(=2) 5:+J25+24 5:V89 5+7
- 2(3) 6 6 6
Para concluir, las rafces son:
B R (9 B
' 6 6 R 6 3

2 ®e-Determina las rafces de la ecuacién 2¢* —3x =0,
Solucion
De acuerdo con la ecuacién: a=2, b=-3, ¢ =0, los valores se sustituyen en la férmula general,

—(-3)+(3) -4(2)(0) 3+0-0 3+J9 33
2(2) T4 4 4

=

3 @+ Encuentra las soluciones de la ecuacién x* -9 =10,

Solucién
De acuerdo con la ecuacién: a =1, b =0, ¢ = -9, se sustituyen los valores en la férmula general,

L0t (0 -4(1)(-9) _-0+0+36 _+36 _i6_ ..

2(1) 2 2 2

Por consiguiente, la soluciones son: x, ==30x,=3
4 @+ Determina las raices de la ecuacién ¥ + 4x +5 =0,

Solucién
De acuerdo con la ecuacidén: a = 1, b =4, ¢ =5, los valores se sustituyen en la formula general,
_ —(4)£(4) -4(1)(5) _ 4x16-20 —4tV4 412 _

- 2i
* 2(1) 2 2 2 ’

Finalmente, las raices de la ecuacidén son: x;,=-2+i,6=—-2-1

EJERCICIO 121
. Emplea la férmula general y encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:
. 1. ¥+ 15=8% 3. ¥ +6xr=-8 5 &' -20x+25=0 7. 5 -2y-3=0
b 2 F=x+6 4, ¥-2x-15=0 6, 6"+ 13x-5=0 B X -6fx+2=0
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Ecuaciones de segundo grado
9 ¥+2x=5=0 12, 36y" = 24y=-18S 15, yz—%ay=(] 18, x”—%=n
10, ¥ —4x+5=0 13. W =5w=0 16, ax’ =bx=0 19, @' +5 =0
11, 4’ =—dx—17 14, %zz+%z=0 17, ¥ =25=0 20, aw'-16=0

@ Vaerifica tus resultados en la seccién da soludones correspondiente

Propiedades de las raices o soluciones de una ecuacién de segundo grado
La expresidn [ = b* — 4ac es el discriminante de una ecuacién de segundo grado, y permite determinar si las raices
son reales o imaginarias,

1. 8il>0, las raices son reales y diferentes,

2, Sif=0, entonces las raices son reales ¢ iguales y su valor es:x =— zi

a
3. 8if<0, entonces las rafces son complejas.

EéEMPLDS .
_2' 1 @+ Determina el cardcter de las raices de la ecuacitn 20x" — x - 1=0,
o2 Solucién

Al sustituir los valores de a =20, b==1, ¢ = =1 en ¢l discriminante, se obtiene:
I=(-17-420) (- 1)=1+80=81
De acuerdo con el resultado 1> 0, se deduce que la ecuacion tiene 2 soluciones reales y diferentes.
2 ®e« Encuentra el carécter de las rafces de la ecuacitn 4y” =8y + 7 =0,

Solucién
Al sustituir los valores de a =4, b =— 8, ¢ =7 enel discriminante, se determina que:

I=(-8Y-4(4) () =64-112=-48

En este caso 7 <0, por tanto, las mices son complejas,

EJERCICIO 122

Determina el caracter de las raices de las siguientes ecuaciones:

1, ¥ =Bx+12=0 7. ¥+4x-5=0
2, ¥ +6x+16=0 B w—2w+5=0
4 10 iy
3. ¥ -4r+—=0 9. V6y' -(v2-+3)y-1=0
4, 36 -60x+25=0 10, X+ 649 =0
5 4’ =3x=0 11 ¥-dx+5=0
6. ¥*+81=0 12, éxz+2x+5=ﬂ

O Vaerifica tus resultados an la seccién de soludiones correspondienta
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Factorizacién

Otra forma de resolver una ecuacién de segundo grado es factorizando la expresitn e igualando a cero cada factor,
para posteriormente despejar a la incognita,

EJEMPLOS *
1 @# Resuelve la ecuacién ¥’ — Tx+ 10 =0,
2 Soluciéon
Con la forma x” + bx + ¢ se factoriza el trinomio,
X¥=Tx+10=0
(x=50x=-2)=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacitn,
x=5=00x=2=0
x=50x=2
Por tanto, las raices de la ecuacion son: x, =5 o x,=2

2 ®o Determina para xla ecuacion x + 11ax + 10a* =0,

Solucién
Se factoriza el trinomio.
+1lax + 104 =0
(x+ 10a)x+a)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn,

x+10a=00 x+a=0
x=-10a 0o x=-a
Por consiguiente, las rafces de la ecuacién son: x, =—10a 0 x,=-a

3 @+-Resuelve la ecuacién 6% = Tx =3 =0,

Solucién
Con la forma ax” + bx + ¢ se factoriza la expresién

6(6x"-Tx-3
6 -Tx-3=0- iﬁ—xLu
%xz—?iﬁx!—ls_u

6
(6x —9)(6x+2)
6
El denominador se descompone en sus factores primos (6=3 - 2)

iﬁx—9!16x+2!=u

3.2

=0

Se realiza la simplificacién
(Zx=3)3x+1)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn,

2¢x-3=003%+1=0
2x=303x=-1

3 1
Por tanto, las raices o soluciones de la ecuacidn son; x, = 3 9R=-3
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A @+ Determina las raices de la ecuacién 3x* + 19x — 14 =0,
Solucién
Se aplica el factor por agrupacitn de t€rminos y se factoriza la expresidn,
3¢ +19x- 14=0
Se descompone 19x en 21x - 2x, 3 +21x-2x—14=0
Se agrupan términos y se factoriza 3xx+T)=2x+T)=0
(Bx=2(x+7) =0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion.
Ix=2=00x+7=0
2
x=§ ox==7
2
Finalmente, las rafces son: x, = 3 ox==-7
5 @+ Determina las soluciones de la ecuacion ¥ — 342 x— 8=0,
Solucién
Se factoriza el trinomio,
- 32 x-8=0
(x-4\2)(x+2)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion,
x= 442 =0,0x+ 2 =0
x=42 ox=- 2
Por consiguiente, Ias soluciones de la ecuacién son: x, = 442 0x,=— V2
EJERCICIO 123
Emplea el método factorizacién y resuelve las siguientes ecuaciones:
L. ¥*-5x-6=0 10. 14" -33x-5=0 19. &’x* + abx = 68"
2, X +11x+24=0 11, 208" +3x-2=0 20, z*—+/3z=6
3.y -y-20=0 12, 57=17z-14 21, ¥ -2J3%k=45
4 ¥*=x+90 13. 10w =Tw+6 22. ¥ =71x-70
5. —w +5w-4=0 14, 14" +17x-6=0 23, Syz+%y+%=(]
. 5 1
6. 3* = 11y+10=0 15, -2 =Tx- 15 24, xz—ﬁx—gﬂl
- a7 2
7. 3¢ -x-2=0 16. 65 + 11bx= 10b 25 wi-ow-12=0
8 '=4-Ty 17. 2¢ + 2a°b" = Sabx
9, ¥ -6=Tx 18, @’ - 2ax-3=0

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente
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Solucién de una ecuacién de segundo grado incompleta

Mixtas
Tiene la forma ax’ + bx = 0; para obtener las raices de la expresién se aplica el factor comin, y una de sus rafices
siempre es cero,
EJEMPLOS
-§_ 1 @+ Determina las soluciones de la ecuacién x* = 5x=0.
i§' Solucién
Se factoriza por factor comiin.
x=5x=0
xx=5)=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacitn de primer grado.

x=00x-5=0
x=5

Finalmente, las soluciones de la ecuacidn son:
x=0ox=>5

2 @+ Determina las raices de la ecuaci6n (x — 3 — (2 + 5% = — 16,
Solucién
Se desarrollan los productos notables y se simplifica la expresi6n:
(x-3V-(2x+57=-16

X —6x+9— (4 +20c + 25)+ 16 =0
¥ —6x+9-4¢ -20x-25+16=0

-%-26x=0
Se aplica factorizacién por factor comiin,
x(-3x—26)=0
Se iguala a cero cada factor,
x=00-3x-26=0
-3x =26
x— —E-
3
Por tanto, las raices de la ecuacidn son:
26
xlzﬂgxzz —?

L]
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EJERCICIO 124
Encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:
1, X +6x=0 6. Tx'-5x=0
x-9 3 x
2 4" -8=0 % gl
3, 5x-¥=0 B (y+4=(4-y)(d+y)
x+4 8
4 ¥ +2x=0 9. H—E—E
5 x'=x=0 10, 5(x+3) =5 -1)=x"+73-x -1

@ Vaerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Puras
Son de la forma ax’* + ¢ =0, para obtener sus raices o soluciones se despeja x o se factoriza la expresidn.

EJEMPLOS
-i 1 @+ Resuelve la ecuacion ¥ =9 =0,

ﬁ. Solucién

3 Se realiza el despeje para obtener los siguientes valores de x,

E

F-9=0 5 =9 3x=+0
x=%3

Portantox; =3 0x,=-3

2x-3 -2
2?2 ®e-Encuentra las soluciones de la ecuaci6n : 3 =i_—1.
Solucién
Se eliminan los denominadores y se simplifica la expresién,
2"33=% - (x-3x-D=(x-2)x-3)
o AT 2 —x=3x+3=x"-3—-2r +6
2 -2 —3x+3-F +3x+2x-6=0
x=3=0
se despejaa x, =3
x=+3

Por consiguiente, las soluciones de la ecuaci6n son: x, = V3 0x,=- J3
3 ®e-;Cudles son las raices de la ecuacién 4’ — 1 =07
Solucién
Se factoriza la expresién como una diferencia de cuadrados, se iguala a cero cada factor y se despeja x.
4’ -1=0 - (2x-1)(2x+1)=0
2x-1=0;2x+1=0

1 1
x,=50x2=—5
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A ®+-Encuenira las soluciones de la ecuacién x* +4 =0,
Solucién
Prd=05x"=-d4x=1+/-4
x=+2
Por consiguiente, las soluciones de la ecuacitn son:
x=2iox,=-2
5 ®e-Encuentra las soluciones de la ecuacién 2x” + 162 =0,
Solucién
2¢ + 162=0— 2" = - 162
X =-81

Se extrae raiz cuadrada a ambos miembros x=1+/-81
x=+9

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacidn son:

Xx==9io0x=9

EJERCICIO 125

Determina las raices de las siguientes ecuaciones:
¥-4=0

1-#=0

w' =100=0

3 -192=0

4y’ -12=0

165 —a'=0

257 -36=0

. 135=(2y+3) (y-3)

(W 2)2w = 1) = (w=2)w+5) +15

I I N I

x-1 x-3

x=2 3 2x-3

1 1
i .?{x+§]=-—-f

55

=
e

—_
—_—

3
12, 24 ——————=3
(2x+1)(2x-1)

13. ¥ +16=0
14, w'+25=0
15 ¥+1=0

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiante m————————
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« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Existen diversos problemas cuya solucién se obtiene al plantear y resolver una ecuacion de segundo grado.

La suma de dos nimeros es 18 y 1a de sus cuadrados es 180, jcusdles son los niimeros?

Solucién
Primer niimero: x
Segundo nimero: 18 — x

Ecuacidn:

F+(18 —x)*=180

X +324 -36x+2 - 180=0
2% - 36x +144 =0

X —18c+72=0
(x—12)}(x-6)=0
x=12=00x-6=0
x=120x=6

Finalmente, tenemos que los niimeros son 12 y 6

al dividir entre 2

se resuelve la ecuacién

se factoriza

cada factor se iguala con cero

En 1 segundos la altura A, en metros sobre el nivel del suelo, de un proyectil estd dada por la ecuacién k= 80r - 5¢°,
Jeudnto tardard el proyectil en llegar a 320 m sobre el nivel del suelo?

Solucién

Conla ecuacién h =80r — 5¢°, se obtiene la altura del proyectil en cualquier instante.
Para determinar el tiempo que tarda el proyectil en tener una altura de 320 m, este valor se evalia en la ecuaci6én

dada, es decir:

h=80r =57
320=80r-5¢*

Se obtiene una ecuacitn de segundo grado, la cual se resuelve para ¢

320 = 80¢ - 5¢°
57— 80t +320=0
=161 +64=0
(t-8)7°=0
t-8=0
r=8

se iguala con cero
se divide entre 5

se factoriza
se extrae raiz en ambos miembros
se obtiene el valor de ¢

por tanto, el proyectil tardard 8 segundos en estar a 320 m sobre el nivel del suelo.

Determina las dimensiones de un rectdngulo, si su perfmetro es de 280 m y su 4rea es de 4 000 m”,

Solucién

2(base) + 2(altura) = perimetro
2x + 2(altura) = 280
x + (altura) = 140
altura = 140 — x

T

140 = x

1
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El drea de un rectingulo es el producto de la base por la altura:
Area: x(140 — x)=4 000
Se resuelve la ecuacion de segundo grado,

x(140 — x) =4 000
140x — ¥ -4 000=0

—-x +140x -4 000=0 al multiplicar por - 1
x'—140x +4000=0 se obtiene una ecuacién de segundo grado
{x—d0)x - 100)=0 se resuelve la ecuacidn y se obtiene:
x=40=00x-100=0
x=400x=100

De acuerdo con lo anterior, las dimensiones del rectingulo son 40 y 100 metros,

4 A partir de una pieza cuadrada de hoja de lata, se desea construir una caja con base cuadrada y sin tapa, quitando
cuadrados en las esquinas de 2 cm por lado y doblando hacia arriba los lados; si la caja debe tener 98 cm®, jcudles
son las dimensiones de la pieza de hoja de lata que deberd usarse?

Solucién
Se construye una figura con los datos que se proporcionaron,

El volumen de la caja es:

V =(Alio)}(Largo){Ancho)
V=2x-4)(x-4)=2x—4)"=2(x" — Br + 16) = 2x" — 16x + 32, enionces
V=98 = 2x" - 16x + 32, se obtiene una ecuacién de segundo grado.

Se resuelve la ecuacion:

2 —16x+32=98
2@ - 16x+32-98=0
¥ -16c-66=0 se divide entre 2
X -B-33=0 se factoriza
(x—=11)}x+3)=0

Los valores son: x= 11 0 x==13, la longitud de los lados de la hoja de lata no pueden ser negativos,
Finalmente, la longitud del cuadrado es de 11 cm por lado.

5 Un comerciante compré determinado niimero de pelotas con $720 y vendid algunas, excepto 18, gand $6 en cada
una. Sabia que con el dinero de la venta podria haber comprado 3 pelotas mds que antes, calcula el precio de cada
pelota.
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Solucién
Precio de compra de cada pelota; x
Niimero de pelotas: =
X
Precio de venta de cada pelota: x +6
20
Total de la venta: (-TT— 13]{x+ 6)
720
Niimero de pelotas compradas con el total de la venta: — +3
x

720
Costo de la compra de 3 pelotas més: x T+3
Ecuacion:

(E—ls](xm] = x(EH!J

x x
[:rzu- 13"](x+f.] =x(1zu+3x)
x x
(720 -18x)(x+6) _x(720+ 3x)
x x
720x+4 320 - 18x" —108x = 720x + 3x”
21x* + 108x — 4320=0 al dividir entre 3
7o +36x—1440=0
Se aplica la férmula general,

(7) 14 14

- —~(36)£(36) ~4(7)(-1440) 36+ 41616 364204
- 2

Entonces, las soluciones son:

L _T36-204 240 120 -36+204 168 _

12

0 X =——=—
: 14 14 7 ! 14 14

Las raices de la ecuacién son: x,=—%axz=12 . pero el precio de un articulo no puede ser negativo, por

tanto, el precio de cada pelota es $12.

EJERCICIO 126

IT R E R RN R

Resuelve los siguientes problemas:
1. Encuentra 2 niimeros enteros que sumen 42 y cuyo producto sea 405.

. 5
2, Encuentra 2 nimeros naturales que su producto sea 360 y el cociente del mayor enire el menor sea 3"
3. Encuentra 3 niimeros consecutivos impares, cuya suma de sus cuadrados sea 83.

4, Encuentra 3 niimeros enteros consecutivos pares, cuya suma de sus cuadrados sea 596,
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12,
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19,
20,

21,

22,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

10.

11,

26
La suma de un niimero y su reciproco es ?.Ha]lalus nimeros.

1
. La suma de 2 nmimeros es 25 y la suma de sus reciprocos es I.Emuen‘sm los nimeros,

. Un agricultor tiene necesidad de cercar 25 000 m” de su parcela; dicha propiedad es rectangular y colinda con un

rio, por lo que no necesita cercar ese lado. ;Qué dimensiones tiene el terreno si el propietario dispone de 450 m de
cerca?l

. La base de un tridngulo es 3 veces su altura. Su 4rea es de 150 m’, jcudles son las dimensiones de la base y la altura?

. Encuenira la longitud de los lados de un triéngulo recténgulo, cuya superficie es de 6 m’, perfmeiro de 12 m e hipo-

fenusa de 5 m.

Se desea construir un recipiente, sin tapa, de fondo cuadrado y lados rectangulares, con una altura de 6 m, si el material
para ¢l fondo cuesta $800 por metro cuadrado y el de los lados $1 200, ;cuél es el volumen que se puede obtener con
$128 000?

Determina las dimensiones de un rectingulo cuya altura es % de su base y su fdrea es de 972 em”,

Alejandro tiene 4 afios més que Alfredo y el cuadrado de la edad de Alejandro, aumentado en el cuadrado de la edad
de Alfredo, equivalen a 80 afios. Encuentra las edades de Alejandro y Alfredo.

El cuadrado de un nimero disminuido en 13 equivale al exceso de 50 sobre el doble del nimero. Determina dicho
nimero,

En cierto parque de la Cindad de México se desea plantar 195 drboles, de tal manera que el mimero de éstos por fila
exceda en 2 al nidmero de filas. Determina la cantidad de filas, asf como el ndmero de drboles por fila.

Un productor de conservas en almibar desea envasar su producto en una lata cilindrica, cuya altura es de 8 centimetros
y su volumen de 128 7 cm’®. Encuentra el radio de la lata.

Mario va a construir una caja sin tapa, cuyo volumen debe ser de 312 cm’; utilizard una limina rectangular en la cual
cortard cuadrados de 2 centimetros por lado en las esquinas, Si &l sabe que la superficie total de 1a hoja al quitar los
cuadrados es de 256 cm’, jcudles son las dimensiones de dicha hoja?

La edad actual de Ricardo son trece medios de la edad de su hijo, el proximo afio su edad serd igual al cuadrado de
la edad de su hijo disminuido en 9 afios. Determina la edad actual de Ricardo.

Un famoso jugador de béisbol lanza una pelota verticalmente hacia arriba, tan fuerte como le es posible. La altura que
alcanza la pelota después de f segundos la determina la ecuacién h = 40¢ — 8¢, ; Cufinto tiempo le llevard a la pelota
regresar al suelo?

En 1 segundos la altura / en pies, sobre el nivel del suelo, de un proyectil estd dada por la ecuacién /i =240¢ - 167,
cufinto tardard el proyectil en llegar a 900 ft sobre el nivel del suelo?

Dos llaves llenan un depdsito en 6 horas, ; cudnto tiempo necesitaria cada una, por separado, para llenarlo si una tarda
16 h més que la otra?

Una persona gasté $2 000 en regalos, obsequi6 30 a sus familiares y amigos, el resto los vendié y gand $10 por regalo,
Una vez vendidos todos los obsequios, se dio cuenta de que podia comprar la misma cantidad inicial de regalos y 5
ms. ; Cudl es el costo de cada presente?

Encuentra las longitudes de los lados de un trifingulo rectingulo, sisu perimetro es de 24 unidades y su drea es de 24
unidades cuadradas.
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Funcién cuadrética

La funcién cuadrética es una funcién polinomial de la forma y = ax” + bx + ¢, donde @, b, c yx eRcona# 0

Andlisis de una funcién cuadrdtica
1. La funci6n cuadrética representa una pardbola, la cual puede ser concava hacia arriba o hacia abajo, depende del

coeficiente del término cuadritico.
b
2, Lafunciéntmmsuvalormﬁﬂmuunﬁnimnendpunto[—%,‘miab }elcualseﬂmnavérﬁcedelaparﬁbula.
3. Sia >0, entonces la pardbola es concava hacia arriba y su vértice representa el punto minimo de la funcidn.
4. Sia <0, entonces la pardbola es concava hacia abajo y su vértice representa el punto méximo de la funcidn.
5. Si la gréficainterseca al eje X en 2 puntos, &stos se conocen como soluciones o rafces de laecuacién ax’ +bx+¢ =0;
d es tangente, la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0 s6lo tiene una raiz cuyo valor es —zi »en caso de que la funcitn no
interseque al eje de las X, entonces las raices no son reales. 9
EJEMPLOS - -»
-g_ 1 @+ Grafica y ="+ 5x — 6 e indica las rafces.
0 Solucién
kd

Se realiza una tabla con un niimero suficiente de valores para x, los cuales se sustituyen en la funcién.

Tabla de valores ¥

x ¥ -\-5-4-3-2-1 0}1 5
-6 0 ! ) ¢
-5 -6

-4 - 10

-3 -12

_3 89

2 4

-2 =12

-1 -10

0 -6

1 0

La parabola corta el eje de las X enlos valoresx=—6yx=1
Por tanto, las mices son: x=-60x=1

2 ®+-Encuentra las coordenadas del vértice, las rafces y traza la gréfica de la pardbola: y = x*— 4x + 4,
Solucién
Se identifican los valores de a, b y ¢ y se sustituyen en la férmula,
a=1Lb==-4,c=4

Se observa que el valor de a es mayor que cero, entonces la pardbola es concava hacia arriba y su vértice representa
un punto minimo,
Para determinar las coordenadas del vértice se utiliza la férmula

-l
V[_i,tlac b ]
2a 4a

{continiia)
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{(continuacidn)

Al sustituir los valores enla férmula se obtiene:

-4 MY )y a)

Se realiza una tabla con un nimero suficiente de valores para x, los que se sustituirdn en la funcidn.

Tabla de valores ¥
X ¥y
-1 9 6
0 4 5
1 1 4
2 0 3
3 1 -
1
4 4
5 9 -1 1 2 3 4 5 6 X

La pardbola interseca en un solo punto del eje de las X, es decir, 1a pardbola es tangente al eje X.
Por tanto, la raiz de la ecuacidnesx =2

3 ¢ Determina las coordenadas del vértice, las raices y traza la gréfica de la pardbola: y = — x*+ 2x - 4
Soluciéon
Se identifican los valores de a, b y ¢ y se sustituyen en la férmula,
a=-1b=2c=-4

un punto maximo,
Las coordenadas del vértice son:
2 k., = it 1
v _L:lac—b =¥ = (2] ’4( 1]( 4] (2] =V(L _3]
2¢" 4a 2(-1) 4(-1)
Se realiza una tabla con un niimero suficiente de valores para x, que se sustituyen en la funcién.
Tabla de valores 1
* ¥
-2 -12 E
-1 =7 t (:. i > v
0 -4
1 |
2 -4
3 =
4 =12
La parfibola no interseca al eje X.

Por consiguiente, las rafces no son reales

Se observa que el valor de @ es menor que cero, entonces la pardbola es concava hacia abajo y su vértice representa
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EJERCICIO 127

Encuentra las coordenadas del vértice y determina las raices de las siguientes funciones:

L y=2¢-8+6 6, y=xX-2+1
2 y=—-"+2x+12 7. y=xX-4x+13
3. y=x'-x-20 B y=10x-25-x
4, y=x"+4x-3 9, y=—-9-x

5 y=x+2x+5 10, y=2x"-6x

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para encontrar 1a solucién dptima (méximo o mfnimo} de un problema, es necesario plantear una funcidn cuadrdtica;
la abscisa del vértice representa el valor que optimiza a la funcién y la ordenada el valor Gptimo,
1 Encuentra 2 niimeros cuya suma sea 20 y su producto sea méximo.
Solucién
Primer nimero = x
Segundo nimero =20 - x
Producto = (x) (20 — x)
Se obtiene la funcitn P(x) = (x) (20 —x) =20x — x°
La gréfica de la funcidn representa una paribola cdncava hacia abajo, entonces el vértice serd el punto méximo;
esto significa que el valor de x en el vértice dard un valor méximo.
ar A Al
T2 2(-1) 2T
Sixes 10, entonces el valor de 20 — x, es 10
Por tanto, los valores son 10 y 10

10

2 Un granjero desea cercar un terreno rectangular y dispone de 320 m de alambre, ;qué dimensiones debe tener el
BIreno para que su drea sea mdxima?
Solucién x
Se determinan las dimensiones en términos de una variable,
2 (base) + 2 (altura) = perimetro 160 —x
2x +2 (altura) =320
x + (altura) = 160
altura = 160 = x

X

El drea es el producto de la base por la altura, se hace el producto y con esto se obtiene la funcién A(x).
A(x) =x(160 —x)
A(x) = 160x - ¥
La ecuacitn representa una pardbola concava hacia abajo, por lo que el vértice serd el punto méximo; esto
significa que el valor de xen el vértice dard un drea mixima,

b 160 _ 160
2 2(-1) =2

=50

Se deduce que las dimensiones del terreno son 80 metros de largo por 80 de ancho,
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Encuentra dos niimeros enteros cuya diferencia es 12 y cuyo producto sea minimo,
Solucién
Primer nimero: x
Segundo nimero: x + 12
Producto = (x) (x +12)
Se obtiene Ia funcién P(x) = (x) (x + 12)=x"+12x
La funcién representa una pardbola céncava hacia arriba, entonces el vértice serd el punto minimo; esto significa
que el valor de x en el vértice dard un valor minimo,

Sixes— 6, entonces el valorde 12 +x,es 6
Por tanto, los valores son 6y — 6

EJERCICIO 128

10.

@' Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Plantea funciones cuadréticas y resuelve los siguientes problemas.
1

2,
3
. Se quiere cercar un terreno rectangular con 220 metros de alambre. Encuentm las dimensiones del terreno para que

Encuentra 2 nimeros cuya suma sea 100 y su producto sea miximo.
Encuentra dos niimeros enteros cuya diferencia sea 20 y su producto sea minimo.
La suma de 2 nimeros es 40, ;cudles son los nimeros si la suma de sus cuadrados es un valor minimo?

su frea sea mixima.

. Se arroja una pelota con una velocidad de 96 pies por segundo, la altura s que alcanza en un tiempo / lo determina la

siguiente ecuacién: s = 96¢ — 32¢, Calcula la altura méxima que alcanza,

. De una hoja rectangular de 76 cm de perimetro se cortan cuadrados de 2 cm por lado para construir una caja sin tapa.

Determina las dimensiones de la hoja para obtener el volumen médximo.

. Una editorial vende a los expendios de revistas una publicacién cientifica a $60 el ejemplar, y cada 50 ejemplares que

excedan los 500, el precio de venta disminuye $2, ;cudntos ejemplares extras debe adquirir un expendio pam que la
editorial tenga un ingreso médximo?

. Una jugueteria vende x pelotas a p pesos con p = 150 - 4x, el costo de produccion de x pelotas es C = 70x — 2%,

Determina el nimero de pelotas que debe vender la jugueteria para obtener una ganancia mixima.

. Un fabricante de ldpices distribuye a las papelerias 30 cajas con 100 ldpices cada una a un precio de $0.80 por lipiz,

¥ por cada caja que exceda las 30 el precio de venta disminuye en 2 centavos por ldpiz. ;Cudntas cajas debe vender
el fabricante a las papelerias para obtener ingresos miximos?

Un trozo de alambre de 100 cm se parte en dos trozos, un de ellos se dobla para formar un tridngulo equildtero, y el
trozo restante se dobla para formar un cuadrado, ;cOmo se debe cortar el alambre para que la suma de las dreas del
tridngulo y cuadrado sea minima?

Relacién entre las raices de una ecuacién de segundo grado

Entre los coeficientes y las raices de una ecuacion de segundo grado existen dos relaciones, la suma y el producto,
Sean las raices de la ecuacién ax’ +bx+¢=0

=-b+db’—4ac o —b—+Jb'—dac

L 2a 2a
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Suma de raices

b —da —b-p—dae —b+Vb—dac+(~b- Vb - dac)
2a * 2a B 2a
_-b+\b—4ac-b-\b'-4ac _-2% _ b

x+x=

2a 2a a

Entonces, la suma de las raices es:

X +x = k.
a
Producto de raices
2
e ox oot ~dac | b=V —dac | _ (-b]z-(\n‘b’-m] _ b (b - dac)
% 2 2 (2a) (2a)
b’-b’+dac _dac ¢
T ad T 4d’ a

Por tanto, el producto de las mices es:

x~x—£
|za

EAEMPLOS - »

-g_ 1 @+ Halla el valor de la suma de las raices de la ecuacién  + x - 6 = 0,

2 Solucién

Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuacidn y se sustituyen en la férmula,
a=1b=1c=-6

:t:,+:cz=—£i Comprobacion

a

1 Las raices de la ecuacién son: x, = -3, x, =2
x,+x,=—I=—1 N+x==-3+2==1

Por consiguiente, x; +x, =-1

2 ®+-Encuenira el valor del producto de las raices de la ecuacién ¥’ — 6x +9 =0,
Solucién
Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuacidn y se sustituyen en la férmula.

a=1,b==6,c=9

X x,=2 Comprobacién

a

9 Las raices de la ecuacién som: x, =3, x, =3
XXy =1=9 @) =(3)3)=9

Por tanto, x,-x,=9
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EJERCICIO 129

Determina el valor de la suma y el producto de las raices mediante la relacion entre ellas.

1 4" -9=0 6. ¥+dx+3=0

2. ¥-25=0 7. - +x+12=0
3. ¥-x=0 B. 2¢+x-1=0

4 3+ 8e=0 9, W+ 2Tx+14=0
5 ¥-35x+6=0 10. ¥ +Tax+12a"=0

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Deduccién de una ecuacién de segundo grado dadas las raices
Sean x,, x,, las raices de la ecuaci6n @ + bx + ¢ =0, entonces
n+x==byx-x=c
Por tanto, la ecuacidn es:

Fabx+c=0- x"—(x +x,)x+(xx,)=0

E

[—

EMPLOS
] ®# Determina la ecuacién de segundo grado, si las rafces som: - 3, 5,

Solucién
Se determina x,, X, ¥ s¢ sustituyen en la férmula,

Ejemplos

== 3 0x= 5
X =(x +x)x+(x,-x,)=0
x* =(-3+5)x+(-3)(5)=0 se simplifica
x=2x-15=0
Por consiguiente, 1a ecuacién es: x* —2x—15=0
2 @+ Encuentra la ecuacién de segundo grado, si las rafces son: 1 —4i, 1 + 4i,
Solucién
Se determina x,, x,, y se sustituyen en la formula,
n=l-diox=1+4i
x —(x +x)x+(x-x)=0
x —[(1- 4i)+(1+4i) Jx+ [(1-4i) (1+ 4i) ] = 0
Se simplifican las operaciones x"-2x+17=0
Finalmente, la ecuacién es: x* =2x+17=0
3 @+ Determina la ecuacién de segundo grado, si sus raices son;
Solucién )
1
Se sustituyen enla férmula x, = = X = =

Ln| b

55
4!
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X =(x+%)x+(x-5,)=0

o1 .2 [1] 2
N fenc St —f=-=1|=0
x [4 5]“ NS
x2+—3~x-—2~-ﬂ se multiplica por 20
200 20 Pt

20x +3x-2=0

Por consiguiente, la ecuacion es:
200 +3x-2=0

EJERCICIO 130
Determina la ecuacién de segundo grado, que tiene como raices los valores dados.

1. 3,-3

2.=710

3. 4i,—4i

4 4,1

5 =5,=3

6, =2+50,-2-5i
7

10, 2a,5a

Q Verifica tus resultados en la seccidén de soludones correspondienta

Ecuaciones con radicales

En este tipo de ecuaciones se recomienda despejar de 1a expresitn un radical, que se eleva al cuadrado la igualdad para que
se genere una ecuacién de primero o segundo grado; en caso de que existan dos o més radicales, se repite lo anterior.

EJEMPLOS s
& | @+ Resuelve laecuacién vx-5-4=0.

5. Solucién

(" 5]

Se despeja el mdical y se elevan ambos miembros al cuadrado:
Jr—S=4 5 (.sx_5]2=(4)’ —x-5=163x=16+5
x=21
2 ®sResuelve V3" —dx+1=x+1,

Solucién
Se elevan ambos miembros de la igualdad:

(\.'3,1'2—4:c+1]2 =(x+1)’

{continiia)
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(continuacidn)
Se realizan las operaciones y se simplifican los términos

Il —dx+1=x"+2x+1
3 —dx=x"=2x=1+1=0
2x'-6x=0

Se obtiene una ecuacitn de segundo grado y se factoriza para resolver:

2x(x-3)=0
2x=00x-3=0
x=00x=3

Por tanto, las soluciones son: x=00x=3

3 @+ Resuelve la siguiente ecuacién; Jr+3++5x-1=4.
Solucién
Se despeja uno de los radicales,
Jr+3+Sx=1=4 5 Jx+3=4-5x=1
Se elevan al cuadrado ambos miembros,
(x&ﬁ]z=(4—\.’3x_—lr —x+3=16-8 5J¢—1+(w"ﬁ]z

x+3=16-8/5x-1 +5x-1
x+3-5x+1-16=-85x-1

—4x=-12==-8+5x-1
se divide por -4, x+3=25x-1

Para eliminar la raiz, de nuevo se elevan al cuadrado ambos miembros,

(x+3] =(2V5x-1) 55 +6x+9=4(5x-1)
X +6c+9=20x-4
X-1d4x+13=0
(x—13)}x-1)=0
x=13=0 o x-1=0
x=13 o x=1

Se sustituyen los valores que se obtienen en la ecuacion dada; si la igualdad no se cumple o se obtienen radicandos
negativos, entonces la solucién no se admite,

Comprobacién
Six=13 Six=1
JB3+3+.503)-1=4 JI+3+ . 50)-1=4
J’E+y’ﬁ=4 ﬁ+ﬁ=4
4+8=4 2+42=4
1224 4=4

Por consiguiente, x = 13 no es solucién, finalmente, x =1 sf es solucidn,
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EJERCICIO 131

Resuelve las siguientes ecuaciones:

1. Vx-5=2 10. 3+x+v2x-1=3
2, J1-x=3 11, Jx+5-Jx-3=2
3. V2x-4-3=0 12, Jx+3-Bx+1=-1
4, J9-x=x-3 13, 2+4./x=\16x+5
5 T=x+x-1 14, 3x+6-Jx+3=1
6. V2x+5-x=1 15. Jx+1=+4x-3-1
7. 2x=5+.Jd—x 16, J2=x+J11+x=5
8 Vx+2+x=10 17. VI=x+Jl+x=12
9. Jdx+13+2x=1 18. Jx+x+1=3+10

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente

Sistema de ecuaciones cuadrdticas

Geométricamente este tipo de sistemas de ecuaciones se generan cuando se intersecan una recta y una curva con ecua-
cién cuadrética (circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola) o dos ecuaciones cuadriticas; la solucitén que satisface
ambas ecuaciones son los puntos de interseccidn,

Procedimiento para la resolucién de un sistema de ecuaciones cuadrdticolineal
con dos incognitas
1. De la ecuacién lineal se despeja una incdgnita,
2. El valor de la incégnita que se despejé se sustituye en la misma incégnita de la ecuacitn cuadrdtica, y se obtiene
una ecuacidn cuadritica con una sola incOgnita.

3. Se obtienen las soluciones o raices de la ecuacidn cuadrdtica, posteriormente éstos se evalian en el despeje, obte-
niendo los punios de interseccién.

Ejemplo

Reicleeslsiming . Y. a8
uelve €l sistema; x+1}'_2=0

Solucion

Se despeja de la ecuacidn lineal x +y—2 =0 una de las incignitas,
x=2-y
se sustituye en la ecuacidn cuadritica la incégnita despejada y se resuelve la ecuacitn:

P4y =10 = (2-y) +y* =10
4-dy+y +y' -10=0
2y —4y-6=0
¥ -2y-3=0
(y=3y+ D=0
¥=3 o y=-1

(continiia)
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{continuacion)
Se sustituyen los valores de y=3,y==1en x = 2-y, se obtiecne:

Siy=3,x=2-3=-1siy==1 x=2-(-1)=3
Por tanto, la solucitn del sistema son los puntos:
-1,3)y (3, -1)

Procedimiento para la resolucién de un sistema de dos ecuaciones cuadrdticas

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un niimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lentes, se elimina una de las dos incognitas.
2. Se resuelve la ecuacién de segundo grado que se obtuvo en el punto anterior.

3. Para concluir, las raices obtenidas se evalian en alguna de las dos ecuaciones originales, para obtener los puntos

de interseccidn.
Ejemplo
¥ +3y' =31
Resuelve el {Sx’ —ytal
Solucién
Al aplicar el método de reducci6n, se multiplica por 3 la segunda ecuacién,
F+3 =31
9x®-3y*= 9
10x* =40

al resolver la ecuacion, se determina que,
x=2 o x=-=-2

Estos resultados se sustituyen en cualquiera de las ecuaciones dadas para encontrar el valor de y.
Six=2, y=V&’'-3=,3(2)-3=12-3=J9=43

Six==-2, y=+3r-3= \,’3(—2]’—3= JI2=3=9=13
Finalmente, las soluciones son:
(2, 3}! 2,- 3}! (- 2,3) ¥ (-2,- 3)

Procedimiento para la resolucién de un sistema cuadrdtico mixto

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un nimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lentes, se elimine el término independiente.
2. Del punto anterior se obtiene una ecuacién cuadrdtica con dos incdgnitas igualada a cero, la cual se factoriza.

3, Cada uno de los factores se igualan a cero y se despeja una de las dos incégnitas, quedando una en funcidn de la
otra.

4. Los despejes anteriores se sustituyen en cualquiera de las ecuaciones originales, lo que genera una ecuacion de
segundo grado con una incognita.

5. Se determinan las raices de la ecuacion de segundo grado y se evalian en su respectiva igualdad obtenida en el
paso 3, finalmente se obtienen los puntos de interseccidn,

522



CArmuIO23

Ecuaciones de segunde grada

Ejemplo
Resuelve el sistema:

2a"-3ab+b =15

a -2ab+b*=9
Solucién
Se elimina el término independiente,

3 (2a* - 3ab+b* = 15) 6a° —9ab+3b° =45
=
-5 (a*-2ab +b* =9) -54" +10ab - 5b" = —45
a+ ab-2b"=0

La ecuacidn resultante se resuelve para a:
(a+2b)(a-b)=
==2b 0o a=b
Se sustituye en la segunda ecuacidn y se resuelve para b, y se determina que,
sia=-2b, entonces (-2b)" —2(-2b)(b)+ 5> =9

9 =9
b=+1

sia = b,entonces (b)" —2(b)(p)+b* =9
09

Para a = b, la ecuacidn es inconsistente.
Se calculan los valores de a sustituyendo =1y b=-1, en la relacidn,

a=-2b

Por consiguiente, las soluciones en el orden (a, b) son:

EJERCICIO 132

R A N R I

-2 1nE-1)
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
1. x-4y=0 6. -w +wz-z"+7=0
x=y=0 w=2z-1
, J@+b"=9 7 b2+3a —57
"latb=3 i
5 [ 28-y'=9 g, 9x? =2y =1
" lx+y=0 Ox" +2y" =1
4 Jo=8 9, @ - ==28
" | 2x-y=0 a +b" =36
5 X —xy+y =19 10,49 *tab+b’ =49
" lx=-y=2 a’—ab-2b* =0
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3w+ 2wz +22 =18

15.
6w +3wz+2z" =24

|
|
|
|

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante
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a’—ab=-—b"
3a’-b’+9=0
om’ —6mn+ 3 -15=0
m2+zn2 _ﬂ

27 8
2p* -3pg+q* =15

ab+6a" =10
Ba” —6ab—4b" +80=0




CAPITULO 24

DESIGUAIDADES

Thomas Harriof (1560-1621)

ngreso a la Universidad de Oxford en el afio
1577, cuando tenia 17 afios de edad.

Fue un excelente astrénomo y el primer inglés
que tuvo un telescopio, ademas, uno de los pri-
meros que observé y hablé de las manchas solares con lo que rompid en
definitiva con la antigua concepcidn de la perfeccion solar.

A lo largo de su vida escribié miles de paginas detallando sus estudios
y observociones en campos fan diversos como la éptica, la quimica, la
balistica, la astronomia y las matemdticas. Diez afios después de su muerte
edifaron su frafado sobre ecuaciones, en el que se pone de manifiesto su
desireza en la resolucién de algunas ecuaciones de fercer y cuario grado.

En este fratodo de élgebra se dan algunas novedades en la notacién. Una
de ellas es el empleo de los signos menor que y mayor que empleados en
lo actualided. Muchos mateméticos, por tanto, le han afribuido la paterni-
dad de los signos < y >.

Thomas Harriot (1560-1421)
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Definicién
Es la relacitn de orden que existe entre dos cantidades y se representa con los simbolos menor que (<) y mayor

que (>).
Dada la expresion 3x — 2 < 8, donde xes una variable, su solucién es encontrar €l conjunto de valores que la sa-

tisfagan, si esto ocurre recibe el nombre de conjunto solucitn de la desigualdad.

Ejemplo
Verifica cuil de los siguientes elementos del conjunto {3, 2, 4, 5}, son soluciones de la desigualdad 3x—2 <8,

Soluciéon
Se sustituye cada valor en la desigualdad:
Para x=-3

3(-3)-2<8
-9-2<8
- 11<8 Desigualdad verdadera

Parax=2

3(2)-2<8
6-2<8
4<8 Desigualdad verdadera

Para x=4
34 -2<8
12-2<8
10<8 Desigualdad falsa

Parax=35
3(5)-2<8
15-2<8
13<8 Desigualdad falsa

En este ejemplo los valores que hicieron verdadera la desigualdad son soluciones de la expresitn.

Propiedades de las desigualdades
Seana, b, c eR.

L Sia>byb>c,entoncesa>c

2 Sia>b,entoncesa+c>b+cya-c>b-c

Sia>byc>0, entoncesac>bcy %::-f-

w

; b
Sia>byc<0,entoncesac <bey %<Z

=
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Desigualdades
Tabla de desigualdades
Desigualdad Intervalo Gréfica 1 Gréfica 2
x>a (& =) : b g bm
- A —— -
x<a (—=,2a) < < . 3
X>a [a, =) —ﬁ ;: t,
x<a {—=,a] _H— -‘ 3
J—— a
r =
a<x<b (a,b) % ‘E:, a b
s =
a<x<b [ab] —g_g— = =
___ faf = |
a<x<b (a. b] 2 b 2 =
asx<bh [ab) T ——— a[ 3b
—es < x< o (—e0,2) < ' >
- 0 oo

Nota: (@, b) es un intervalo abierto, [a, b] es cermado y (a. ] o [, b)semiabierto o semicerrado.

Desigualdad lineal con una variable

Para determinar el conjunto solucidn de una desigualdad, se procede de la misma manera como en una ecuacién
lineal; se despeja la variable y se toman en consideracion las propiedades de las desigualdades.

EJ'@ EMPLOS .

-§. 1 @+ Resuelve la desigualdad 6x— 10 >3x + 5.

o Solucién

Al despejar xse agrupan todos los términos que contengan la variable en uno de sus miembros, y los términos inde-
pendientes en el otro, finalmente, se simplifica.

-

6x—10>3x +5 — 6x-3x>5+10
Ix>15 se divide por 3
S
3
Por la propiedad 3, el sentido de la desigualdad no cambia x>5

La desigualdad x > 5, tiene la forma x > a de la tabla, por tanto, el intervalo que representa el conjunto solucitn
es (5, =9), y su representacion grifica es:

—(3—-

5 oo
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2 ®e-Determina el intervalo y grafica el conjunto solucién de la desigualdad: 2x — 6 + 3x = 8x + 21.

Solucion
2x—-6+3x28x+ 21 — 2x+3x-8Bx221+6
=3x227
Por la propiedad 4, el sentido del signo de la desigualdad cambia
27
xﬁ_—s
x<-9

La desigualdad x < =9, tiene la forma x < a de la tabla, por tanto, el intervalo que representa el conjunto solucién
es ( —ee, =9 ] y su representacidn grifica es:

] _9
3 @+ Determina el conjunto solucién de 3g2%=3 o

Solucién
Se multiplica la desigualdad por 5, para eliminar el denominador,

ac %35 BHS) <2 -3<(TH5) = 15<2x-3<35 = 15+3<2x<35+3
Se suma 3 a cada extremo de la desigualdad 18 < 2x < 38
Se divide entre 2 todos los miembros ?5%1:%
Por la propiedad 2, el signo de la desigualdad no cambia 9<x<19

La desigualdad tiene la forma a < x < b, por tanto, el intervalo solucién es [9, 19) y la gréfica es:

— ——
9 19

2-3x

4 ®¢-;Cuil es el intervalo solucién para la siguiente desigualdad 4> >-27

Solucion:

4 }Z—Sx

>-2 5 @ M>2-%>-2(T) — 28>2-3x>-14

Se resta 2a cada miembro 28-2>-3x>-14-2
26 >=3r>-16

Se divide entre — 3 y se cambia el sentido de la desigualdad —gFe—

La desigualdad tiene la forma a < x < b, por consiguiente, el intervalo solucidén es:
( 26 16)
3°3
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5 ®e Determina el conjunto solucién de (5x + 2)° — 2x > (5x — 4)(5x + 4).
Solucién
Se desarrollan las operaciones indicadas.

(5x+ 2 —=2e>(5x—4) (Sx+4) — 25X +20x+4-2x>25¢ - 16

Se agrupan los términos y se simplifican 25¢ +20x - 2x - 25¢" >- 16 - 4

Se divide entre 18 y se simplifica 18x >-20
=20

Por la propiedad 3, el signo no cambia xbﬁ

Por Ia propiedad 3, el signo no cambia x:s—-lg

Finalmente, resulta que el conjunto solucidn es el intervalo (—%,m)

Desigualdades

EJERCICIO 133

14,

15,

16,

18,

19,

20

L

2,

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:

5 2 3 1
12x - 4 11 21, Sx=-=>=x-—
2x—4>Te+ ﬁx S>4x m
S=x x=17_x Tx=3
+9>Tx-3 22, - =
b 2 4 -3 12
, 2x—-5<x-9 23, —-T<dx+1<13
4y -2212x+6 24, —6<2x-3<4
2x=1>27 + 6x 25 -B=3x+1<-2
x—9<Br-1 26, —10£x-1<-2
2x—d+6x<10x-7 27, - M «3x-2<7
Ix+T7-2x>4x-3+2x 28, - 15=x+8<-2
, 06x+34<84+01x 29, -5<3x+1<13
. d(x-3)-8<5-x 30, 8-x<5x+32<x+36
. lex+(5-x)>30 31 -100<0.1x< 10
B+ Dx=T)=(2x=3)4x + 5) 32, F4+228+5x<xX+3
. x(x+12) > (x—4)° 33, —1<5;3“£:r
2x-3
(dx +1}2x—2) > Bx{x + 5) 34, 6< 3 <2
e 35, 342
B i SO 36, s<2-F o
5 6
17, 27152 37, 2<¥ % <6
2 5 3
1 1 5 5 3
—+-x<x-= 38 0<6- ~x <
3+2Jt: 553 7% g
~1~x—4<—9—~1-x 39 4{x—-1~{9
2 - 3 SEE L
: E—ESEXH-E 40. l}x_—l}l
3 7 3 3 5 9

O Vaerifica tus resultados an la seccién de soludiones correspondienta
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Desigualdad cuadrética con una variable

Método por casos

Para encontrar el conjunto solucidn, se factoriza la expresitn cuadritica, la expresion que se obtiene se divide en casos,
a los que se hace un andlisis de signos, como se ilusira en el siguiente ejemplo,

Ejemplo

Determina el conjunto solucién de la desigualdad X’ +x— 6 <0,

Solucién

Se factoriza la desigualdad y se analizan sus factores:
(x+3)(x-2)<0

El producto de los binomios es negativo, entonces existen 2 casos:

Caso I Caso IT
x=2<0 y x+3>0 x+3<0 y x-2>0
El conjunto solucitn de cada caso resulta de la interseccitn de los intervalos que se obtienen al resolver las des-
igualdades que dan origen a cada caso,
Solucién del caso I Solucién del caso IT
x=2<0 y x+3>0 x+3<0 y x-2>0
x<2 y x>-3 x<=3 y x>2
(~e2)n(-3.) (=oo.=3)( 2.)
——)
O A—) O —
—ioa =3 0o 2 o2 —o =3 0o 2 o
(Be)r(-e02) = (~32) (=o=3)n(2.) =9

La unién de los intervalos es el conjunto solucién de la desigualdad.
(~32)up=(-3.2

Para concluir, el conjunto solucitn es el intervalo: (—3,2]

Método por intervalos

Se factoriza la expresidn cuadrética, después se buscan valores que hagan cero a cada factor, entonces los valores se
indican enla recta numérica y se forman los intervalos a analizar.

Ejemplo
Resuelve la desigualdad x°* — 5x —6 > 0,

Soluciéon
Se factoriza la expresion cuadrética.
(x=6)(x+1)=0

El conjunto solucion son los valores que hacen el producto positivo.
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Desigualdades

Se buscan los valores que hacen cero a cada factor.

x=6=0 x+1=0
x=6 ¥ x=-1

Los valores son 6 y — 1, se localizan en la recta numérica y se forman los intervalos.

===} (=1, 6) (6,00}
< =i & e e L i f—p
p -2-10 12 34 56 7 o

De cada intervalo se toma un valor cualquiera, el cual se sustituye en los factores para determinar los signos de
éstos, Posteriormente, se multiplican los signos para tomar como solucidn el intervalo o los intervalos que cumplen
con la desigualdad dada.

Para el intervalo | = e, 1)
Se toma el valor de x = —4 y se sustituye en cada factor:
(~4-6)(-4+1)=(-10)(-3) =30

El producto es positivo (=} (=) =+
Para el intervalo (-1, &)
Se toma el valor de x =0 y se sustituye en los factores:

(0-6)0+1)=(=6)(1)==6

El producto es negativo (=) (+) =—
Para el intervalo (6, eo)
Se toma el valor de x =7 y se sustituye en cada factor:

-6 (T+1)=(1)(8)=8
El producto es positivo (+) (+) =+
Hl intervalo solucién es la unién de los intervalos donde el producto es positivo, es decir,
(=00, = 1) LU (6, %0)

Otra forma de resolver una desigualdad cuadritica mediante intervalos, es construir una tabla que indique los signos
resultantes de cada factor y el signo resulta del producto de dichos factores,
Ejemplo
Resuelve la desigualdad ¥ - 25 0.
Solucién
Se factoriza la expresién cuadrética.

¥-25=20
(x+5 (=520

Se buscan los valores que hacen cero a cada factor.

x+5=0 x-5=0
x=-5 x=35
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Los valores que hacen cero al producto son x =5 y x =— 5, entonces los intervalos que se forman son;

(_;,_511 =t [!_5"5]' — :L’E’““)

— ca -5 -3 01 3 5 o

Signo de x- 5 -6-5=-11 0-5=-5 6-5=+1
Signo de x+ 5 —-b+5=-1 0+5=+5 6+5=+11
Signo del producto (x— 5) (x +5) (-X-)=+ (-N+)=- (+)X+)=+

El conjunto solucidn son los valores que hacen el producto positivo o cero.
Por tanto, el conjunto solucitn es (= eo, = 5] U [5, =)

Ejemplo

Resuelve la siguiente desigualdad: 6x" < 7x + 3.

Solucién

Se acomodan los términos en uno de los miembros y se factoriza la expresitn cuadrética.
6 <Tx+3 — 6’ -Tx-3<0

(Zx-3)3x+ 1)<0
2x-3=0 3x+1=0
3 -
s i

Entonces los intervalos que se forman son:

Signo de 2x -3 = = +
Signo de 3x+1 - + +
Signo del producto (2x—3) (3x+1) (-)N-)=+ (=X+)=- (+)+)=+

13
El producto es menor que cero, entonces el intervalo solucidn es (—5, E]
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Meétodo gréfico

Desigualdades

En las siguientes gréficas la parte sombreada representa al conjunto solucidn de las diferentes desigualdades cuadrdticas,
Ia linea continua representa un intervalo cerrado y la linea discontinua o punteada indica que el intervalo solucitn es
abierto, €ste se determina al encontrar las raices de la ecuacidn de segundo grado.

figura 1
| JHTWE

ax’ +bx+c20 = (= oo,x, |U[x,.)

figura 3
(1 i
1 i
Y i
 a>0 jﬂ

R&

ax’ +bx+c<0 = [x.x]

figura 5

*.\?2 >

|J:l]f'ﬂr a<l
/

\
4
\

ax® +bx+c20 - [x.x]

/_\
7. o

ax’ +bx+c<0 = (= oo,x, |U[x;.%0)

figura 2

1 i
' Il
4 [}

5 -

| J"!“\

&
vax0,r

voaf

a’’ +bx+c>0 - (= eox )u(x,.=)

figura 4

' ’
1S

ooa=0 3
p\/h

ax’ +bx+c<0 = (x.x,)

figura 6

ax® +bx+c>0 = (x.x,)

=

I '

' a<0 ',

ax’ +bx+c<0 — (= oo,x JUx,,0)

Los valores de x, ¥ x, son las raices de la ecuacién cuadritica ax’ +bx+¢=0 con x,<x,

EJEMPLOS

—3 1 ®¢ Determina por método grafico el conjunto solucién de la desigualdad x* +2x— 820,
g Solu
i

Se determinan las raices de la ecuacién x* +2x—8 = 0, por cualquier método, por ejemplo factorizacién.
(x+4)(x-2)=0

{continiia)
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{(continuacidn)
Después, cada factor se iguala a cero y se obtienen las raices:
x+4=0 =5 x=-4yx-2=0 — x=2
Por tanto, las raices son: x, =—4,x,=2, ya que x, <x,
La desigualdad tiene la forma ax’+ bx + ¢ 2 0 de la figura 1, con a positivo; la férmula que representa el conjunto

solucién es: (= ss,x, JU[ xy.00)
Finalmente, el conjunto solucién es: (—s,—4]w[2,e)

2 @+ Resuelve por método grafico la desigualdad —3x">2x-1,
Solucion

Se acomodan los términos, =3x% =2x +1>0 ,se determinan las raices de la ecuacién =3x° —2x +1 = 0,las cuales son:
1
xl = = 1,&: 3

la desigualdad tiene la forma: ax® +bx + ¢ >0

1
De la figura 6 con @ negativo, entonces el intervalo es: (J\':,,J\':2 ] .conx, =—1yx,= 3
Por tanto, el intervalo de solucidn es:

EJERCICIO 134
Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades por cualquier método.

1L =¥+9>0

16-x" 20

25-x" <0

¥=36>0

x=3x'=0

-2 +5x <0

—2¢ +8x <0
F-x-2050

2 -5x-3<0

, 6’ -Tx—3<0

X 3x+6>=2x+2
(2 +5) (2x=3)23x-12
. (3= 2Mx+5)< 14x -8
14, (x=3)2x+1)20

L L

— s
b b = D

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente m—————————
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Desigualdad racional

En este tipo de desigualdades se analiza el signo del numerador y del denominador, para obtener el signo del cociente,
seglin sea la desigualdad dada.

EJEMPLOS
2 1 @+ Resuelve la desigualdad
E Solucién

<0,
3x-6

Lo
En el primer miembro el numerador es positivo, entonces para que la division sea negativa, como lo indica la desigual-

dad, es necesario que el denominador sea negativo, es decir:
3x-6<0 > x<2
Por tanto, el intervalo solucién es ( —e=, 2}

4
5x=2

2 ®e Resuelve la desigualdad
Solucién

En el primer miembro el numerador es paositivo, entonces para que la division sea positiva es necesario que el deno-
minador sea positivo, es decir:

=0.

5 -2>0 — x:s%

Por consiguiente, el intervalo solucitn es (% ,w)

Método por casos
La desigualdad dada se transforma a otra, la cual se compara con cero y se analizan los signos del cociente.
EJEMPLOS
B 1 @+ Determina el conjunto solucién de ﬁzz.
ﬁ. Solucién
L]
Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realizan las operaciones indicadas:
E SISO ot C ALY ORI o o PO o SRR L2 B
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

Al aplicar la propiedad 4 de las desigualdades, la nueva desigualdad a resolver es:
x+1

En un cociente el denominador debe ser distinto de cero, entonces €ste representa un intervalo abierto; en este
gjemplo el cociente es menor o igual a cero, entonces existen 2 casos,

Caso I Caso II
x+1<0 x+1>0
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Solucién del caso I

x+2{u La solucién es la interseccién de los intervalos,
32 x+1<0 = x<=1 = (=o0,=1)
Six+ 1<0, entonces, por la propiedad 4, al multiplicar Y4220 = x3-2 — [_z,w]
por (x + 1) se invierte el signo de la desigualdad.

(~eom1)[-2,0)

x+2
— [l x+1)20{ x+1 e
(22 Jrer)zo(a1) ‘
——)
x+220 Ll 111
] 1 I ] ] 1
— oo -2-10 1 2 oo

(-mm1)r[-2:2) = [-2-1)

Solucién del caso IT

x+2 <0 La solucién es la interseccitn de los intervalos.

2l x+1>0 = x>-1 5 (-L=)

Six+1>0, entonces por la propiedad 3, no se invierte el

X420 5 x<-2 = (—eo-2]
signo de la desigualdad al multiplicar por (x + 1).

. (~Le=)(=eo,-2]
(x—)(xﬂ]g(](x-t-l]
x+1 e O s

L1 1 1 1
x+2<0 — T 1T

- -2 -1 0 1 2 oo

(r=2] (L) =6

El intervalo de soluciones es la unitn de los intervalos resultantes en cada caso.
[-2.-1)ug=[-2.-1)
Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [-2,-1)

2 ®+ Resuelve la siguiente desigualdad L B
2-x x+l
Solucién

De acuerdo con la desigualdad, existen 4 casos, los cuales se indican de la siguiente forma;

Caso 1
2-x>0 y x+1>0

Caso IT
2-x>0 y x+1<0

Caso Il
2-x<0 y x+1>0

Caso IV
2-x<0 y x+1<0
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Solucién del caso [

8i2-x30 = x<2 o (-=,2)
Si x+1>0 — x>-1 = (—Les)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 - x) (x + 1),
¢l cual es positivo, entonces, el sentido de la desigualdad
no cambia de direccitn.

1

1{x+1)22(2-x)
x+124-2x
x+2x24-1 — 3x=3

xzl — [Lw]

La solucitn del primer caso es la interseccion de los 3
intervalos,

(-1=) 0 [Le) A =2)

La solucidn es:

(~o0, 2y (=1) A [Les) =[1,2)

Solucién del caso IT

§i2-x30 — x<2 — (-e,2)
Si x+1<0 = x<-1 o (-=,-1)
Se multiplica la desigualdad por el producto (2 —x)(x +1),

¢l cual es negativo, entonces el sentido de la desigualdad
cambia de direccidn,

T (2-x)(w+1) S —=(2-5)(x+1)
1(x+1)<2(2-x)
x+154-2x
x+2x<d4-1 — Ix=<3

xSl = (-ss,1]

La solucién del segundo caso es la interseccitn de los
3 intervalos.

(=e0=1) A (=s2,1] A (=00,2)

Solucién del caso ITT

8i 2-x<0 — x>2 - (2,

Six+1>0 = x>-1 = (-1,)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2—x) (x +1),
el cual es negativo, entonces el sentido de la desigualdad
cambia de direccitn.

L (2-x)(x+1) € ——(2-x)(x+1)

2 x+1

1{x+1)<2(2-x)
x+124-2x
x+2x<4-1
3x<3
x<l = (=es]]

La solucién del tercer caso es la interseccion de los 3
intervalos

(2.%) A (-1) A (=]

La solucidn es:
(29) A (~Leo) r (=01 =
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Solucién del caso IV
8i2-x<0 — x>2 - (2) La solucién del cuarto caso es la interseccién de los 3
intervalos
Si x+#1<0 = x<=1 = (=co,=1)
Se multiplicala desigualdad por el L (2) A (=o=-1) A [Leo)
por el producto (2= x)(x+ 1),
el cual es positivo, entonces el sentido de la desigualdad C—
no cambia de direccidn. —)
C—
1 (2 1)2-2 (2 1 ————
2 A lrH) 2 (2-x)(x+1) PREE BE )
lalladid o) La solucitn es:
x+124-2x
x+2x=4-1 (2e) N (=00,=1) N [Loo) =¢
3x=3
x21 = [Le)

La unidén de los intervalos es la solucitn de la desigualdad.
(conm1) U [L2) UBUB= (=om1) U [12)

Método por infervalos

Consiste en encontrar los valores que hagan cero al numerador y al denominador, para determinar los intervalos y
realizar el andlisis de signos, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

%EMPLGS
3 1
- L] | —
g' 1 = iy 2x+3 x-2
oy Solucién
Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realiza la operacidn indicada.
3 . ¥ 3 1 o 3(x—2]—(2x+3]< 3x-6-2%-3
2x+3 x-2 2¢+3 x-2 (2x+3)(x-2) (2x+3)(x-2)
x=9 <0

(2x+3)(x-2)
Se determinan aquellos valores que hacen cero al numerador y al denominador, para obtener los posibles intervalos
que darin el conjunto solucidn,

3
x—9=0 = x=9 p 2x+3=(]—>x=—5 3 x=-2=0 -2 x=2

El denominador debe de ser diferente de cero, por consiguiente, parax=—% y x=2, los intervalos son abiertos y
para x =9, es cerrado, entonces los intervalos que se van a analizar son;

(-m,-;J (291 [9,5)

<—I<£’-I—H;<]:::::::l:r

=
=21
w
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2 ®e Resuelve la desigualdad

Desigualdades

Intervalo
Signo de x—9 - - - +
Signo de 2x+ 3 - + + +
Signo de x—2 - - + +
x-9 Al G (= ()
Signo de G =2 . o Tl s

. x=9 y . , 3
Bi—af S 1 —o, =

1(2x+3](x—2]{ entonces el intervalo solucién de la desigualdad es ( 2]U(2,9]
T

x=5)(x+
Solucién
Se buscan los valores que hacen cero los factores, con estos valores se construyen los intervalos que dan origen al
conjunto solucitn de la desigualdad.

Para el factor (x* +2), Para el factor (3 —x), 3—x=0-x=3
X +2=03x"=—2x=,/-2 Para el factor (x - 5), x-5=0—x=3

La rafz es imaginaria, esto significa que el factor siempre | pyrq o factor (x+3), x+3=02x=-3
tendrd un valor positivo.

Luego, el denominador debe ser distinto de cero, entonces para x=5 y x = -3, los intervalos son abiertos y para
x =3, el intervalo es cerrado.

Coomd) | (-3 *[3, 5) | 5.

‘ L] L] : n P
— B8 -3 0 3 5 &a

Se construye la tabla, no se toma en cuenta el factor (x* + 2), ya que es positivo en todos los valores de x, y no
afecta al signo del cociente.

Signo de 3— x + + - -
Signo de x-5 - - - +
Signo de x+3 - - + +

(3 - xix* + 2) Sl (Fl Gl e E1
S0 g8 S+ 3) e el e el e | B e iy

Finalmente, la solucitn de la desigualdad es: (— ==, =3} U [3, 5)
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EJERCICIO 135

Determina el conjunto solucidn de las siguientes desigualdades.

1.

3.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

6.

10,

2x+6 <
2x—4

0

x-3
3

x+1 x

2
=3
P
3x+1 x-4
1
x=2

3 g
x+2

1

12,

13,

—

x" (x+4)

" GeNxe2)
(x—S]z(lx—S]<
(x+2)(x-4)
(4=x)(x+3)° "
(x+6)(x=1)

Desigualdad que tiene la expresién (x - a) (x — b) (x - ¢)...

Una forma prictica para determinar el conjunto solucién, es construir una tabla con los intervalos que se forman al
encontrar los valores que hacen cero a cada factor, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Resuclve la desigualdad (x-2)(x-4)(x+2)>0.

Solucién

Se determinan los valores que hacen cero a cada factor para formar los intervalos.
; Parax-4=0- x=4

Parax—-2=0 = x=2

Parax+2=0 — x=-2

— oo

Sl ) Lk,
1 _|4 1 _2 1 (]I
Tabla de signos

it
2 4 ]

Signo de x-2

Signo de x— 4
Signo de x+ 2
Signo de (x— 2)(x - 4)(x+ 2)

(-X-)M-)=—

(=X-N+)=+

(+X=-X+)=-

(+X+X+)=+

La desigualdad indica que el producto es positivo, entonces se toman los intervalos cuyo producto es positivo, es
decir, [-2,2] y [4,%¢) , lucgo, la unién de estos intervalos es el conjunto solucién.,

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [-2,2] U [4,e)
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EJERCICIO 136

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.

=]

LAxED(x-H(2Z-x)x+1)=20
X +20 - 4x-820

X+ 20 —x-2<0

. X =12x+ 16 <0

. X9

X' =11 18x - 8>0

O Verifica tus resultados an la seccién de soludiones correspondients m——

EJEMPLOS
L1

£

2 e

Desigualdades con valor absoluto

El conjunto solucitn de una desigualdad que involucm valor absoluto, estd dado por las siguientes propiedades:
Seana, beRyb>0

1. |a|<bse expresa como: 3. |a |> bse expresa como:
—b<a<bobiena>-bya<h —a>boa>bobiena<-boa>b
2. |a|= bse expresa como: 4. |a |z b se expresa como:
—-b<a<bobienaz-bya<bh —a2boazbobiena<-boazb
Determina el conjunto solucidn de |x +1|< 7.
Solucién
La desigualdad | x + 1| <7, tiene la forma de la propiedad 1, entonces:
-T<x+1<7
O bien:
-T<x+1 x+1<7 -B<x <6
-T=-1<x x<T=1 — —
-B8<x x<6 -8 6

Por consiguiente, el conjunto solucidn es el intervalo (- 8, 6 )

Encuentra el conjunto solucién de 12x - 11 =7,
Solucién
La desigualdad |2x — 1| =7 tiene la forma de la propiedad 4, entonces:
—(Zx-1=7 x=127 -32x24
-2x+127 k=T+1 e 0000
-2x=27-1 2%>8 - -3 4 o
6 8
=— B
o2 *S3
x<=3 x=4

Por tanto, el conjunto solucién es el intervalo (= e, = 3] U [4,e0)
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Casos especiales de desigualdades con valor absoluto

En este tipo de desigualdades se aplican las propiedades anteriores, para obtener dos desigualdades lineales; el conjunto
solucitn de la desigualdad es la uni6n o interseccitn de los intervalos solucion de cada desigualdad obtenida.

* ]

EEMPLOS ;
-g_ 1 ®¢ Determina el conjunto solucién de Ia desigualdad |x — 2] >3x + 1.
2 Solucién
La desigualdad |x — 2| 2 3x + 1 tiene la forma de la férmula 4, entonces se representa como:
3 1
Primera desigualdad Segunda desigualdad —szgz
—(x=-2)23x+1 x=2203x+1) \ 4
-x+223x+1 x=22%+1 xizoxi—i
- Ix-x=-2+1 x=3x=21+2 °
—dxrz-1 -2x23 A —r
. 3 1 I
= — <
=g Sz . 2.3l L. 2
1 3 3 4 =
<— s
*sy ¥S-3

Finalmente, las soluciones de cada desigualdad son:
1 1 3 3
S (I v g€t b [
=3 ( ’4] HO#STY ( 2]

5S¢ determina la unién de los intervalos:

x=1

x+2

2 ®e Resuelve la desigualdad >4,

Solucién
La desigualdad tiene la forma de la propiedad 3, entonces se tienen las siguientes desigualdades.

x=-1 x=-1
>4 o0-|—|>4
x+2 2 (x+2]
: x=1
La d651gualdadx—+2-:-4, se transforma a:

Fely g o Bl g g o oSRER e
x+2 x+2 x+2
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Al aplicar el procedimiento para resolver una desigualdad racional, por el método de intervalos, los valores que hacen
cero al numerador y al denominador son x =—3 y x = - 2, respectivamente, el denominador debe ser distinto de cero;
entonces el intervalo es abierto, lo mismo para el numerador ya que la desigualdad es estrictamente mayor que cero, por
tanto los intervalos que se forman son:

(‘”"1‘3)-(—3,—2)1(—21'”}

Tabla de signos
Signo de - 3x -9 - _ _
Signo de x+ 2 = 2 o
-9 = = 2
Sigmdahz = T_+ :__

Hl conjunto solucién para la desigualdad xT_; >4 es: (-3, -2), de manera similar, se obtiene el conjunto solucidén
x

de la desigualdad —(L;;] >4 ,dando como solucién el intervalo (—Z—%];launiéndc las soluciones obtenidas da

origen al conjunto solucién de la desigualdad original, por consiguiente la solucién es:

7
-3 -2)yu|-2-=-
{31} (z 5]
3 @« Resuelve la desigualdad |x + 1] =1 - 24,
Solucién
Una forma de resolver el ejercicio es elevar al cuadrado ambos miembros,

(Ilx+11)7 2(11-2x)" = (x+1¥Y2(1-2%)
P+ +121-4dx +42°
02 1-dr+4x —x"=2x-1

023y - 6x
o bien, 3¢ —ax <0
factorizar, 3x(x-2)<0
Los valores con factores iguales a cero son: x =0y x=2, por consiguiente, los intervalos se definen como: (= =, 0],
[0,2]y[2.=)
Tabla de signos

Signo de 3x - + +
Signodex—2 2 o e
Signo de 3x(x - 2) (-X-)=+ (+)-)=~ (+X+)=+

Hl intervalo de soluciénes [0, 2]
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EJERCICIO 137
Determina el conjunto solucidn de las siguientes desigualdades:
3 1| .1
1. =7 10, |—x—={==
d 277278
2 <7 11, x—1ll<2x
3 k-5 >4 12, |2x+3|2x+3
4, |5x-31<12 13, 2-2x<x-4
5. B-2x>2 14, |2 g
x-2
6. [Tx-1]<0 15, [FH450
x
7. 2x-1|£19 16, W <p—1]
3
8. ‘6—;:‘:’9 17. PBx—d|>x+4
9, ‘%(x-m]slu

EJEMPLOS

8
-

£

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Gréfica de una desigualdad lineal con dos variables

Una desigualdad lineal que tiene la forma:
a} y<mx+bnoincluye a la recta ¢} y>mx+ b no incluye a la recta
b) y<mx+ bincluye a la recta d) y 2 mx+ b incluye a la recta

En una desigualdad lineal de dos variables, el conjunto solucidn es la regitn que se forma por el conjunto de todos
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la desigualdad.

1 @+ Determina la gréfica del conjunto solucién de y > - 2,
Solucién Grifica

Primero, se grafica la recta y =—2, con unalinea punteada,
ya que el signo de la desigualdad representa un intervalo
abierto.

Luego se sombrea la regién que contiene a todos los
puntos de ordenada estrictamente mayores que —2, en este
caso son todos los puntos que se encuentran por arriba de _ .
Ia recta punteada. -4-3 -2-1 |01 2 3 4 X

Lo ]
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2 ®¢ Encuenira la region del conjunto solucién de x < 5.
Solucién - Grifica
Se grafica la recta x= 5, el signo de la desigualdad indica 3
que la linea es continua. x<5
El conjunio solucién son los puntos del plano cuyas 2
abscisas son menores o igualesa 5. 1
-2 -1 |01 2 3 4 5§ X
3 ®+:Determina la grifica del conjunto solucién de y > x + 2.
Solucién Grifica
Se grafica y = x + 2; ésta se representa con una recta ¥ Val
punieada, ya que el signo representa intervalo abierto, la 3 //
recta divide al plano cartesiano en 2 planos. Plano I s
Para determinar la region solucitn del sistema, se 2//
sustifuye un punto perteneciente a una de las regiones y //l Plano IT
se verifica que cumpla con la desigualdad. Por ejemplo, //
el punio: (- 1, 4) e ;
-3,-2 -1 p1 2 3 X
y>x+2 > rd =f
4>-1+2 y -
4>1 v
El punto si satisface la desigualdad.
La regi6n que es la solucién de la desigualdad, es el Grifica
conjunto de puntos que estdn en la regién por arriba de Y4 .
la recta punteada, es decir, el conjunto de puntos que se 4 //
encuentran en el plano L. (-1 4y /s
Por el contrario, si el punto elegido no satisface la 3 //
desigualdad, la regién que representa el conjunto solucién 5 '
ser el plano contrario al punto. //
7 1
s
] ’ B
—'3/ £ -1 |01 2 3 X
7 =
7 1
g 4
v

545



24 CapTuIO

AGesra

EJERCICIO 138
Grafica las siguientes desigualdades lineales:

1 y>6 4 y<3 T x<=3 10, 3x-2y=<0
2 y=-5 5. x>4 B x24 1. x+y<1
3 y24 6. xs-3 9. 2r-y>3 12, §+3’3:_>1

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Sistema de desigualdades lineales con dos variables

Hl conjunto solucion de un sistema de desigualdades es la interseccion de las regiones solucion de cada desigualdad

lineal.
EJEMPLOS
8 . . . y>2
= | @2 Representa grificamente el conjunto solucién del sistema <1’
g Solucion
L
Se encuentra la regidn solucién de cada desigualdad. La solucitn es el conjunto de todos los puntos que se encuentren
en la interseccidn de las regiones.
Y4 <=1 ¥,
4
3 3
---------------- "2'"-'--'-3";'2--'--‘ ----'--'----'--'"2""""'}:;‘2—--'-'
I | 1
4-3-2-1]0]/1234 x 432 (0|1 234 X
x<— 1 » L
>x-
2 ®e Determina grificamente el conjunto solucién del sistema i;;_f‘:u.

Solucion

El sistema tiene la forma:
yzx=12
y<l-x

Se grafica la recta y = x —2, con linea continua ya que
el signo de la desigualdad indica intervalo cerrado; luego,
se grafica la recta y = 1 —x, con una linea punteada, ya que
el signo de la desigualdad indica intervalo abierto.

Se grafica la regi6n solucitn de cada desigualdad y
Ia interseccitn de las regiones son todos los puntos que
stisfacen el conjunto solucitn del sistema.
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Finalmente, la gréfica que representa a la regién que contiene el conjunto de todos los pares ordenados es:

Grifica
b AY
u 4
Y 3 zy-2
N\
>
b
T 34 5 y
-1 %
5 AN
il \\ y+ -1<0

EJERCICIO 139

Determina la regidn que es solucidn de los siguientes sistemas:

1 y>2
" lx=3

y<=3
2 [x{4

=-2<x<2
> [}':—’1

=1<y<4
0<x<3

5 X+y>3
Tlx-y=l

2x-3y>9
y<3x-10

2Zx+y=1
x=y>2

x+2y>0
x=3y<0

x<y
% [x+y£1

y<x=4
10. [ySl—x

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludenas correspondients m————————
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CAPITULO 25

LOGARITMOS

HISTORICA
o r

John Napier

| término logaritmo lo acufié el matema-
Eﬁco escocés John Napier, a partir de los

férminos griegos légos razén) y arithmés
[nimero) para designar a la correspondencia,
que habia descubierto, entre los términos de
una progresion aritmética y ofra geométiica. Al principio los llamé “nimeros
arificiales’, pero luego cambié de opinién.

Al logaritmo que tiene por base el nimero e se le llama, en su honor, ne-
periano.

Pero fue el inglés Henry Briggs, un amigo de Napier, quien comenzé a
usar los logaritmos con base 10. Briggs escribié acerca de su nuevo des-
cubrimiento: “Los logaritmos son nimeros que se descubrieron para facilitar
la solucién de los problemas aritméticos y geométricos, con su empleo se
evilan fodas las complejos multiplicaciones y divisiones, y se fransforman
en algo completamente simple, a fravés de la sustitucion de la multiplica-
cion por la adicién y la divisién por la substraccion, Ademas, el caleulo de
las raices también se realiza con gran focilidad”.

John Napier (1550-1617)
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Definicién

Ellog, N = a, es el exponente a, al que se eleva la base b para obtener el argumento N,

log, N=a & N=V
Con Ny b nimeros reales positivos y b diferente de 1

EJEMPLOS ®
] @+ Emplea la definicién de logaritmo para transformar las siguientes expresiones a su forma exponencial;
i.§' Forma logaritmica Forma exponencial
I log,243=35 243=73°
1 1 (1Y
2 —_—=5 —_— = —
8 1 54 64 (2)
1 1
3 =3 27 ==
IDE! 8 8
1 171
4, —=3 =| ==
8177 =

Forma exponencial Forma logaritmica
1. N=(2) log ,N=3

1 1
2 —-=5§7 — -3

125 ogs 135

e

(V5) =25 log s 25 =4
4 x'=y log,y=p

2 ®« Transforma las siguientes expresiones exponenciales en expresiones logarftmicas:

EJERCICIO 140

Convierte a su forma exponencial los siguientes logaritmos:

1 1
1, log,8=3 4, —=2 7. log J6==
2 log 36 L 2
2. log, 16 =4 5. log ;9=4 8. log,(x-1)=2
3. log,81=4 6. log,343=x 9. log, 625=4
Transforma a su forma logaritmica las siguientes expresiones:
13, 17 =a 16. %=N’ 19. 2*=256
1
14, 625=5* 17. [3] - 20, (x=2P=8
3 9
1
15. 64> =4 18, (x+3)=2" N, x =z

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante m——————————
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11,
12,

log, _,, 128 =7

log, 243=35
log,,_, 256 =8

By i

81

2 5%=125

24, 441 = (3x +2)
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Aplicacién de la definicién de logaritmo
En los siguientes ejemplos se aplica la definicion de logaritmo para encontrar el valor de la incognita.

EJEMPLOS
-g_ 1 @+ Encuentra el valor de aen la expresién: log, 216 =3,
r Solucién
Se escribe el logaritmo en su forma exponencial y se despeja la incégnita:

log216=3 — 216=¢ — 3Pl6=a — 6=a

Por consiguiente, el resultado es: a=6

2 @+ Encuentrael valor de men log _m=3.

Solucién
Se transforma a su forma exponencial la expresién y se desarrolla el exponente:

log m=3 = m=(ﬁ]3=(ﬁ]zﬁ=2ﬁ

Por tanto, el resultado es: m = 2./2

3 ®e Determina el valor de x en la expresién: lugs-_}-%=x.
Solucién
La expresitn se transforma a la forma exponencial.
1 1
log,—=x — F=—
5729 729

El niimero 729 se descompone en factores primos y la ecuaci6n se expresa como:

De la tltima igualdad se obtiene: x=-6

EJERCICIO 141

Encuentra el valor de las incdgnitas en las siguientes expresiones:

1. log 25=2 6, logn49=§ 11, lugz,w=% 16. lugn%=a
1
2. log,64=3 7. log,x=4 12, log,x=-2 17. lugk,55=
1
3. log,81=4 8. log,m=3 13. logs,b=02 18. log,0.5=y
4, log,3125=-5 9, log,sy=5 14, loggx=0.333... 19. log, 512=x
B
5, 105132=% 10, log,N=g 15, log,2l6=x

@ Vaerifica tus resultados an la seccién de solucdiones correspondiente
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Propiedades
Para cualquier M, N, b >0y b #0, se cumple que:
L log,1=0 5. log, MN =log, M +log, N
2 log,b=1 6. lugb%elogbfof—logkﬁ"
3 log M"=nlog, M 7. log, M =InM, In=logaritmo natural y e = 2,718281,,,

— 1
4. log, M =—log, M
Importante: las siguientes expresiones no son igualdades.
M M
log, (M +N)#log, M +log, N lt:lgb(—JaelL

Demostraciones de las propiedades de los logaritmos:
1. log,1=0

Demostracién:
Sea log, 1 =a, esta expresion se transforma a su forma exponencial:

log,1=a — 1=p°
Para que b° =1, se debe cumplir que a =0, entonces, al sustituir este resultado se determina que:
log,1=a=0
2. log,b=1

Demostracién:
Sea log, b= a, se aplica la definicién de logaritmo y la expresion exponencial es la siguiente:

log,b=a — b=V

Pero b = b', por consiguiente b' =b" y a=1
Al sustituir este resultado se obtiene: log,b=a =1

3. log,M"=nlog, M

Demostracién:
Sea x=log, M, su forma exponencial es b* =M, al elevar esta expresion a la enésima potencia se determina que:

(B*)'=M" - b =M"

La forma logaritmica de esta expresién: log, M" = nx
Se sustituye x =log, M, yse obtiene: log, M" =nlog, M

1
4. log, M =;l°5b M

Demostracién:
Sea x =log, M, su forma exponencial es b* = M, se extrae la raiz enésima en ambos miembros de la igualdad:
Vot =M
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El primer miembro de esta igualdad se expresa como: b =M

Ahora esta nueva igualdad se transforma a su forma logarftmica: log, Y/M ==

=

Se sustituye x = log, M, y se determina que: log, {/M = %logb M

5. log, MN =log, M +log, N

Demostracién:
Sea x =log, M y y = log, N, ésta es la forma exponencial de ambas expresiones:

=M ;b'=N

Al multiplicar estas expresiones se obtiene: {b‘](b’] =MN —= b =MN
Se transforma a su forma logaritmica: log, MN =x +y
Se sustituye x = log, M y y=log, N, éste es el resultado:

log, MN =log, M +log, N
M
6. log, E =log, M —log, N

Demostracién:
Sea x=log, M y y=log, N, éstaes su forma exponencial:
V=M 0V=N
Se divide la primera expresitn entre la segunda:
M

N

¥ N
Ademds se transforma a su forma logaritmica la ltima expresion:
105a£=x-r
N
Al final se sustituye x =log, M y y=1log, N y resulta que:

M
log, F= log, M ~log, N

Aplicacién de las propiedades para el desarrollo de expresiones

El logaritmo de una expresion algebraica se representa de forma distinta mediante sus propiedades y viceversa; una
expresidn que contiene varios logaritmos se transforma a otra que contenga un solo argumento,

EJEMPLDS
"% 1 ®+# Conla aplicacién de las propiedades de los logaritmos desarrolla esta expresion: log,x".
T

ucién
La base x se encuentra afectada por el exponente 12, por tanto se aplica la propiedad 3 y se obtiene:

log,x" = 12log, x
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2 @+ Desarrolla la siguiente expresién: log, 3x*\/y.
Solucién
Se aplica la propiedad para el logaritmo de un producto (propiedad 5);
log, 3x* Jy =log, 3+log, x* +log, [y
Se aplican las propiedades 3 y 4 y la expresitn queda asf:

1
=log, 3+ 4log, x + Elngzy

3 @+ Desarrolla a su forma més simple la expresién: log, §(x-5)".
Solucién
Se aplica la propiedad 4 para el radical:

L |
tog, {(x - 5)" = ;log, (-5
Ahora al aplicar la propiedad 3, se determina que:

- X [3tog, (x-5)] = 21og, (x-3)

(x+y)

(x=y)

4 @+ ;Cuil es el desarrollo de la expresién log, 7

Solucién
Se aplica la propiedad para la divisién (propiedad 6):

hsaga'—y]:=los.,(x+y]3-lusﬂ(x-r]2
-y)

Para obtener la expresién que muestre el desarrollo final se aplica la propiedad 3:
=3log, (x +y)=2log,(x-)
(x+1)T
5 @+ Desarrolla la siguiente expresién: In T] ;
Solucién
Se aplican las propiedades de los logaritmos y se simplifica al méximo, para obtener:
e (x+1 e (x+1
In =3 1In
S
Enseguida se aplica la propiedad del cociente y el producto (propiedades 5 y 6).
=3[Ine™ +In(x +1)- In2x" ]
En el sustraendo se aplica nuevamente la propiedad del producto, y resulta que:

=3[Ine” +In{x +1)-(In2+Inx*)]
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Finalmente, se aplica la propiedad del exponente y se eliminan los signos de agrupacidon:

=3[3xne+In(x+1)-n2-2Inx | =9x+3mn(x+1)-3In2-6Inx

EvES
& ®¢ Desarrolla Ia siguiente expresion: lug‘jﬁ.

Solucién
Se aplica la propiedad para la miz de un nimero (propiedad 4):

gt A9
—_— = —log—
log}l 57 = 3" 2y
Después se aplica la propiedad para el logaritmo de un cociente (propiedad 6):
1
= 5|(1.:ug3x‘ - log2y*)
Al aplicar la propiedad pam el logaritmo de una mulfiplicacion se obtiene:
1
= 5[(1053+lugx"]—(lugz+lugy5]]
Se aplica también la propiedad 3 para exponentes:
1
= 5[(1053+4logx]—(10g2+510gy]]
Se cancelan los signos de agrupacidn y éste es el desarrollo de la expresion:

1
= g[log 3+ 4logx—log2-Slogy]
X
3

=

1 4
3 og +3105x 3

log2 ——logy

7/ ®+-Escribe como logaritmo la siguiente expresién: log x + log y - log z.
Solucién
La suma de 2 logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del producto de los argumentos:
logx+logy-logz=logxy-logz
La diferencia de logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del cociente de los argumentos:

log xy — log z =log %
Por tanto;

X

logx+logy—logz=Ilog ?

1
8 @+ Expresa como logaritmo: 2 +3 log,(a + 1) — 1 log(a -1}
Solucién
Se sabe que log, a = 1, entonces:
1 1
2+3logfa+1)- 7 logfa-1}=2loga+3logfa+1)— 3 log(a-1)

{continta)
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{(continuacidn)

Los coeficientes representan los exponentes de los argumentos:

=log,a" +log (a+1)" -1log, (a-1)
Se aplican las propiedades de los logaritmos para la suma y diferencia:

a*(a+1) a(a+1)
= IDEE ( ’_] = luga ;:ﬂ—l)
(a-1)*
Por consiguiente:
1 a’(a+1)’
2+3logfa+1)= — logfa=1)= log, ——
gfa+ 1} 3 gla-1) 2. Um

© ®e-Escribe como logaritmo la siguiente expresion: — lug x+ 1)+ — lug (x = 2) = 2logx - 3log(x + 3).
Soluciéon
Al aplicar las propiedades de los logaritmos y simplificar se obtiene:
1 1
= log(x+1) 3+log(x—1:| 3—10ng —li;l_gl:x+3:|3

= log(x+1) 3+log x=1)2 [lugx’+log x+3) ]

2 1
10 @+ Expresa como logaritmo: x =3 + 5 In(x-2)- 2 In(x + 1),

Soluciéon
Se sabe que In e = 1, entonces:

x-3+ = In(x-2)-— = In(x+1)=(x-3)Ine+ £ In{x-2)- 1 (x+1)
3 3 3 3
Al aplicar las propiedades de los logaritmos, se tiene que:

2
]

2
x=2)7 | sl(x=2) e
aleo P, & ) L il

1
Iné*? + In(x-2)% - In(x+1)3 =1n( 31X
Por consiguiente:
P
2 1 B ,(x—i]z.es{’_s}
x 3+3]n{x 2 3]11(x+1}— ln\/ P
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EJERCICIO 142

1' ]'ogs T‘

3
2, log,3 ?

3. log, Ye'x

4, log5xy*
5. log,x’y'z

6. In(3e'x?)’

7. log(x +y)'(x-2)

7
8 log, —
7

9. L,

3 4

20. 3logm —2logn

1 1
21, Elug;x+§lugj;v
22, InB+4x

233, i—lugm+4lugn
24, 2x +log,3

2 1
25, =3 log, (x+1) - 7log, (x+2)

26. log3+logy—logx
27, log, x-log, y—log, z

:) Verifica tus resultados en la seccién de solucdienes correspondiente

857

10

11,

12,

13,

14,

15. lo

16,

17. log

18.

2B

29,

30.

3L

32,

33,

34,

35.

36

logaritmos

Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:

3x*(1-2x)°
2xy(x2 —}'2]

log, /3"
log+/(x+y)" 7

Yx
* 5
i Ja'b
DE Sfczd

Jx+y
g! 4
(x=y)
x!
tog Yx-3(x+2)
(x+3)(y-5)

(x+6)' Jy-2

. logs

e+ (x-1’
(x -1)’
Aplica las propiedades de los logaritmos para expresar los sigulentes logaritmos como el logaritme de un solo argu-
mento:
19, 2In5+2Inx

Ins

- 1-log, (m~1)-log,(m+1)
1 1 1
Elugx+glugy— Elugz
In5+1+Iny-TInx

2=x+3In(x+y)=3In(x-y)

2
Elug(x—z]— glug(x+2)+2105(x+ 1)

1 3
E"'Tlﬂgzx_ilugzy

1 1 1
=i N+= === =1
3 og(x+ ]+2105(x ) 6l°Ex

X +x+1-2logx+3log(x+1)
. 2In9+4Inm+2Inp=2In7=2Inx-6Iny
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Ecuaciones Iogdrﬁmims

En estas ecuaciones las incdgnitas se encuentran afectadas por logaritmos, su solucién se obtiene al aplicar las pro-

piedades y la definicién de logaritmo.

EJEMPLOS

-§_ ] @+ Resuelve Ia siguiente ecuacién; log (2x+1)=2.

§_ Solucién

i Al aplicar la definicién de logaritmo, la expresién log, (2x+1)=2 se convierte en:

2x+1=5
Ahora al resolver esta ecuacién, se obtiene:
Zx+l=5%" — Zx+1=125

2x=24
x=12

2 @+ ;Cuiles son los valores de x que satisfacen Ia ecuacién log(x+2)+log(x-1) =17
Solucién
Se aplica la propiedad 5 para expresarla en t€érmino de un solo logaritmo:
log(x+2)+log(x-1)=1 — log(x+2)(x-1)=1 — log(x*+x-2)=1
Se aplica la definicidn de logaritmo y se resuelve factorizando la ecuacion que resulta:

lug(x2+x—2]=1 - ¥ +x-2=10"
x*+x-2-10=0
X +x-12=0
(x+4)(x-3)=0
x+4=0 y x-3=0
Por consiguiente, los valores que satisfacen las igualdades son: x =—4y x =3, y el valor que satisface 1a ecuacion
esx=3

3 ®e-Resuelve: log,(4x—5)=log,(2x +1).
Solucién
Se agrupan los logaritmos en el primer miembro de la igualdad y se aplica la propiedad 6;

log,(d4x-5)=log,(2x+1) — log,(d4x-5)-log,(2x+1)=0 — lug3z:j=ﬂ

Se aplica la definicién de logaritmo y se resuelve la ecuaci6n que resulta:

4x-5 _g 4x-3
=3 — =1 — 4rxr-5=2x+1
2x+1 2x+1
2x=6
x=3

4 @« Resuelve la ecuacién: log, V3x—1=1-log, Vx+1.
Solucién
Se agrupan los logaritmos en un solo miembro de la igualdad:
log, 3x—1+log,Jx+1=1
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Se aplica la propiedad 5 para expresar la suma de logaritmos como el logaritmo de un producto:
log,(\fm](wﬁmkl
Se transforma la expresidn a su forma exponencial y se multiplican los factores:
(VE=T)JrH)=2' > A +2-1=2
Para eliminar la raiz se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

2
(Jsx’+2x—1] =(2) = 3 +2r-1=4
Se resuelve la ecuacidn resultante:

3 +2x-1=4 — A+ 2x-1-4=0 - 3F+2x-5=0
3¢ +5r=-3x=5=0
x(3x +5)- 13x+5)=0
(3x +5)(x-1)=0
5

x=-=,x=1
3

5
Por consiguiente, los valores de la incGgnita son: g 1, el valor que satisface la ecuacion logaritmica es x =1

5 ®¢ Resuelve la ecuacién: In(x+5)=2+Inx.
Solucién
Los logaritmos se colocan de un solo lado de la igualdad:
In(x+5)-Inx=2
Se aplica la propiedad de division de argumentos:

]_n£=2
X

Se transforma a su forma exponencial y se resuelve la ecuacion resultante:

+5
e’zﬁ;u x€=x+5 x&=x=5
xe?=1)=5
5
x:

ef=1

EJERCICIO 143

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

1, log,(x+3)=2 5. logJx® +64 =1

2. log,(4-3x)=3 6. log, 81-log,(x—4)=2

3. log,(5x-9)" =4 7. log,(x+9)+log,49 =4

4. log,V15x+1=2 8. log, 25 - log, (x+100) = —1
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9. log(x+3)" =1+log(3x-11) 18, log ;(x—3)+log , (x+2)=4+log ; x
10. log,x + log,(2x-3)=3 19, log,(x+1) + log,(3x-5) = log,(5x-3)+2
11. log(x + 2) =-1+ log(3x-14) 20. log 5 (Vx +1)=1+log 5 V-1
12, logs(4-x)" =log,(6+x)’ 21 n(x+ 1) =1+In(x-1)

13, log(2x+10)° —log(1-x) = 2 . Inx+In(x-3e)=In4+2
14. log,(x—4)+log,(x-1)=log,5x—log,3
15. log, 33x+1=log, ¥10 +log, Yx -2

16. log(Bx+4) +log(7x+16) = log(x—2)" +2

In(x-2)=In12-In(x+2)
1
In(x-1)-ln(x-2)=73

In(2x=3)-In(x+1)=e

B LR BB

17. log,(x—1)—Ilog, (3x +1) =3-log, (6x+2) . In(x"+x) +Ine =In(x + 1)

@ Vearifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones exponenciales
Las ecuaciones que tienen la incégnita en el exponente se llaman ecuaciones exponenciales y su solucidn se obtiene
a aplicar los siguientes métodos:

1. Siel argumento o resultado se puede expresar como potencia de 1a base, sélo se igualan exponentes,
2 Se aplican las propiedades de los logaritmos para encontrar el valor de la incGgnita.

EJEMPLOS
-E_ 1 ®¢ Encuentra el valor de la incégnita en la ecuacién: 2**' =32,
i. Solucion

Se expresa a 32 como 2°, se sustituye enla ecuaci6n:
271=32 o =P
Enla ecuacitn resultante las bases son iguales, entonces, también los exponentes:
x+1=5

Al resolver esta ecuacidn, se determina que: x = 4

2 ®+-Obiénel valor de la inc6gnita en Ia ecuacién; 9" = 817
Solucién
Hl resultado 81"se expresa como 9%, al sustituir la equivalencia:
=81 — 9'=9*
Para que la igualdad se cumpla, tanto bases como exponentes deben ser iguales, entonces:
x=1=2

Se resuelve la ecuacion y resulta que: x=-1
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3 @+ Resuelve la siguiente ecuacién: 4" =8"'",
Solucién
Ambas bases se descomponen en sus factores primos y la ecuacién se expresa como:
4= o @Y= o PR
Se eliminan las bases y se igualan los exponentes, para obtener la ecuacitn:
2(x—2)=3(1-x)
Finalmente se resuelve la ecuacitn y se determina el valor de la incégnita;

Ax-=31-x)

Zx-4=3-3x

2x+3x=3+4
Sx =17

e
5

EJEMPLOS

£
£

Otra forma de resolver una ecuacitn exponencial es aplicar logaritmos, como ilustran los siguientes ejemplos:

1 @+ Resuelve la siguiente ecuacién: 5* = 625,
Solucién
Se aplican logaritmos a los dos miembros de la igualdad:
log 5* =log625°
Se aplica la propiedad 3 para despejar a xy se efectian las operaciones:
xlog 5=2log625

oo 2log625 2(2.7959) _ 8

log5 0.6989
Por tanto, x = 8

2 ®+-;Cudl es el valor de la incGgnita en la siguiente ecuacién: 3 =77

Solucién

Se aplican logaritmos en ambos miembros de la igualdad,

10532:*—! - ]';:'E ?-
Se aplica la propiedad 3, se despeja x y se obtiene como resultado:

log7
log3
log7

e L
x=£3_;:’—=1,3sse

(2x-1)log3=log7 — 2x-1=
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A

3 @+ Cuil es el valor de x en la ecuacién 3™ - 5(3*) + 6 =07

Solucién
Esta ecuacion se expresa como una ecuaciton de segundo grado, de la forma;
B3 =53)+6=0
Se factoriza y se resuelven las ecuaciones resultantes:
(3*-3)(3-2)=0

3-3=0 3F-2=0
F=3 =2
log3* =1log3 log3" =log2
xlog3=1log3 xlog3=log2
x=%=%=l x=i—§%§=%‘%= A

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacidn son: 1y 0.6309

e’ +4

4 @+ Resuelve la ecuacitn: P 3.
Solucién
La ecuacion se expresa de la siguiente manera:
&7 4 4 =37
Se despeja el término ™
F—3eF=-4 -2 =-4
=2
En ambos miembros de la igualdad se aplica el logaritmo natural y se obtiene:
In & =1n2 2ylne = In2 2)(1) = In2
2y=In2
1
= =1In2
e
y=In\2
EJERCICIO 144
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
1, 5" =625 B 7%%=343 15, 5° =625""
2; 31 =8 9' 32-'I‘+3 =3 16., 49!-21’ & ?J'
3. 9%=9" 10. 4 =16"" 17. 2552 =5
4. 64* =8 11, 57 =4 18, 3* =243
5. (237) =283 12, ¥ =015 19, 2743 = 39*
6. (24) =5.76 13. (0.125)" =128 20. 3 =729
7. 57 =25 14, 2°*' =256 21, 27 =38
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x-1
22. Bx+sl+| =';I'50 2‘?_ [E P qJ’E 32. eZI_el+2=£r+l _83
4 V81
4 -5
B. 621+§ = 36 = u ZE. 1212—21+3 L 1 723 33‘ 83' 1 - 3
e -
43z 1 251 542 e 3 6
24, 47 = — . 5(1%4)=7(5 34, = =
16 29 { ] ?( ] 31_2 f"f'z 32'—4
2‘5. T{S)I-H _SJ+2 t 3:+d _5:+3 3(].- 2—1:+2—1 = 2 35' Ielr_|_2 |'821+I =1 -
-1 L x-1 2 e'—1 _2 g'+e_'_3
26. log, (9" +7)=1log,(3*" +1] 31 T 16, =3

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Los logaritmos son una herramienta excelente para la solucidn de problemas propios de las ciencias, a continuacién

se ejemplifica su uso:
= Quimica
En quimica los logaritmos se emplean para calcular la acidez de las soluciones.
= —log[ ']
Donde:

pH =acidez de una solucitn.
[ H* ] = concentracitn de iones de hidrégeno en iones-gramo equivalente por litro,
1 Determina el pH de una solucion, que tiene una concentracitn de iones de hidrégeno de 107* iones-g/lt.
Solucién
La concentracitn de iones de hidrogeno en la solucion es de:
[ B ]=10" iones-g/lt
Se sustituye este valor en la férmula y se obtiene:
pit = —log [ ']
pH =—log[ 10*] s aplica la propiedad 3
pH = ~(~8)log] 10]=(8)(1)
pH=8

2 Encuentra la concentracién de iones de hidrégeno de una solucidn, si su pHes de 7.

Solucién
Se sustituye pH =7 en la férmula y se despeja | H |
pH =~log[ H']
7=-log[ H']
—?=lug[ H’]
antilog(~7)=[ H']

Por consiguiente, la concentracion de iones de hidrogeno de una solucitn es:
[ H"]=107 iones-g/it
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© Sismaologia
En sismologia los logaritmos se emplean para calcular la intensidad de un sismo por medio del siguiente modelo
matemético;

A
i =log=
Donde:
I, =intensidad del sismo (escala Richter)
A =amplitud (micrémetros)
¢ = periodo (tiempo en segundos que dura una oscilacién)

3 ;Cuil es la intensidad de un sismo en la escala Richter si su amplitud es de 8 000 micrémetros y su periodo de 0.09

segundos?
Solucié
Se sustituye A = B 000 micrémetros y P = 0.09 segundos en la formula:
A 8000
Ip=log— Iy=log——
[ IDEI »=log 0.09
= log (88 888.89)
= 495

Por tanto, el sismo tiene una intensidad de 4,95 grados en la escala Richter,
4 Un sismo tiene una intensidad de 5.7 grados en la escala Richter, si la amplitud del movimiento es de 9 021,37
micrémetros, ;cudl es su periodo?
Solucién
Se despeja la amplitud de 1a férmula;
I =1°E% = antilog/, =$
A
antilog I,
Se sustituye en esta dltima férmula 7, =5.7 y A =9 021.37 micrémetros:
_ 902137
antilog 5.7
_ 902137
50118723

Por consiguiente, el periodo de una oscilacitnes de 0,0179 segundos.

=00179

© Decaimiento radiacti
Otra aplicacién de los logaritmos se lleva a cabo en el decaimiento radiactivo. El decaimiento radiactivo de un
material estd dado por la férmula:

C=Co(2) ™
Donde:
C = canfidad de material radiactivo después de cierto tiempo
1 = antigiiedad del material
C,= cantidad presente cuando /=0
n = vida media del material
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El tiempo de vida media de un material es de 25 afios, jcudnto de dicho material queda después de haber transcurrido
15 afios?

Solucién

Se sustituye en la férmula n = 25 y ¢ = 15 afios:

=g 2]
c=C@2)* = C€=C(2)=
C=Cﬂ(2]_‘m
C =C,(0.659)=0.659C,

Por consiguiente, queda 0.659C; o 65.9% del material inicial,

¢ Cudl es la antigiiedad de una figura de madera que tiene la cuarta parte de su contenido original de carbono 14, si
la vida media del material es de 5 900 afios?

Solucién
Conlas propiedades de los logaritmos se despeja r:

c-a@ o St o o )-sta)

G

los[ci]bilus{?] - _nlogi[c%]ﬂ

] log2
1
Se sustituye C= EC" y h=35900en la dltima férmula;

le
(5900)log 4Tﬂ

__(5900)10(025) _ _(-3552.15)

= 11 801.16 a0
log2 log2 0.3010 ®

t=-

Por tanto, la antigiiedad de la pieza es de 11 801.16 afios.
La desintegracitn de cierta sustancia radiactiva se rige por el modelo matemdtico;

r

P= Pet
Donde p, esla cantidad inicial de sustancia y fes el tiempo en afios, ;Calcula el tiempo de vida media de la
sustancia?
Solucién
El tiempo de vida media es el tiempo necesario para que la mitad de la sustancia se desintegre, es decir p=%pn,
entonces, se despeja r de la formula:

p=p,e W P _ o007 In2. = |ne 0007
Pa Pq
2.
P Pa
In=-0.0072¢Ine -— 1=t
P 0.0072
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Se sustituye p= %pﬂ y se realizan las operaciones:
1
e ]ni_pa
—— P Py 1005 ooy
0.0072 0.0072 0.0072
Por consiguiente, el tiempo de vida media de dicha sustancia es de 96.27 afios.
< Poblacién

El crecimiento de poblacion estd determinado por la formula:
N=N, &

Donde:
N = niimero de habitantes de una poblacién en determinado tiempo
N, = mimero de habitantes en una poblacion inicial, cuando ¢ =0
K =constante
t =tiempo

8 El modelo matematico que rige el crecimiento de una poblacion es:

N =3500¢"""
Calcula el nimero de habitantes que habrd en 20 afios.
Solucién
Se sustituye el valor de ¢ =20 en la formula:
N = 35009

=3500¢" =5770.52
Por tanto, en 20 afios habrd aproximadamente 5 770 habitantes,
Q El siguiente modelo muestra el crecimiento de una poblacién de insectos:
N =850(3)""™

Donde N es el niimero de insectos y 7el tiempo en dias. ;En qué tiempo la poblacidn serd de 10 200 insectos?

Solucion
Se despeja ¢ de la formula;
N
N N
N =850(3)2 N (g In—— = 0.094rIn(3 — 850 __
3 w0 ) o OGS

Se sustituye N = 10 200 en la tltima férmula:

In 10200
250 Inl2 24849

= = — =24.
*= 00541n(3) ~ 00941n(3)  0.1032 07 48

Por consiguiente, deben transcurrir 24.07 dias para que se incremente la poblacion de insectos a 10 200,

566



Carmuio25

10

11

logaritmos

En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacitn inicial de 480 a 1 200 en cinco horas.
/Cudnto tardard la poblacién en aumentar a 8 0007

Solucién
Se determina el valor de k para Ia poblacién inicial, donde N, =480, N=1200, =S5,
N-Nod® = 10-am0e® o 20 s _, 54
480
Se aplica logaritmo natural para despejar k:
In{(e*)=In25 —=  Skin(e)=In25 — k=%=%=&133
Entonces, el modelo matemético se expresa como: N= N,¢"'=’
Se sustituye en la férmula N = 8 000 y N, = 480
8 000 = 480"
Para despejar ¢ se aplican logaritmos naturales:
hsmu
SO0 e BOO0 o oner 0 B0 gy oy oo MBD _ jeas
480 480 480 0.183

Por tanto, en 15.37 horas o en 15 horas 22 minutos 12 segundos, las bacterias aumentarin de 480 a B 000

< Ley del enfriamiento de Newton
Con esta ley se obtiene la temperatura T de un cuerpo en funcién del tiempo #; donde T es la temperatura ambiente,
el modelo matemitico que la rige es:

T=T"+Ce"

T'"= temperatura del ambiente
T = temperatura del cuerpo después de cierto tiempo, ademds T <7’
C'y k = constantes
Una barra de metal se extrae de un horno cuya temperatura es de 250°C. Si la temperatura del ambiente es de 32°C
y después de 10 minutos la temperatura de la barra es de 90°C, ;cudil es su temperatura después de 30 minutos?
Solucién
La temperatura del ambiente es T*=32°C, la temperatura de la barra al momento de sacarla del horno es de
T=250°Cy ¢ =0. Al sustituir estos valores en la ley del enfriamiento de Newton.
T=T +Ce" 250= 32+ CM” 250=32+C
250-32=C
218=C
Se sustituye el valor de C=218°Cen la ley:
T =32+218¢"
Se sustituye ¢ = 10 minutos y T'=90°Cen la ley y se despeja e'”

90 e 32 - eﬁ(m]
218

90 = 32+ 218640 0.2660 = '™
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En la dltima igualdad se aplica logaritmo natural a ambos miembros para despejar a k:

In0.2660 i
10
01324 =k

In0,2660=Ine"* In0.2660 =10k Ine

Al sustituir este valor se obtiene que la ley del enfriamiento para la barra es:
T =32+218¢"™

Finalmente, se sustituye r = 30 minutos en la formula anterior:

T = 324218 2460 T=32+218"
=32+218(0,01883)
=32+4,1049
=136,1049°C

Por consiguiente, la temperatura de la barra después de 30 minutos es de: 36.1049°C

EJERCICIO 145

10,

11,

12,
13.

o

Resuelve los siguientes problemas:
L

2,

Obién el pH de una soluci6n, cuya conceniraciénes de 1,90 107 iones de hidrégenoflt.
La concentracién de una conserva de vinagre de iones de hidrégeno es de 63 107, Determina su pH.
{Cudl es la concentracitn de iones de hidrdgeno de una sustancia, cuyo pH es de 97

. Un sismo se presenta con 6 000 micrémetros de amplitud y un periodo de 0.3 segundos. Determina la intensidad del

movimiento sismico en la escala Richter.
Encuentra el periodo de un sismo de 90 000 micrémetros con intensidad de 5 grados en la escala Richter.
Un sismo tiene un periodo 0.35 segundos de duracidn y alcanza 4 grados en la escala Richter. ;Cuél es su amplitud?
El tiempo de vida media de un material es de 40 afios. ; Cudnto de dicho material queda después de 30 afios?
La vida media del tritio es de 12.5 afios, ; Cudnto tardard en desintegrarse 30% de una muestra de este metal?
La desintegracitn de una sustancia radiactiva estd dada por el siguiente modelo:
V =V

Donde ¥, es la cantidad inicial de material y res el tiempo. ; Cuil es el tiempo de vida media de dicho material?
El modelo que rige el crecimiento poblacional de una ciudad es:

N =15 000"
Donde Nes el nimero de habitantes y f el tiempo en afios. ; Cufintos habitantes habrd dentro de 10 afios?

En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacidn inicial de 150 a 830 en 2 horas. ;Cudnto
tardarin en llegar a 3 0007

La poblacién actual de ratas en una ciudad es de 40 000; si se duplican cada 8 afios, jcudndo habrd 500 000 roedores?

Del horno de una estufa se saca una rosca, cuya temperatura es de 180°C, Si la temperatura del ambiente es de 25°C,
ydespués de 8 minutos la temperatura de la rosca es de 100°C, ; cudl es su tempemtura después de 15 minutos?
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14, La temperatura del ambiente una tarde es de 21°C. Si se sirve agua para café con una temperatura de 95°C, y después
de 4 minutos la temperatura del agua es de 80°C, jcudl es su temperatura después de 20 minutos?

15. Una barra de aluminio se encuentra a una temperatura de 400°C y la tempemtura ambiental es de 28°C, Si después
de 30 minutos la temperatura de la barra es de 300°C, ;cudntos minutos deben transcurrir para que su temperatura
sea de 120°C?

0 Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente
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CAPTULO 26

PROGRESIONES

HISTORICA

Sucesién de Fibonacci
Leoncrdo de Pisa nacié en lalia y fue

educado en Africa del norfe. Su obra

principal es Liber Apaci [Libro acerca del
dbaco), donde expone la importancia del sis-
tema de numeracién indoardbiga. Escrita en
1202 sélo se conserva una version de 1228, donde aparece un problema
sobre el nacimiento de conejos, que da origen a ka sucesion de Fibonacci.
Por muchos afios fue objeto de numerosos estudios que permitieron descubrir
muchas de sus propieciodes, ademds de que Kepler la relacioné con la
seccion durea y el crecimienio de los planias.

lo sucesién de Fibonacci se define por:
oty
f=f,+f_,poran=3
cuyos primeros férminos son:
Tl 2 3, 5,8, 13,21, 34,5589, ...

Leonardo de Pisa “Fibonacci”
(1170-1250)
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Sucesién infinita
Una sucesion es de la forma:
[ S TN T FOO I
donde a, es el término general y se denota por:
a,=f(n) o {a}

Siendo n un nimero natural, asf: a, representa el primer término, a, el segundo término, g, el tercer término, a,,
el vigésimo sexto término y a, el n-€simo término de la sucesidn.

%EMPLOS &
1
- 1 ®+ La sucesién con p-ésimo término a, = a,cun ne N, se escribe como;
i§' 1 1 1 1
47 87127 4n"’

2 ®e-Escribe la sucesion con n-€simo término (3"},

Solucién
Ya que n es natural entonces toma los valores 1, 2, 3, 4,...,

3-! s a-=3l

a=3 a,=3 a;=3" a
Por consiguiente, la sucesion es:
A T 0 ERITRIL,

3 @+ Encuenira los términos que conforman la sucesién con término general a, = i.‘n—l.
Solucién
El término general es:
2n-1
a,=
n

Para determinar los elementos de la sucesitn, se sustituyen los nimeros naturales:
2{1]—1 2-1 1

Sin=1, =1
11 a,= 1 1 1
2(2)-1_ 4-1 3
S' :2, - :—:—
B 2 T2
2(3)-1 6-1 5
S' :3! = e—
B T 3 3

3 5  2p-1

Por tanto, los términos de la sucesién son; 1 E 5,..., nn
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4 ®+-Determina los 4 primeros términos de {(-1)"*" - 2n].
Solucién
Se sustituyen los valores de n =1, 2, 3, 4en el término general:
Sin=1a,=(-1)"-2(1) = (-1)’-2 =1-2=-
Sin=2a,=(-1)"-2(2) = (-1)'-4 == 1-4=-5
Sin=3,a,=(-1)""-2(3) = (-1)*-6 =1-6=-5
Sin=4,a,= (-1)""-2(4) = (-1’ -8 ==1-8=-9
Se concluye que los cuatro primeros términos son:
-1,-5-=5-=9
5 @+ Determina los 5 primeros términos de la sucesién, sia, =2ya,,, =3a,
Solucién
De acuerdo con la regla general se tiene que:
a,=2
a=3a,=3(2)=6
a;=3a,=3(6)=18
a,=3a,=318)=54
a,=3a,=3(54)= 162
Por consiguiente, los 5 primeros términos de la sucesion son:
2,6, 18, 54, 162
EJERCICIO 146
Escribe los 5 primeros términos de las siguientes sucesicnes:
L a= % T {(r=1)n-2)) 13. a,= %-a.+.=a.-1
2 q=10-(0.1) 8. {(—l]z""ﬁ} 14, @,=2T.a_,,= —%a_
3.‘::1":1+L2 9, {“i'—'"} 15. ¢y==l,a ,,=na
n (r=1)1
4 a,= :;43 10. {( =y 2:1} 16, a,=-2a,,,=(a)
_ 2p-1 a
5 a,= l 11, a,=2,a,,,=2a+1 17. gy=4,a,.,= —;
6. {(<1yn’} 12, a= %,a,ﬁ.: il 18. a,=3.a,,,=(-a)"

@ Verifica tus resultados en la seccién de scludones correspondiente

573



26 CAriTuo

AiGesra

Suma

Dada una sucesitn infinita a,, @;, @s,..., @..., |2 suma de los primeros i términos se expresa como:
E“; =g, +a,ta,+..+a,
J=l

donde 1 y mson los valores minimo y méximo de la variable de la suma j.

Evaluacién de una suma, Es el resultado de la suma de los primeros m #rminos de una sucesi6n.

%EMPLOS : .
5

'§, 1 @+ Determina la suma; /"

S Solucién B

LA

Se sustituyen los valores 1,2, 3, 4, 5en el término general y se realiza la suma:

5
¥ =P+ P+ 8+ =1+4+9+16+25=55

j=l
Por tanto, la suma es: 55
]
2 @+ Encuentra el resultado de la suma: ¥ (j +2).
j=3

Solucién

Se sustituyen los valores: 3, 4, 5, 6 en el término general, y se suman los resultados parciales para obtener como
resultado final:

i(j+2] =(3+2)+(4+2)+(5+2)+(6+2) =5+6+7+8=26

J=3

T
3 @« Determina la suma: ES.
j=
Solucion

Debido a que no existe j en la férmula de sustitucion, 3 se suma 7 veces y se obtiene:

T
23=3+3+3+3+3+3+3=21
=1

5
A @+ ;Cufl es el resultado de Y (j+2)(j-3)?
Solucién a
Se sustituyen los enteros del 1 al 5:

B0 +2)(-3) = (142)(1-3) + (26 2)(2-3) + (3+2)(3-3) + (442)(4-3) + (5+2)(5-3)

Se realizan las operaciones de los panéniesis y, por ltimo, se efectiia la suma para obtener:
= (3)(=2) + (4)(-1) + (5)(0) + (6)(1) + (7)(2)
==6-4+0+6+14
=10

Por tanto: 3(j+2)(j-3) = 10

j=l
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4
5 @+ Determina el valor de ¢ que cumpla con Ia siguiente igualdad: )" (ej—1)" =214.
=l
Solucién

Se desarrolla la suma;
(e=1)" +(2¢=1)" +(3¢=1)" +(4c-1)" =214
Se desarrollan los binomios y se reducen los términos semejantes, para luego resolver la ecuacion resultante:

C=2c+ 1446 —dc+1+9 —6e+ 14+ 16¢7—8Be +1=214
30¢°—20c-210=0

3’ 2c-21=0
Por consiguiente: c =3y —%
EJERCICIO 147
Determina las siguientes sumas:
8 & j+l = 4 8
1. E(Zj—?,] 3, EJ—Z 5; E(u‘j+l—ﬁ] 7 (—Z)H 9. En
i=1 ]t J=l j=0 j=1

2; i(f-q] 4, Ei:zi 6 32 g Y3 10, ¥

j=1 = j=1

Determina el valor de cque cumpla con las siguientes igualdades:

& Sc 7 N ﬁ(cj—l]’ 286
o £ 7 —2)=105 i )
11, ;Z_,zc 120 5 X3=3 5, 2972 14, E 3 9

i=4

@ Vaerifica tus resultados en la seccién da soludeonas correspondienta

Progresién aritmética o sucesién aritmética

La sucesién a,, a,, d....., 4,, €S una progresidn aritmética si existe un mimero real r, tal que para todo nimero natural
m se comple que:

a,=a, _,+r
Donde la diferencia comiin o razén es r=a,—a,, _,
Ejemplos
Determina si las siguientes sucesiones son aritméticas:
a) 2,610, 14,...,4n-2
by =3,-5-7,-9,...,-2n-1

2
&) B NS
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Solucion
a) Dela sucesitn: 2, 6, 10, 14...., 4n — 2, determina la diferencia comiin:
r=a,—a, = [4(m)-2]-[4(m-1)-2] = [4m-2]-[4m-4-2]
=dm-2-dm+4+2
=4
Esto significa que los términos de la sucesidn se encuentran sumando 4 al término anterior, por tanto, la
sucesidn es aritmética.

b) Se determina la diferencia comiin de la sucesion:

r=a -a,_,=[-2(m)-1]-[2(m-1)-1] = [-2m-1]-[-2m+2-1]
=—2m-1+2m-2+1
==2
Por consiguiente, la sucesidn es aritmética.
¢} Se determina la razén o diferencia comiin:

(m]’+(m]+z]_[(m-1]’+(m-1]+z] _ [m=+m+z]_[m=-m+z]

2 2 2 2

r:au-au—l: [

La diferencia no es constante, enfonces la sucesion no es aritmética.

Férmula para determinar el nésimo término en una progresion aritmética

Sea la progresidn aritmética + @, @, @s..., @,, CON razén r, entonces el n-&imo término de la sucesitn estd dado

por:
a,=a,+(n-1r
Para todo n > 1
Donde:
a, = n-€simo término de la progresidn
a, = primer término de la progresitn
# = niimero de términos en la progresitn
r =razdn o diferencia comin — =g, =, S =0y —dy=h—d,
EJEMPLOS *
Solucién

-§_ 1 ®¢ Determina el 8° término de la progresién + 1, 4, 7, 10.,...
£
| Se identifica el primer término, el nimero de términos y la razén para sustituir en la férmula del n-ésimo término:

a,=1 =8y r=4-1=3
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Por consiguiente:

a=a+n-1)r — a, =1+(8-1)(3)
a; =1+(7)(3)
a,=1421=22

Entonces, el 8” término de la progresitn es 22

15
2 ®e £Cudl es el 7° término en la progresién E,E,%m?
Solucion
Se determinan los valores de los elementos
5 W L ..
w3 TEIYTEETITS
Al sustituir en la férmula, se obtiene:
1 1 1 1
a,=arHn -~ r - a,= E+(7'l)(§] = E+6(§]
1
== +2
[ B 3 +
g =1t4 _ 3
T3 2

Finalmente, el 7° término es %

3 ®+:Si en una progresi6n aritmética el tercer y noveno término son 11 y 35, determina el séptimo término,

Solucién

De acuerdo al problema;
a=aq,+3-1)r a;=a,+(9-1)r
d=a+2r ag=a, + 8r
11=a,+2r 35=a,+8r

Se genera un sistema de ecuaciones con incignitas a, y r:

a, +2r=11
a, +8r=35
Del cual, al resolverlo, se obtiene que:
a,=3yr=4
Luego, el séptimo término es:
a,=a,+(T—Dr=3+(6)4)=3+24=27

-

Formulas para determinar el primer término, nimero de términos % la razén
Todas estas férmulas se deducen dela férmula a = a, + (n— 1)r y dependen de los elementos que se tengan como datos,
© Para encontrar el primer término se despeja a;:
a=a,+(n-=1Dr — a,—(n—1yr=a
FPor tanto;
a,=a —(n-1j
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< Para encontrar la razon se despeja r:

a,=a,+(n-1)r = a—a=(n-1r — r=a:=—c11.
Por consiguiente:
P Tl
n-1
& Para obtener el mimero de términos se despeja n:
a=a+(n-1r — 5= _p-1 — n=2"% 4,
r F
En consecuencia:
poG=tr
r
EEJEMPLOS
?_ 1 ®# Encuentra el primer término de una progresion aritmética, si se sabe que el 13° términoes — 28 yla razén es — 6.
2 Solucién

Se determinan los valores de los elementos:
Ga==28n=13 y r==6
Al sustituir en la férmula se obtiene a,:

a =ap=(n=1yr — a==28=(13=1)-6)
a,=- 28 - (12)(- 6)
a,=-28+72
a, =44

Por tanto, el primer término es 44
El procedimiento de los despejes es el mismo si se sustituyen los valores directamente en la férmula:
a=a+n-1)r

2 ®e Determina la razdn de Ia progresién aritmética cuyo primer términoes 6y el 16°es 9,
Solucién
Se determinan los elementos que se tienen como datos:
a,=a,=9 a,=6yn=16
Al sustituir en la férmula y despejar r:

a=a+(n-1)r — 9=6+(16-1)r
9-6=_(15)r
9-6 3 1
r=—=— = —
15 15: 5

I
Finalmente, la raz6n de la progresitn aritmética es 5
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3 ®+-;Cudl es el nimero de términos que tiene la progresién aritmética < 4.5, 6.6...., 25.57
Solucién
Se obtienen los datos:
a=4.5, a,=255 y r=66-45=121
Se sustituyen los valores y se despeja n:
a=a+(n-1yr — 255=45+(n- 1)}2.1)
_255-45+21
21
3.1
= =11
n 2.1
Entonces, la progresion tiene 11 términos,
EJERCICIO 148
Determina cudles de las siguientes sucesiones son aritméticas:
1' 45 9! 141+|u -sn -1 4» 12., 22, 32,..‘, .'Iz
2, 24,8..,2 5. 2,4,6,....2n
2 75 1 1
3; o T a T m e _n+_ 6> 5 ] (ESRE] =
363 (2 6] k+1,2k+3,3k+5 nk+2n-1
Encuentra el término que se indica para cada una de las siguientes progresiones aritméticas:
7. Bl ¥ término em; + 2,5, 8,... 12, El 7° término en: + 120, 108, 96...,
8. El 11°término en: = 1, %,;,... 13. El 12°término en: = 0.5, 0, - 0.5,...
9 El15"'cé,rmi|:||um:ré—E—lli 14, El 18° término en; + -3, 22, 49
* - = 4I 12l12!41”' ® rm-‘mc'i 5 'S EEE
10. El 10°término en: < 1, 7, 13,... 15. El 13" término en: + 15, 11.5, 8,...
13 7

11. El 16°t€rmino en: < 3, 16. El 17° término en: + %, 0.875, 1....

A
Dados algunos elementos de una progresién aritmética, determina el elemento que se pide:
17. El 17 término si el 13” término es 67 y larazénes 5

18. Larazénsiel 1% término es 7 y el 10°es - 11

19. El niimero de elementos de la progresidn: + 120, 519,..., 3 312
20. Larazdnsiel ler término es % yel & -%

21. El 11°términosiel ¥ es—4 yel 77es — 16
. El 17 término si el 20°es —62.5 y la razén es = 2.5
13 11
. El nimero de términos de la progresitn: + —

22

B I_I”’!_
48 8

24, El 1" término siel 5" es-9yel 9%es - 25

25

26

1 2
. El 17 término si el 11°es _E'; y larazén e
. Sila mz6n es % del mimero de términos y el 1% y (ltimo término son: 0.15 y 3.75, respectivamente, determina el

niimero de términos.
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27. Larazdn si el cuarto término es % yel11%es 2
28. El 5° término si el 2°es —% yel octavo es —?
29, El T término si el 3 esdn—1yel 10°es 11n -8
30. El 4 término si el 8°es 44”6_19 yel 15° 220

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma de los n primeros t&rminos en una progresion aritmética
Sea la progresion aritmética:
T Ay Gy B 8,
Entonces, la suma de los primeros n términos se define como:

S,=Ya, =a+a,+a,+.. +a,
=l
Demostracidn:

S=aj+ay+..........+a, +a,
S=a,+(@+)+...... + [a, + (n=2)r] + [a, + (n =1)]

Al cambiar el orden de los términos y realizar una suma vertical, se obtiene:

S=g,+(a++.......... +[a, +(n—-2y] +[a, +(n-1)r]
+ S=la,+n=Dr]+la,+(n=2p]+......... +[a, +r]+a,

28=[aHn- 1] +2a+n - +....... + [2a,+(n = 1)r] + [2a,Hn — 1)r]

n veces

Por tanto:
25=n[2a,+(n-1) 7] - e g[za. +(n-1)r]
Ademds sabemos que a,= a,+ (n —1)r, entonces:
n
5= E[a, +a, +(n-1)r]

Luego, la férmula para hallar 1a suma de los primeros n términos estd determinada por:

_n(a+a,)
=T
EJEMPLOS -
-§_ ] @2 Determina la suma de los primeros 12 términos de la progresi6n aritmética:
i. +2,7, 12,.
(o)

Solucién
En esta progresidn los datos son:
a=2, n=12 y r=7-2=5
Por consiguiente, el 12° término es:

a,=a,+{n-1y — a,=2+(12=1)5)
a,=2+(11)%5
ap=2+55=57
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Luego, para encontrar la suma de los 12 términos se sustituyen en la férmula los siguientes valores:
a=2, a,=57 y n=12
Finalmente,

12 (2 12
g = n(a.;a.] . S.= (;S‘!] _ (259] ke

Entonces, la suma de los 12 términos es: 354

2 @+ Encuentrala suma de los 15 primeros términos de la progresién:
e ¥

£l !SDDD
3° 3
Solucién
De esta progresién los datos son:
19 17 19 2
== p=15yr=—-"=-=
L T

Se encuentra el 15° término:

a=a,+(n-r — Q= E"'(]S_l](_z) - 4= E"’{M](_E]

3 3 3 3
19 28
15 ‘E—_g'=_3

Para encontrar la suma de los 15 términos, se sustituye en la férmula;

I
aI:-:-s?- n:ls al5:_3

_ n(a,+a,)
SI_ 2 15 2 2

Entonces, la suma de los 15 primeros términos es 25

EJERCICIO 149
Resuelve los siguientes problemas:

1. ;Cual es la suma de los primeros 8 términos de: + 1, 7, 13,...7

. Determina la suma de los 9 términos que conforman la progresion: + - 5,...,7

13
. Encuentra la suma de los primeros 8 términos de: + 3, T’% e
. §Cudl es 1a suma de los 9 primeros términos de: + 120, 108, 96,...7

. Encuentra la suma de los 13 términos de: + 15, 11.5, 8,...

. Determina la suma de los 11 primeros términos de: + -15,-12,-9,...
. ¢Cuil es la suma de los términos de la progresitn: + 1 000, 988,..,, —1887

2

3

4

5

6. Determina la suma de los 12 primeros términos de la progresion: + 21, 24, 27...
7

8

9. Determina la suma de los términos en la progresién: < 1, 2, 3,...,n

10. Encuentra la suma de los términos de la progresién: + 2, 4, 6,....2n
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11,
12,

13.

14,
15,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

£Cudl es la suma de los términos de la progresion: + 1, 3, 5,..., 2n =17
{Cudl es el mimero de términos de una progresitn aritmética, cuya suma es 42, 5i el dltimo término es 31 y la razon es 57

)

g e

Determina el nmimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es GTS . i el primer término es
1

La suma de 32 elementos en una progresidn aritmética es 1 200, Si la razdn es 3, determina el primer término,

La suma de 50 términos de una progresion aritmética es 2 550, Si 1a razén es 2, jeudl es el primer y iltimo término
de la progresion?

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un constructor apila cierto niimero de bloques de granito de la siguiente manera: 15 bloques en la base y 2 menos
en cada fila superior a la anterior. Si en la dltima fila superior colocd 1, encuentra el total de bloques que apils.

Solucién

El problema indica que el primer término de la progresién aritmética es 15, y que al disminuir de 2 bloques por
fila, resulta;

+ 15,13, 11....

Los datos conocidos son: @, = 15, r=—2 ya, =1, entonces se debe de calcular el niimero de filas que se pueden
apilar.

n=2"0 A=l el
r -2
Luego, la suma estd determinada por;
n(a +a,) 8 (15+1) 128
At i, s A e |
" 2 # 2 2

Entonces, el constructor apilé 64 blogues de granito.

EJERCICIO 150

L

@ Veerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

El estacionamiento de un centro comercial tiene la siguiente disposicidn de lugares: la primera fila tiene 50, Ia segunda
47, y cada fila subsiguiente tiene 3 menos que la anterior. Si la dltima fila tiene 23 lugares, ;de cudntos lugares dispone
el estacionamiento?

. Un albaiiil apilari ladrillos de tal forma que la base tenga 50, 1a segunda capa 48, la tercera 46, y asi sucesivamente

hasta que la capa superior tenga 24, ;cudntos ladrillos en total apilard el albafil?

. Una empresa va a repartir entre 18 de sus empleados $13 275, como bono de puntualidad. Si la diferencia entre cada

uno de los bonos es de $75, determina cudnto recibid el trabajador mds puntual.

. Se apilan 135 rollos de tela de tal manera que la base tendri el doble de rollos que la iiltima, y la diferencia de rollos

entre cada una de las capas serd de 1. ;Cufdntos rollos debe tener la iiltima capa?

. Se van a colocar en filas los asientos para un auditorio, de tal manera que la primera tenga 20, la segunda 23, latercera

26 y asf sucesivamente. Si en total se colocaron 819 asientos, jcudntas filas se formaron?
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Interpolacién de medios aritméticos

Los medios aritméticos son los términos que se encuentran entre el primer y el dltimo término, y dependen directa-

mente del valor de la razén.
La interpolacitn de medios aritméticos consiste en encontrar los términos de toda la progresitn a partir de conocer

el primer y tiltimo término,

EJEMPLOS
< | ®+ Interpola 4 medios aritméticos entre 5 y 32.5.
5 Solucién
T En esta progresidn los elementos dados son:
a=5ya=325
Para encontrar el niimero de términos es necesario sumar los medios aritméticos més 2 (primer y 1iltimo término),

entonces:
n=6
Con los datos anteriores se encuentra la razdn:
po Gy - L 325-5
n-1 6-1
_ 215
5
r=55

Por tanto, la progresion estd determinada por:

+5,(5+5.5), (10.5+5.5), (16 +5.5), (21,5 +5.5), 32.5
=5 105, 16, 21.5, 27, 325

Y los 4 medios aritméticos son:
10.5, 16, 21.5, 27

2 ®e-Interpola 5 medios aritméticos entre 11y - 13,

Solucién
Los términos dados son,
a=11, a=-13 yn=7
Se obtiene la razdén,
rza—a, i r=—13—11 =ﬁ=_4
n-1 7-1 6

Por consiguiente, los medios aritméticos son;
7.3,-1,-5-9
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Media aritmética o promedio aritmético
© Sean los nlimeros x, y x,, entonces la media aritmética o promedio aritmético se define por:

X +x,
2
< Sea el conjunto de nlimeros x,, x,, X,....X,, €N consecuencia la media aritmética o promedio aritmético se
determina asi:
X HX o+t X

n
EJEMPLOS
-§_ 1 @9 Enel grupo de danza se inscribieron 9 alumnos, cuyas edades son: 12, 13, 13, 14, 15, 12, 14, 15, 11, Determina la edad

i promedio del grupo.

e Solucién

Se suman todas las edades y el resultado se divide entre el nimero de éstas, entonces:

I2+13+13+14+15+12+14 +15+11
Edad promedio = 9 =132

Por tanto, la edad promedio es de 13.2 afios.
2 ®+-Unalumno tiene en sus 4 primeras evaluaciones las siguientes calificaciones: 7.6,9, 8.4y 7.8. ;Qué calificacién necesita
tener en la quinta evaluacion para exentar la materia con 87
Solucién
Sea xla quinta evaluacién y el promedio 8, entonces:

p dio e suma de las evaluaciones 8= TH+I+B84+T8B+x

total de evaluaciones 5
Al despejar xde la expresion se obtiene:

5(8)=(7.6+9+B4+7.8)=x
40-328=x
T2=x

Por consiguiente, la calificacion minima que necesita para exentar es 7.2

EJERCICIO 151

Resuelve los siguientes problemas:

1. Interpola 5 medios aritméticos en la progresitn, cuyo primer y dltimo término son: 21 y 60,
Interpola 7 medios aritméticos en la progresitn, cuyos extremos son: 5y 17,
Interpola 6 medios aritméticos entre % y3

el

4. Interpola 7 medios aritméticos entre 0.5 y E%.

5. Interpola 6 medios aritméticos entre =3 y 0.5,

6. Interpola 3 medios aritméticos entre 5 y .

7. ¢Cudl es el promedio de un alumno cuyas calificaciones son: 6, 9, 8.4, 7.8 y 107

@ Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondients m————————
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« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
La compaiiia de dulces La Pasita compr6 una méquina registradora a un precio de $12 000, Al cabo de 6 afios 1a
vendié en $5 520, La depreciacién anual es constante, calcula el valor de la registradora al final de cada afio,
Solucién
Esta es una progresién aritmética, cuyos precios inicial y final son: $12 000 y $5 520 respectivamente, entonces,
se deben interpolar 5 periodos (afios).

En consecuencia:

a,=12000, g =5520 y n=7
Se encuenira la depreciacién anual (razén);
i a,-a i im 5 520-12 000 _ =6 480
n-1 T-1 6
El signo negativo indica que el costo de la méquina va a disminuir $1 080 por afio.
Por tanto, el valor de la méquina al final de cada aiio es:

=-1080

1 afio;: $10920 4°afio; $7680
2 afio: $9840 5°afio: $6600
3% afio: $B8760 6°afio: $5520

EJERCICIO 152

L,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

En un saldn de clases de 15 alumnos la edad promedioes 7.8; 9 de ellos tienen 8 afios; la edad de otros 3 es 7. ;Cudl
es la edad de los restantes si tienen los mismos afios?

. ¢Cudl es la calificacion que debe obtener un alumno en el cuarto bimestre para exentar con 8.5 la materia de biologia,

si en los 3 primeros bimestres obtuvo las siguientes evaluaciones: 8.7, 7.9 y 7.67

. Determina el promedio de una progresién aritmética que se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y el

tiltimo 16,

. Obtén la media aritmética de la progresidn aritmética a,, @, ... 42,
. Ellado norte del tejado de una casa lo forman 476 tejas, ordenadas de tal forma que la primera hilera tiene 80 y la

iiltima 56, Determina el niimero de hileras y el de tejas que contiene cada hilera.

. Si el lado norte de un tejado consta de x menos 50 hileras, y xes el nimero de tejas que tiene la primera hilera. Si

Ias hileras subsecuentes exceden en 4 tejas a la anterior, y el total de tejas utilizadas es de 576, determina el niimero
de hileras y mediante una interpolacitn precisa el nimero de tejas de cada hilera,

Progresion geométrica o sucesién geométrica

Alasucesidna,, a, @,..., @, se lellama sucesién o progresién geométrica, si para todo @, que pertenezcaa la sucesién
existe una constante r diferente de cero, tal que:

Gy 1 =0y T
Donde 1a razén comin es r= % y se denota con el simbolo ++
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Ejemplos
Determina cudl de las siguientes sucesiones es geométrica,

a) 3,6, 3.2*7

L R
92 277 g1 7T g

¢ 1,4,7..3n=-2

b)

Solucién
a) Se obtiene la razén comiin:

e Eﬂ,ﬂ_ : 3‘2(-H}_I a 3.2- _2
a 3-2m Jugmd

Se observa que los elementos de la progresién: 3, 6, 12,..., 3-2""' se obtienen al multiplicar por 2 el término
que le precede, por tanto la progresitn es geométrica.
b) Se determina la razén comin para la comprobacion:
1 1

_a,, g geE qmH 1
e T 1 T 1 "¥nT3
F 3n|+i
1 1
Significa que los términos subsecuentes de la progresion: % Rt 3_"1"' se obtienen al multiplicar por
3 entonces se deduce que es progresion geométrica,
¢) Al obtener la razdn de la progresion:
e Gun _ Y m+1)-2  3m+3-2  3Im+1
ay, 3(m)-2 3m-2  3m-2
La progresion no es geométrica, ya que los términos siguientes no se pueden obtener al multiplicar por la

mzon resultante.

Férmula para obtener el nésimo término en una progresién geométrica

Sea la progresifn geométrica ++ a, &, @s...., @,y 1az6n comin r, entonces el n-ésimo término se define como:

a.= a,-r
Donde:

a, = n-€simo término r=razén de la progresion

a, = primer término n =nimero de términos de la progresitn
EJEMPLOS *
= | ®¢ Determina el & término de la progresién ++10, 20, 40,..,
g Solucién
i Se obtiene la mzdn al dividir uno de los elementos entre su antecesor:

o 80 M
20 10
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Entonces, los elementos dados son:

a,=10,r=2 y n=9
Al sustituir, se obtiene el 9° término:
a =" — a,= 1027 "' =10(2)°
a, = 10(256)
a,=2 560
Finalmente, el 9° término es 2 560
2 @+ -Determina el 7° término de++200, 100, 50,...
Solucién
De la progresitn se tienen como datos:

100 1
a,=200, r= 200 " 3 yn=7

Luego, para encontrar el 7° término se sustituye en la férmula:

a, _(mu]{%Jﬁ
25

Entonces, el 7° término es 3

3 ®e-Sien una progresion geométrica el 3 y 7° términos son 18 y 1458, ;cudl es el 5° término?

Solucién
De acuerdo con el problema
d=ar a=ar
18=aq,r’ 1458 = a,r"
Se obtienen las ecuaciones:
ari=18 y a,r® = 1458
Pero a,r° = ay™ r* = 18+, entonces
1458
18+ =1 458 - r=4 7 - r=3

Al sustituir este valor, se obtiene a;:
a,(3) =18 > g aiius
9
En consecuencia, el 5° término es:

a=ar'= (23 = (2)(81) =162
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Férmulas para obtener el 1 #érmino, nimero de términos y la razén
Todas las formulas subsecuentes se obtienende a, = a, -r*”
=~ Para encontrar el 1% término:

a =a-r —3 alz—"

2 Para encontrar la razdn:

T — et - r= h\ifg
ai al

< Para determinar el nimero de términos que contiene la progresidn geométrica;

a,= a.r"' - nﬂluga,—loga,ﬂogr
logr
Estas férmulas se aplican, segin las necesidades de los ejercicios que se deben resolver, como se ejemplifica a con-

tinuacion:

EJEMPLOS

2 1 ®# En una progresién geoméirica la razén es %yclﬁ“témﬁmcs é—rcalculacl 1* término,
& Solucién

L
Los datos en este problema son;
1 1
a;= E n=%§ r= E
Entonces, al sustituir los valores en nuestra férmula, se obtiene:
1 1
a, g 2 128

Por tanto, el 17 término de la progresidnes 16

1
2 ®¢-;Cuil es la razén de la progresién geométrica, cuyo 1%y 7° término es 57 3 125 respectivamente?
Solucién

Los elementos que se tienen como datos son:

a,=— a,=3125 n=7

r= gt - r=H¥=,ﬁf156B =5
a 1

5

Finalmente, la raz6n de la progresidn es 5
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3 ®+-;De cudntos términos estd formada la siguiente progresién geométrica?
++ 1,2, ... ,512
Solucién
De la progresitn se tiene:
a=1 a, =512 r=%=2
Se sustituyen los valores para obtener el nimero de términos,
- log (512)-1log (1)+log (2) _ 2.7092-0+.3010 _ ..
log(2) 3010
El niimero de términos de la progresion geométrica es 10
EJERCICIO 153
De las siguientes sucesiones determina cual es geométrica:
1, 3.2 des, 3 4, -4,-2,0,..,2n-6
1 1 2 3"_2 3 3 3 3
2. 35 25 41»»1 2,,_; 5» 112 13 :Nqn
3- 1! 2! 6.,“,, nt 6, 3, 6, 12,.”, 3'2"4
Determina el término que se indica en cada una de las siguientes progresiones geométricas:
; 1 ; 729 243 81
. F1& a=. =1, 3,.. 13. El 12° e el g R T
7 término de 3 término de % 16
S. Elgu wm‘kﬁgalagsnr 14. Elg: Eém‘kﬁla _mss mﬁarn
9. El 5° término de ++ =5, 10, =20, .. 15, El 10°término de ++ v, 0™, 1....
5 5 5 4
10, El 7° término de % 2.5, =, =,.. 16, Bl 7° término de <o (1t (n+1)"
4 8 R L e
11. El 10°término de ++ -9, =3, -1, ... 17. El 13° término de 2%, 2%7%, 2%7°, ..,
12. El & término de ++ 8, 4, 2,... 18. ElY término de ++ a,, a,r”, a,r',...

Dados algunos elementos de una progresién geométrica, halla el elemento que se pide:
19. El 17 término, si la razdén es % y el 6° término es %

20. El 2° término, sisurazénes -2y el 7°es — 128

3 1
21, iel 1¥ i - 15" es —
La razoén, si el 17 término es 3 yel5 es 135

Larazoén, siel 17 términoes — B y el Tes _%

. El mimero de términos de ++ -2, -6, ..., =162

2 1 64
. El i i =,el1” i = yel il
nimero de términos si la razén es 3°° término es 5 Ye iiltimo 125

B R BB

. El nimero de términos de ++ 5*, 5™, .., 5"
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2
26, El 1" término siel 4es — yel 77 —

16
27 729

R 1
27, El 4" términosiel 2°es 1 yel P es P

7 1]
28, El 11° término siel ¥es 2 yelFes 2°

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un cultivo de 20 000 bacterias aumenta su poblacién 25% por hora. ;Cudntas bacterias se generan en la sexta
hora?

Solucién
Hl cultivo es el 100% inicial de bacterias, a la primera hora aumenta 25%, esto indica que el porcentaje actual es
125% o % de la cantidad inicial; luego, el nimero de elementos que conforman la sucesion es el término inicial
més los 6 términos siguientes.

De acuerdo con los datos:

a,=20000, r= % yn=1
Al sustituir en la férmula para obtener el n€simo t€rmino:
Sy
a,=ar"" ﬂ,=mmﬂ(;] =76293.9 =76 294

Por tanto, al cabo de 6 homs habrd aproximadamente 76 294 bacterias.

EJERCICIO 154

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

L

Determina la sucesion de 4 t€rminos, cuyo primer y cuarto término sea 9 y — 1, de tal manera que los tres primeros
niimeros formen una progresion geométrica y los dltimos 3, una progresion aritmética,

. Una generacidn celular es la division de una célula en 2. Si se tienen 8 células iniciales, ;cudntas células se han

generado tras 10 generaciones celulares?

. Tres niimeros forman una progresitn aritmética con una razén de 2. 5i el segundo niimero se incrementa en 1 y el

tercero en 5, los miimeros resultantes forman una progresion geométrica. Determina los nimeros de la progresion
aritmética

Determina el niimero de células iniciales si se obtuvieron 98 304 después de 14 generaciones celulares,

. Un cultivo de 25 000 bacterias aumenta 5% en 20 minutos. ; Cudl serd la poblacidn de bacterias al franscurrir una

hora 20 minutos?
Del problema anterior establece 1a formula general que determina el nlimero de bacterias en ¢ horas.

. Se invierten $230 000 a una cuenta que da por concepto de intereses 5% anual. ; Cuénto se tendrd al final de 8 afios?
. En cierta ciudad nacieron 32 500 bebés en el afio 20085, si el mimero de nacimientos se incrementa 20% anual, ; cufntos

bebés se estima que nazcan en el afio 20097

. Se tiene un cuadrado dedrea 1 024 cm” y se inscribe otro cuadrado de tal manera que los extremos coincidan con los

puntos medios del primero; después se inscribe otro cuadrado en el segundo con la misma disposicidn. Si se conoce
que el drea de un cuadrado inscrito es la mitad del drea del cuadrado en el que se inscribe, ;cuél es el 4rea del noveno
cuadrado inscrito?
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Suma de los n primeros términos de una progresién geométrica

Deduccién de la férmula.
Sea la progresidn geométrica ++ a,, d,, dye.., 4,, llamemos Sa la suma de los primeros 1 t€rminos, entonces:

= E“;=ﬂ:+az+a3+..‘.u..‘..‘.+a_ sy ()
J=1
Al multiplicar por la razén la igualdad:
S-r=apr+ a,r+ gy r o r — @

Al restar a la ecuacion 2 la ecuacion 1, tenemos:

Sr= B F A + B F Foomernssnt @ F

=S = =g — @ = G Terrinrnnn =Gy T

Sr=8 =ag r—aq

Entonces:
Sr-1)= a,-r-a pero a, = ar""
Kr-1)=as""-r-q
Sr=1)=ar"-aq
Finalmente:
e | =1 1-5"
goalr=) (e )
r=1 -1 1-r
EAEMPLOS *
-é_ 1 @+ Determina la suma de los primeros 8 términos de la progresién geométrica;
i.E- -H-i,Z, Ao
3
Solucién
En esta progresion los datos son:
4 3
= e = e - B
a 3 r 3 n

Luego, al sustituir en la férmula se obtiene la suma de los 8 términos:

_a(m-1) [%J[@J'l] _ G](?'l] - (5)(5) - os

r=1 29

Se concluye que la suma de los primeros 8 términos de la progresidn es 6?3?5
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2 ®+-Encuentra el 17 término de una progresi6n geométrica, cuya suma de los primeros 10 términos es 341 y 1a raz6n es — 2.
Solucién
De acuerdo al problema los datos son:
n=10,r=-2 y §=341

Al sustituir en la férmula y despejar a, se obtiene:

L) - bl -
s alr-) i a[(-2)" -1]
r-1 -2-1
Se simplifica la expresitn y se despeja a;:
a[(-2)"-1] a,[1024-1] (-3)(341)  -1023
M= ——— 341= +—— a= = i
-3 -3 1023 1023

Por tanto, el 1 término de la progresitn es = 1

3 @+ Determinael nimero de elementos de una progresién geomérica, cuya suma es 1093, su 1% término es 1 y la razon es 3.
Solucién
De acuerdo con el problema:
a=1r=3 y§=1093

Al sustituir en la férmula de la suma de términos:

a,(r" -1) 13 -1)
§=———~ 1093= —¢
r-1 5 3-1
Al simplificar y despejar n se obtiene:
3 -1 7
1093 = 3 2186=3"-1 2187=3% (3] =3

Por consiguiente, se realizd la suma de los primeros 7 términos de la progresion.

EJERCICIO 155

Encuentra la suma de los primeros términcs que se indican en las siguientes progresiones geométricas:
lr &]stérmﬂmlk‘q":' _9! _31 —1,...

R

Wk

3
2- Sictctérmi]m*ﬁ'ig 1:
3. Nueve términos de ++ -5, 10, =20, ..,
4, Diez términos de ++ 9, 12, 16,...
1 1 1
5- i i A
Quince términos de ¥ B

6. Dieciocho términos de <= 2, 4, B,...
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. Doce términos de <+ /3,3, V27 ..

. Diez términos de ++ 1, —v2 , 2,...

Veinte términos de << 1, n’, n's...

. Nueve términos de ++ 2°7,27,2"...

. ntérminos de ++ a, a,r, ar’,...

1 1 1

, ntérminos de ++ —, —, —

24" 8

Resuelve los siguientes problemas:

13

14,
15.

16,
17.

18,

19,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente

. Encuentra el mimero de términos de una progresién geométrica; si la suma es 255, el 1% término es — 3 y la razén - 2,

Determina 1a razén comin de una progresion geométricasi el 1% término es —8 y el 6” término —%.

¢Cudl es el 1¥ término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros St&nmmses%ylarﬂﬂnes %T

¢ Cudl es el iltimo término de una progresién geoméirica cuya suma es 2,511 1¥ término es %}rlarazf&n %i’
Determina el 1% término de una progresién geométrica si la suma de los primeros 6 términos es 364 y la razdn es =3,

{Cuil es la razon de una progresidn geométrica, si la suma es % el 17 término es %y el iltimo término es %?

1- 7
Encuentra el niimero de términos de una progresion geométrica, si la suma es ,—xs, el 17 término es x” y la razén
ol
x

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Una compaiiia de autos tiene estimado vender 5000 autos en 2010 y durante los 10 afios siguientes incrementar en
5% anual las ventas con respecto al afio anterior. Determina cudntos automdviles pretende vender la compalia en ese
periodo,

Solucién
De acuerdo con el problema los datos son:

a, = 5000, r=100% + 5% = 105% = 1,05
1-#"
S —
n al[ Ty ]
1-1,05"
1-1.05

s,,,=5mu(

= 5000 (12.5778)
= 62 889.46 = 62890 autos

Por consiguiente la compaiifa pretende vender aproximadamente 62 890 autos en los siguientes 10 afios,
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? Una epidemia ataca a 2 500 habitantes de una poblacién en 2006, y por cada afio que transcurre la clinica de salud
e la entidad observa que las personas que padecen la enfermedad se incrementa en un 5% ; Cudntos habitantes
habréin padecido la enfermedad para el afio 20107

Solucién
De acuerdo al problema, los datos son los siguientes:

a,=2500,r=105%=105yn=>5
Sustituyendo en la férmula, se obtiene:

st
B 1-r
2500(1-1.05°)
S=—
1-1,05
_2500(1-12762) _2500(=0.2762) 1400y oo
-0.05 -0.05

Por tanto, para el afio 2010 habrin padecido la epidemia 13 814 habitantes aproximadamente.

EJERCICIO 156

1. Un tridngulo equilitero se divide en 4 triingulos equildteros mis pequefios de igual drea, éstos a su vez se dividen
en otros 4 tridngulos cada uno; este procedimiento se repite para cada tridngulo resultante. ; Cuéntos trifingulos se

tendrdn en total después de realizar 6 veces esta operacién?

2. Carolina tiene papd y mamé, a su vez &stos tienen cada uno a su padre y madre, y asi sucesivamente. ; Cufintas per-

sonas en el drbol genealdgico de Carolina existen hasta 7 generaciones atréds, incluyéndola a ella?

3. Encierta poblacién la produccidn de maiz en el afio 2001 fue de 20 000 toneladas; por diversas cuestiones esa cantidad

ha tenido una disminucién de 25% anual, ; Qué cantidad de maiz se produjo desde 2001 hasta 20067

4. Durante el afio 2005 cierto hospital atendié 5 110 partos; sin embargo, este niimero se incrementé 10% anual. ;Cuéntos

partos estima el hospital atender desde 2006 hasta el afio 20107

5. La poblacién en México en el afio 2000 estd cuantificada en 100 millones de personas. Si para el afio 2002 las au-
toridades registraron 104 millones de mexicanos, ;a qué ritmo estd creciendo la poblacién en nuestro pafs? Si se

mantiene este crecimiento, para el afio 2010 ;cufintos habitantes tendrd el territorio mexicano?

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresion geométrica infinita

Sea una progresién geométrica, cuyo 1% valor es a,= 100 y la razén r = %. £qué le sucede a la suma de los primeros
n términos?
El comportamiento de la progresion:

_ G4 -ayr
1-r

1
Paraa =100y r= 5 % obtiene:

wonaull)
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%:200—2(1](%) sin=3
S, =200-200( = in=8
= 256 sih =
1
S0 =200-200 in=20
) [1048576] o

De manera que, conforme n crece, el término (%] se hace mis pequefio y tiende a cero,

Es por eso que para cualquier progresién geométrica infinita, donde la razén es menor que la unidad, se debe
considerar la suma de los primeros n términos igual a:

a,
1-r

EJEMPLOS - -

-§. 1 @+ Determina la suma de la progresién geométrica infinita: 9,3, 1....
2

ekl

g =

v | <1

Solucion

Los datos proporcionados por la progresién sona, =9, r= %
Como la razén |r| < 1 entonces se utiliza;

T L .|
he1r E: CLIT 2T
3 3
En consecuencia, la suma de términos de la progresién geométrica infinita es: '3

2 ®+-Obtén la razén de una progresién geométrica infinita si el 1% término es 4 y la suma es 8.
Solucién
De acuerdo al problema, los datos son:
a,=45 =8
Al sustituir en la férmula de la suma de una progresicn infinita:

5 =— E:i
1=-r

Al despejar rde la ecuacidn se obtiene:

b3 | =

&l-r1=4 8-8r=4 -Br=-4 r=

EJERCICIO 157
Realiza lo siguiente:

: -3
E 1. Encuentra la suma infinita de términos de la progresién ++ -6, 3, E T
. . ; g 311
" 2. Determina la suma de términos de la progresién infinita ++ 133
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2
3. ;Cudl es el valor de la suma infinita de términos de la progresi6n +: 6, 2, 5,..1'

4, ;Cudl es el valor de la suma de términos de la progresidn infinita ++

|

3
=1lun
!2!!T

1

5. La suma de términos de una progresién infinita es 3 y la raz6n es Y1 . Determina el 17 término de la progresién,

6. El 1 término de una progresion infinita es 23 yla suma de los términos es 5 +/3 . Encuentra la raz6n.

7. El 17 término de una progresion infinita es E conb>aya, beNylasumaes % .{Cuil es la raz6n de la progre-
sién?

8. Un trifngulo equildtero de drea 1 cm’ se divide en 4 trifingulos equﬂﬁtcrmmﬁspaqueﬁus deﬁrea cm’, asu vez, uno
dclm4tnﬁngulusscdw1dcnucvamcntccnutrm4tnéngu]mdc mn,yscrcpltcclpmccdumcntusuccswamcmc
con 1 de los 4 triingulos resultantes. ,C,Cuﬁlaclrcsultadudclasunndclasﬁrcasdclmtnﬁngulm?

9. Se tiene un cuadrado de rea 1 024 cm’ y se inscribe otro cuadrado, de tal manera que los vértices exiremos coincidan
con los puntos medios del primero, y asf sucesivamente. Si ya se conoce que el drea de un cuadrado es el doble del
que se inscribe, determing la suma de las dreas de todos los cuadrados que se pueden inscribir de esa manera,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Inferpolacion de medios geoméiricos
La interpolacidn de medios geométricos consiste en encontrar un cierto mimero de términos, entre el 1° y dltimo, para
formar una progresion geométrica.

ESJEMP'LDS .
'g_ ] @+ Interpola 4 medios geométricos en la progresién ++ —3,..., 96.
a

Solucién
Al interpolar 4 medios geométricos, la progresion estard formada por 6 términos, entonces:
a==3,n=6ya =9
Se procede a calcular la razdn, a partir de:

r= ~-'\/£ — r=5‘{]E=5\|'—2=—2
a, =3

Por tanto, 1a progresidn queda como a continuacidn se muestra:

== 3: - 2(_ 3}1 - 2(6}! = 2(_ 12}1 - 2(24}! = 2(_ 48}
-3, 6, =12, 24, — 48, 96
Los medios geométricos son;

6, —12, 24, - 48
1
2 ®e-Interpola 5 medios geométricos enla siguiente progresién: ++ 16...., o
Solucién
Los datos de la progresion son: @, =16, a,= ﬁ ya=7
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Media geométrica
© Sean los niimeros x, y x,, entonces su media geométrica se define por:
Jxx, six, yx, son positivos

—JX,x, six, ¥ x,sonnegativos
© Sean los NUMEros X;, X, Xs... ..X,, €Ntonces, su media geométrica se define como:

VXXX X
EJEMPLOS .
-ﬁ_ 1 @+ Determina la media geométrica de 12 y 48.
ﬁ. Solucién
L)

Se busca un término que forme una progresién geométrica con los elementos dados, entonces al aplicar la férmula:
Media geométrica = (12)(48) = /576 =24

Esto indica que la progresion geométrica formada es:

12, 24, 48
Y se comprueba con la razén;
12 24

Por tanto, la media geométrica es 24

2 ®+ Encuentra la media geométrica de los nimeros 3, 9, 27 y 81.

Solucién
Se aplica la férmula:
Media geométrica = 4(3)(9)(27)(81)
Al simplificar la raiz se obtiene:

(3 =TT =TT = 3 =9 43

Finalmente, la media geométrica es: 9 J3
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EJERCICIO 158
Realiza la interpolacién de los medios geométricos que se indican:

1. Cinco medias geoméricas entre % y32.
2. Tres medias geométricas entre 12 y %
3. Cuatro medias geométricas entre — 3 y — 96,
4. Cinco medias geométricas entre 1% y6 144,

5, Tres medias geométricas entre 243 y 1843,

1 26
6 C dias geométricas - y2—,
uatro me ge entre 3 ¥ 243

7. Seis medias geométricas entre — 128 y - 1

]
8. Tres medias geométricas entre (x — 1) y %
a 8
9. Tres medias geométricas entre 5 Vo=
a
V2

10, Cuatro medias geométricas entre 5 ¥ 4,

Determina la media geométrica de los siguientes nimeros:
11. 6y9

12. —4y-8

13, 5y25

14. 9y 16

15. 2,3y6

16. 4,8y 32

17. 1,3,9y27

R
2°4°87 16

c} Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Interés compuesto

Una de las aplicaciones mds importantes de las progresiones geométricas es el interés compuesto, por su constante
uso en la economia y la administracitn,
Considera un capital inicial de $100, que se invierte en una tasa fija de 10% de interés anual compuesto. Calcula
el interés compuesto por periodo en los primeros 5 afios.
M, =100(1+0.1)=110 primer afio
M,=110(1+0.1) =121 segundo afio
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M, =121(1+0.1) = 133,1 tercer afio
M, =133.1(1 +0.1) = 146,41 cuarto afio
M_=146.41(1 +0,1)= 161,051 quinto afio

Ahora bien, si se desea calcular el monto que genera un capital en determinado tiempo, con una tasa de interés
fija, se utiliza:
‘- i
M=C (1+—]

n

Donde:
M = monto generado

C =capital inicial

i=tasa de interés porcentual anual

n = nimero de capitalizaciones al afio
1 = tiempo que se invierte el capital

EJEMPLOS ®

1 @+ Unama de casa ahorra en un banco $5 000, la institucién bancaria le da un interés anual de 6%. Calcula el monto que
§_ obtendrd en 12 afios.

e Solucién

Los datos de este problema son los siguientes:

C=5$5000 i =6% anual n =1 periodo 1= 12 afios
Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:
L\ w2y
M:C[H‘-J - M:SUI](H#]
n

M =5000 (1,06)"
M =10060.98
Por tanto, esa ama de casa recibird después de 12 afios la cantidad de $10 060.98

2 ®e Fernando invierte $3 000 en un negocio que le dard 10% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente,
¢;Cual serd el monto que recibird al cabo de 5 afios?

Solucion

Los datos de este problema son los siguientes:

C =%$3000 i = 10% annal n =2 periodos 1= 15 afios
Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:
P\ 2N
M:C[1+‘—] - M:BUDI](H%]
n

M=3000 (1.05)"
M =4 886,68

Finalmente, Fernando recibird después de 5 afios la cantidad de $4 886.68
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3 ®+-Calcula el tiempo para duplicar una inversion de 10% de interés anual capitalizable trimestralmente.

Solucién
Si se quiere duplicar el capital, esto indica que M = 2C, luego la inversidn es capitalizable trimestralmente (n = 4),
por tanto:
PR 41
M:C[H‘-) =5 2c=c(1+w]
n 4
2= (1.025)"
Se aplican logaritmos de la siguiente manera para despejar f:
log 2 = log (1.025)" - log 2 = 4r (log 1.025)
e JOE
4log1,025
r=T7 afios

Entonces, se concluye que el tiempo necesario para duplicar la inversion es de 7 afios.

EJERCICIO 159

Determina el monto que se genera en cada uno de los siguientes problemas:
1. $10 000 que se invierten a una tasa de 10% de interés compuesto anual, durante 10 afios.

2. $32 000 se invierten a 12% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente durante 6 afios.
3, $32 158 que vencen en 7.5 afios, a 6% de interés compuesto anual,

4. $24 000 que vencen en 6% aiios, a 9% de inter€s compuesto anual, capitalizable cuatrimestralmente.
5. $9 500 que vencen en 8% afios, a 4% de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

6. $15 400 que vencen en 3 afios, a ﬁg % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

7. $950 que vencen en 2% afios, a 12% % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

2 1
B. $6 000 que vencen en 35 aiios, a lﬂz % de interés compuesto anual, capitalizable mensualmente.

2 1
9. $6 000 que vencen en 33 aiios, a IUE % de interés compuesto anual capitalizable cuatrimestralmente.

&
10. $154 000 que vencen en 3 afios, a GE % de interés compuesto anual, capitalizable semanalmente.

Resuelve los siguientes problemas:

11, Unacompaiiia de seguros presenta a un padre de familia un fideicomiso para que su hijo de 8 afios reciba una cantidad
de $40 000 cuando tenga 22 afios, Determina la cantidad inicial que debe destinar si se le ofrece un contrato con una
tasa de 6% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente,

12, Una deuda de $9 000 dentro de 5 afios, deberd liquidarse con un pago de $14 747,55, ;a qué tasa de interés trimestral
estd comprometido el préstamo?

13. ;Qué tasa de interés compuesto anual duplica una inversién en 5 afios?
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14. ;Qué tasa de inter€s compuesto anual, capitalizable trimestralmente, duplica el valor de la inversién en 10 afios?

15. ;Qué tiempo se necesita para triplicar una inversion con rendimiento de 10% de interés compuesto anual, capitalizable
cuatrimestralmente?

16, Elindice de crecimiento que se plantea para una poblacién de 6 700 habitantes es de 2% anual. ;Cuénto habr crecido
Ia poblacifn en 20 afios?

17. ;Qué tiempo habrd transcurrido para que un capital de $5 300 se convirtiera en $5 627.45, con una tasa de interés
compuesto anual de 2%, capitalizable mensualmente?

18, Una empresa pide un préstamo bancario de $400 000 para la compra de maquinaria, Si dicho crédito estd sujeto a
5% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente, y el tiempo para pagarlo es de 10 afios, jcudl serd el
monto que se pagard?

19. Emilia invierte $85 000 durante 3 afios y recibe un monto de $92 881, ; Cudl fue la tasa de interés compuesto anual
ala que fue sometida dicha inversidn?

20, ;Cual fue el interés que generaron $20 000 si se invirtieron con una tasa de 12% de interés compuesto anual, capita-
lizable mensualmente durante 4 afios?

@ Verifica tus resultados en la seccién da soludeonas correspondienta

Depreciacion

Se define como la pérdida de valor de un activo fisico (automéviles y casas, entre otros), como consecuencia del uso
o del transcurso del tiempo. Muchos de ellos tienen una vida 1til durante un periodo finito.
En este capitulo sélo se abordard el método de porcentaje fijo, que se define como:

s=c(1-4a)'
Donde:
§: valor de salvamento o valor de desecho
C: costo original del activo
d: tasa de depreciacitn anual
#: vida 1til calculada en afios
EJEMPLOS s

por una unidad, ;cudl serd el valor de desecho del antomévil al final de su vida util, si se calcula que es de 5 afios?

Solucién
De acuerdo con los datos:

'g_ 1 @+ Latasa de depreciacién de un automévil del afio estd calculada en 8% anual, Si un cliente paga en una agencia $120 000
o
L

C=120000,d =8% =008 y r=5
Al sustituir los valores en la formula y desarrollar las operaciones se obtiene:
§=120000 (1-0.08)" =120000(0.92)" = 120 000(0.6590) =79 080

Por tanto, el valor del automévil a los cinco afios es de $79 080

2 @+ Una pizzerfa compra una motocicleta en $42 000 para el reparto de su mercancfa. Se calcula que su vida dtil serd
de 4 afios y al final de ella su valor de desecho serd de $15 000, determina la tasa de depreciacién anual de la mo-
tocicleta.
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Solucién
De acuerdo con los datos:
C=42000,5=15000yr=4
Al sustituir los valores enla férmula y despejando 4, se obtiene:

e
15 000 = 42 000 (1-d)° 1-d= V‘l‘i(;g?] 1-d=0.7730
d=0227
d=227%

Por consiguiente, la tasa de depreciacitn es de 22.7%

3 ®+-Se adquirié una miquina de bordado, cuyo precio fue de $78 600, Si su valor de desecho es de $20 604.50 y la tasa

de depreciacién es de 20% anual, calcula la vida itil de la bordadora.
Solucién
De acuerdo con los datos:
C=T78600, §=20604.50 y 4=20%=0.20
Al sustituir en la férmula;
§=c(1-d)' 20 604.5 = 78 600(1 - 0.20)

Se aplican logaritmos para despejar £

log(20 604.5)— log (78 600) "
log(0.80)

Por tanto, la vida 1til de la mfquina de bordado es de 6 afios.

1=

EJERCICIO 160

Realiza los siguientes problemas:

1.

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

La tasa de depreciacién de una miquina estd calculada en 12% anual. 5i su costo es de $200 000, ; cuil serd su valor
de desecho, si tiene una vida itil de 10 afios?

. El costo de una impresora es de $8 000 y se calcula que su vida til es de 3 afios. 5i la tasa de depreciacitn es de

23%, determina su valor de desecho.

. Un agricultor compré un tractor con valor de $300 000 y calcula que tiene una vida iitil de 7 afios, al cabo de los

cuales su valor de desecho es de $40 045, ; Cudl es la tasa de depreciacién del tractor?

. Un edificio tiene un costo de $1200 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $226 432, y una probable vida

1til de 20 afios, Determina su tasa de depreciacitn anual.

. Una escuela adquiri6 una camioneta en $230 000 para el transporte de material, si la tasa de depreciacitn anual es

de 12%, ;cufl serd su valor al cabo de 3 afios?

. Un automévil tiene un costo de $96 000, una vida itil de 5 afios y un valor de salvamento de $31 457, Determina la

tasa de depreciacidn anual.

. Se adquiri una planta de luz cuyo costo fue de $220 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $30 238; si

Ia tasa de depreciacion es de 18% anual, ; cudl es su vida qitil?
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CAPITULO 97

MATRICES

HISTORICA

e rthur Cayley, matemdtico britanico. En
A 1838 ingreso en el Trinity College de
—— : ComErid : d?nde gsfudiédmo#eTéti-
€45 Yy fue nombrado profesor de esta discipling;
!-""-\“ permanecié en Cambridge durante el resto de
' sus dias. Uno de los matemdticos mds prolificos
de la historia, publicé a lo largo de su vida més de novecientos articulos
cientificos. Es considerado como uno de los padres del élgebra lineal,
infrodujo el concepto de matriz y estudié sus diversas propiedades. Con
posterioridad empled estos resuliados para estudiar la geometria analiica
de dimensién n.
Arthur Cayley (1821-1895)
L —
i -
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Definicién

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros de la forma:

Gy G G e Oy
Gy Gn Gy e day
Gy Gy By o Oy
anl a-z ani . a_

Los niimeros @,;, @ @y, reciben el nombre de elementos de la matriz. Para simplificar la notacion, la matriz se
expresa: A = (a). El primer subindice de cada elemento indica el renglén, y el segundo la columna de la matriz donde
= encuentm el elemento.

A I c

4y Gy Gy e G, | R

Gy Gy n o &, | Ry

a, — Columna — @ Gy By e O | B
] N

Renglén Qi Gyy Gpy v Gy | R,

Donde: R, R, ..., R, son renglones y C,, C,, ..., C, son columnas.

Ejemplos
Sea la matriz
-2 1 6
a-| 3 4 S
1 6 -7
-4 0 1

Determina: a,,, a,, @, ¥ @y
Solucion
@y, es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 1, es decir, ,,==3
ay,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 2, es decir, a,, =4
;. es el valor que se encuentra en el renglén 3, columna 3, es decir, a,,=-7
ay: es el valor que se encuentra en el renglén 4, columna 3, es decir, a,; =1

Orden de una matriz
El tamaiio de una matriz de m renglones y n columnas se conoce como orden y se denota por m X n.

Ejemplos
@,
thy A Ay Gy A
[all 4z a::] a'Zl] [aﬂ aﬂ] [Clg; an ﬂn]
)
Orden=1x3 Orden=3x1 Orden=2x2 Orden=2x3
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Nomero de elementos de una matriz
En una matriz de m renglones y n columnas, el nimero de elementos es m X n, m veces n elementos.

Ejemplos
ay,
aii a‘l! all al! aiS
dp a
[au 1z :s] [ﬁl] [azl aﬂ] [am azzaﬂ]
ay
mxn=1x3=3 mxn=3x1=3 mxn=2x2=4 mxnp=12x3=6
3 elementos 3 elementos 4 elementos 6 elementos

Tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella cuyo nimero de renglones es igual al nimero de columnas; es decir, una matriz de n
renglones con n columnas, recibe €l nombre de matriz cuadrada de orden n.

Ay Gy G e Gy,
ay Gy 95 @y dn dn .
ay ay
[a a ] ay dy dyn dy dp i o g
21 2 . " » . .
dy Ay Oy : 3 i
Ay G G o 4y
Matriz cuadrada de orden 2 Miatriz cuadrada de orden 3 Matriz cuadrada de orden n
Ejemplos
R 31 0
- 1 1 1
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3
Matriz renglén. Es aquella de orden 1 x n
[all Gy Ghz hy oo aln]
Ejemplos
A=[12 -15] B:[—E?%—l s]
Orden=1x4 Orden=1x35
Matriz columna. Es aquella de orden m x 1
@,
dy
ay,
&
Ejemplos
-1
3 2
Az[-i] Bl 7
=5
Orden=2x1 Orden=4x%1
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Matriz cero (matriz nula). Es aquella en la cual todos los elementos son cero.

Ejemplos
g 000 00
0=[000] o=\, 0=[(000 o=|00
000 00
0
Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de
orden 1 X3 orden 4 x 1 orden 3 orden 3 x 2

Matriz diagonal. Es aquella matriz de orden n que tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal, es decir,
na matriz cuadrada M=(mg ] donde m; = 0 siempre que i#j

m, 0 0 0.0

0m, 0 0 ..0

0 Omy 0 ..0

M=|9 0 0m,..D0

0000 ..m,

Ejemplos

-4 0 00
2 ) 1 a4 0 -1 00
A=| B=|0 -6 0 €= 0 o 6 o
pS e 0 0 01

Matriz identidad (matriz unidad). Es aquella matriz diagonal de orden n, cuyos elementos distintos de cero son 1,
se denota por I,

.....
rrrrr
rrrrr

-GEDD

[=]
o
=
=]
(=1
—

Ejemplos

100
.g:[(l]?] I,=|010
001

Matriz identidad de orden 2 Matriz identidad de orden 3
Matriz triangular superior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde los elementos a, =0, parai > j, es decir,
todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero.

Ay Gy Qi3 e Gy
0 ay ay vy
A=10 0 a, ..a,
000 .a,
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Ejemplos

2-13
0 01
Matriz superior de orden 2 Matriz superior de orden 3

Matriz triangular inferior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde a;=0, para i <, es decir, todos los elementos
por arriba de la diagonal principal son cero.

g, 0 0 .. 0

@ @& 0.0
A=|a, a, Gy .. 0

G Gy Gyzeee By

Ejemplos
2000
4 0 5700
I= [—8 3] I= 9 410
1361
Matriz inferior de orden 2 Matriz inferior de orden 4
Matriz simétrica. Es aquella matriz cuadrada de orden #, tal que los elementos a;=a;
Ejemplos
b, by, by, 56 -3
A:[““ “"] B=|b, by by c=| 61 4
tyy Gy by b, by -3 4 2
La matriz A de orden 2, La matriz B de orden 3, La matriz C de orden 3,
es simétrica si: es simétrica si: es simétrica porque:
by,=b, Gy =05, =6
{aﬂ = dy by =by € =06, =—3
by =b,, Cp=Cp=4
Matrices iguales. Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y sus elementos correspondientes son respecti-
vamente iguales.
EJEMPLOS

3 :
g‘ J6 1 s 4 (-1) 5
2 1 @oDeterminasilas matrices | =1 2 -3|y[-1 4 -3 | soniguales.

10 3 1 0 ¥7
Solucién
Las matrices son iguales porque son del mismo orden y sus elementos son iguales:
Je 1 5] |4 (<) s
-1 2 -3|=|-1 J4 -3
1 0 3 10 327
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2 @+ Determina el valor de x, y. w y z, para que:

x+y 6z -1 2
aw -3y | 6 -7

Solucién
Las matrices tienen la misma dimensién, al realizar la igualdad de términos se obtiene el siguiente sistema:
X+y=-1
6z=2
2w=6
2x=3y=-7

Alrcsulvcrclsistcmarcsultaqucx=—2.y=1,w=3‘,\v'z=%

EJERCICIO 161
Determina los valores de las incdgnitas, para que las matrices sean iguales.

el
2 [par {5 ]

3, [t+4 6-r 2g+1]=[6-1 5 T-q]

7 3-x x -4

-1 e JET

4, 4 . Y ;
8 2 8 2

0 z+12 0 10

@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

Multiplicacién por un escalar
Sea A = (a,) una matriz de orden m X n y A un niimero real, entonces AA = (Aa,) es decir, si:

all a‘l! aIS At a'lu j"a" Ml! MIS a j'aln
@y A Gn . @y, Aay Aay Aan .. Aa,
A= |ay @n @u .. @ |centonces AA=|Aa, Agn Aan .. Aa.,
a—l aﬂl auS L] an Aaul Mn! M-s e a'am

Esta nueva matriz también recibe el nombre de martriz escalar.
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EJEMPLOS
_i 2 -1
§ 1 eesia- 3 % | determina 34.
(T E]
1 3
Solucién

El escalar 3 se multiplica por cada uno de los elementos de la matriz.

(2 -1 3(2) 3(-1) 6 -3
anz |4 Bl 34) 3(6) | |12 18
{0 =2 | 30) 3(-2)| |0 -6
(131 [3() 303 3 2
6 -3
12 18
Por consiguiente, 34 = | = _
3 9|

5 =21 2
Solucién

o [6 -3 4 1
2 ®+58iB= encuentra — B,

El escalar % multiplica a cada uno de los términos de la matriz,

|
b2 |

[6 = 4] 5(6) (-3) 5(4)

5 =2 1

[ L R
[ R

1
Por tanto, EB=

k3| L L
B = b3

Suma

Sean A =(a,) y B = (b,) dos matrices de orden m x n, la suma de A y B estd determinada por:
A+B=(a)+(b)

Donde A + B es la matriz de orden m X n que resulta de sumar los elementos correspondientes.

EJEMPLOS

5. | ®¢ Determina A + B pam las mairices:

.i 3 6 2 -1

R A=|2 4|yB=|6 -7
-1 0 4 0

Determina A + B
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Solucién

Las matrices tienen el mismo orden, en este caso, 3 x 2, entonces la suma se puede realizar; la definicién indica que
cada término de la primera matriz se suma con los términos correspondientes de la segunda matriz, es decir, se suman
ayt b ant byt by, ., @y + by,

3 6 2 -1 3+2  6+(-1) 5 5
A+B=|2 4|+[6 -T[=]|2+6 4+(-7)|=|8 -3
-1 0 4 0 -1+4 0+0 30

B uh
Por tanto,A + B= |8 -3
3 0

2 ®¢-Sean las matrices:
gu] 3-8 6 287 o Tl -4 8 3
“l-2 8-7 8|7 |6 21 -7
Determina 3C + 2D
Solucién
Se determina cada matriz escalar;

Hs] 3(-2) 3(6] 3(-3]]=[15 -6 18 —9]

2) 3(8) 3(-7 -6 24 -21 24

o) = E 1) 2(-4) 2 2(—5]]=[—2 -8 16 -m]

2(6) 2(2) 2(1) 2(-7) 12 4 2 -4
Las matrices tienen el mismo orden, 2 x 4, al sumar se obtiene:

3C+m=[156 -6 18 —9]+[—2 -8 16 —10]=[13 -14 34 —19]

=21 24 12 4 2 -14 6 28 -19 10

Finalmente, 3C + 2D = [13 e o _19]

28 -19 10

L ]

Inverso aditivo
Hl inverso aditivo de una matriz A de orden m x nes — A.

Sid= (a,), entonces — A=(- a,), es decir, el inverso aditivo de una matriz se obtiene al multiplicar cada elemento
por el escalar — 1, en otras palabras, el inverso aditivo de una matriz A es otra matriz — A, tal que A +( — A ) =0, donde
0 es la matriz cero o nula,

Ejemplo
3 s 2 =10
SiA:[ . 2] yB=|-4 5 7| determina —A, — By verifica que A + (-A4) =0,
=10 1 3
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Solucién
Se obtiene la matriz inverso aditivo de la matriz A y B.
-3 -5 -3 -5 -1(-3) -1(-5) 3 3
A= —=-A=(-1 —-A= =
[7 -2] ( ][ 7 -2] [-1(7] -1(-2)| [-7 2
2 =120 2 -10 -2 1 0
B=|-4 5 7|—>5-B=(-1)|-4 5 7|-5-B=| 4 -5 -7
=10 1 3 =10 1 3 0 -1 -3
Se realiza la operacién A +(— A)
-3 =5 3 5 =-3+3 -5+5 00
A+(-A)= + = =
e e ] ot B
4 % -2 1 0
Pormntu,—Az[ - 2],—3: 4 -5 7| yA+(-4)=0
o -1 -3
Resta
La diferencia o resta de dos matrices m X n, s define:
A-B=A+(-B)
Donde — B es el inverso aditivo de B.
EJEMPLOS *
5. | ®+Encuentrad - Bsi
2 -4 2 =5
i.§' A=[1 5]3’3=[4 2]
Solucién
Para determinar la resta, la segunda matriz se multiplica por el escalar — 1, entonces la nueva mairiz se suma con la
primera y queda como resultado:

e e M e H ) R e
2 -4 2 5] Jo 1
_[1 5]+ A i

g 1
Pbrcomiguitnte,A—Bz[ 3 3]

[}

2 ®e-Seanlas matrices M =

1 2 -4
5| yN=[-1 0 |,determinar 3M - 2N,
1 0 3

=T

Solucion

La operacién 3M — 2N se puede expresar como en 3M + (— 2N), se obtienen las matrices escalares y finalmente se

suman.
-9 3 -4 8
3M=(12 15| y -2N=[2 0
0 3 0 -6
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{(continuacidn)
Entonces,
-9 13 -4 8 -9-4 3+8 -13 11
AM-2N=3M+(-2N)=| 12 15| +| 2 0|=]|12+2 15+0|=| 14 15
0 3 0 -6 0+0 3-6 0 -3

=13 11
Finalmente, 3M — 2N es | 14 15
g -3
3 @+ Dada la siguiente igualdad:

m+2 n m=2 =-n 10 B
3 - = , determina el valor de las incdgnitas.

1 4 y 5 g g
Solucién
Se realizan las operaciones indicadas.

1 4 y 5 3(1)-y  3(4)-5 3-y 7

L 2m+8 4n] (10 B
Los términos resultantes se igualan con los términos correspondientes de la matriz del segundo miembro, y se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

5 [m+2 n]_[m—z —n]z[B(m+2]—(m—2] h—(—n}]=[2m+8 4n]

2m + B =10
4n = 8
3y=3

Al resolver el sistema se obtienen los siguientes valores: y=0,m=1yn=2

EJERCICIO 162
Para las siguientes matrices, efectiia A+ B, A- B, A— A, 4A - 3By 2A - 0B
i wi (2 -3 -1 1 -6 4
1..4:[ . 2],3:[ : 2] S 1],;;:[_3 ; :r]
2.A=[2 0 1],B=[-6 7 3] - 1 5 1
— 5 = 3
5 8
2 -7 -4 5 B RN
3A=|1 0|B=| 2 -6 5. A=|0 3 2| B= - 5 B
9 1 7 5 1 g 3 o4 3
" 3 s

En las siguientes igualdades, determina el valor de las incdgnitas.
a=7 5 w 3 bp-1 4 6 T -w
6. +2 =
v=4 1-¢ d -v =3 0 -1 =T 5
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x+1 1 2 n 2 B-n 1 —w 3 x -4 2 4 -2 5
7.2 5 0 |-3|y-1 2|=|-5 6 8 |11 9 12|+ (-1 z-1 1|=1|10 10 13
3 1-w 2 4 0 -w y =7 2v -1 3 -4 6 -4 v

O Vaerifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién
Sea A = (a;) una matriz de orden m x n, y B =(b,) una matriz de orden n x p, la multiplicacién AR da como resultado
la matriz C = (c,) de orden m x p, tal que

C=apb+ ahy+... +ab,

Para:
i=1,2,34,...m f=L234..x
El niimero de columnas de la matriz A, es igual al nimero de renglones de la matriz B.
Matriz A Matriz B
mxn nxp
t - '
Tamafio de AB es m % p

2x3 Ix4 2x4
1x2 2x3 1x3
5x4 4x2 5x2
ix1 Ix1 No definida
EJEMPLOS v
'g. 1 @+ Realiza la multiplicacitn de las siguientes matrices:
[ 2 3 2 0 3
A: B=
[S 4]}- [—1 1 5

Solucién

A es una matriz de 2 x 2y B de 2 x 3, por tanto, la multiplicacidn se puede realizar. Al aplicar la definicidn se procede
de la siguiente manera: se multiplica el primer rengltn por cada una de las columnas de la segunda matriz,

2 3][2 0 3] [2(2)+3(-1) 2(0)+3(1) 2(3]+3{5]] [1321]

ABZ = -
5 4] [-11 5] |

Se realiza la misma operaci6n con el segundo renglén,
a2 3102 © 3 ] B
- 5 4] |-1 1 5] |5(2)+4(-1) 5(0)+4(1) 5(3)+4(5) _[6435]

(continia)
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Finalmente, se unen los resultados para obtener la matriz AB,
AR 1 3 21
|6 4 35

Suordenesde 2x3

31 -1
2 @+ Determina R'siR=|0 4 2|
-2 1 0
Solucién
Se transforma R” en R® = RR; esto es posible si R es una matriz cuadrada y se procede a realizar las operaciones
indicadas en el ejemplo anterior.
(3 1 -1][3 1 -1
R=|0 4 2 o0 4 2
_—2 1 0|2 1 0

3(3)+1(0)-1(-2) 3(1)+1(4)-1(1) 3(-1)+1(2)-1(0)
=| o(3)+4(0)+2(-2) o(1)+4(a)+2(1) of-1)+4(2)+2(0)
| -2(3)+1(0)+0(-2) -2(1)+1(4)+0(1) -2(-1)+1(2)+0(0)
(11 &6 =1 11 6 -1

=|-4 18 B | entoncesR'=|-4 18 8
|6 2 4 - 2 4

Propiedades de las matrices

Sean las matrices P, 0, R de orden m X n, O la matriz nula de m x n, I'la matriz identidad y r, sescalares, entonces:

Propiedades
Conmutativa de la suma P+ra=Q+P
Asociativa de la suma P+(Q+R)=(P+Q)+R
Identidad de la suma P+O=0+P=P
Distributiva izquierda riP+Q)=P+rQ
Distributiva derecha (r+s)P=rP+sP
Inverso aditiva P+(-P)=0
Asociativa de la multiplicacién de escalares {r-s)P=r(sP)
Asociativa de la multiplicacién P(QR)=(PQ)R
Identidad de la multiplicacion IP=PI=P
Distributiva por la izquierda P(Q+R)=PQ+PR
Distributiva por la derecha (Q+R)P=0QP+RP
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EJERCICIO 163
Para las siguientes matrices determina AB, BA, A(B - 2C) y A(BC), en caso de ser posible.
17 4 2 = il
. A=[5 B= 5 A= B=
[5 71y ~1] 0 1]” [—2 -4]
[2 -1 .
2.4=[3 0 -1]yB=|0 2 szl olemzll
i = L el S TR e 3
1 2 -
& 0 -1 -2 « & 0 2 :
ded1 Dlepmelsr @ -1 k= ‘Bedag 3l ya
y ! 2 1 u] y [3 4]
3 2 -1 2 0 i @
: 0 -1 =2 3 1
12 3 31 1 0
4 A= ]yB: 2 0 -1 8 A=|2 -1 ,B:[ ]yC:[ ]
3 2 1 2 0 2 =1
: -1 2 0 0 1

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determinantes

El determinante de una matriz A de orden n,es un niimero escalar que se relaciona con la matriz, mediante una regla
de operaci6n. Denotada por detA = |A|

Sea la matriz de orden 2

A [au ay ]

ay Gn

El determinante de A estd dado por: ©
I = dyrQp=dp tdy

+

Por tanto, i
a
detd = ‘::!;I az = Gy Gy Ty
Ejemplo

Evalia el determinante de la matriz:

Solucién
Cada elemento de la matriz se sustituye en la férmula y se realizan las operaciones.

41

dtd=|_25

|- (4)5)-(-2)(1) 204222

Finalmente, el detd = 22
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Sea la matriz de orden 3
ty ha Gz
A=|a, an ax
ay dp dy

Se escribe el determinante de 3 % 3, para resolverlo se repiten los dos primeros renglones y se multiplican las
entradas en diagonal como se indica:

det(A) =

dy A G
& 8p Ay |

ty Gn Gxn

Por tanto, el determinante es:

detd = I:an Ay Ayt dy lyy dp+ a4, ‘az]_(an gty gy Ayt iy iy ‘am]
detd = Oy iy Gyt Gy F Gy By = Oy Oy g =y "y "Gy =y Oy

Ejemplo
2-10
=|-2 34
=516

Solucién

El determinante de la matriz B, es:
Se forma el siguiente arreglo: se aumentan los dos primeros renglones del determinante, como se indica, después se
procede a sustituir los términos en la férmula y se realizan las operaciones indicadas en la formula,

(=3

ing ()

(=)

det(B)= i
3 (+)

(+}

Por consiguiente, el determinante es;

det B = (2)(3)(6)+ (-2)(1)(0)+(-5)(-1)(4)~(-2)(-1)(6)- (2)(1)(4)-(-5)(3)(0)

—36+(]+2l1] 12=8=0 =36

En consecuencia, el detB = 36

Propiedades

1. Sise intercambian dos renglones de una matriz A de orden n, el determinante de la matriz resultante es:
detd == detd

2 Sisoncero todos los elementos de un renglén o columna de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
3. 5i 2 renglones son iguales de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
4. Sise tiene una matriz A de orden n, ya sea matriz triangular superior o inferior, entonces

= producto de los elementos de la diagonal principal
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5. Siunrenglén de una matriz se multiplica por un escalar 4, entonces
detd = A detd
6. SiA y B son matrices de orden n, entonces
detAB = detA detB

EJEMPLOS

1 =3
1] OOVeriﬁmlapmpiedadisidz[ﬂ u]'

Ejemplos

Solucién
Se observa que en uno de los renglones de la matriz todos son ceros, luego se procede a encontrar el determinante de

la matriz A n
detA =];><E (1)(0)=(0)(=3) =0-0=0

(+)
Finalmente, el detd =0, y se verifica la propiedad 2
. . . 5 1
2 @+ Verifica la propiedad 4 si A = [u 4].
Solucién
Se observa que la matriz es triangular superior, entonces el producto de la diagonal principal es:
(5)(4)=20
Luego, se procede a hallar el determinante de la matriz A

i (=)
¢H=ME(5](4]—(U](1] =20-0=20

+)
Por tanto, detA = (5)(4) =20
Finalmente, se verifica la propiedad 4

132
3 o--VcriﬁeaquecldemzﬂsiAzlz 34].

132
Solucién
=3
3 =)
=)
detd =
LE)
3 (+)
(+)
det 4 = (1)(3)(2)+(2)(3)(2) +(1)(3)(4)-(2) (3)(2)-(1)(3)(4)-(1)(3)(2)
=6+12+12-12-12-6=0
Por consiguiente,

detd =0
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EJERCICIO 164

Encuentra el determinante de las siguientes matrices:

2 -3 -2 6 0 5
e[ a2 anfRY]

3-18 i, S,
56 4 R ¢ e R
04-3 1 0 -6

@ Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

Matriz inversa
Dada una matriz cuadrada P de orden n, si existe una matriz @ @l que:
PQ=0P=1,
Entonces, se dice que la matriz Q'es la matriz inversa de P y se denota P, de tal forma que:
PP '=PP=I,
Donde:
I ; Matriz identidad de orden n
Para que exista la inversa de la matriz P es necesario que la matriz sea cuadrada y el detP#0

Método de Gaussjordan

Se utiliza la matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz cuadrada de orden n con la matriz identidad I ;
una vez aumentada la matriz, por medio de operaciones elementales, se obtiene otra matriz.

Pu Pn - P:.il 0 .. 0 oo uEﬁ'u G o Gy
e o 10l 010 0oy 0 gy
Pu Pz w Pui0 0 .o 1] [00 . 1ig qp « 4u

Sien el proceso algin elemento de Ia diagonal principal es cero, entonces la matriz no tiene inversa.

EJEMPLOS .
8

o 21
'g- 1 @ ObténRr ,sm_[l _3].

2
Ll
Solucién

Se aumenta la matriz y se efectian las operaciones indicadas:

[2 1 113 (]:L [1 =30 ll 1 =30 1]
H -~ i L i
1 -3!0 1 o 2 1110 R—Ry—F |0 -7i-1 2 TR -3R, R,

(S
!

B e ]
___”H--ll'-'
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| —— |
=9
Lo ]
—
|- %
| T |
| PR |
o]~
— |- i Pon— J.
Rl [l LR
M Il
- o
e @
m, &
: z
L)
L
o™

Solucion

=2 3

4

o
1
g <
o
T
—_— <
o o m B
(RS
o ™M™
_Ul_.m_
o
oo
= e -] |
TG me
=
P B =] R
] Lo B T = |
—— ]
~ - o Q
'
- 1
7 g
o
g I&..\_
r 1-— L
o o 7 o o ™M
- o
e T e s g 7
s lms
12-—.-. ||||||||
E P T o ~—
™oen S e I
-o o =g o

d

4
-7 2
=10 3

-3
6
8

Finalmente, B~ ' = [

EJERCICIO 165

| T |
(S
e e |
| e |
o o
I8 e T~ B R
031_.
o1 el
o
| I B 141025.
—
TedT vac ¢+ 9o
1 1 I
L] = -~
r= od o
— -I.1 3.
[ B quaE
| o — |
PR o o B
.m 1 Lo I & | =  ~ ™
E Sl e T - vi oo 7
m 1 I 1
g Q & S
o el wi =)
3
o
o
£
£ .
F 1 F 1 Lan B o |
8 <+ = ™ I
e
7 T w =
£ 1 I 1
£
w = =} 9
— o e
(]
N

@ Vaerifica tus resultados an la seccién de soludiones correspondients m———
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Inversa de una matriz para resolver sistemas de ecuaciones

Sea el sistema;

a X, Hax, tota x =c
X tapx,+..4a, X =c,

Qi Xy F gz Xy F ot A Xy =Cy

Si el sistema se expresa en forma matricial se obtiene:

a, dp dp a, X [
@ 4p 4y . By | X, ¢,
a4 Ay dy Gy | | X =G
Aoy Gz Gz oo By | L Cn
Sea
Gu G Gz o X q
Ay dy Ay e X cy
A= a3l a32 a$3 gl a!n =X= x;; yC: c;;
Oy Gy aﬂ3 e Oy xﬂ cl
Entonces:
AX=C

Si existe A~ se multiplican por A™' g ambos miembros de la igualdad.
Se obtiene: AT AX =A7C, pero AA™ =1 entonces, IX=A"C. - X =A"'C.

Esta iltima expresion resuelve el sistema de ecuaciones.

EAEMPLC‘S ®
o Ay . -3y =7
"g_ 1 @+ Resuelveel siguiente sistema: [ Foady 2
- Solucién
2 =3 X 7
Se definen las matrices A, X y C, entonces: A = [1 4] X= [J’] C= [_2]

Luego, se obtiene la matriz inversa A ™

P -3:10L [14:0 1] [1450
| = _al =10 11-1
1 40 1] T2 311 0), |

1
[ 14 3 1 u:i 3
L Min g = P11 11
= :11 11 =5 : 1 9
0 vz, 20 0 1!-— =
- T 111
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& 3
Por consiguiente, A™ = 111 121
“a1 11
Finalmente, para hallar los valores de las incognitas se aplica la expresion: X =4 7 C
Entonces:
4 3 4 3
L2 A1)e2(-2)
2 2
=[5 I 5,5 2l =B
¥y = = A I e
it L w2 (2
11 11 11( ] 11( ]
Por tanto, las soluciones del sisterma son:
x=2y=-1
x+y=2z=—4
2 @+ Resuelve el siguiente sistema: {2x—y—z=1
3x-2y +z=T7
Solucion
I X =3 x1 -4
Se definen las matrices A, X y C, entonces: A= |2 -1 -1 | X=|y|yC= 1
3 -2 1 z | 7
Se obtiene la matriz A™
(1 1 -2|]1 0 0 [1 1 -2/ 100
2 =1 =110 1 0O ~ 10 -3 31-2 10
1 1
- =0
Rl ¢4 10 -13 3
~01—1%-%u --01—1%—%0
0—57_301’!2”'“' 002151
SRy +Ry— R, A  a
3 3 %,g_m’
1 1, 1 11
10 —12 3 1002 22
--01—15—%0 ~010§—%%
00 1l _i l 00 1l s l
6 6 2 1..-.1 6 6 2
1 11
2 22
o 5 7 1
A=l onl 58
Por tanto, el
1 51
6 6 2
{continiia)
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Finalmente, para hallar los valores de las incégnitas se aplica la expresién:
X=AC
Entonces:
L) Aot
13 3 P s Pt
X= =2 =2 -4+ -2 =D | = | =1
’: 6 6 2 7 6(](6](]2(] 5
il e Y | 1 5 1
F“F (-2 e
Por tanto, las soluciones del sistema son: x=1,y==1yz=2
EJERCICIO 166
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de la inversa de una matriz.
a-2h+c=12
e B 4. {2a+b-c=3
¥y = a-b+3c=13
_ 2x=-y+3z=35
2. [;:j;:;léﬂ 5. {x+dy+z=12
Ix-5y-2z=7
x+2y-z=1
ba+Tb=-4
3 [a—ib=31 6, {3x+y+2z——2

@' Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

x=y+dz=-6
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EISTORICA
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RAICES DE UN POUNOMIO

——

Niccolo Fontana-Tartaglia (1500-1557)

aci6 en Brescia y murié en Venecia. Su
verdadero nombre era Fonfana, pero
fue apodado Tartaglia por su taramu-
dez, causada por una cuchillada asestada por
un soldado francés, que le derivé secuelas en el
habla. Fue el primero en idear un procedimiento general de resolucién de
ecuaciones de fercer grado, manteniendo en secrefo sus métodos. Cardano
le engafid bajo la promesa de mantener en secrefo estos métodos pero,
faliando @ su honor, los publicd. En 1537 publicé su primer libro sobre
teoria balistica.

Niccolo Forntana-Tartaglia
(1500-1557)
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Teorema del factor y del residuo
Sea el polinomio f(x)=ax" +a, X"~ +...+a, y bx + ¢ un binomio, entonces:

a) bx+ces facturdcﬂx}sif(—g] =0

b} bx+ ¢ noes factor def(x}sif(—g) =k, conk #0, donde £ es el residuo del cociente de f(x) con bx +c, asimismo,

—% resulta de resolver la ecuacién bx + ¢ =0

-§_ 1. @+ Demuestra que 3x - 1 es factor del polinomio f(x) = 3x" + 2¢" = 19x + 6.
g. Solucién
El binomio 3.x — 1, se iguala con cero y se despeja x

3x-1=0 — x

] =

Este resultado de la ecuacitn se evalia en f(x):
1 1Y (1Y 1
1(5)-43) +(5) -(3)+
1Yol L I 19(1)s6 =
f(E)_3(27)+2(9] 19(3)” .

Como el resultado de f(%) =0, entonces se concluye que 3x — 1, si es factor del polinomio.

2 ®+-0bténel residuo de dividir 4¢° - 11x* — x + 14 entre x — 3,
Solucién

Al aplicar el teorema del residuo, se iguala con cero x — 3 y el resultado del despeje se sustituye en el polinomio f(x) =
4 - 11 —x + 14

f3) =437 - 113/ - (3 +14=20
Por tanto el residuo de la divisién es 20

3 ®e Identifica cufl de las siguientes expresiones Sx + 1, x—4 yx + 4, son factores del polinomio f(x) = 10¢" + 57¢ + T1x + 12.
Solucién

Las expresiones 5x + 1, x — 4 y x + 4, se igualan con cero y se despeja a x, para luego evaluar los valores obtenidos
en f(x):

3 2
f(—§]=10(—§) +5‘?(—§] +?1(—§)+12=ﬂ por tanto 5x + 1, si es factor

f(4)=10(4) +57(4)" +71(4)+12 = 1848, por tanto x — 4, no es factor

F(—4)=10(~4)"+ 57(—4)" +71(—4) +12= 0, por tanto x +4, si es factor
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4 e Determina el valor de &, tal que f(x) =3ke’ + (dk + 5)x” — 19x — 12, sea divisible por: x +3.
Solucién
Para que f{x) sea divisible porx + 3, se debe de cumplir que f(=3) =0, entonces:
f=3)=3k(=3)" + (4k + 5}(-3)" - 19(-3)- 12 =0
Se resuelve la ecuacidn para k:
—45k+90=0 - k=2
Por tanto, el valor de k=2 y el polinomio queda expresado como;
) =62 + 138 - 19x - 12
5 ¢ Determina los valores de k, tales que f(x) = k" = (k" = 2" = (k + 3)°x — 20, sea divisible por: 3x+ 2,
Solucién
Para que el polinomio sea divisible por 3x +2, se debe cumplir que f(—%) =0, entonces:

(o) e o

Al desarrollar la expresion se obtiene la ecuacion de segundo grado:
3K+ 50k - 177 =0

Cuyas soluciones para k, son los valores, 3y -%, entonces los polinomios son;

[ =3%"-TF¥-36x-20 y f(x)= —%[17?x3+3463x2+1500x+1&3]

Raices

Dado el polinomio f(x) = a,x"+ a,_,x™" +..+ a,x" + a, el nimero de raices o ceros corresponde al grado n del
polinomio y son aquellos valores que cumplenla condicidn f(x,)= 0, éstos pueden ser reales, complejos o0 ambos, de
acuerdo a las caracteristicas propias del polinomio,

EJEMPLOS -

-%_ 1 @+ Demuestra que —2, 1y 3 son raices del polinomio f(x} = ¥' — 2x" - 5x + 6.
5 Solucién

w

Se sustituyen los valores —2, 1y 3 en el polinomio:
f=2) = (-2 = A2 - 5(-2) +6=-8-8+10+6=0
O =1F-200-51)+6=1-2-5+6=0
3 =03Y-23Y-53)+6=2T-18-15+6=0

Todos los residuos son iguales a 0, por consiguiente, se demuestra que estos valores son raices o ceros del poli-
nomio.
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1
2 ®+-Pruebaque-i, iy 3 sSonlas raices del polinomio f(x) =3x" - x" +3x - L,

Solucién
Los valores — i, iy % son sustituidos en el polinomio

fED=3=if (=i + 3D -1=3(-) - () -3i-1=-3-{-3i-1
=-3-)-(-1-3i-1
=3i+1-3i-1
=0

FO =307 - +30 - 1=3() =" +3i-1=3"-"+3i-1
=3(-i)-(-1)+3i-1
==3i+1+3i-1
=0

3 1
f[l =3[1 —[l +3[1 -1 =3[i N e N
3 3 3 3 27) 9 9 9
1
Por tanto, se prueba que — i, i y 3 son las raices del polinomio,

3 @+ Determina cudles de los siguientes nimeros 4, 1, 1 +i y -1 — 2i son ceros del polinomio f(x) = x* + 5x° + 7 + Tx
=20,

Solucién
Se sustituye uno a uno los niimeros en el polinomio, esto con el fin de saber cudles son rafoes del mismo.
F@) =) +5(4) + 74" + 7(4) - 20 = 696
SO =)' +5(1)° + (1) +7(1)-20=0
FOA+D =1+ + 51 + i) + 7(1 + 1)’ +7(1 + i) - 20 =27 +31i
F=1=2i) =(=1 = 2i)* + 5(=1 - 2i)* + T(-1 - 2" + T(-1 - 2i) - 20=0
Por consiguiente, los valores 1 y —1 —2i son los tinicos que son raices del polinomio.

Si las raices de un polinomio son x,, X,, X,...., X, entonces el polinomio se puede expresar de la siguiente forma;
S0 = (x = x)(x = x)x = xa).. (X = x,)

EJEMPLOS *

-§, 1 @+ Determina el polinomio cuyas rafces son los nimeros -3, 0y 4.

2 Solucién

Dado que existen tres raices, el polinomio a obtener es:
Jx)=(x = (=3))x — 0)(x — (4))
flx)=(x + Nx)x - 4),

Se desarrolla el producto de los binomios y finalmente el polinomio es:
fo)=x-2-12
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1 35
2 ®+-Determina el polinomio de tercer grado con ceros en — 1, S yﬂ—2}=—?.

Solucién
Dado que el polinomio es de tercer grado, se representa como:

Jilx) =(x = x Mx — x,)x — x;}
0= (e=(-0)2-3 (r-5) = (x4 5-3 Jix-)

35
Y se sabe que f(-=2)=- T entonces:

1

f=2)= (—2+1](—2—5](—2 -x,) = M {—1](—5)(—2—1:3]

Al resolver para x;, se obtiene que:

-
=T

Por tanto, el polinomio que cumple las condiciones establecidas es:

i AN s oy 3a 3y 1
ﬂx}—{x+1}(x 2)(x+4] X+ A =

3 @+:Obién el polinomio de fercer grado si se sabe que sus raices son;:— 1 —i, =1 +iy5.
Solucién
El polinomio se representa de la forma:
fx) = (x=(=1=i))(x =(-1+i))(x=5) = (x+1+i)(x +1=i)(x-5)
Al desarrollar el producto se obtiene:
f)=x"-3"-8x-10

4 ®¢ Encuentra el polinomio de cuarto grado si se sabe que sus rafces son: 2i, -3, y ademds f(- 1)=-50 y f(0)=-48,
Solucién

Al tratarse de un polinomio de cuarto grado se representa como;
Jx) = (x =2 Xx =2 0x = x)(x = xg)
f@) = (x=20)(x+3)(x—x,)(x—x,)
Pero se sabe que f(— 1) ==50, entonces:
1 = (=1-2)(-143)(-1-x,)(-1-x,) -5 =50 = (-1-2i)(2)(-1-x,)(-1-x,)
También se cumple que f(0) = — 48, por tanto:
f©)= (0-2i)(0+3)(0-x,)(0-x,) — - 48 = (=24)(3)(=x5)(-x,)
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Donde se genera el siguiente sistema:
8
Koy = T
24-2i
1+2i

Xyt Xyt XXy =

El cual tiene como soluciones x; =4 y x, = —2i, por lo que el polinomio queda definido como:
Fx)= (x=20)(x+3)(x - 4)(x +2i) — Jx)=x'-x" -8 —dx- 48

m

Ejemplos

JEMPLOS

Célculo de las raices por divisién sintética

Para encontrar las raices de un polinomio se emplea la divisién sintética, asf como los diversos métodos de factori-
zacién y resolucién de ecuaciones, ademds de hacer uso de la regla de los signos de Descartes.

Regla de los signos de Descartes
Esta regla nos permite determinar el tipo de raiz posible para un polinomio (positiva, negativa o compleja)
Sea el polinomio f(x) = @, ¥" + a,, ¥ +...+a,x' +4, entonces sucede que:
= El mimero de raices positivas es igual o menor en dos al nimero de cambios de signo del polinomio.
< El nimero de raices negativas es igual o menor en dos al nimero de cambios de signo de la evaluacion f(—x).

= El nmimero de raices complejas depende del nimero de raices positivas o negativas que tenga el polinomio. Si
¢l polinomio con coeficientes reales tiene una raiz compleja entonces también tiene como raiz su conjugado.

1. @+ Dado el polinomio f(x) = x* — 2 — 11x + 12, determina sus raices.
Solucién
Si se aplica la regla de Descartes se observa que:
1. Existen dos cambios de signos en f(x), en consecuencia el polinomio tiene dos posibles o ninguna miz positiva
JER =+x =27 -11x+12
L L W
2 Se evalia f(-x), para determinar las posibles raices negativas

fx)=-xX-2"+11x+12
N

Se observa que s6lo hay un cambio de signo, por tanto existe una posible raiz negativa,
De acuerdo con la regla de los signos de Descartes las posibles combinaciones de raices son:

Raices positivas 210
Raices negativas 1 4
Raices complejas 0|2
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Ralces de un polinomic

Se factoriza el polinomio mediante el uso de la divisién sintética, como a continuacidn se ilustra.
Ya que el coeficiente de x” es 1, se toman dnicamene los divisores de 12
Divisoresde 12={+1,+2,+3,+4,+6,+ 12}
Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones siguientes:
1 =2 =11 12 1
1 -1 -12 —_
4

1 -1 =12 0
4 12
1 3 0 -3
-2 -
1 0

Finalmente, las rafces del polinomio son: x, =1, x,=4 yx,==3
2 ®+-Dado el polinomio f{x) = x* + 3x* — 2x" — 10x” — 12x, determina sus rafces.
Solucién

Este polinomio carece de término independiente, entonces una de las raices es cero y mediante una factorizacitn el
polinomio se expresa como;

FoExp)=x(*+3r - 2 = 10x - 12)
Se aplica la regla de Descartes al polinomio p(x) para determinar el nimero de posibles raices:
1. Existe un cambio de signo en p(x), en consecuencia el polinomio tiene una o ninguna posible raiz positiva
plxy=x"+3x —2x - 10x - 12
L

2  Se evalia el polinomio p(- x), para determinar las posibles rafces negativas
pl=y=+x" =3 -2+ 10x - 12
L B S

Se observa que hay tres cambios de signo, por tanto existen tres, una o ninguna posibles raices negativas,
De acuerdo con la regla de Descartes las combinaciones posibles de rafces son:

Raiz cero < I & I
Raices positivas |1 |1 |0
Raices negativas |3 |1 (O
Raices complejas |0 |2 |4
Con el método de divisitn sintética se factoriza el polinomio p(x)
1 3 =2 =10 =12 2
2 10 16 12 -
1 5 8 6 0 |_a
-3 -6 -5 T
1 2 2 0

Se observa que no existe ningiin divisor de 2 que dé como residuo cero en la divisi6n sintética, por tanto las dos
mices restantes son complejas y conjugadas. Hasta este momento la factorizacion del polinomio f(x} es:

Jx) = x(x = 2)(x + 3" + 2x + 2)

{continiia)
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{(continuacidn)

Se iguala a cero el polinomio x” + 2x + 2 y se obtienen las mices restantes;
_ 242 -4(1)(2) -2+5-8 _ 2tV _ 2#2
2

i :
= =-1%
2(1) 2 2 '

X

Por tanto, las rafces del polinomio f(x) son:

0n=0x=2x=-3x,==1+ix,==1=i

3 @+ Determina las raices del polinomio f(x) =36x" + 24" + 13¢" + G + 1,
Solucién
El polinomio se expresa de la siguiente manera:
Fx) =360+ 24x" + 4% + 9" + 6x + 1
Se agrupan los términos
o = (362" + 24" + 4 + ( 7 +6x+ 1)
Hl factor comiin da:
fOO =4 (O +6x+ D+ {9 +6x+ D=4+ 1) (97 +6x + 1)
Para hallar las rafces de f(x), se iguala a cero el polinomio, entonces

A+ 1) (9 +6x+ 1)=0
4'+1=0 ;9% +6c+1=0

X = -% ; (3x+1)" =0

i
x=t—; x=-
2

| =

= dice que existe multiplicidad cuando una raiz se repite dos 0 més veces, como en este caso, por tanto las raices del
polinomio son;
i

i 1
h=g M= g h=k="7

EJERCICIO 167

x Indica cudles de los siguientes binomios son factores del polinomie propuesto:
L f)=x-4"-Tx+10; x-2,x-1,x-5

2 g =28+ -Tx—6;2x+3, x+2,x+1

3. px)=3"-RB -Bx" +32r- 16, 3x -2, x +2, x -2

4 fO) = -2 +TF - 9% - 18 x+ L x +3i,x -2, x+2i

5 hx)=x"+20 +64 x+i,x - x+2,x-2

6, mix)=x +6¢" + 23 + 347 + 260 x +6, x,x+ 1 =, x =1 4+i, x+2+3i

PR R R R )
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Determina el residuo que se obtiene al dividir el polinomio por los binomios dados:

7. (¢ + 13 + 14x - 88) + (x + 2)

B, (2 + 5 —x—6)+ (2x +1)

9, (6x* +37¢ +32x - 15) + (2x = 3)

10, (x*+28° -7 - Bx+ 12)+ (x + 1)

1. (5x* - 260" + 15" + 38 —B) + (x + 2)

12, (F =3 =5+ 157 + dx = 12)+ (x +3)
Determina los valores de k para que el polinomio:

13. flx)=x" — k¢ = (5k+ 1)x + 12, sea divisible por x— 4

14, f(x)=2x"+(2k+ 1" = (k" + 1)x — 24, sea divisible por 2x+ 3

15. flx)=ke’ = (] = 1® +(Tk + 5)x — 12, sea divisible por 3x — 1

16. flx)=(2k* — 2x* —(5k — 1) — (3 — 4k + 3)x — 6, sea divisible por 5x + 1
17. flx)=kx' - 2k’ = (4k° =3)%" + (k— 2)x + 15, sea divisible porx+ 3
Indica si los valores propuestos son raices de los polinomios:

18, f(x)=x"—12¢ +47x-60; x=3,x=4,x=5

19. f(x)=2¢+3¢ + 18+ 27; x=3i,x=-3i, x= —g
20. f(x)=x"+10¢ +27x + 18; x=1,x=-2,x=-9
Determina cuéles de los valores propuestos son raices de los polinomios:
21, fx)=2x"— 13" + Tx + 22; x= % x==2,x=-1

2, f)=5" 17"+ 13x +15; x =2 +i, x=-2—i,x= —%

2. flx)= 66 + 57 - 19¢— 10; x=—1,x= % - _%

U, fx)=x'-4F + T - 16+ 12, x=-3,x=-1,x=2,x=-2
25, flx)=25x"— 100x" - 19" +82x - 24; x=4,x=1,x g x=—§
Encuentra el polinomio cuyas raices son:

26. x==-5,x=0,x=1
27, x=3,x=-3,x=—4
28 x= % x=4i,x=—4is
29, x= “1 x=-Lx= 3

0. x=4x=-5,x=3-2i,x=3+2i

31, x=hx==i,x= : x= *
Encuentra el polinomic que cumpla con las siguientes caracteristicas:

32, Polinomio de tercer grado, con raiz en %,f(l}z 10, f(-1)=-4

33, Polinomio de tercer grado conrafz en 1, f(1) =0, f{0)=1

34, Polinomio que sea de cuarto grado, con raices, —1, i y —i, ademds f(3) =40

35, Polinomio de cuarto grado con mices en =3, multiplicidad 2 en raiz 1y f(0) ==3

36. Polinomio que sea de cuarto grado, multiplicidad 3 en la rafz 2 y f(=1) = =27
37. Polinomio de quinto grado con raices 1, -1y f(=2)=0, f(0) =- 2, f(2) = 60
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Determina las raices de los siguientes polinomios:
38 f) =x"-5x"-x+5

39. fix)=x" - 12" + 47x - 60

40, f(x)=15¢" = 53¢ = 30x +8

41, f(x)=2x" + 132" +30x + 25

42, fix)=x" - &’ - 130" + 42¢

43, f(x)=x"-x+10x"- 16x - 96

44, f(x) =6x"+x"—20x" - 42x 20

45, f) =2+ 13" + 197 + 7 + 1Tx = 12

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Sy

a CAPITULO 1 L

E

Conmutativa para la multiplicacién
Cerradura para la multiplicacién
Asociativa para la multiplicacién
Neutro aditivo

Distributiva

Inverso aditivo

. Cerradura para la suma

. Conrmutativa para la suma

10. Asociativa para la suma

11. Distributiva

12. Neutro multiplicativo

13. Inverso multiplicativo

14, Connmitativa para la suma

15, Conmmutativa para la mmltiplicacion
16. Asociativa para la multiplicacién

ExErcicio 2

1. Cuarenta y cinoo

2, Ochenta

3. Quinientos veintitrés

4. Setecientos setenta

5. Quinientos noventa y siete

6. Ocho mil trescientos dos

7. Nueve mil dieciséis

8. Veinte mil dieciocho

9. Once mil once

10. Nueve mil setenta y dos
11. Doce mil ciento tres
12, Veintidés mil quinientos
13. Treinta y cuatro mil cuatrocientos ochenta
14. Ciento ocho mil doscientos catorce
15. Tres millones ochenta y cuatro mil
16. Un millon doscientos quince mil trescientos sesenta y cuatro
17. Cinco millones seiscientos ochenta y tres mil cuarenta
1B. Trece millones setenta y cinco

R

b

Exrcicio 3

1. 521 5. 8400 9. 1108012
2. 16000 6. 601 10. 144000144
3. 1299 7.700138 11, 116386514
4. 35000 8. 1527428 12, 505000210
EJERCICIO 4

1 5. > 9 <

2= 6. = 10. =

3 < 7= 1. <

4.z 8, = 12, =
EJERCICIO 5

1. = o P 9. =

2.< 6. = 10. =

3 = 7. = 1. =

4, = B = 12, =

634

Exercicio 8

Valor absoluto

B T R A I e IR L PR

Notacidn desarrollada

1.70+35

2100+ 30+2
3.400 + 20+ 8

4.500 + 10
5.3000 + 2

6, 7000 + 400 + 90 + 1

7. 10000 + 5000 + 200 + 4

8. 30000 + 2000 + 700 + 90

9. 40000 + 9000 + 800+ 30 + 5

10. 200000 + 40000 + 6000 + 900 + 30 + 2

11, 300000

12, 400000 + 70000 + 5000 + 300 + 10 + 4
13, 100000 + 20000 + 900 + B0 + 3

14. 1000000 + 300000 + 20000 + 800 + 60 + 5

9.32

10.6.8

12, 0.0001

Valor relativo

300
500
7000
5000
40000

2000000
50000000

15. 3000000 + 700000 +40000 + 2000+ 900+ 50 + 8

Exrcicio 9

1,457
2,6379
3. 17630
4. 114948

Exrcicio 10

1. 37 afios
2,22 afios
3. $10000
4. 2004, 2006

5. 4356905
6. 7705847
T.-B05
8.-1648

5. Fallecih en 2005
6. 750 kildmetros
7. 1000 kilémetros
B. 30700 libros

9. =11276
10.-636312
11.-17681704
12, 537591965

9, 1020 calorias
10, Se retirb en 1997
11.-53"C
12, Perdi6 $1 110000



Exrcicio 11

1.4

2,-3
3.2

4. -5
3-8
6. 14
7.0

811
9.-38
10. - 66

Exrcicio 12

1. 370 mugeres
2.$23 000

3. $237 000
4,23 afios

5. 28 afios

EErcicio 13
1.15
2.-8
3.24
4.21
5.7
6,-2
7.-1
8.19
9.0
10.- 18

Exrcicio 14

1.1701
2,24 230
3.2295
417172

5. 142 518
6. 260 496
7.2 947 680
8.43 436664
9. 38 203 690

EErCicio 15

1. 216 refrescos
2, 180 libros

3. 105 canicas

4, 750 arbaoles

5. $960

6. 10 080 mimitos

Exrcaco 16
1.2

.11

3.-13

4,66

5,175

11.1 21.8
12.-11 22.19
13.-6 23, =3
14. 20 247
15.=7 25.=2
16. 26 26.-12
17.17 27.110
18.-11 28.- 716
19,32 29, 10 595
20. 10 30.-9625
6. $993
7. 18 metros
B. 4 150 metros
9. $4 500
10. 53 afios
11,2 21. 10
12. 6 22,18
13.3 23.4
14.0 24 -1
15.-10 25.-9
16, 24 26.-8
17.-27 27.5
1B.-5 28,25
19. -2 2912
20.-6 30.17
10. 1913085 19, - 225 286 184
11.20 20.-54 285 042
12.- 160 21, - 105
13. 322 22,30
14, = 15 552 23.18
15. 303 660 24,60
16. - 195720 25, - 864
17. 12 865 888 26.- 720
18. -9 105 315 27.1680
7. 336 departamentos
B. 6 000 lapiceros
9. $654 800
10. 645 personas
11. $120 000
6.-39
7.=28
8.-45
9 -14
10.8

Exrcicio 17

1. %4 400

2. %5000

3. §540

4. 53600

5. $10 000 000

Esercicio 18
¢ cociente, 1: residuo
lLe:d, 2
2.8l

3 49,70

4 0297, r 1
5.c:8r:0
6.c:13,r2

Exrcicio 19

1. 23 veces
2. $3000
3. 148

4, 56 horas
5. 3 libros
6. 9 horas

Solucién a los ejerciclos

6. 60 afios
7.$4 370
8. %6 150
9. $347 000
10, $7 650 000
T.e2l,rl 13.¢:52,r: B12
B.c:34,r 206 14, ¢: 17, r: 1944
9.¢:29.7.99 15, ¢: 9, r: B446
10.¢:5,r: 31 16, ¢: 73, r: 19022
11.6:29,r:142 17.¢: 198, r: 9888
12, ¢: 47, r: 433 18.c:4 932, r: 14974
7. 7 dias
8. 15 minutos

9. 9 litros por i mito
10, 2 pantalones y 2 chamarras
11, $320

CapPiuio 3

EXERCICIO 20
1,105,243, 2 457

2,800, 112, 324, 13 564

3. 105, 8910, 34615
4.78, 768, 1 470
5.175,1645, 3 528

Esercicio 21
1.2:2:2-33
22223223
33253
422222233
333337

6.2: 357
7222357
8235711

EXERCICIO 22

1. MCD = 36
2. MCD =90
3 MCD=1
4 MCD =6
S MCD=1

Exrcicio 23

1. mem = 216
2, mem =90
3, mem = 432
4, mem = 180
5, mem = 540

635

6.3 128, 5024, 9000
7.225, 1 008, 2 925
8. 66, 253, 935
9,195, 1 105

10. 1007, 380, 1596

33307
10,.2:2-2- 3 3 311
11.2:2: 3 3- 3 5-13
12,2:2-2-3-5-577
122-2-2-2:2- 332357
14.2:2-2: 3333 3-3
15.2:3-5-711-13

6. MCD=35
7.MCD =12
EMCD=14
9. MCD =77
10. MCD = 143

6. mem = 1260
7. mem = 300

8. mcm = 10 800
9. mem = 7 700
10, mem = 148 225



ARTMETICA

Esercicio 24

1. Cada bolsa pesa 6 kg y hay 2 de res, 3 de cerdo, y 4 de pollo por caja
2. Después de 30 segundos

3, 20 cm por lado

4. Después de 12 mimtos y dieron 2 y 3 vueltas

5. 24 litros

6. 6 metros

7. 3 metros, 10 troncos

8. $1000 a cada nieto y tiene 14 nietos

9,252 minutos y a las 3:12 horas volverdn a coincidir
10. Se pueden hacer 13 costalitos con 15 canicas
11. Cada caja contiene 150 lapiceros
12. De color lila 3 cubos y de color rajo 4
13. 90 mimutos, y dan. 9, 6 ¥ 5 vueltas, respectivamente
14, 2006
15. 25 em y son 187 mosaicos

Exrcicio 28

CAPTULO 4

Exrcicio 25

1, 7.

Bajta OF e A |kd b |

-]

[]
b

[N E-

‘14 24 100" 100 24

Exrcicio 27

1. Propia

2. Impropia

3. Propia

4. Propia

5. Impropia

6. Propia

7. Impropia

8. Propia

9. Impropia
10, Impropia.
11. Propia
12, Impropia
13, Propia
14. Impropia
15, Propia

1.1=

2.1=

3.1-

4.3

i B3] = LA |2

5.4
5
g3
8
7.62
6
8.6

9.3=

Exrcicio 29

636

w|35

-
—

e w8 wiE «|E <8 2|

‘10

ba|tn dafba dulta balta Snite

10.2—

11.2=
13

12.1—
12

13.1-1—
18

14,2 —
16

11
15.3—
40

16,72
65

14
) b i, PRk
75105

18. 4 —
305

139
19

11, —
10

12,342

133

PRI
15, —
16. —

17. —

7.8i
8. no

10.

Ba |~y tnjds G913 E|“° -

9.5
10.si

11. no
12, no
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b
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Esxercicio 37

1.2 250 litros

2. 2 100 aficionados
3. 1 400 habitantes
4. 150 automovilistas
5. 40 rojas, 20 azules

¥ 60 verdes
6. %30
Exercicio 38
11 6.2
4 3
3
2% ;
2 7.8
3.3 8.5
2 9.2
2 5
1
= 10,1
5.3 0.10
Exrcicio 39
1
1.=
81*3
2. 80 botellas
35
4,14 min
Exrcicio 40
. 5.0
7
2.8 6. -
4
32 71
8
a3 8.3
4 2

=
[

[ - b [
- P o = =
Bl Sl Blu z|g »|Y

—
=
i

15.14
16. 4
32
17.—
45
ik
3
19, =
3
20.15
21.6
7. $900
8. 275 kilbmetros
9.60
10. 5 alumnos
11. 3 600 personas
12. 18 pastillas
13, 504 joules
y1; 18 16,12
13
2 1
12, — 17.=
13 3
13k 18,2
18 2
14, 1 19, E
8 2
4 3
15. = 20—
5 13
5. 48 km/h
6. 518
o
7. T litro
8. 24 personas
9 1 13,3
4 2
10. l 14 4
2
n, 2
5
12.2
3

Exraicio 41

1. 3 900 mililitros

2. 4 horas

3. 82200

4 Alimentacién: $4 000, Renta y servicios: $6000 y Diversion: $2000

1
3.137=kg
2

Ih
6 28—
l.nz

1
7.7ancho x11 lrgo

Exrcicio 42

1. . 6.4 11. 2
3 4
25 1

2 — X 12.=
21 ? 2

35 3 13,1
12 2 2

4.3 9.~ Y

4 13

8

Fo= 10.2 15.1
3

Cariuo 5
Exrcicio 43

1. Treinta ¥ un centésimos,

2. Un entero noventa y ocho milésimos,

3. Veinte enteros cuatro milésimos.

4. Dos enteros ochocientos nueve milésimos.

5. Doce enteros novecientos quince diezmilésimos,

6. Tres enteros quinientos sesenta y siete milésimos.

7. Trece enteros ochocientos setenta y seis diezmilésimos.

8. Cinco cienmil ésimos.

9. Doscientos cuarenta ¥ ¢inod enteros seis mil noventa y tres cienmilésimos,
10. Dos enteros cuarenta mil nueve millonésimos,

11, Dieciocho enteros cuarenta mil quinientos seis millonésimos,

12, Trescientos cuarenta y dos enteros doscientos cincuenta y seis millonésimos.

Exrcicio 44
1.0.0005 424 7.0.32524 10. 0.000003
2. 0.00048 5. 6,043 8. 0.00066 11. 472232101
300678 6. 500029 9. 1.000477 12, 48030215
EJerCicio 45
1. 708118 11,327 872
1.77 5818 12, 444 6986
3. 3764.996 13. 60 700.719
4, 5481207 14. 13 520.3306
5, 8830.591 15,1912 546 511
6.1.113 16. 10,2405
7.3.087 17.2 518 4686
8.25.19346 18. 358.07514
9. 12199742 19. 37 999.945
10. 277.967011 20,.952,1374
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EErCICIO 46

1. 2.8 millones
2, 16.05 km
3.63925kg
4.655m

5, 7.5 galones
6.24.75 ton
7.58.55 cm

B. 769 2 kilowatts
9. 11 kilogramos

ExErCiCio 47

1.15.732
2,261.95

3. 992.53508
4.6 B67.125
5.31.43
6.1

T.48.5

8.2 805

9. 384.36
10. 3 875
11, 5 400

EErcicio 48

1.%1 236

2. 576060

3. 5118 km

4 %1 03180

5 %1 294 50

6. $45 187.50
7.1198.185 m*

8. 5143260y $3 770

ExrCICIO 49

C: Cociente, R: Residuo
C= 4896, R= 0008
C=0177, R=0018
C=4113.6, R=0.008
C=148.17, R=0.028
C=2356,R=0
C=200,R=0
C=100,R=0
C=0.767, R=0.0041
C=514,R=10

ol e B L LR

ExrciCio 50

1.23

2.%32

3.60m

4, 6000 envases
5, 1.75 litros
6. 68 km/h
7.12.1 cm
§.22928°C

9. %585

10. 666.5 calorias
11.%425
12.1.153 kg

13, 19.82 minutos
14. 42,45 km

15. 309.03

16. 175.23

17. 4407 977 litros
18.239.25 MB

19. 166.59 litros
20, $21.16

21. 140.75 km
22,644 km
23,039m

24, 204.53 km
25, $10 353.82
26, 63.965 kg
27.133.743

12, 28136.7

13. 117.626256
14,12 385197
15. 6 733.9836
16. 1 496.01291
17. 1793.108902
18. 730.5

19. 465.6

20. 21 650

21, 48 260

22, 386 200

9. $19 902,50
10. 75 litros
11. 508 cm
12, 22.5 pastillas
13. 6 882.56688 cm’
14,728 m
15, $35 520
16, 8287

10. C=250.5,R=0

11. C= 3.033, R = 0.069

12, €= 15,384, R= 0,00016
13. C= 16.071, R= 0,00012
14, C= 120,857, R= 0.00001
15. C= 217.142, R= 0.00015
16, C= 14,615, R= 0,001
17. C= 238,015, R= 0,00071
18, C= 5974, R= 0611

10. $4.5

11, 24 descargas
12.0.0125 cm.
13. 8000 naranjas
14, $78.5
15.21.34

16, $442 75

17. 35 millares

Exrcicio 51

1. $101.50
2.$309.70
3.$352.70
4.85
3,43 cm

Exercicio 52

1. 03 6.0.6
2.02 7.15
3.05 8.01
4,04 9.0.375
5.125 10.18

Solucién a los ejerciclos

6.$8.36
7.10 263 85 kg
8.6.952 cm

9. 768.43 gramos
10. $44.20

16. 4583

12.2.3125
13.

19

14, 3.45
15.2.875

10,

10.

El- BIQ »lE w1

o
b

g

17.332
18. 423
19, 536
20, 7.27

EJERCICIO 55
1
1.16 -
2
2, - 15625 7.81
1
== .4
B 8
41 9. L
256
1
5.-729 10. —
27

639

17, 222 16.4.09
8
e 17.18.49
27
13, 325 18282
59049 216
14,-9 L
16
1331
15.4 ==
. % 1000



ARTMETICA

L g
8- 2

ol
W,
-

11,

—

12,

13.

14,

|l o5 Wi

ErErcicio 57
1.7
2.27
3.17
4 -8
5.3
6.5
79
8.-3
914
10,21

11.24
12.6
13 -12

14. 15
EJercicio 58

1. ZJS
2. 62
3. 232

15,

16.

o | ke EI._.

17,

B

18.

19,

ke [0 |t

21.54

23. 15625

24, - 15625

27.225

gz

15,24
16.

o

17.12

18.21

19.6

21,270
22,108
23. 45

24 300

25,100

26,324

27.64
121

5542
692
7.645

8.645

Exrcicio 59
19,% 1.1242
30, 49 2,743
3. %u's
31,11 664
3_; 4.3
2.
16 5= 5'«"2
33.3 6.— 245
Tl
9 7247
34, ; 6 d
_— s8-8z
65536
i Exraicio 60
36, —
ol 1.4
7.8 2.5
9 -
i i 3471
81 4,3—\5
39 r
" 10000 5,645
w0 L 6.1243
ng 7. 46
A
216
8,45
42,49
Exrcicio 61
G 1.6
30.10 .42
1 3
OB
32.3 RN
4
33.5° =
34.3 5.7
5.2 o 15
36.10
37.3 P
38.50 2
1?,
39, SM 8. Iﬁ
40.2
41,
. ExrcICI0 62
5
42, — e
- 1 W5
ol
: h
g Zfl'l 2.3
r 1 T
10, 2415 3. E Ve
o s
11.242 i
12. % Jis 5. 26

640

12.- 72
14,243
15.345 =3

16. 742

9,180
10.18
11, i V30
12. 60
13.3%5
14,2325

15.20 350

16.2%3

17. 32 + 2003 - 22,5

18, - 52
19.43
1 g
20, 5 Y5
21 4115
22,333-532
23. 13
24,432
17. Y675
18.2
19, 276561
20.2%2
21,632
2. 2%
i
Lg
23, 42592
24 ¢
8
9%
10, 954
1.1
12. %2
13.5
c
14,62 - ‘||§
V8 V4
15.32+ 502
1.1 1
16 -4 ——-——
2 S5z Wizs
6. l \.'E
3
7. -!- \.lrﬁ
10
8332
9.5
10.2-46



1.1
2.12-447
13,246 -4

14.- %(5 + ME]

15.-11-55

ba
o
-r-ﬁ

Exrcicio 64
1,15

2.25

3.27

4.18

5.484

6.7.96
7.23.76
8.18.01

ExRCICIO 65

1.5916
2.7.7459
3.112249
4.23515%9
5.35.5387

ExErCCIO 66

1.8
2.9
3.15
4,17

EERCICIO 67
1.10
2.3

379
4.7

5.54

3
& 2316
5
’ 2415
1

7

8.

10. H

5.22
6.38
7.67
8.95

6.35

7.11
8.7
9.-27

10. - 16

16. %[3 -\2)
17.- 13(1 1)

18, -%{5 +10)
19. :](1 +2 + )

20, 5[?4- i—lF = z\-‘E]
T

14,

3= \.'Ig

15 L

9.65.74
10.73.7
11. 48,41
12. BB6S
13. 7825
14, 5690.5
15. 432513
16. 20870.40

6. 64.8074
7.256.8929
8. 282.8427
9. 6454257
10. 935.6297

9. 135
10. 328
11. 429

12, 604

12,
13,
14,

15,

Bl &1~ S 5len o

"4-1042 + 643+ 86

Solucién a los ejerciclos

Exrcicio 68
1,435 x 10°
2.16x 10*
3.9.548 x 10°
4,273 % 10°
5, 6702 x 10°
6.35 % 10°
7.5.342 x 10f
8.1.86 % 10"
9.176x 107"

Exercicio 69

1. 16000
2.0.001

3. 3760 000
4. 0.006
5.420

6. 0.000724
7.0.000001
8. 0.00083

Exrcicio 70
1.5.11 % 10°
2.1.04 x 10°*
3.11x10°%
4.19x10°
5.1.02 = 107

Exrcicio 71
1.2.16 x10° %
2.14784 % 10°
3.565x% 10"
4,12075 % 1008
5.1.00 % 10°
6.163 %1073
7.7.79 x 10"
8.3.1668 x 10°
9.51x%10°"
10. 7.13 x 10"

Exercicio 72
1.289%10°¢
2. 1,5625 x 107
3. 1444 x 100 1
4, 5832 x 10%
5.7.8125 x 1077
6.2.5 % 10°
7.31%107*

Exrcicio 73
1.3.1300
2.2.1300
3.1.1300

4.31300
5. 1.5065
6, 0.8621

641

10, 8,89 x 1072
11,428 x 107*
12,326 x 1074
13,462 x 1077
14, 3% 1078
15.8.79 = 1078
16,12 % 10°°
17.5.69 % 107'0
18, 7.81 % 10711

9. 10 500 000

10.0234
11. 3264
12,6234

13. 0.0000000000023
14. 0.000301

13, 414 501 000

16. 0.0000003002

6.4.354 % 1072
7.2.34 x 104
B.573x 107
9,127 x 10°
10.3.38 x 107°

11,232 % 10°

12.1.484 % 1072
13.3.1217 = 10°
14.9.764 % 1073
15.1.272 % 107"

11,2375 = 10*
12,432 % 107%
13.58 % 10°*
14,85 % 10°°
15. 1.1 % 10°
16. 5.964 x 1073
17.2 % 10°
18,85 x 10°
19,4 % 1072
20,1 x1¢°

8.6x10

9. 18x10°¢
10. 3 » 10°

11,2 %1073

12, 1.9008 x 10~ "
13.2 % 10°

14, 5% 107 *

7.18382
8. 26902
9. 38921

10. 3.7547
11. 3.5096
12.4.7243

13.0.1348
14.0.7018
15.16128

16, 14771
17.0.8471
18.3



ARTMETICA

Esercicio 74
1.73.69
2. 6377
3.31.26
4 294
5.3.640
6.5.398
7. 1015
8.451.3
9.2963

10. 1004

EJercicio 75
1.9991
2.9.561
3.4124
4.6.546
5.37.13
6.0.5020

7.0.3989
8.15

9.0.7539
10. 3.6165

Exrcicio 76
119164
2,1,0834
3. 0.8001
42,6022
5.0.2984

CAPTUIO 8

EsErcicio 77
1.6
2.8
3.15
4.2
5.50
6.3
712
8.18
9.64
10.6

Exrcicio 78

1.6

2.12

Exrcicio 79

75 3,35

2.32 4 24

11, -104.3
12,
13,
14,
15,
16.374.1
17,2769
18. 31,56
19. 7998
20,14

-19.91

- 3.658
4,941

313

443

=0.7037

5.\14

6.92

11.3772

12. 0.01827
13.0.2524
14, 0.0005204
15. 04276
16. 0.05066
17. 0.005641
18. 0.01081
19. 0.6236
20. 0.0001259

21, 5.5
22, 4804
23.707 6
24 1.146
25. 1176

26, 1477

27. 16231
28, 2021

29, 1.3009
30, 1.5562

6. 1.6090

7.0.7761

8.1.1363

9. 19631
10. 13.0435

11,12
12,2
13.9
14,200
15, 140
16. 3
17.20
18.510
19.6
20.1

31.21759
32, 2 4681
33.2.535
34 0875
35, 0.6232

36.024116
37, 084793
38, 0.20982
19.086
40.-0.01

Exraicio 80

1.2,54

5 & ,144
3

32,16

Exrcicio 81

1,125 latas
2, 28 mimitos
3. $4100

4.8 160 litros
5. 80 km

6, 70 piginas
7. 4 200 sacos
8. 10 segundos
9. 27 horas
10. $24

11.6kg
12, Ana $324

Fabiin $486
Liam $810
13,125 m®
14. 144 tarros
15, 30kg
16. $1 000

Exercicio 82
1. 128 min

2, 50 dias

3. 150 pares

Exercicio 83

1.0.03
2.0,04
3.0.06
4.0.08
35.0.15

Exrcicio 84
1.18

2,100
3,250.25
4,535

5.077

Exracio 85
1.5000

2.7925
3.9500

Exrcicio 86
1,20%

2,30%

3.25%

4.42%

5.36%

642

2
4, 36,—
36, 5

5.6, 162

2 25

i 1512

6.0.01
7.0.05
8.0.235
9.0.30
10.0.50

6.15
7.1575
8.225
9.462.72
10. 43,75

4.1562.5
5. 1606.25
6. 2850

=

1
10—, 54
04.5

Slo g &lw

bl o
Bls 2|8 ez

17. Fernando $450
Josué £300
Martin $225

18. $42.50

19, 900 min,

20, %75

21,5147

22, %150

23, 3 canicas

24, BO litros

25, $15 000

26, 45 dias

27. 5 hombres

28, 48 km/h

29. 20 frascos

30, 300 hombres

31. 40 drboles

4. 7.2 litros
5.%273 600

11.0.75
12.0.32
13.0.045
14. 0.0008
15, 0.0003

11.48
12,1250
13, 31296
14, 279 986
15. 62,003

16.8.15
17.1 400
18.1637.44
19. 75.516
20.8.28

7.6 000
§.1980
9.3 650

6, 24%
7. 15%
8. 17.022%
9.23%
10. 33.75%



Exrcicio 87
1. 64 alumnos 14, 21 preguntas
2. 5440 15. $96 000
352975 16. §1 000
4. $11 437.50 17. $126 000
5,%1155 18, 190 400
6 %5111 19, $2 880
7. §1 496 20. 45 preguntas
8. §1 207.50 21, 46.93%
9, %1 254,40 21, 50%
10. $822 025 23. 45%
11. %3000 24, 34 48%
12, 2000 25, 57T 8125%
13,63 75%
Exrcicio 88
1. £33 000 10. $2 268
2, $532 000 11. 3%
3. $140 800 12, £25 000
4. $22 365 13. $50 000
5. $60 480 14, 30%
6. $558 250 15, 1.5 afios
7. $104 160 16. 1.02%
8. $16 280 17. $450 000
9. %3 685.67

Exrcicio 89

1.4x 10"+ 8 % 10°

2 1% 1P+ 5% 10 +3 % 10°

39x10"+6x10%+ 72107 +2x 10724+ 2 107 %

41 %P0+ 1 P40 P+1x2 4120

512 40x2+0x2'+1xP+1x240x2241x27
6.1%x3P+0x3 +2x3% 1x341x37?

T A%+ 25 3504 054 1504 4504205
Bl +Txg+axs'+oxed+2xst+3xg +5xg”
9. 6xE +0x B+ 0x B +0x8+7x8"+5x8 +1x8?

10,2 x 167 + A % 16"+ Fx 16°

11.1% 162 + Bx 16"+ Ax 16°+4 x 167"+ Ex 167

12 0% 16°42x 167 + 4% 167+ Ax 167 + Bx 167

Exrcicio 91

1.1111g,
2.100111011,
3. 110111y
4100111,
5.0.101g,

6. 1111001111,
7.101g
8.222201,
9,311

Exrcicio 92

16174

- 3343,

- 717,65,

- 111011101,
- 1100110011,

. 1011101000115
- 111010.001110;

90 =3 & on et ba e

Exercicio 93

- 1001100y,

- 1011101013,
11011111,
- 110111010,
11022,

- 101212,
1012121,

- 100101022y,

Exracio 94

1. 100011,
2. 110001010,
3. 1100010,

B =g O otn e La b e

Esercicio 95

1. 1011110%
2. 100001001,

3 1211225)
4.20223132,

ERERCICIO 96

- 10010101000101 1,

Solucién a los ejerciclos

Exrcicio 90

1. 1209
2. 234

3,219y,
4.57.81254
5.19.6875q,
6. 65y

7 1234

8. 253

9. lw-maﬂm

10. 179685135
11,232y

12. 387 67187500,
13, 2257031254,
14,98,

15. 669,

16. 69

17. 2930y,

18. 430,768,
19, 1259.9856,,q,

20. 842048 5,
21. 29,
22. 10634,

23, 35.620870)

24, 3978,

25. 30014,

26. 4911330566,
27, 66645,

28, 626,

29. 685y

30, 43820,

31, 2874,

32, 3882.116211,,

1. 110
2, 1101,

3. 111011,
4. 211y,

5. 1201,
6.301,4

7. 102024

Exrcicio 97

1.26

2,111
3.248
4, 401
5. 2407
6. 466

643

10. 32025, 19.536.144,
11,122 415 20. 70153 6y,
12. 3021 2045, 21. 165,
13. 5535 22, 1424,
14, 1523 23, 157071,
15. 166y 24. 04,4
16, 2041y, 25, 166. 15
17. 77, 26. 53DC By
18. 150,
9. 100001010.11011 15,
10. 110000001111.0100000001 5,
11. ﬂ(u}
12. 9B 1. E43y,
14. 1001110101100,
15.110100101111.1010101 1
16. 111111010001111.11000101 5,
9. 123212, 17. 66225,
10, 100232, 18, 233446
11. 230200213, 19. 1042140,
12, 2320122, 20. 1203523,
13. 13445, 21. 468,
14, 43305, 22, 1022,
15, 322205, 23, 114365
16. 444202{5] 24, Eﬂlﬁ'fm}
4. 24231, 7. 15622,
3. 411011, 8. 3BEy,,
6. 51035, 9. 38114
5. 21320112, 9. 26054504,
6. 20130445, 10. 10257247,
7. 3641143, 11. 1R4C4,
8. 40414465, 12, 26C54 4
8. 421g,
Q. 11330@
10. 7531,
11, 207(5}
12. 1735,
13. 14,
14. 52y
T7.922
B, 1341
9. 1365
10, 2527
11. 3026
12, 4048



0. _=ss_

11,

12,

3.5013
4, 12912

AA.Q{
A

<4<«

<4

<=«

11, MCMXCVII

12, XTI COCXLY

13, XV CDXXXII

14, 3O0II VII

15, XLII DOCCLXXIX
16, LXXXIX

17. CXXII

18. CCXXX V

19, I1 CCCXIV

20, VII COCXL XX

Exrcicio 102

1.8 7.564
2.H 8.719
1.5 9.452
4.9 10. 991
5.39 11, 803
668 12, 244

Exrcicio 103

1.326
2,13123
3.10 304
4.1223
5.1020037

Exraco 104

13.1 850
141752
15.1 806
16,1525
17.2814
18.1 429

6. 200 401
7.2054
8.3 100 102
9. 300 200
10. 2 001 000

S TATATATATATATATA

2 2PNNNN

> IRNANNNNNNN

R AT

5 ARDDANNNNNI
© DPDDNNNNNNNN
- DRADDRDANNN)|
5 ORODRDDNNNNNN

» OPPDPPPPP

0. ARRADRDABANN N

A NnNNNN

% 1.8PP0NNN

B3 1PPDPDDNANNN
WAL SRRy
1AL A ADDNNN
6321333 AR

7. > DBODNNNNNII

B a1 11100
" a e, 93999 AN

€
g

mégik:m

C)cl{:}ﬂ

644

203 NNNII

Z 11 q NI
= ®
7o &AL Nl

19. 23 457
20. 19 020
21, 245 000
22,3457 998
23.9 575973
24,4 945912



Caruio 10

Exrcicio 105

1. 80 dm 11, 3.8 km

2,15 000 em 12. 63 000 dm

3.7050 dm 13.38 km

4,0019m 14,9 Hm

5.18.5 dm 15.6m

6.09dm 16. 4 563 em

7. 17 000 500 Dm 17.3016 mm

8.5400 m 18. 850 mm

9.8.06 cm 19. 15 480 m

10. 165 Hm 20. 756 m

ExErcicio 106

1. 300 dm® 11,03 Km®

2, 160 000 cm? 12. 16 m?

3.7 000 000 mm?* 13. 130 m?

4. 8 000 000 m® 14, 98 Km®

5. 190 000 m® 15. 1 40 000 dm®

6. 63 500 m* 16. 210 000 dm’

7.2 800 Dm’ 17. 43 856 cm®

8. 1 400 000 m* 18. 18 m?

9. 8 Dm? 19. 450 Dm?

10. 19 Hm? 20,035 m?

Exracio 107

1. 24 000 dm? 11, 40 oe* 21. 7 506 m*
2.13 800 ¢m® 12. 3 905 ml 22.4D1

3. 190 litros 13,15 o 23,8 316 cm®

4, 149 000 cm? 14, 60 cm® 24.5475¢l

5. 7000 mm® 15,96 DI 25. 38,6 cm”

6.9 540 litros 16. 450 000 mm® 26.18m®

7. 485 dm® 17. 16 850 dm* 27. 32.8 litros
8.975 000 cm® 18.153 HI 28, 45 Dm®
9,590 dl 19. 7 500 co® 29.0.035 m®

10. 3 146 dm® 20. 43 000 dm® 30,1700 ¢l
ExErcicio 108

1.3000¢g 6.5kg 11.4g 16.0.08 Hg
2.007kg 7.038 Hg 12, 85 Dg 17.245g
3.1560Dg B.6dg 13.15g 18.0.635 dg
4,3 600Dg 9.1800g 14.49Dg 19.0.1728 g
5.70Dg 10.380 Hg 15.2400 g 20. 38 500 mg
ExErcicio 109

1. 35 aflos 9 meses 23 dias

2. 1 hora 30 segundos

3. 124° 40" 56"

4 5 meses 12 dias 17 horas

5. 43 afios 7 meses 17 dias

6. 25 meses 19 dias B horas 45 mimitos
7. 4387 0" 437

8. 3 décadas 8 afios 11 meses 4 dias
9. 7 dias 12 horas

10. 40° 18’

11, 3 afios 7 meses 15 dias

Solucién a los ejerciclos

12, 145° 58" 48"

13, 37 afios 5 meses 12 dias
14, 357 407 127

15, 4 afios 18 dias

16, B5° 36" 36"

7
17. 3= afios
8

il
18. 78— grados
40

1*3'.1‘:-E horas
25

43
20. 324 = grados

161

21. 3— décadas
200

3
22,148 grados
00
ﬂ,m%mﬂno&
2

M.W\thmas

Exercicio 110

1. B horas 40 mimutos 13 segundos

2,217° 432"

3. B afios 9 meses 23 dias

4, 5067 28" 25"

5. 36 horas 6 minutos

6. 2707 56' 30"

7.1 mes 3 dias 5 horas 28 minutos 51 segundos
8. 2 décadas 2 afios 10 meses 1 dia

9. 287° 4" 10"

10, 2 décadas 4 afios 11 meses 16 dias 5 horas 39 minutos

Exrcicio 111

1. 3 afios 2 meses B dias

2,300 6" 247

3.1 mes 27 dias 17 horas

4,91° 13 29"

5. 25 dias 14 horas

6. 167 44' 36"

7. 4 meses 28 dias 19 horas 37 minutos
8. 37 35" 36"

9. 1 dia 4 horas 45 mimutos

10. 57 minutos 13 segundos

Exraco 112

1.2 dias 1 hora 12 minitos 32 segundos

2. 692° 157127

3. 2 meses 16 dias 5 horas

4,984° 56" 15"

5. 3 décadas 2 afios 6 meses 12 dias 4 horas
6. 15807 537

7. B4 afios 9 meses 18 dias

8. 1872° §

9. 3 dias 18 horas 57 mimutos 12 segundos
10. 1 siglo 9 afios 1 mes 24 dias

645



ARTMETICA

Esercicio 113
C: cociente; R: residuo
1. C: 1 afip @ meses 3 diasg
2.C10° 388"
3. C: 1 hora 22 minutos 56 segundos
4 02323
5. C:26 minl s
6. C:47° 10 437
7. C: 3 horas 2 mimztos 25 segundos
g8.Cl16°1"
9. C.5hBminls
10, C: 3 afios 4 meses 3 dias
11, € 3 meses 7 dias 5 horas 12 mimitas
12, C:34° 20" 37"
13, C: 1 afho 6 meses 6 dias
14, C:21° 25" 43"

Exrcicio 116

1.110
2,631
3.4 100
4. 570
BT1666576
19683
6. =1640
7.10° + 107 + 10°+ 10°+ 10% + 10°+ 107+ 10"+ 10°

5.

8. 10" + 10%+ 10°+ 10° + 107 + 10°+ 10°+ 10* + 10° + 107+ 10' + 10°

9. 10° + 10° + 10+ 107+ 10°
10, 6 045

11, 2"

12. 3¢

13, 4

14.6

15,12

16. 16

Carfruio 11 17.18
18. 417 cifras

Exrcicio 114

1.12

1.5

3.6

4 36

58

6.25y4

7.42y7

8.12y3

9. 14:00 h, 340 de M 300 de N

10. 6 pm

11.1pm

12,11 pm

13. Playera: $600, Short: $500 y Tenis: $1 200
14, Paulina: 20 afios, Moénica: 16 afios y Andrea: 24 afios

15, 40 min
16. 250 litros
17.5 hs
Exrcicio 115
1.30 12, 50 hombres
2.3 13. 280 ton
1
3_% 14, $25000000
42 15. 4 dias
3
524 16. 3 h 36 min
6.% 17, 6 horas
7.9 18. La mitad
B. 1B afios 19. 12 h
9 70y 42 20, 1 min
10.20 y 35 21,12 dias
11. 180 22.8h

19. 2 268 cifras

Exercicio 117

1, Sobrino de 7 afios, $490
de 11 afios, §770
de 15 afios, $1 050
2. 6 afios, $360
Bafios, $270
10 afios, $216
12 afios, $180
3, 2 dias $600
6 dias §1 200
10 dias, $2 000
4, Ira, parte 34
2da. parte 85
dra. parte 136
5. 180, 360 y 480
48,72y 108
Ira persona, $840
2da persona, $1400
3ra persona, $4200
8. Hija $162 000
Hijo, $18 000
Madre, $54 000
9. Sobrino, $9 000
Hermana, $15 000
Hermano, $18 750

b= ko
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CarfTUIO 12 Eeracio 6
LAUBR={-3,-2,-1,0,1,2,4,6}

B g 2.¢ 5. B¢ 1l.g
de 6. e 9.e 12,
EJercicio 2

1.R={ xe N| xes divisor de 10 }

2.4=1{2,3,45,67,8,9}

3.8= {4} 2. AnB={2}
4, C={xeN| xesdivisorde 20 }

5. ¥={-2,-1,0,1,2}

6.0={eo,u}

7.7=12,3,4,5}

8.5=1{2,37}

9.U={xeN|xesunmiltiploded }
10.M={2,10,50}

Exraicio 3
Ln(4)=8 6.(T)=1 3. A4={3,4567}
2.n(B)=1 7.n(M)=0
3.n(5)=4 8.n(L)=4
su(R}=0 9.n(r)=e
5.(Q) == 10, n(0)=12

EJERCICIO 4
1. Iguales
2, Equivalentes y disjuntos
3. Disjuntos
4, Disjuntos
5. Equivalentes
6. Equivalentes y disjuntos
7. Equivalentes y digjuntos
8. Disjuntos
9. Disjuntos

10. Iguales

Exraco 5

1. 8 subconjuntos
2. 32 subconjuntos
3. 16 subconjuntos

«{{}{a}{B}{o}{ =B} { a0} {Re}.{=p0}}
{{Ha{c M M act{aelar}
5. {eepias}as}{aae}{as s} {aes]
{eesr}{acer} ] 6.B-4=(4,6}
{ {31 {2){s}{6} {12} {13} {16},
6. {23){26}.{36}{r23}.{r26]} {136}
{2.36}.{12,36}}
7{{ M s oh{rs}{ro ] {30} {nas0}}
s{{}45)16}47) {56} {57}{67) {s67})
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Exrcicio 7 Exercicio 8
1.4u B={0123446812}
2.BuC={012345612}
3.cup={0123456}
4DuB={12345612}
5.4nB={246}
6.AnD={46}
7.€nE={01,23,45} 2.
8.BnC={1234}

9. 4={13579,1011,12,1314,15,16,17,18 }

10. B’ ={0,5,7,8,910,11,13,14,15,16,17,18 }

11, ¢'={6,7,8,9,10,1112,13,14,1516,17,18 }

12,0’ ={01,2,7,8,9,1011,12,1314,1516,17,18 }

13.4-B={08} 3

14.c-p={012}

15. E-B={0,57,89}

16, B-A= { 1,3,11}

17. 4~ B={1312}

18. 4UB’'={02,4,5678,910111314,1516,17,18 }

A nB"

19. B~ E’ = {10,11,13,14,15 16,1718 }

20.4'- G={13,57.9,1011,13,15,17}

21 (4u By ={ 57.9,10,11,13,14,1516,17,18 }

22.(An BY'={01,3,57,8910,11,1213,1415,16,17,18 }
2. (AuF)nC={024}

24 BUF-6)={1,23.4612,1517} '

25.(F-G)nE' ={1517 } AnBncC

26.(Fn Gyu D={34,561416,18}

27.E n(du G)={12,14,16,18}

28. (EUF)N (40U G)={0.2,4,6,814,16,18 }
29.(CUE)N(FUG)={ }=¢
30.(BuD)U(Fn G ={12,34561214,1618}

31.(BuDy-(Eu GY ={07,89,14,16,18} (4

32.(4 N B)-(F nF)={57.914151617,18 } .
D)y
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10.

U 4 B
C

B'r(d-C)
v 4 B
C
(Aw Cyn(B-C)

C

UNBUBNC)

Solucién a los ejercicios

11.

“-BuUBnoy

12,

c

AuB)-(4'ul)

Esercicio 9
1.A4uB={0123457}

2.4nB={23}
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4405 ={689}

9. 4-Byuc={01,235678¢9}

6.(4uBuUCY={69}

7.4 -B)nC={5]

a) 101 personas
B) 158 personas
£) 100 persomas
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U N F a) 52 nifios
B) 73 nifios
¢} 100 nifios
d) 32 niflos

a) B personas
B) 5 personas
€) 10 personas
d) 26 personas
€) 34 personas
£)36 personas

d) 5 personas
B) 15 personasg
A £} 55 personas

AvA d) 31 personas

a) 50 nifios
B) 13 nifios
€) 20 nifios
d) 16 nifios

Exrcicio 12

“Espafia estd en Europa y Japon estd en Asia”
“Espafia estd en Europa 0 Japon estd en Asia”
"Espafia no estd en Europa”
“Japdn no estd en Asia”
3. “51 Espafia estd en Europa, entonces Japin estd en Asia”
6. “Espafia estd en Europa, si y 5610 si Japin esth en Asia”
7. "Espafia no estd en Europa y Japdn estd en Asia”
8. “Espafia estd en Europa o Japin no estd en Asia”
9. “No es verdad que Espafia estd en Europa o Japon estd en Asia”
10. "No es verdad que Espafia estd en Europa y Japdn estd en Asia”

ol ol o

Solucién a los ejerciclos

Exercicio 13

laak
2. an=~b
3. v b
4 bva
S, ~ank
6.~{anb)

Exrcicio 14

1. ~a= "Espafia no estd en Europa ¥ 6 no &s nimero par”
2. ~b= “Los perros no ladran o 12 no es miltiplo de 3°
3. ~¢= "5 no es nlimero par o es miltiplo de 157

4, ~d="7 es primo y no es divisor de 217

5. ~¢= "6 es nlimero impar 0 el tucdn es un ave”

Exrcicio 15
1.
Conversa:
“513 no es par, entonces es divisor de 67
Contrapositiva:
“8i 3 es par, entonces no es divisor de 67
Inversa:
"8i 3 no es divisor de 6, entonces es par”

2,
Conversa:
“8i x es divisor de 25, entonces es miltiplo de 5"
Contrapositiva:
“8i x no es divisor de 25, entonces no es miltiplo de 5°
Inversa:
"8ix no es miltiplo de 5, entonces no es divisor de 257

3.

Conversa.

“8i un tridngulo no es un cuadrilitero, entonces es un poligono”
Contrapositiva:

“Si un tridngulo es un cuadrilitero, entonces no & un poligono”
Inversa:

51 un tridngulo no es un poligono, entonces es un cuadrilitero”

4,
Conversa:
“Sila Luna es un satélite, entonces Marte no es un planeta”
Contrapositiva:
“53ila Luna no es un satélite, entonoes Marte es un planeta”
Inversa:
“8i Marte es un planeta, entonces la Luna no es un satélite”
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-1 6.
Conversa; Nimeros reale:
“8i 17 no es miltiplo de 50, entonces es ntimero primo”
Contrapositiva:
“8i 17 es mfltiplo de 50, entonces no s almero primo”
Inversa:
“5i 17 no es niimero primo, entonces s miiltiplo de 507
Exrcicio 16
1.{24,638}
T.~g="xf T xeN
N
~g="x>=7" xe N
xes
par ¥
2.{24}
N

es par, B ~k="yxnoesparyx<B8"; xe N
MEROF

~h="xnoesparyx2 8", xe N

N
3.{12345679121518,.. }
xes
N par /

nuilsiplo
de 3

9. ~i="vkd4oxnoespar”; xe N

~i="sx<doxnoespar”; xe N

4.{2345678}
3. 10. ~j="x 4 5o xnoes primo”; x e N
Cindadanos ~f="x> 50 xn0es primo”; xe N
Mexicanos N
Duran — — xes
guenses x= primo
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Exrcicio 17

3. Verdadero 6. Verdadero

3. Falso 4, Verdadero

2. Falso

1. Falso

Exrcicio 18

~p=~q

v g s ~-p=q

~q

~ | ~pvo=-g

~-P

~(p=q)

pa p=q)=p

plag|pve| ~pvy

pY ~q

Pla|PYa | P=T

plag|p=2q | palp=yg)

(PA-g=~@Vq

~q

BA Y

~(pv q)

g=p | p=2qvig=p)

~q
f

pla|pag|pvg | pagepvy

~P | -9 | PA-T|PVE

g

Pla|p=>9

11.

10.

(~qen | pvi~gan

¥

o il M

r

IR

g

rl

fFIr\7

Evaapvn

Fvg | pvr

r

¥

S

P

B
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Exrcicio 19 Exrcicio 22
1. 4AxB={(12),(14).(2.2).(24).(32).(3.4)} ; ;;_33
, AxCe {(1L3) (15).(16).(2.3), 3 X
(232615333 59} "
35 ={(23),25),2.6)(43.(45).(49)) b1
g [(z,l],{2,2},(2,3],(4,1),(4,2:].(4,3]} 6, 2a, 2.-.':2, 2a+dconaeZ
5.cx B={(32),(3.4).(5.2).(5.4). (6.2).(6.4)} 7.(x+y)
Ax(BxC)={(12,3) (125 {1,2.6).(1.4,3),(1.4,5),{.4.6) 8414y
6. (22,3).(2.2.5).(2.2.6).(2.4,3) (2.4,5) (2 4,6) 9, }—r
(3.2.3).(3.2.5).(3.2.6).(3.4.3).(3.4.5).(3.4.6)} Y
(4xB)xc={(12.3) 1.2.5).(12 6).L4.3).(1.45) (1.46) 11,Ja+ B
7. (22,3).(2.25).(2.2.6),(2.4.3) (2,4.5).(24.6) 12.5x-10
(3.2.3).(3.2,5).(3.2.6),(3.4.3), (3.4.5).(3.4.6) } 13,9+8

8.(4u B)x(4nc)={(13).(2.3).(3.3).(43)}
9.(4-B)x c={(13) (1.5).(1.6).(3.3).(3.5).(3.6) }

10.(4-C)x(4nc)={(13),(23)}

14,2:4-{1: +z]+(z:+4)-3(2;)+ %{1:4-4]
15.2y(10) + y=21y

1
lﬁ.zagz--l

17_(“1:]2 =49
Carfluio 13
18, A=s®

19. P =2{%1 + a)=2(4a)=8a

Exrcicio 20
1. -5x 10, 22 19, a2 — ab? Zﬂ.x+(x+3)+l:x+5:]-f"
s 11 %4 i 21, x-015x=0385x
2.134°b 11.-5.1’5 20, a’b"c - 2a'be 22 50— 2x
3. 100" 12.0 21,75 -105" + 8 23.x.80-x
1 » 24 2x+1, 2x+ 3, 2x+ Scon xeZ
4.0 13.0.055-2—05 22, B’ + dmn + 5 25.A-:r(3x-3:]
5. 10a%h 14, =2ab’c 23, 277 4 502 26.x-10
6,84 15, =3m*? 24 -95"* 47 27,4 _%
7. =x 16, =3x+ 3y 25.-%51-3& 28, x, 2%, 180° = 3x
29.0.30x
8. 8ab 17.5 m.-%:*"' -%"b-'* 30,2544
1 31_§:+3{x+1]-l.1u
9. -a* 18. =11m -8 27.5x-3y 3 x
322 =3x-1)+7
B 21 : ; y Exraicio 23
1.-1 10. 3 16. 3 21 s 1. Un afimero aumentado en tres unidades.
2.5 2. El doble de un afimero disminuido en once unidades.
3.3 0% et 17.2 5y 2B5 3. El triple del cuadrado de un niimero,
4.1 144 1 T 4. Las cinco sextas partes de un niimero cualquiera,
5.4 12.31 T . 5. El reciproco de un nfimero,
6-1 53 65 H'-ﬁ 6. El cuadrado de la suma de dos cantidades diferentes.
¥ T4 19 -2 7.La suma de los cubos de dos niimeros,
7.-2 14 24 4 24,432 8. El cociente de un niimero entre su consecutivo,
8.-6 9. El quintuplo de un niimero equivale a treint unidades,
105 9 33 ;i R % 5 wsicsa
9.24 15--? m--a ety 10, El triple de un niimero disminuido en dos unidades equivale a veinticinco,
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11. Las tres cuartas partes de un niimero aumentado en dos unidades equivalen  Epepcicio 25

S MR BhmErD, 1.-3a% 245
12. Una sexta parte de la diferencia de dos cantidades aumentada en tres uni-
dades equivale a la suma de dichos niimeros, 2.5° =5 =105 411

13, El cociente de dos niimeros equivale a un quinto de su diferencia.
14. La diferencia de los cuadrados de dos cantidades,

15, La diferencia del cuadrado de un niimero con el doble del misma, 4.15x5%y =177y - 59

16, El cuadrado de la semisuma de dos cantidades.

17. La raiz cuadrada del cociente de la suma de los nimeros entre [a diferencia 5. =08 = 4a'8" - 24’%" + 5ab° -1

de ellos, : 6. =" = 135 - 57 4125
18. La suma de los cuadrados de dos nlimeros enteros 00 nse cutivos,
7. 105 — 6a™ = 54 4 4"

3, -5a" + 44" =74 +24* -9a-1

ExErcicio 24
9, 16 .5
LI0x=5y~z 3.:?-!-;:2-?;1-3
2, -3m-n=-2
men o Zutna duti? 80000 it
3.3a-b 3 5 3
4 -Tp+2g=Tr 10,_2,‘.,.5;3 Aap Ll
P ’y 37
5.55" +10x+ 2 11,3547y 45
6.-2a" +9a% =5 12,2a-2
T2+ 2 - 13.18+° —18%" +5x +1
B.xt-2x 14.2a* —2a° —a+5
9.5 -3y" - 3y-1 15, 4275 -6 5" #1245
10,22 + 722 =72 -1 16, 4™ & 2" 2 £ ™ = 3™ = do*
11, =9 + 3xy =117 17.-152"" + 4a"® - 54" + 3" - 84" + 50"
128 42t = x¥ 4 6a? =32 -2 13_1,,,_1,“2?
; 27 10 6
13, =235y - 4% 5" 10 1
#R 4 19.2.:‘3-;::2)-+—zy2-£y3
4 6 4 2 12
14, 4x* -y’ — 4y
1 3 4 2 m,-Hdib-l-Ed"bz +E¢’I? +ld’b‘
15.-4a" +3a #6a —a +7a 2 4 4 2
1612 3y Ly Exrcicio 26
¢ ’ 1.8x+y 7.19x 4 4x =12y
17l B 1 2 =1la +3h+2c 8, —2x-20y
3 " 3. =23x+ 3y 9. -Sx-2y+18z
4. 23m ~14n 10, =
183012, 102 00 Bm 0. -5x+5y -8z
33 8 . g
. =12a+ 25 11,2«-;0.5
1 1
19,—x’+f-§x-—7y _
3 6 6.-18x +7y 12. 054 oy
Exercicio 27
ERE e TR
 § e BRI B S AP _ i
6: +4:|.' 3:: 4:1-4 1.-15x% T Izyzzz
2.246%°2° 8. ~da'bc
22, 3a™ + 22 + & :' -
3. -14a"6c* 9 mnp
23, 4% e 272
4, -igw’ 10. 1250
7 1L, 7 10 6
24 —=F" +=b" + ~-b 12 -
4 5,%’}3‘ 11'-5’})' &
25, ;;‘" + 11—1;"2! - %:"3? 6. =3¢ m' p* 12, -27m’ p*
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13.0.1m*ng 22, -56x" %2
14, 004 8aboxyz 23, 0z
15, -10a™ 232 24, 484"
16, 42?2 yie3 25 %n"b’;‘
17, =36 26. -%u‘&‘:‘
18, ﬁjbij 27. ‘l{hﬁmdb‘imicnz
19, 1 Fr-2grent st 28, _lz«-zykn
4 12
20, =25y 29, 245702 et
21, =30a°F ¢ 30, 20552 S e 2y S ed
Exrcicio 28
1. 82 - 1428

2. -15m" + 9 — 180 +9m

3.3y -y -2y

4 -6a’b+ 21a°F" - 2dab®

5. U4 -2847F +16a%0

6. =352y + 152 2 + 2047721

7. d0mnp® = 24m’ p* + 48m’

8, =124 + 210%Bc? + Gac’

9' umuTﬂznl - %uzﬂtnl * hm!ﬂkol
10, ~14x™% = 12x** + 165" + 18x™" - 4x™
11, 93¢ 2p3nsl o g glesipinsd o 1o, 2relplesd
12, <2527y % 4 10x5mH P52 4 g E el
13, =122 5725 4 120" 53T - BB P

2

10 1 L 2 e
3 2 5
4
15. :l‘s_'y-l-St:l“'y2 -—Q’XSJ';
16. 2 am?e - M st o 22 e - L g,
25 3 25 il
17, —agimsipin 4 | 3_15{.5.:-.4
18, =352 4 x™2 _ %:”""
28

19, ?d"" Igtedls & l;f—a‘”'.ﬁs'"

20, - Eﬂ?nﬁﬂhﬁ e ?ﬂixﬂj

7.9x + 3ay - 2p°
B.at=3s =28

1 7
o -2ty

1:’ 3

10 16 3
10, — 3% —— <
0. 9:’2 3::}-1-1;3

%v- %y’

12,28 =33y 3P - 07

13,5 + 3Py 300 + 9

14, 1 4 o

15.:9:3 -

16.15x° =222y =130" +14y°

17. =274 +514% +40ab” - 285°

18, 4a* - 24* -64° +11a-4

19. 155" =20x% = 95" + 1247 ~18x + 24
20,5 =3 #3x =1

2 27 193 2 7.3
) A L S Lo
5E Gt g

23 21 1
H.W:’-?:’yq-z—u;yz —EJ}

4
1 —x -
15

23.-;-‘+Efy+%;y2 -i,ﬁ

24, 1 =" Vgt = e 4o

25, 5™ & B

26.27™% & 2 L el | gy dmd gyl
27, xzu; +4‘:h02 +’hol _hh

28 6x* -315° +435% - 6x -8

29, -185* - 252" -14x- 9

30, 4y - 6a*y* =247y —120°
3w - Zmp—a +

32.=2m" + Smn —mp = 3n* —np + 105
Ba - 2=

M-t rar —dxe2

35, 3% ~ 10 + 2007 - Tx - 5

36, —a™ 4 203 Ry P

37, 223 7 A gl g g el

38. % - 220 - 42?0t + Tab® - 2°

Exrcicio 29 39, ™ = 2m® 4 B! = 32

L4 -5x-14 40,305 +34x™ 3155 - 23552 4 3552

2.n 4m=T2 41, 55 & 20 = Bt = 3 & 2 = =1
i::i;j:;im 42.%:" +i:‘-§—ix’-5:z+%x+%

5 62 =11x =10 43, —g™48 4 220y ggter] _gin | ganly gRed

6. 252" ~16y° E N i T Al ¥ " bl S ol
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ExErcicio 30 Esercicio 32
1.34'%* 13, =333 1.x+2 28, 4x? -6y + 97
2.-6x* 14. ?:"'"‘y“"’z"" 2,241 29, ¥ 42757 + 4y
5.3
3. 247k 15.1 3xedy 0.t sa
4,—4;12?‘ lﬁ,zlud:‘z 4. xr+3 3. x-4
5. -34% 17. 34 5.x=6 32,27 vy + 3
5 o
6. 5a%5 15, 4 6.x+6 3337+ x=2
7.1 19, T tge-2 7.m—dn 34.35% - x+1
i f 8. x-10y 35, 22" =3x-1
B.-Za%® 20 —x¢
3 9 7 9.0 -6 36. 25 -3x-5
9.%:’: 21,-9n'p 10,58 +4 37 42 -6a=7
10,152 2. -Log 1.5 +2 38,647 - 35 -4
= =
11, =226y 23.24°" b B =S
12, Sa= o 24 3 gtm-tpre- 13 3x-7 40, 55 -9x-3
d 14, 4m -3 41, 45t + 3x-1
Exracio 31 15. 567 42, 58* - 366 -6ab® - 26°
1lLx+2
2.2x %1 16. 2a+ 3b 43 4" 65" - 74" - By - x4 2
: 2 1
AR 17, Tm -3 “iels
4,25 = x4l 32
b
S x°+3x-4 1B 3a+ 4b ﬁ,h-%}'
6.-2:‘1-%:2 +3x :
19. Tm = 3n 46, dm-=n
7.9m*n =St 41 3
1
s,h‘bhw’b-g.:’ 0. 3x -2y 47&“%
g
9.4x7y =Ty -1 o 48, 45T - g 4 g8
1
10,52-5 22 3m2 + 5 49 g™ - g
1 1 1 3 o =1 2
11— ——ab® ——p* 23 . 5m" -6 50. m® = 2™ + m™
30 P 6
12.-108 w20t - 2% i e
- + -
2 s 25.37 + a6 52, %% 4 2l -
9 5
13,;:‘}" -E:I'Tyz +5¢ 26, 25=7 53, —Su*? 4 g 4 Yy
14--%2")"“'%3’2?’-%9’1 1-?'2.2_‘:}_‘_),2 54,2"‘-3’6-1}‘.21'1’“
151 e Aag _Lagp 2.0 Exracio 33
5 15 20 5 :
1.&" -t+6 T dx+y
16. 2 #124°F & = 160> 5" ™
1 2.5 +2x +4400 B.6tt+ef 472 -2
17, =23y = 2yt yl-e
6
S, P T _ g 3,55 + 6y + ¥ 9. 4027 + 36x + B
19, —gtm-6gaeld | 5 Smedpu-l _ Eg""b’“”‘ 4.155% +14y + 3 10.95" -1
' 5
20,9572 4 2524 0D _ ggdend pe3, o 5. 202" = Tay - 63 11 155" 4 dx =3
6.12%" =8w’ =13w=3 12, 205" = 3x =9
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" 46. "+ 10a°+ 337+ 40a + 16
Cariuio 14 476 + 6d°+ 5a°— 120+ 4

48 ' =4+ 6F = dx+ 1

Exrcicio 34 49 P+ 2y + P —dr-dy+ 4
La"+ 16x+ 64 50. 4" - 12ab+ 95 + da— 65+ 1
2. nf = 20m + 100 51, 16 + 25" + ¢ + 40mn + Bmp + 10
3. =Gat 9 520+ 4+ 1+ 12757 - 647 - 4
;-ﬁ-}fgy_}‘ﬁ 53.%3+$b’+3+m+iaﬁ+§k
R [
607 - 120+ 36 1, 11 1 1
i AT
8.4~ 10x+ 25 i, 8o § B,
9.4+ 4n+n’ ‘P P P o o=mom
w-lf's"’”"'z 56, @+ B+ &= 20 + 2 - W
ll-.l;+ 18y + 81 5785 o4t 4 374 4 4 R
12,4 - 24 + 144
13. 9" + 30p+ 225 Exrcicio 35
14,48 = da+ 1 e
- %;hgné 2.8-1
' -4
16. 905" — bax + 1 ikha-;
17, m'n + 16armn + 644 5'25_)‘,
18. 494" - 42ab+ 95" peL
19. 4% + 120+ %7 T'm,_n,
20,4 + 0.4x+ 0.04 S'fy’-?
21,1645 + 407y + 257 0. 97 - 25/
22, 814 — 18a°h + a*F e "h,
23, 36t + Joufu'y + 9" 10:30 =2
Ga 11, 48 - 97
¢ 3 5 12, 36x'0= 1
25 1-Sxy+— 13, 9nf' - 64
278 14. 2552 - 162
26. L2+ 4 15. 818 - M
11 5 i 16. 49a°F = 24
W ———r— ? -
o’ 3 1oy ”‘E”’z‘Z
28, 944+ 244%7 4 1651 o . 9
29, 258 - 30atny® + 9y"° 18,5 #'=2
30, m'S 4 24m’y + 1448 ¥ s
31,944 54750 + B2 19. Ay =2
2. - B
33,987 104 12yt 3Rt 4 gyt M.Qx‘-ﬁ
12 _ +6
M. et gyt lg”+ 1™ 21, 9a-5_ gt
35,947+ 3a%EY + - P 22, 64 16
36,16 pm-3_12 2m-15, 8 2 3.8+ b+ -7
i = ¥~ U7 -+ -7
37.036m" - 0.6m™n" + 0.254° 25':;2“"2‘2’;“;'2
38, 36557 + 607 7 y 42 + 25" 26. 5+ 2y + 7 -
da_ -1 -2 27. 1667 = 957 + Gz - £
39, 0,095 - 0 487~ '+ D6y ol i
. & ¥
P N I 29. o = = 28 =
PIM 2 30. 44" + 20ny + 2557 - 927
ax r+3x,_yf.x+9 25 3.2+ dy+ 4P -1
4 1 1 1 4,
2 = R AL
ﬂf_b“x"’y""_bs‘yk'z 3 4""2 4"""16 g”
‘5 10 16 4 4,37 4 4
=& —— +—
43 2 4+ 48+ 92 + day + Gz + 1292 M?SI :!15”2"'z w9’
44,97 + 47— 120y + 6x-dp+ 1 1 1 1 1
Mooyl 2 ]
45, & + 365"+ 257 + 12ab- 10ac - 60k 9 36"” 6 4
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35,474 2ab 4 B - &= dod - &
36.13-}22-} zz-yz-l- 2y=1

37. 0% = 10m + 25 = 4o + 12ip = 99"
B A -2+ -F+ 8- 16

39, 447 + 12y + 9 - 162+ 562- 49
40 2 = Day + 3 - 9F - 30z 25

Exrcicio 36
14— 3x- 40

2.0+ Im=128
3412+ 20
4.7 -11x+ 30
5.4 10k + 24
6.0+ n-12

7.4 -9x+8
8.4 - 6a-27
9.4 =3x=10
10, m” + S5m- 24
11, 45 - dx- 24

12, 9’ + 6m—-24

13, 362" - 63— 12
14, 16 - 28 + 10
15.2 -9+ 9
16. 255" + 50x + 24
17,4 - 2x - 424°
18, 25 - 35x - 184
19,5 - 47— 60
20, m®- 12m* + 32

Exrcicio 37

1.4 -34 4+ 3x-1

2.+ 18 + 108m + 216
34644 12¢-8

4. & + 304 + 300a+ 1 000
5.0 = 21s' + 1470 343

6.5 4+ 97+ 27x 4 27
7.1=3x+ 37 -5

8. 1000 - 300m + 30m" — o’

9. 87 +1248 +6x+ 1

10. 274" - 1084* +144a - 64

11, 8% + 36+ Sdx+ 27

12, 1 = 12m + 48m" = 6o
13,27+ - 10847y + 144" - 649"
14, 12508 + 150m's" + 60m’n"™
15, 27 = 54yt + 36a7ye - B
16. 64x" + 962"y + 48x%7 + 8a%yF

+ 8

2 f-at-72
228+ #=2

23 -78+ 10

24 224 21l 35
25, d'F + 385 H + 288

26, 95 — 9™y - 28y ™
a7 a-le
2" 9
1, 1 1
FYSLIE B L |
R T
9, 115
2922t 2
16’2 n' a8
11 15
30_ 2 2 it Bl
ATy
P % 2
NGy -Ho-F
36 4 1 2 1 4
32 =x"+—x -
b e

33 25+ 2ab+ B+ Ta+ Th+ 12

34 o —dab + 47+ 6a—- 12h+ 5

35. 4% = oy+ - doe + e =217
36. 48+ day+ 7 + 2xt y-2

37 mt + 2t 4 ot o+ Ao + e - 45
38. &~ B + 3¢ - dar - 2be

9. - -t -3+ 12
40, 2+ &= 258 + 2ac

]

17.27m" — 108m" ' n + 144m'%* — 64 n's®

18_,:’+x2+1,r+a}~
3 27

19, x"—%rz-l-gx-l

8
8 1 1 1
B a0, L
5 PR
B 4 W g 16 .64
21, 2L P e Dy =2 +—
Traid i
+ 2 2 M p
2% n

1 4.1
ﬂ.ﬁa‘ +5;’y+z‘5v’+f

nle 2.3
B 16

Solucién a los ejerciclos

24, 8% 0= 36" Gyt 4 Sapl et I gqylierd

Esercicio 38
1L +s8-2

2. mi' — 65mf+ 64

3. 81r*- 162¢° ~ 9947 + 180x + 100
4,625+ - 1 B00% + 1 296

5. mf = 120" + 48nf - 64

6.2 =724+ 1296

7.5 = 36n' + Ban— 49
8.#%-2% 4

9, 16m* = donf — 2000 - 148m— 48
10, 6 561 - 1 29652

11. 5% - 41:% + 400

12 18 g6 8 A4 1 m
81 625

13, 256x° - 324" + 5

14 m'-m® - 2m—1

15, 8 -y

16, m® = 12m* + 48m’ - 64

1748 - 2 + 5

18.5 - 10"+ 9

19, m® - 11m*- 80

20. - 48n* + 768n*- 4 096

Cariuo 15

Exrccio 39

1. aa+ 1)

2. &b~ 2)

3.4 +a-1)
4.64°3x+ 5)

5. 127 — x— 244

6. 55 + T# - 95%)
7. afx = 11ax + 34%)
8, 3ab(3d"' - dad’ + - 645
9.3(3x + 2x+ 1)

10, 4707 - 2c+ 3)

11, 6a(x-y-1)

12, 144557 - 2x + 44)
13, 17a(24 + 3ay— 4y%)

Ercicio 40

1, (m + s} + 2)
2.6+ 1)(3x- 1)
3 (x+ yia-B)

4. (y-3a)(2"- 1)
5. (a= 2B)(m - 3n)
6. (a” = 3B)(dx- 5y)
7. (e = 3} +¢)
8. (5m +J|2)(=wn+ pz)
9. (3a-28)("+ 1)
10, (2m + 3n)(x*+ 5)
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14, 55mf(’x + 205 - &%)

15. 53(54° - 24° + 3x- 1)

16. 3a(3a - 4b+ 548" 85

17. 1200l + 2mn=3m" + de’n™y
18. PB3 + 6ab-5a°F + 845 + 44'BY)
19. 8802y - - 3 - 5/

20. 50abo(2a8 - 3be + BF - 49
21, 31833y - 2y - §)

22. 2x(3x - 1Y(x+ 3)

23, 3(x+ IN2 - %)

24 a(x+ 2)(x-1)

25, &7 (2x- 5)(2x- 3)

26. (2x-1)(3 -2%)

11, (b= A + n)

12 (x+ 3)(x*- 5)

13, (b= 3m) 3z-3)

14, (@ + 1a+ 1)

15. (1 - 3a"(2a+ 1)

16. (3x- M + 1)

17.(1 - da)(b- 1)

18. (3m+ 2)(6m’ - 5)

19. (x= + oy )xy = miz)
20. (gt + mm)(pe® + o)



Alesra

Exrcicio 41
L (x=1)x+ 1}
2.+ Nx=-T

3.(9-2x+9)

4 (- INdx+ 3}

5. @@+ bYa- B)a+ B)

6.2+ 57— B)
7. 4(5 - 24)5 + )

B. (6x= 1)6x+ 1)
9.(2 - 5)(5x+ 2)

10. (24 - (24" + 3b)

11. (£ + 6} - 6}
12, (4B 4N da B~

Esercicio 42

1. (a+4)7°
2. (m - 5
3.(n-4f
4,6-37
5.(x+6)

6.(3a- 5

7. (11¢= 6)

B. (da + 38

9.(2a- 58"

10, (3a + 5

11. (2a- 38

12, A(124% - 1)

18, - 5 ) + y*)

20.

H_{m;«-cy _ﬂix.y](me-dy " #-Ixoy]

(
19, (@2 - 367 ) (@2 + 367
(o4 - sl(mz'"" + 5]

(

21 (1-#)(1+ #)

23 (4 -75* [as* +75')

Ut y-Hx-y+ 1)
25.(2x+ y+ 6)2a-y - 4)
26. (r-dy-1)(x+ 4-1)
27. (3= 1)(%%-T)

28. (3x + )55 + 6y)

29, 4(7x- 9)(13x- 6)
30. 3°(x- 2)(5x + 6)
13.(103-3&)2 H-(JM-H-I-S):
14,(11’ + 6&.‘)2 26, (52— B)z
15,0 + 117 27,47
16. (7 - S’y 28, (- B
17. (204 + 1¥ 29, (b- m)*

18. (+* + 97

2

o(t-)
2

2

20.[%1-1]

M. [3a+ 3x=2]"

30(\.'; + "IIZ_J'J ’

31,[\-’?“2]’

3 2
32, .:5-5]

1 2
33| # +3]

Exercicio 43
LG+ 2)x+ 1)

2, (= 6)(m=5)
3. (- 4)n-3)

4. 6-8)-T

5. (x4 6)(x+ 1)

6. (x+4)(x+ 1)

7. @+ 6)a+4)

B, (b- SHE-2)

9. (m—S)m-4)
10, (v + 3)p+ 1)
11, (x - 4)x- 1)
12, (n+ 4)(n+ 2)
13, @@= 18)(a + 2)
14. (¥ + 6)(y=5)
15, (x= 9Hx+ 2)
16. (x = 10y}x= 8)
17. (a - 108)(a+ 58)
18, (= 10w)(mm + 3m1)

19. G + By)x- T)

20. (i + 4)(m— m+ 1)

21, (y= 2)(p+ D*-2)

22, (n+ d)(n=d)(n=2)n+ 2)

23, (a-6)a+ 6)}(a- 1)a+ 1}

24, (= 107 + )
25, (ab+ 4){ab- 3)
26. (Sy+ THSy+ 6)
27.°- N +2)
28. (m = Tr)(m + 3n)
20.(5-B1+E8)
30.¢% 4+ 547 -9

Exrccio 44
1.(Sm=2)(m+ 3)
2, (3a+ 1)a-2)

3 (3y+ 22+ 1)

4, (2x= )(x+ 2)

5. (dn+ 3Kn+ 3)

6. (dx+ 1)(5x- 1)

T7.(Ta+ SMa=T)

B v+ 2NZy+ 1)

9. (dx+ 1)}5x+2)
10. (3m + 2)(5m- &)
11. (2 + 5)(10=- 3)
12. (b+ 10)(25+ 9)
13. (27 + 33 -2)
14, (2m" - T)(Tnd' + 2)
15, (3ab= 5)2ab+ 5)
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3107 + 12007 - 52
32.(a-b+ B)a-b-3)
33. (A2 - 1)PY + 9)
34, (m'+ 12) (= 11)
35. (2= 18)(n~ 16)

36. (y+ 25)(y-22)

37. (o= 44)(c+ 22)

38, (a+ 21)a+ 12)

39. (x4 33)(x+ 11)

40, (t - 54)(t - 45)

41, (x+ B)Y3-x)

42, (4=x)Yx+ 3)

43 (x+ 8)5-x)

4. (7= x)x + 6)

45. (8 = I)3x+ 2)

46. (2x+ 91 - 22

47. (7 - Bx)Bx+ 11}
48.(13 - 5x)(5x+ 11)

49, {x‘ -9]{:' -4}

50. (6 +9]{5== -3]

51, [ + 64)(»* +1)

52 (x4 2)(1-27) 1+ 271+ 2%)
53.(9-5%)(s™2 + 5)

54. (x- Tx-3)
55. x-9)2x+ 1)

56. (Sx+ v+ TH5x + y=6)
57. 6afpa - 5)

5B (x+ Jy+ 112 -x-3)
59, Ax+ 71 -2

60. (x + Jy¥dy -2}

16. (3y + BXSy - 28)
17. (n = 3m)6n + Smi)
18. (3x+ 5)(6 - %)

19, (45 + 5)3 - 2%
20.(5x = 3)6x + Ty)
21, (24'+ 5)(54" + 2)
22. (22— 156)3a + B)
23, (34 - 2)(-24- 3)
24, (3¢ - 10)(10+° + 3)
25, (2em = u)3m = 4n)
26. (2ax - Ty)3ax+ 53)
27. (3a- 25)8a + TE)
28. (xy+ 2)(4xy - 5)

29. (a6~ 30)(5a"b + X)
30. (m+ 10mY 2= 11x)



10. {d? + 5]{1\5 + 3]
1, (:N'x = z](-u‘x + 1]

12. (54 + 4)(34x-7)

LI 1 i
13.) x? = 3p2 || 2x2 4 »2

i i
14.| 243 + 5][3{3 - s]
1 1
15.] & +2][3a3 -1]

16. (Vx4 y-2)(5/x+ y 4 4)

] 1 i 1
17.] 323 =82 || 4x? 4552

: 2) 2 2
18,1253 + 353 ][-w -5;-3]

ExErCICIO 46
1 (2= 144 + 2¢+ 1)
2.(x+ DF-3x+9)
3 (2e+ 4l 2y + D)
4, (3a-B)9 + Jab+ B
5. (Za + 344" - 6ab® + 95%
6. (4a- 9)(16a* + 36a + 81)
7. (8- 34)64 + 248" + %%
B.("- 2y + 225" + &)
9. (1 - 6m)L + 6m+ 36m")
10. (a— 5" + Sa+ 25)

11, (3 + Y9 = 12008 + 164"
12, (Tx- By")49:7 + 5607 + 64)%)

Solucién a los ejerciclos

13, (@ + 5b%Ya' - 5a'0* + 255%)
14, (27 + 9) (4 - 184+ 81)
15. (3 + 7Y 9m’ = 21m's + 4945

1 1y & 11 2
16.] 5% +9° || 8° = 2%3% + 97

1 1 11 1
17.| a* -4 [1:51-2.:;5; _,_45&]

13
18, | x% + 5y2 [x-ﬁxzyfﬂsy’]

19, (x°! _J.Zex et ’ﬂlyk_i_y-h}
20, (3y - A7+ 3y + 3

21, (x+ y)o - day+ T)

22, (=2n)270 + 18mn + 4%}
23, = (a+ 2B)(7a® + 19ab + 1369

4, ﬂLﬁ{Sz- 3)(75" + 52y #195°)

ExrciCio 47
1. (x+ H)(F - 4y +16/7)
2. (a=2)d" + 20" + 40 484 + 164" + 320+ 64)
3.(3 - 24081 + 54x +367 + 245" + 16x")
4+t -+ o)
5. (= m)m* + o'n+ o+ o + 5%
6. (x—ab)lxf + Fab+ F’F + £'TF +20' +xa B + £
T.(l-al +a+ad +a+a"
8. Gy + SN - 5475 42579 - 125+ 625)
9. - e+ f P P E A xe))
10, (x+ (- 297 + &F — &% + 1647 324" + 647 — 1282+ 256)

Exercicio 48

1.(m+ 20+ Dim-2n+ 1)

2.+ z=3y-z-3)

3.x=y+ Y x+y=-5)

4. (= = 3)nf + 1+ 3)

5. (7m’ = 5m + 3a)(Tnf’ + Sm—3n)
6.(m+a-x-3)m+a+x+3)
T.(l-a=-3m1+a+ 3n)

B(m-n+ m+n+3)

9.(1-y+ Bl +y-B

10, (5p + m+ 1)(5p- m=1)
11.(m=n+ 2)}m+ n+ 10)

12, (x+ y+ da+ 35 x + y= da= 3F)
13, (10 = 3y + m - ap(10 - 3y - m+ ap)
14, (a+ 50+ m+ 3n)a + 5b= m- 3n)
15, (2m = Tn— 3a - SBY2m—-Tn + 3a + 5B)

ExRrCICiO 49

1{x-2)x-1)
2.(x-5)x+ 4

3. {m = 5)(m = 2)

4. (x—B)x + 6)

5. (a- 10)a+ 4)
6. (n+ F)(n—6)

7. (3x+ A)(x+ 2)
8. (3m+ D(2m+ 1)
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Aleara

9 (3a-4)a+ 1)
10, (3x+ 4)(2x - 3)

11 (7 + o+ 1) =n+ 1)

12, (@ = 2a= 1){(&* + 2a=1)

13, (' = 2o + dnYor® + 207 + dn)
14, (¥ + Sx= 10)(x* - 5x= 10)

15, (8" - 6a+ T)(8a" + 6a+ T)

16, (5 - ab+ 11(@F + ab+ 11)

17. (6or" = Swon = To 6" + Smmn— Taf®)
18, (¥ + xy+ 37 XF -+ 3

19. (& - ab - 35" + ab- 35)

20, (2o + St = Tr'Y 2 = e = Ty

Exercicio 50

1. sx= Tix+ 4)

2. 3(a-2)a+ 1)

3. 3m{m- 1}(m+ 1)

4.7+ Dy=20p+ 2)

5. (m= 17 (m+ 1)

6. aZx+ 1(x-2)

7. 2+ D= 1)

8. Za(Zx+ 1} 2x= 1)

9, ald + 2)a- 1)a + 1)

10, (2 + m)2 - mif4 = Zm + n®Y4 + 2 + nf’)
11, (5= 4)(x- I)(x+ Oix+ 3)

12. (a- B)a* - ab+ B)a + B

13, ald® + 5% + B)a + B)a=B)

14, alx + 1Y

15, (& + 2Hd" + 3a+ 9Ya - 3)

16. (a+ I(a- e —a+ 1)

17, 4y = 1P+ y+ 1)

18. 3mn(p - 2)p+ 3)

19, (4 + a)(4 - a)16 + 4%)
20, (a—Ba*+ B + F)a+ B)
21202+ )(2x- D + 1)
22, Smixy + Z)y - 1)y + 1)
23, (a+ 3)a=3Na" + 3a+ N = 3Ja+ 9)
24, J‘.(I-J'XX“'J’)(:I‘:‘I' x+ yzj(xz-xy-l-yz}
25, (a= 1) (a= E)}a + B)
26, ddd = a+ 1) +a+ 1)
27 (m= 1{m+ 2)m—2)
28. Wy + 2)(y+ 6)(y—- 2y -6)
29, mim® + 1)(m = Lm + 1)
30. —mf3m - 3)*

Exrcicio 51
LG-17 @+ 1)

2. (w=1){w+ 1w+ 2)

I =NE=-2x+ 1)

4, (= 4)x+ 2x+ 3)

5. (= 1){(2x= )25 + 3)

6. (m+ 2} (m*+ 1)

T v+ D3y + 22y - 3)

B. (a— 3Wa— 1a+ 1)(a+ 3)
9. (x= d)x+ 5)(3x+ 1)

10, (me+ S)im + 4)(nf = Im+ T)
11, (=2 (n + 17

12, (x= 27 (x+ D{x=1)

13, (x= 1 (x + 2= 3)

14, (= 3x = 2x = L)ix + 1)

15. @- 6)a+ 2)a+ SHa' —a+ 3)

16. (x = 3)(r = 2)x + Dfx+ 2)(2x= 1)

17, (r= 3)x = 2} - 1) + 25+ 4)

18, (x = 2)(xr - L}x+ 3)2x- 1)(3x+ 5)

19. (- 3)(n+ 3Nn-n+ Din- 1n+ 1)
20, (x— S¥x - Dix+ 1)(2x+ TP+ 1)

Esrcicio 52
MCD mem
1, 7y2 210+
2, 24m’y 1 440m*y*
3 2y 405
4. 13abe 156 5%
5. 15mn* 2 100m s+ 2
6. 117" 13247 +2 yb+ 2
7. 6a¥(x- 1) 360 &(x - 1)
B. Hua = B)(x+ 3) 135(a = B x + 3)°
9.6 360(2x+ 1Y (x= T(x+ 8
10, 191 + &) 228.d'(1+ &
11, x4+ 1 olx+ 1)
12, m=1 (= 1)m+ 1)m" + m+ 1)
13 m+n mzn(m-l- n)
14.x-y -+ y)
15, x-2 Foplx— 2+ Dix + 1)
16. 3a-1 a(3a- 194" + Ja+1)
17, m-4 = &)(m+ 3)(m+ Z)(m = 5)
18. dla— 1) 12a%a- 1)
19, 2h+ 1 @b+ 1)(65+ 1)(b-3)
20, p-3 (=300 + 2}y =102y + 1)(2y +3)
Esrcicio 53
2y- o
Ll 11. —": y-3) 21,22
3ab Sx+y Jax 2
5 24’ 1 ¥y gy 3
a=-2 x=3y W=z
I =11
Wi 1:!.,M g 2
2a men y=x
4,2“2-6“-3 14,-!21-24:1-4 g 2*1
5= x+d 2=p
2 3 3
g 15. X -0y 25 -1
LR =y
b 16, 304027 g5, Z11
x+1 y+lx x+3
xely x=1 x=1
L—— 17. 27.
7 TEy 7 x=2 7 x=4
8 x+ 13 18, =y zs_y-l
x+0 x+ 1y ¥+l
9 E:E 19._3... 29_._%:;_
m+l x+y y{yq-l}
2x+ 3y a=-d I:Z-aJ{¢+4:]
10. 20— 30,
vy 2ab a-3
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ExErCiCio 54
4x-3 dn-1 4 Py |
L &g & T 9.1
a-6 19m -9 3y-5
3 = 4, 2 2y 8.5
EErciCiO 55
1_2_'5'; i 5:’-12:
3(_:- 2];
Tx+9 9 +124°
2. :;r 15. ;
[:2 +1:|1
I -Tx-8 14
L 16.-%
(3 +z}2 (;2_412
4 47" +7x-18 17 2} — 24y
Tt : ] 1
3{5- X )3 (:.‘21-2]3
L 8"
S e =
l::r+.k+2:|l:x+1:| (15;“ _gf)g
fm 19, % =3x=40
' l:i‘-l- k-l](z-l] '{:1-4:](;-1-3]{;-3]
A2 20 227 - 5x e M4
(x-l-k:]z-a (:2-3] (x+3)(x-2)(x+4)
8 zﬁ-l-kz 5 i
i(:r-l-.k]zq-li{fq-l] x¥+4
9 = 4
‘x-3 TIx 45
3 Im
10. 23,
’2'1 mz-m-l-nz
= Al o A
x¥=2 l::I.'-I-SyJ(x—I.JrJ[:;;_y)
12, Sx+l , 5a
(:2-1](;:-1:] 18(a+5)
Tx' -20x+3 —
-{2’2-9][::1-31 'rz—gz
EERCICIO 56
B b x
1. 5 — 9=
7ab’ 5 4y 6
3 m+l T
Ir; 6. 1 IU'E
2 b(2-3) 3
3 Ca 1.
5 B 8.1 1 X3
» x=5

x+6
X+5
dx+3
T3x+d
5 L 3ce
‘¥t -ox 418

Esercicio 57

1_3_3'
e
apt

2. 22

l

13. -

14

3
3 —
Soeed

4.67 (2 + 1];

L)

=113+ 30
"3 —14x+8
2x =1
"2x-5

10

11

Exrcicio 58

1. :
x=7

a+l

2.
@ +a+l

a+l
3. 5=
a=1

Exercicio 59

"x#l

n=1

¥
L
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Solucién a los ejerciclos

x+6 2[:-5]
16. 19, 2 —
64:!-’1-] 9 -3

x(x+3) e d
" lx+l ‘-4

=3
Ta=-1

12,

13 ——

14,

15.

16. —

17, —

18, —

19,

21, ——

63" #9
2 —x -3
=3
x=10
(22-3)
()
(=3 (e
(-2 (-
3x? +5x
(T[]
2% —x =25
x* =125

o

10.

11

12,

"2p-3

m+3

m=15



Alesra

5.yz+_y+1
b+a
"b=a

"-

i 4 dn

a— 4k
a-23b

Q.

1

]ﬂ.m

Zy=10

J==1
4 x==2
S.x=4

Qw=-2
11
10;sm—2n
G
11.x=5
12, x=2
13 y==-3
14.z=-8
Exrcicio 61
1.x=3
21

2.xm—
11

3.;-—2
2

15. w==14
16_x=_1
2
1
1 = -~
7 x-z
1B, y==-12
19.x=6

0. x= E
10

21, y==3

11, ab- 5

12. a= 28

x+2

13,

2{:1- l)i {Zx-l- 3);

14 - 10.':
(# -9

15.

(3x-1)s

=2

{3: - IJ;

1-55°

16,

41

S xm—

lfl.w--E

=z 1
3:3(5.\'2 * 1]5

29.x= -E
21

w.z=i}3
N x=—d
32 xm3

3.x=-2

.'M.:u:'--E
3
35 wm=1
7
36, zm—
T
37. No tiene sol ucidn
38, Todos los reales
39, Todos los reales

40. No tiene solucién

1. x=18 9,

2 xm— 10.

2.y==1y=4
3m= E,m=—4
3
13
4 x=3 x==—
S

5. y=0,y=4

6.m==3 m==1

14..1:-—l
9
4
15, x=—
3
16, x==1
l'lir_x-?i
7
18, x=0
2
19 ym =
8
Zill.:t'--E
8
x=§ 17, z-—-l.. 25. x=1
; 23 i
I-E 13.:;—-é 26, x= 35
T
x==8 19 r-—E 27_1‘-%
:-?’.z 20.1--—1 23_;--&
11 11 3
1
xm— 2], x=m— 29 xm—
13 11 9
1 14 1
- - 22_ i — e -
x 3 x 7 0. x 5
.z-E .'|r-—1 .'il.z-E
5 12 3
46
X — 24 y=1 2. y=
x 5 ¥y 3.y=6
B.m=1 gt et
5 11
9_x=—$,x=0 16,x=%
2
10.x=7,x=1 17.x=4,:=3
3 7 1 1
11.x==— - 1B, x=— -
x 3,:: 3 8 x 4,:: 2
2
12, x= 18, x==2 l?.x=§,r=2
13.I=—1,x=2 zﬂ_I=E';=E
5 F 8 8
14, x=-4,x=5 2], x==9,x=3
bx=m+n
T.x=b-a
B.y=m
Q.z=2m
10.z=0



EERCCIO 65
1. 103,104,105 18.15y8
2,234y 217 19. 1456
3,90,92,94 20.32y24
4.13,1517 21,35
5,68y 32 22,64
6.28y 70 23115
7.18y12 24 45
8.12y8 25.72
9,80 26.38
10.12 27.54
11.7y3 28.24
12,6¥5 29,97
13.8 30.96
14,24y 12 31,124
15.30y 10 32,264
16,20, 15y 10 33,436
17.55y 5
EERCICIO 66
1, Andrés: 35 afios, Carlos: 31 afios, Rodol fo: 24 afios
2, 24 afios

3. Luz: 11 afios, Marfa: 14 afios, Tania: 17 afios
4, Dentro de 6 afios

5. Carlos: 30 afios, Mauricio; 10 afios

6. Birbara: § afios, Patricia 16 afios

7.7 afios

8. Omar: 16 afios, Alejandra: 36 afios

9. B afios

10, 20 afios

11, Guillermo: 48 aflos, Patricia: 36 afios

12, Joaquin: 10 afios, Julidn: 20 afios, Camilo: 30 afios
13, Antonio: 25 afios, Ivan: 15 afios

14. 18 afios

15. Juan Carlos: 15 afios, Daniel 20 afios

Exrcicio 67

1. 48 litros

2, 40 litros

3. 40 gramos

4. 180 litros

5. 10 litros

6. 0.6 litros

7.6 onzas

8. 10 litros

9. 25 m] al 4%, 50 ml al 1%

10. 50 ml al 5%, 50 ml al 2%

11. 10 litras al 30%, 20 litros al 3%
12, 60 onzas al 30%, 90 onzas al 80%
13. 1 000 litros al 56%, 1 400 litros al B0%
14, 92% y 62%

Solucién a los ejerciclos

Exercicio 68

1. 180 monedas

2.7 de $500, 5 de $1000, 4 de $200
3.20de $5, 10 de $10

4. 100 de 50¢, 300 de §1

5. 6 monedas

6. 8 de $200, 7 de $100, 6 de $50
7.12 de $10, 36 de £5, 46 de §2
8. 30 monedas

9.6de%5, 12de 52

10. 60 monedas

11. B billetes

Exercicio 69

1. $600
2. chamarra: $800
pantalém: $400
blusa: $§120
3. $3600
4. 185000, 80000, 167000
5. $200
6. escritorio: $2 500
computadora: $12600
7. 10 problemas correctos
8, $5200
9.$360
10, 20 horas extras
11. 20 kg de §9.30
10 kg de $12
12. 4 de adulto y 2 de nifio
13, 8000 de $60 y 4000 de $80
14 4kg de $100
8 kg de $70
Skg de $105

Exrcicio 70

1. 1 hora 12 mintitos
2, 2 horas 24 mimios
3, 16 horas

4. 2 horas 40 mimitos

11

1—h

3 T oras

6. 3 horas

7. 4 horas

8.25% mimitos
9.7 horas
12

10. 16 horas 30 mimstos

665
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Exrcicio 71

1. 36 segundos
2. 25 segundos
3. 10 minutos
4. 12:18 pm
5. 108 metros
6. 16 segundos
7.1.5 km
8. 14:34 pm
9.8:37am
10. 20:36 pm.

Exrcicio 72

1.62°

2. 45°

3. ancho: 12 em, largo: 36 cm

4, ancho: 24 metros, largo: 58 metros
5, ancho: 4 metros, largo: 36 metros
6.6, 7y 10 metros

7.8cm

8. 10y4cm

9. radﬁo:E,la.rgo: 1125 cm
r

10. 6 metros

11, ancho: 9 metros, largo: 18 metros
12, ancho: 6 metros, largo: 23 metros
13, radio: 15 metros

14, ancho: 3 unidades, largo: 8 unidades

15, base: 6 unidades, alhira: 4 unidade:
16, 3= B2
B
17. 12 unidades
18. ancho: 60 cm, largo: 160 cm

Exrcicio 73
Py

l.ﬂ-—
rt

z_t_P-Zm

3_,,,.:"_.'..5.

X
a—5
£=3

4 r=

5.F-EC+JZ
5

—"

., Fm II‘;

7624 _3g
h

-y
R i Gt

8.x,
9 hmxt \Illrz -(y-#

2 2.1
mF_B%c —44%

]

u=d

1. d=

n =1

o

12 r= ™=
Va

13.5=2

T

fgr 2
14'Vn-\|V; = 2ad

2
15. = e

i
16_;'-“"‘—;-1
ity = LgeE
17, g om—2 %
i 1+m,tge

18. x
s

ef
f-p
—I-:I:'\.'Iz.liﬂ-l-vz
[}

19, p' =

L‘D_r-

—b B + da(y - <)

Cariuio 18

Exrcicio 74
1.
F.I
_______ B
1
1
1
i
_____ d X
A
&
¥4
A
B X
3.
X
4,
X

666



Solucién a los ejerciclos

4,
H ¥4
——I ————— _D
1
o el I 1
BI I 1
! X *
! J
1 -
P R
3.
¥
y=2x+5
/ ’
Py 6
r.l
y=dx
X
y=-2 x
}lk
7.
2 ¥y
F= ]
1
=——x
g
+ + 'X
n —
¥ B
x=4 ¥i
. [——
X X
1 5 |
[
¥ 2 /

667
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9,
¥4
y= -;-1'4-3
/ X
10.
¥
ek _}I+3 \
X
Exrcicio 77
1.
m=4§
X
m=1 m=—1
m=2 m=-1
2,
m=—2 m=2
m=—1 =1
"X
m=_
3
w A ;
3 o= —
3
i A
3 ———
3
m =4
X

4,
¥ b=0
b=3 b=—3
X
5.
6.
¥e b=0
T —
B=3 b=-3
Exraicio 78
1, 5= 40 42)G=1L 1+ 1500
20
2 a}P-EH-JS h)U-if 1800
' 3 20
b) P=245kg ) R = $4000
¢) t= 10 afios 6 meses 5C=F=-40°
3.c=r % b) C= 160°y F = 320°
CaPUIO 19
Exrcicio 79

1.(2,-3),(7,0) son solucién

2 [;—,-%] es solucidn

3.(3,-4), (-3,-12) son solucién
. [

1 3 .
] =——— sol
5[ 2.10]6 ucion

] es solucion

a | b

| -

668



Exrcicio 80

Q—J-a
\t
42-3

Ix-2y+6=0

de+3p-2=0

o

10

Fe-dp=0

669

Solucién a los ejerciclos

¥
X+=0
X
¥
_h+5y—iﬂy
X

¥y
#c=2y_4
x
bt
X
2 1
—x=——y=d
5 ¥
/
¥.
S e
Pl T
X
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Exrcicio 81
1.(4,-2)
¥4

s U

2, Conjunto infinito de soluciones
(rectas coincidentes)
¥

1’—3)?-5/

3. Conjunto vacio (rectas paralelas)
¥

- Iy=-15

| B

] —

/ X
x-Sy=10

.--""'r....q

4.{-1,1]

/5c-3y=-11

5.(01)

Jx-Zy=_2

6. Conjunto infinito de soluciones (rectas coincidentes)

¥
Se+dp=2
X
,
10x+6y=4
7. Conjunto vacio (rectas paralelas)
1
fix+3p=—19 2+y=§
N\
8.(-23)
\<+3y-5
\\\ x
Ix+dy=2
Exrcicio 82
xm3 ma=1
1. :
{y-l 7 nmd
9 = . P
; 1 \ymz
=3
-] H-—
3.{' 9,
y-s V-
4
z
4,{"3 10. Conjunto infinito de soluciones
y-
5.{"2 11. No hay solucién
yu=d
a=3 i
6. {b_ E 12. No hay solucidn



Exrcicio 83

Xm—4

y==1

m==-3
nm=4

re=]1
t=1

gm=2
b=l

xm=3

y=4

Exrcicio 85

1.23

2.62

3.0

4.39

EErcicio 86

ru=3
y==6

im=2

n==3

dm =2
b=3

x=m=7

y==1

g=3

A E—-—

J'-—E
2

‘P--‘l
g=0

x=12

p=-1
Xm -
y=0

gm=1
b=3

9, Conjunto infinito
de soluciones

10. No hay solucidn

11. Conjunto infinito
de soluciones

12, No hay soluciba

10. Conjunto infinito
de soluciones

11. No hay solucibn

12, No hay solucibn

10. —

11, —

7.{ﬂ-2
b=0

-
9. Conjunto infinito de soluciones

10. No hay solucién

11. Mo hay solucién

12, Conjunto infinito de soluciones

Exrcicio 87

rm=]1

: P

a==J3
BELT!

Him—2

kX 11.

nm=-2

xml
1y=2

m=3

Vnas

I-JE

6. 14.

y=i2

rm=5

-
Ol 00|

$80por adulto
" |$50por nifio

6. 5 monedas de $10

Lados iguales=19 cm
Bases10cm

8 Agenda=$750

" | Traductor=$550
Hermano=15 afios
Antonio=5afios

73

65

Carlos tenia $300
" | Gabriel tenia $200

10,

11

671

xmb
y=3

x==]
y=2

xmd
y==1

p=3
g=-1

xml
y==3

x=d

y==7

a=ml
bm=1

Bad | b

12,

13,

14,

15,

16.

17.

18,

19,

21,

Solucién a los ejerciclos

Algjandra tiene=$120
Beatriz tiene =$50

Lancha: 10 km/h
Corriente: 1 km/h
25gallinas

19 bomegos
Gallinas=$30
Borregos=$300
Algebra 1. =$120
Geometria A, =$90
12.5 ltdelade 30%
37.5 Itdelade 6%
Veracruz=075kg
Chiapas=025 kg
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Esercicio 89

x=7
1.{y=3
Z-l
d=6
2. dem=131

f=3

x=3

m==3
S A nm=2

rm=1

g 2 __2
s 4-x x+3
X=
| 5
10, +
7.qymb 2x+T x=12
=5 "Ax-2 o
B :--2 {31 EJ
cm=3 IZ,E-L-l-L
x x+21 x-=3
2 1 1
= 13, —=-—
mmi x=2 xtl 5+d
9. .':-13 1 2 3
fm ————
x+3 x- (‘._2)1
T A I 8
— ¥ 2x-1 x-3
2 3 4
- 16 —+—+ —
1: yi x x=1 x+2
e il i .o
"Zx+3 Ix-2 x
x=3 18—t
11.{ y=d x+l x+3 x-2
FL L] lg_i_ B
x+1 2x+1 x-2
amz gy vl oe O
’ 2 x4l 3
i b-l (_:r-i-l] x (.r-l-l:]
: 2 1 1 3
cml 21,—+—3-—-—
* (r—l:] (:-1)
1 1 1
(eadf #42 (w-gf #-3
Paresde calcetas=$50 E
3. { Pantalén=$550 0 92
Playera=$120 13, x4
Centenas=§ g
4 | Decenas=6 1,y 322
Unidades=2 x+1 352 41
Nitmero=862 3 A2l
x=2 xlel
421
‘K45 2 -7
5 1 2x+ 3
"x=1 Paxel
6 x+l Tx
‘a5 el
7 1 x+3 i x+1
¥ -2 3743
5 1
B —
x=3 4oy
=3  Sx=1
9 +
2 -7 a5
x-2 8
‘X +5x-3 *
31, ol :

‘P adrs5 2x-4

672



14, +

{:21-1)3 [,\‘21-1) x+l
i & 11
Txel {z_z)z =2

x+1 1 1
16':’1-3:1-4-(:2_'_3:_‘_4)’ x

2 1 1 1
17'F_;+{Iz+1]2_x’+1
18, L1

& {xz-l-i?.]
19 1 3:1-1_ 1

Sx+17 14 =34x ¥ 16 +i

30,3{12_11.1)2*9(:‘2_:_‘_1] 9(:1-1:] x=1

Cariuo 20

Exracio 93
1,278 13. & 25,4
bz
9 1
2. 165 14, — 26. Py
16 4 3
3 —4a 15, — 27—
625 b F 3
5
4.- 216257 16. = 28, (x+ )
i
5, - 3259 17 173‘5 29, 1084
{3
9
6, 32 18. Eal 30, &
16 ¥ 12+*
?.‘%’5 19.-%.»'" 31.-%
8. 16a%* 20, 164" 321
9.-15" 21.-9 33,48
10. 7 22,2 34, 724"
5
11.x g
P
12, —mn 24, - _.,l._

Solucién a los ejerciclos

Esxrcicio 94
1,878 10.1 19. 16
>
3 1
2,58 11, (x+3y)8 20.x% + y*
11 #?
3.x4y2 12, — 21, (x= 2
] il
P 13 48 p -
4t £ &+
5.2 14.% 23, L
¥ x y-x
b ¥
; 15, :
6.c 3 0,5 o
4
5 3=t
7.648 16, — 952 =%
4 a2b P
ix
8. 16a#? 12 .54y
z -
9.% 18, ni e’ 27.%
z
Exercicio 95
1,27 - S4x+ 364 - B4
214 dx+ 67 +40 4 4
3.4 - 6dy+ 1207 - 8y
4,1+3—I+£+£
2 4 B
5.6+ 1540~ 205° + 158 - 6x+ 1
6. 16— 32x+ 2447 — B+
7. 8%+ 5572 + 1054+ 104 + 554F + 10
© 5t 5 5 Sy
R g e ey
32 16 4 2 2
1.8 a0 8 e
‘81 27 6 6 16
104 + 15%% + 75:%5+ 125/
11 l-|-L-|-]—-|-i-|-i-|-
PLEE ST A
12,L+L+—3 -|-—'5 +—15 + ..
8% 1et 168 325 12847
1 4 10 20 35
Bttt
L 1 5 10
14.{3:::]31- 7 - 3 + i - m + ...
AP oaxf s(3af 243(3x)3
i

3,80, 8 3 %
2

15, 5% + * —+ i
9:3 81k} 243x3
1.3 21 77 . 1155
O R R TR R
x4 2x' Byt 162t 128x¢

673
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EJercicio 96
1. 127575% 5. - 253125000+
2 43 P 6. @
X
3, - 4390404 gk
P
4_% 8. 72_5"_
?29{3:)’5 512%°
Exrcicio 97

1. 16¢%+ 32x° 4 2447 + Bx+ 1

2. 2187 - 10206y+ 2041257 - 22680y + 15120 - 6048y" + 1344)°— 128

3,254 B + 2825 + 5627 + 704 + 5627+ 2827 + Bx+ 1

4.6+ 154200 + 158 = 6x + 1

5, 31250 - 6250m'n + 5000m'n’ - 2000m’s + 400mm* - 32

6.4+ 160’0+ 1124°F + 448K + 11204°5" + 17924°F + 1792485 + 1024ab’
+2568°

7. x‘=+ 30:% + 37587 + 250045° + 937544 + 1875057 + 15625)°

g X 0 NP 3 B W7 1
8 64 32 16 8x 45 22° i

9.4+ 313_,-“6} + 3t - 12ep+ 12:+f & +12y-8

i0
1l:||1-n-‘5 + 105 y— 101" +~;’;.. Cd

¥
11, ;Jhu.:"+oa.‘° 2204 + 49528 - W+W 7925° + 495¢4- 22047
4667 12x+ 1

oA P 2 B 32
Exrcicio 98
Ed L
1.m? 1 (x* ]’
] 1
2.x7 12, + )3
L} 1
3.5 13.("- /)2
i 1
4.4 14.(# +y2]3
i 1
3.52 15.l:x+2.yJ E]
£ 12
6.(5x)2 16.4° - &'
s 1o
7.(20)% 17.{52 4 2 ]2
3 13
8 |:3y’;|¢ 18, mind
2 L 3
(2] 19.m2 (n+ p)2
2 2 17
10.[32)']9 20, a*m? nd

s

5 4o
6.2y

7.7

8.3Ya I*

Exrcaicio 100

1.27
2.2

2.3
4. 14

5.4

o
big
7.6
8. -8

9 -4
10. 25"

Exrcicio 101

1. xv%
2,3135 \.'Il!y
3. 8mmz? \m
4, 3 zku'lmz
5. 022 Yy
6 50 Ux

7.154% 2

8.157%¢*\Jq
4f
9. Gay Wz

10. 106 3548

674

9.

33y 2-t|

=z
4

10. {'Imz =n

1. Y2+ U6

12,3

o
Va -

Fim
Ny

1342w’

14, Jm+n

15.%@'{.:’ +b3]z

16. {‘ll[:m" 2 ﬂ“’r

11, 3mse

12,

13
14,

15.

244

2y

2
]

16, 5o~ ¥

17.2(1 + %)

18, |x- ]

3x

19, =, -

2

3x
2

- E:H- 2y|

11, 6o Y3t
12, 2%y 3
13, 6o 3 8ome?
14. a*2a
15. Saab*

4
16, §m5 20mp?

l‘J’Jy;'l.

18, z‘u';

19, 3—"\-'}
¥
28 [ 20

20,
m Y 3m?

oA

..’?.';‘I',s_y
2ab 24"
"15a2 W od
345

43

2,5

3 1.'
ﬁ.hv'm-ln

26. |42 + 55%|Vx

23,

27. 3ap¥at =208

23. |m—!:| \'IE

2.3 =) {[+* -]
l ]

I(Z-m)l

(Z—M:



Exraicio 102

_
=]

2.4

E J

3.v128

a'ry
532
&1
6. \'I'z?

7.3

5

8. Y

9.4y

10. 504° 85

Exracio 103
1.5/5

2.-633

3.0

4,3\4'"}-\'"5

5-33-712
1 =
6. % NTRENE
4.8k
8
8. -am
9.3/x
Sgi
10. =4/
3 e
11,447
12,2742
13.-1743

14,85 + 742
15.-2,/3

16. 42 -1045

17. 475 50411
18.-2/2 + E N

19, 9742

13_3@

13.4

14. V3ax?

15, Vax

16. V4a'h + 4475 + ab®
| @

17—

Va+b

| x+1

V-1

3|x2+2x+4

Vi —dxed

20, \'Iidsar

18,

19

20, 8a\/b
21,112 33x
22 -1 32
23, Jayx

M,I—:afmﬁ +%mﬁ

1
ES,E'I.:’::-JE
6. -2 2 Y2
24
27.10x(y = 7x* \-'r"’-.‘}'
28, -»* \III:I}'-:IJ)'\'FSI‘
29, %2y + 433x
30, =2ab2¢ + 16acy/3
31, -2x Yy? -3y Yax
32.10ab \/54%° - 6a%8° V300
1 1
33, = av/5a — - b3ab
3 3
19 5.5 32
34,2 2l
m’\'{;"u-’?wf
-
35.-155 IE-I-EIB; |58
9 Ve 3 Vs
36. 6nJa=2
A7, =xx 1

38, 10x0/ x =3y

Exrcicio 104
132
2.5/6
3.2%9
4 27,10
S,zy’
6.3y
2
cuttgd
715
8.184°5/28
9. 20" 3y
10.a%Ja
11242 4a
12, -8ab* 36b
13. 6avla
14,842
15, —6a°h* /2B
Exrcico 105
1.%hs 6.a V448
2.xx 7, x572x
3. 8.2y
4.3y 108+% 9.a'Va
5.3V 10 x5
Exrcicio 106
1.mim B.9m x%
&ﬁ
2.0 Yay 9. §
2
3, 38 10, —
3w’
— 52
4.4 Rt
X 5
W 2yt
5. 3¢ y3/35° 12. 55
44
6. Gab 13. F
;2 13
55. Zy"

675

Solucién a los ejerciclos

16, = =2
17. 2.

18. 6-4v6
19.5-25

21, 19-8/3

22,95

23, 2m = 3n\2m - 4’
4. 5=y

25, [x +y|\x -y

26. “.";__J_
27,44

28.Y3(x - »)

29, [r+y|\x-y

3.1

.3y
12. 132
»
13, 2 Vams?
2
14. % 2 Y16t

15.%‘#‘}"‘52

LR TRT)
1722

18, % s
—
19, - %h’

44




=
o
X
=3

b
<

10,

11.

12,

13,

14,

Fa e
6,262 11, al‘*—:
Y Ba Vy
7.4 a 12.%*Vx
8. a%/108a8* 13.% U1
9. GL,_ 14,51
ey
1 2
10— 15.%(a-5]
aNx
13 537 1 -
3 Vads 15.5(4- Vo)
, ‘1— '\IIG 16. \'E + \I'E
45
2 4 2 Jon
Evz\sa’b 17_{1”)(1-“]
3y e [y
1 ~ Z‘J’[\'XZ':'\;'I’J""i'J’z)
_(1+ w] 18.
11 xEY
5(3 + \.-'EJ 19, -[1 +ixa f.-'?)
=
'l.“- fa fa o Ty
] 20. Y9a* - Y3ab + Ve
1-5x
J3-2
n— -
7-2J7
12,1 -
5++2
13, —L —
5+2J6
14, - —'1—'—"
(x+ 3)(\": + \"3:]
15, L
+ 3 e2y
P
2(\"5:: + \.'6,;')
.
WA+ S
1
v 4 3{": +9
1
'E.' &+ 2{.'&7 + -l'.:."bz
i 1

) (y-l- 2][{#?1- {."z_y-l-‘.{-"i]

CaAPUIO 22

Exrcicio 110
1. & 5,25 9. 5.5 13,346
2.6 6. 2% 10, 942 14.2 - 47
3% 7,542 PR 152 Ly
7 32
4110 8. 36 12, f;_Jy 16. E-zx-":!i
Exrcicio 111
10 51,
1. 9% =N =2
8o V¥ 42
2.341 9 11-={
3.-9 10.7
4 11f 11.0
=
5. 6460 12.0
6.0 1354
7. 42+ 13 102 [
7]
Exrcicio 112
1-1 6.i 11, 3-2
2.=1 T.=i 12.0
3.-3 8.3i-2 13.-1
4 -1 9. 4 14 . Sinespar: 0
Si 1 es impat: - §
5.4 10.1 15.0
Exrcicio 113
18 2
1.-9 6. -— 11, = 16.0
5 5
2, -12,% 7.-60 12.J21-4 ”'711
= = 9 -
3. 443 B.~6-3/6 13, 5 18, =i
4.-2 9.4 14, g 19,2
5.-3.3; 103 15.0 20.-7
=33 ; : ;
Exrcicio 114
1.(2,3) 5.(5-2) 9.3
2-1+5 i 10,[5.-3]
2 7 11
3.(0.7) 7.-% n3-g
' 2
7 5 1
412, -2 8.|--.0 12.(1, -1
=il (-39) (-
Exrcicio 115
41
B 1 4, A==—
a0, 1) (5.-6 7[5. 2]
a1 po
2.(1,0) 5.[5,-5] s.(»z, 5]
3.62,-5) 6.(0.1) 9.(+3.2)



10.7-4

1.6
12.0

1B3.-1+11
14, 3¢

Exrcicio 116
1.-17+ &

2.5+1

3.6+4i
4.1=3

5.3+ 4

6.-1+2.8&

15, 11=- I:‘
2

16.4 =10
17.1

18. -%+ %:‘
19.4-3{

?.%;

8. -2+ n\'—%f
2

9.6+ 187

10. <2 + 104

l],—E-I-d.t'
3

12. 5

19.(_.: +Iu':]{d-£u:';| =@ Pt = g 4

entonces n= 2kcon ke Z, sustituyendo;
(0 =(@f* = (42) = (4 =0
=(-1f (s

ExErcicio 117
i-2
3
g -1
13

1:

3.-3-i

{

- =1 =26
5

-

2016 -4f

21.24 3
22. 4+ 5¢

13 -B-&

» 1,

.
15,32 - 1264
16.4

14

17. =5+ 13¢

18, -3+ &

= Re(z:]z-l-]rnl:z:]z
20.(144)" -(1-i)" ={1-:‘2]. =(1+1f
= [Re(z,)+ Re(z, )]

21w =(144)" = [{1 +f]’T = (24)" simes par,

=(-1)

10.

11.

12,

bl &

(2.0

22w =(141)" = [{1“']2]- =(2)" = (0.2

10

Solucién a los ejerciclos

Exrcicio 118
[Imaginarios
4
Ir
3
il i
*Reales
L]
T 5
£ 2|
r
Exrcicio 119
1513 16. - 5i 3.3+
2441 17. =i 32.2-4
3Ja 18.(2,-1) 33.1+8
19.(0, 3) 34.2-9f
32
5.5 20 -Z+54 35.4
N T+5!
6. 85 A.-2-6i 36.11
7.2 2.(-1,1) 374+ 6
8.5 23, -2- %: 38, 7-6i
9.2 24.[-1,- 1] 391421
2t 3 3
.
10,2 25 2 30, 0.3
3 £ 6
No se incluye :
11_2 i3 Ia solucién 41'M
3 13
12,411 42.%
13.5-4i 431
5
4, - 44 —
2 2
15.1-4 a5l
=9 -
4

Exracio 120
l,rl -—4_);2 e |
2. x==9x,=3

3 x=-fx,==5

4 =34y, =3=i

5. Wy -—5,w2 =8

677

1

6. z=l5,z,==2

7. x, =6,x, =4

8 x==-2,x,=12

9 x ==+ x==-1-24

2
0. % -I,xzn—i



Aleara

1
ll.:rl-—i,.rz-—l

3 1
12,0, =2, ===

2

13, x =3 x =——

‘rl o | 3
1.1 3 g
14.:1‘.-5-31,1‘1-51-31

1
15 xm=f 5, m==p
* :

Exrcicio 121

Lx=3x,=5

2 x=3x=~2
3.9-'|="4-#2=-2

4 5n=5m==3

=gl
5-‘|—1-Iz 2

-3 =1
6.1 = 1,1’2 3

3
=== u=1
n=-5n

3.=|=3-\'f'}.m2=3+ ﬁ

- i
P xa==1=46,5==1+46
10, 5=2-fu=2+i

Exercicio 122

1. Reales y diferentes
2. Complejas

3, Complejas

4, Reales ¢ iguales
5. Reales y diferentes
6. Complejas

7. Reales y diferentes
8, Complejas

9. Reales y diferentes
10. Reales ¢ iguales
11, Complejas

12, Reales e iguales

Exrcicio 123

x‘l ==1

% =6

x==-9
x, =10

16, W --gﬂ,wz-Snt

17. %) == 3b,x, =25

3 6
1B.4=3 5"y

b B
19. b --:'..J'z --;

10 a
20 pm—g,y,m—
A 7 Yz 2

11.:r|=-11-2.|',:,=-%+2.|'

1 3 1 3

12, - —" [

:l 31.2, . Y
L.ow=0,m=3

14_Z1= U.Zz= _g
15.9=0,52=

16. 5= 0, %=

Ble Wwia

17'x|=..5':z=5

1 1
1 % = =
B.x & Xz 2

19_3'|=—§1',;2=

8l 8=

4
20w ===, Wy
a

,rlnl

K=

x, =-8
% =3

4 ==-4
Yy=3

=1

w2-4

»=2

»==-4

% =3

s
o S

e T

%, mi
ni' 3

X, -1

2y

"

12,5175
z.z-z
""l"1

2

13,

3 ) _E
275
gmsd

!l 2

1.2

=

X ==5
15,

Hmy
Exrcicio 124
1.{5=0

% =-6
2450
Y 5-2

% =0
1{5_5

% =0
4 _E

3

g A
,:‘znl

Exercicio 125

g pA

Ya s

Wk s

: xz-l
w, m=10

3.4

{wz-w
W e o,
Y, =8
5 {J’I--_"E
4 i

¥ =3

xI-—E.EI
16. 12
:2-51,
n=Z
17.47" 2
x,=21ah
2 --l
i
18. #
X -g
3 a
b
I.‘-:
19,
2B
Iz-:
-
=243
1&{“ -
Z,m=y3
21' .1"-- ‘JIE
x, =543
6.
7.
B.
9.
10,
ik
6. 4
xymd
24
2{*7s
= s
5
=6
%
J’z-ﬁ
s
gy
W=7
10. :.'l--v_.l'.'i-
1'2-\."3

x,=0

x, ==4

x =0

x, ==8

% =0
Iz-z

11.

12,

13,

14,

15,

Hy=—di
yy=di

L =—5

w, =5

x ==y

Xy =



Exrcicio 126
1.27y15

2.30y12
3.3,5y7
412,14y 16
1
S.=y5§
5 ¥

6. 5y20

largo =200 m.
base=125 m
Jlargo =250 m
tase =100 m
altura=10m
base=30m
9.3, 4y5
10. 96 o

Jalhira ml18 m
base = 54 m

7.4

8.4

11.

Exrcicio 127
1 V(l.-i:] x =lx,=3

1 25
ZV[E,E] Il-—z,a =3

3_V[§_-%1] o

Alejandro =8 afios
" | Alfredo = 4 afios
13.7
drboles =15
filags=13
15.r=4cm

15;{ B =17 om
" |ancho=16 cm
17. 39 afios

12

14,

18. 5 segundos

19. 7.5 segundos

20 primera lave=8 h
" |segunda llave=24h

21.$20

22,8, 6 y 10 unidades

4-V‘:'2\.-?) X = \5-122-15—2
5.V( -1,4) Xym=lk B g, m=]1 =2

6. V[I,U:] % =1x, =1

7.7(29) x =2+3x=2-%

8.7(5.0) x=5x=5

9.7(0,-9) x=3x=-3

4,55y55

5. 72 pies
EErcicio 129

% 42, =0
1. 9 3.{
hoE Ry

=0
1{" a 4
X -y w25

X +x,=1
Xy Xy =0

8
XX, m——
1 2 3

x 11'2-0

6. 19cmy 19cm
7. 500 ejemplares
8. 20 pelotas

9. 35 cajas

10:4707 o
43 5em

5'{:'. +x, =5

XX =6

6.{::' +x, =—4
%% =3

7 {.rl +x,=1
X xy m=12

+ X. 1
X, -
1 2 9

Ir-l
|22

Exracio 130
1.4 -9=0
2.8 +Tx=0
3.2 #16=0
4.5 -5x+d=0
5.x% +8x+15=0

Exracio 131
1. x=49
2 x=-8
13

Jxm—=
2

4 x=m5
5. xm3
6. x=2

Exrcicio 132

L(0.0) (449
2.(0,3.6,0
3.6.-3.(-3.3
4.2.4,(-2,-9
5.(-3-903
6.3,2,(-3,-1

7.4,3),4,-3)(-43,(-4-3)

()59

T.x=3
8. x=7
9 xrm=]

10. x=1
11, x=4
12, x=1

Solucién a los ejerciclos

X X m—

X Xy ==-3
9. 14
1%

n+x,m=Ta
10.
% ‘1'2-]1412

6. %" +4x+29=0
7. 2% =5x+2=0
8. 2057 +19x+ 3=0
9. &% +2bx-35" =0
10. £* = Tax +102° =0

1
13, xm——
ST

14. x=1

15, x=3

16, xm=2 =7
17. xm=1,1
18, x=9

9.(2, -w'i] ,{z, -4&] ,(-2, 4\;5] ,(-2, 2 4\."—2']

0.(7,-7, (-7, ?),{z-ﬁ.ﬁ] ,(-zﬁ. " ﬁ]

1L.(4,2,(-4.-2),(5. 1) (=5,- 1)

12.(5,1),(-5, -1),(~V3, 243),(V3, -243]
B D(=1,-1),(-2,01,(2,0)

14.(3.2,(-3,-2),(4,0(-4,-1)

20} 0-9) (23

15[ 130 20
575

16.(3,6),(-3,-6)

17,(11).{-2,-1],[-ij,»"i],[%,- &]

18.(-2,1}(2,-1)

19,{1,']){-1. U:]-[s'u"l_'f \'_ﬁ]-[_.i\'ﬁ = \;._Ef]

679

17 17
0.(-1,-4,2,-70,49.(-2.7)

17



Aleara

Caritulo 24

Exrcicio 133 AN

1.(3,e) 21.[15—3,m] Exrciio 135
2.(-=,3) 22.(-=13] 1.[—2,:»] 8.(-13)u(11,=)
3(-m-4) 23.(-23) 5 I

(=3 {04 )utas)

e T - B P e

5.(-w,-7) 25.[-3-1] L L
(= 2)0(2) 1. (-4-2)o(1)

6.[-%.»] 26.[-9,-1) o 2 u_{-”'-z}u[i-i]
T'[g'ﬂ] Bl 6.[-3.2) 13, {-H.-ﬁlul:l,i]
8(-=2) .[-2,10) i{omiet i)

;.{(::.31 z-{; ‘43] P ot (-mrmt)

' ' R 1. =2,-1 | 2,4 4 | —ea,—4
11,[%_..] 31.(-1000,100) 2.[2,=)u{-2} 5.(-3,0)u(3,=)
11.[-05,&} 32 [E_E] HlEmeali) Elomajae)

53 5's
lE.[E.u] 33.[-16,8) Tf?;jz?,m] 10.[%,%]
14.[-»,-%] 34_[-2_;,‘_;] 2.(-7,7) n.[%,m]
i5.(3e) (-12] 3.(-)o(5) 12(-=-2[0-)
16. (6,2 ) 36 E,E} 4[_52'3] =4
17.[ =21, ) 37 l:, i) Hmale(sm) 14'[-%%]
18.[ 6,2 ) 38.[-24] 6.9 15[ u]u(u-t)
19,(~e,-6 ] 39 _Eg] 7.[-910] 16[ »-}
n[-3-) u(43) " meckud
ETE; - 7.(~=0)(4) SEERESS

2[-44] 5. (-=rm4)u(5) , ;
3.(~w,-5Ju[5=) 9_[ ;3] ¥ ¥
4. =0, 6)u( 6,0) 10.[ ;%} Tyms | —
s[0d] 11 (== )o(-1) * T
6.(~=0)u(5m) 12.( -, qu[_ m]

680



Solucién a los ejercicios
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Aleara

ll.%los‘J-l-log_‘x-l-Z]Dg‘y

Exrcicio 140 12, 2]03(1'1-_)':]1-2103!
1.8=2% 13.log, a=2 2
2.16= 1 14, log, 625 = 4 13.%103::-%1%;-
1
=74 ted
3.81=3 15. log, 4= 14 210ga + Liogh - 2ioge - Liogd
2 2 3 3
1 .., 1
4 —mf 16. = 1
36 BN 16 15. 7 log, (x+ y) - 410g, (- »)
59243 17 -z 1
: ":‘ ] -10£§ 9)" lﬁ.Zlagx-Elog(x-JJ-Zlog(x-l-zJ
6.343=7" 18. x+3|=d 1 1 1
S el log, s +3) 17. > log(x+ 3) + Slog(y - 5) - 2log(x + 6) - Tog(y-2)
7.6 =(a)E 19. log, 256 = x
2 x 12 7
- i Tl e ot -
Bx-1=3 20. log,,_ 8=3 18..Er 3+5].n(x+1:]+w]n(x 1)
SR | -
9.625=w Zl,logxz w 19.].11251'2 23103\‘”: l
'l -
10. 128 = (x- 1Y 22. log, 77 =4 Lt
n 2 x8y3
11,243 = (3 23. log; 125 = =3x 20. log - 9. log
12. 256 = (2x- 1)® 24.log;,,, 441=2 4
éf 5@'
21, (% | In—=
Exracio 141 logy \°y* Wl
Lx=5 B.m=8 15.x=3 wf
—_— el 2%
1 2 (x-9)
2.x=4 g y=— 16, ===
* e s <
= 2
3.9=3 10.N=8 17.x==6 23. logn® \nd 32, log .
l::-l- 2]3
ap=1 11.w=23 18, 9= -1 S
S ' T 2.4
24.log, 3-4° 33, log, [—
5.x=4 12.x=§ 19, x= -3 Vs
i
1 (;+1]3 (;-1]2
6. a= 343 13.6=2 25. log, —— 3. log :
H(xe1)f (x+2) 1058
L x=81 14,x=2 :
728 * 3 1074 (x41)°
26. log == 35, log
Exrcicio 142 x e
3 2
1,4l0g,7 27.1og, X 36, In —E“";]
3 e Tay
2.-7 logg 3 Exrccio 143
ool l.ax=1 9. x=17,x=7
3 -+-log x 9
3. 4 2. x=-20 10.5==
4. log5+logx+2logy 2
5'31033’1'21035-""1%3: 3 x= 9,x=—£ 11,J5=3,)¢--E
6. 8+2In3+4lnx 5 9
7.3 + ) +log(x - 4. x=17 12, 5=-1
? bs{x J'J 103(_ l:] 5 x=6,x=—6 13.x=0, x= -35
8.log, 7-2log, x 6 x=13 14.5=6
3 3 7.x=40 15.x=3
9.Inx+2lny-3-4In
T+ y=3 3 8. x=25 16, x= ul_x:i?.l.

10, logs 3+ 3 loggx + 6 logs (1-2x) - logs 2 -

ylogsx - logs( - )

682



Solucién a los ejerciclos

Cariuio 26

17. x=5 Zl.x=z— 25.x=z‘+3
- 2-¢
1 Exrcicio 146
18.x=6 22 x=d¢ 26, x=—
&
il 1l
6, i T 2'3'4's
2.9.9,9.99, 9,999, 9.9999, 9.99999
20.x=4 =E\'£—l 32_E_E'H_E
ve—1 4°9 16125
Exrcicio 144 PR
‘4'5'3°7°
ik 19.5= -1 513512 3
2 r * r *
2'6"24" 20
7 4=3log2 20. 2= 6 2= -6 6.-1,4,-9,16,-25
log3 7.0,0,2,6,12
3.4=0 21, x=3,x=-1 gl 2 3 45
1 2" 3" 4" 5" &
a=s R.x=2 9.1,2,3,4,5
5. x= 120557 23.2= -2 s Sl 3
2 yreEtg
6.x=2 4. x==1,x==2 11.2,5,11, 23,47
1 1 .1
7.5=3 25, x=-1 gebg by
g 5 LN e g, o g ||
8.x= 26.x= "3' 3" 3" 3" 3
log2 1
9, x=-1 27 x= B _g3_11
x 7.x e 14.27,-9,3,- 1,3
10.x=3 28.x=0,x=2 B.-1-1,-2,-6-M
16, - 2, 4, 16, 256, 65536
11, 5= 2leg 2+ dlog 3 g, 5= 21087 +log3 11
2log 5 2log7 -logs 17.4,2,1,—7=, ==
12. x= -1.72683 30.x=0 V-
e W 18.3,1,-1,1,-1
-—z - -
3.4 =Rl Exraicio 147
1. x=1 3Zx=2,x=1 .48 82
3 2,165 9.1
15 x=-4 33 x=lnd2 3 617 i n(n-l-l:]
2 140 o2
16. x=— =
6.x=73 .x=0 4,126 11.¢=3
17.x=3 35,1.1;:{1-&] A7 -1 1:e=1
3 6.18 13.0= 3
5 r
18.x=1 36.x =I5 733 PO
2 2 " 13
Exrcicio 145 Exrcicio 148
1.pH=47212 9. L3862 afios 1.Sies 7.a5=23 13, ap==5 19.1=9
2, pH = 32218 10. 18321 habitantes 7 +
3.1x107 11, 3.5 horas 2.Nocs Bty =g Wosgmasth o lope=c
4, 43010 12, 29.15 aflos 103
5. 0.9 segundos 13, = 64,762°C 3.Sies 9.05=1r 15, a3=-27  2l.a;=-28
6. 3500 micrometros 14, T=94 84°C i
7. 59.46% 15. ¢= 133.9 min 4. Noes 10, a,p= 55 16. a4 =~ 22.4,= - 15
8, 6.4321 afios
5.Sies Hag==" 17.4=7 23.1=10
6.5ies 12. a7=48 18, r=-2 M.aq=7

683



26, n=10

Exrcicio 149

1, 5= 176
2.5%=9
3.5=3

4. 5= 648
¥ S|_;= -78

Exrcicio 150

1. 365 lugares
2, 518 ladrillos
3. §1375
4.9 rollos
5. 18 filas

Exrcaco 151

-

27.r
15

28. d5=— =
6. 5= 450

7.8u=0
8. 5= 40600

10, §= n{n+ 1)

1.271, 34,401 47,531
2 2 2

1

1 1 1
2.6-,8,9=-,11,12-,14,15 -
62:8,95,11,127, 14,135

1.2 1

£, 1R = e R Lot
3 3 3 3
Food of iboiladoed
41-,2-,3—,4>,5-,6—, 7=
7' 2.32. 2.52.62.?2
5-25-2-15-1,-0510

sau
6'3 6
7. Promedio = 8,24

6.

Exercicio 152
1.8 afos

2. 9.8 de calificacién

3. Promedio =9

4. Promedio = P

o te,

29, 4, =Bn-35

o 2n=7
6

30, ay

11, 8=#
12.2=12
13, 2=10

14.4=-9

15.¢y=12,a,= 100

5. 7 hileras y constan de 80, 76, 72, 68, 64, 60, 56 tejas

6. B hileras de 58, 62, 66, 70, 74, 78, B2 y B6 tejas

Exrcicio 153
1.5ies

2 Sies

3 Noes
4. Noes
5. Noes

6. Sies

7.a5=-81

s,ﬁg=%

9.a;==80

]ﬂr¢1= i
128

1l ap= -L

2187

1
12 4g=—
16

Exrcicio 155
=3¢
1, 5= 25

2059
2.5="
5= "6

3. §=-855
9Ba527
4, Sm = W

32767
5 8= T

6. 5,g= 524286
7. 8= 1092 + 364 /3

8. §,=31-3142

2y

9. 5=

=1

10, §,=511-2*"2

Esercicio 156
1. 5461 tridngulos
2. 127 personas
3.65761.7 ton,

4. 34316.76 partos

23 n=5

24 n=8

25.n=9

%,ﬂ|="‘

5. 1.01 % por afio, 1104 millones

Exrccio 157

1. 5==4

1. 5=

Lol
ot

it

© ke

£3

L]

[
w|E =]y

28.0y= 26

5. 30388 bacterias

6. a,= 25000(1.05)™
7.$339814.7

8. 67392 bebés

9 4cm’

15, ay=27
16, a,=—
17.4==2
18. r==

19.8=7



Solucién a los ejerciclos

ExrciCiO 158 (3 - Z
- ~ "W o Ll ] e L e P L
1.1,2,4,8,16 10.1,+2,2,242 -4 8 7 -8 -6 000
2.432 11.3J6 wacagel 3 8 1] gy 4 2B R
39 " 3 =30 -17 8 -12 2
3.-6,-12,-24, - 48 11.-4:2 __E 16 1 7 M o1
4.6,24,96, 384, 1536 13,55 5 3 B 5 3 8
5.'6.6\,-'3_13 14,12 5 A+ f= % -2 10|, A-B= L 8 =6
ER R L 15.3% B, 3 93 3
AN i |3 2 3 5 2
7.-64,-32,-16,-8,-4,- 2 16, 8%2
23 1
4 5 - = =
s(*"f (-1 (x-1) 17.303 000 s 2 g
T3t e oy e A=A=|0 0|,44=3F=| =1 27 =16
4 V2 000 8 9
a2, 18,25 L % -= =
Bed L 5 2
ExErcicio 159 4 wil
5 4
1.5259374 11.5127;:1_ o
2. $64390,28 z_{ el 2
10%6 amisal 14 g 0
3.$497832 13. 14.86%
4.$43 6.6 14. 7% 6.{ am7bm2omd, du5,vu-dw=d
5.513324.4 15. 111 afios 7.{Am-3wu-105m3 yu6
6. 5188248 16. 9955 habitantes
7.512922 17. 3 afios B.{vmawu-2x=3 yu7 =2
B.$87232 18. $655446.5
9, $8682.5 19, 3% Exrcicio 163
10, 188542 20.$12244 5
5 7
Exrcicio 160 1"13'['2]'3"[ -5 -?]
1.$55700.19 5. $156738 56 1,43.[5 -5]
2.$3652.26 6. 20%
3,25% 7. 10 afios de vida fitil 34
4. 8% 3. Bd=| -5 0
| -6 1
(-7 -7 -4
Cariulo 27 4dB= o . _3]
Exrcicio 161 5 dgm| % '3],3.4 ['4 5 ]
-2 -4 -8 -8
la=2b=-1 3g=2,r=1,t=1, 7
2.x=-2,y=4,2=0 4.x=T,y=1,2=-2 6.48=| % '7}_3,4.{1 3]
=5 2 8 13
Exraicio 162 ) 4 2 0
-1 25 74 98
5 guesTel ¥ 'A_B_u 0 i 00 7. AB= o ?].m- 1 -1 -3 .A(BC]-[ %]
0 4 00 00 g 7 5 3
4,4-33-{'3 ]},u-us.['ﬁ 2] (11 3 15 17 =3
02 0 4 8.48=| 4 2|, 4(B-2C)=| 4 0], 4(BC)=|8 -2
2.4+B=[-4 7 4], 4-B=[8 -7 -2],4-4=[0 0 0] |2 0 -212 2 0
44-38=[26 -21 -5]|,24-08=[4 0 2] Exracio 164
-2 =2 6 =12 00 1, detd=722
3 A+B=| 3 -§|,A-B=|-1 6|, A=-A=|0 0 2. detB=8
3 4 1 -10 00 3, detC= =50
i g 4, detD= 43
44-38=|-2 18 |,24-0B=|2 0 5. detE= 122
5 -33 4 6
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Exrcicio 165
2
14| 7 71=1|2 4
1 3| 142 -3
7 14
-1 0
: 1[-2 0
Z_B'- =-—
2 z[ 5 1]
2 2
.'a.uzr“'-[2 1}
312
L
ap-al 7 7[L 62
12 3| 7[-12 3
7 i
51 1
16 1la B1®
TE NS E shs Lt
11 1 33 -3
12 2
I |
8 4 8 o 18 -
I I VI T 3018 -3
6 F'l=| - —— S|=—|86 -12 &
Y T e
oL
|24 12 8
(s 2 3
17 17 17 -0 4 6
7.G6'= ll'.?' _;_; -l% -3— 2 =11 =B
o5 2 6 -8
|17 17 17
1 1 3
5 10 10 2 -1 -3
s.;r'._% g ;._-z 6 18
i 3 b -2 6 8
5 5 5§
[ 8 & 1B 1]
6 6 6 6
1 1 1 1 a4 -9 1
9. s 6 6 6 6f1f-1 -1 1 -l
8B oA 1) -6 -7 N -
6 6 6 6 -3 =3 14 -2
18 7 1
L 3 3 3 3
Exrcicio 166
x=5
i {x-S 3.{"'" 5.ya2
ym=2 bh==10 e
" a4 x=]
1{»«-- 4. 4b==3 6.4 y=-1
n=2 cmd zm=2

CAPflulO 28

Esercicio 167

1G-1y -5

2. x+ 1)y (2x+ 3)

3+ 23x=-2)y(x=1)

4 [x+ D yix+ )

5. G+ 24) y (- 24)

6. (@fx+ 1= y(x+2+3)
7. Residuo -72

8. Rcsiﬁm-%

9 Residm%
10. Residuo 12
11. Residuo 264
12, Residuo 240
13. k=12
14 k=3, k=-6
46
15 k=6, k=—
3

[ﬁ k= Q'kz_ﬁ
(L

17, k= 4,Jt=-l
3

18, Todos son raices
19, Todos son raices
20, Ninguno es raiz

2l x==1,x= E
2

22, x=2+ix= -%

. p—
23 x= z,x 3

M4 . x=2ix==217
25.x= 4 Jr=E
: y 5

26. f(x)= 2" + & - 5x
27.f()= ¥ + 47— 9x- 36
28, f(x) =3 - & + 4Bx- 16
29. f(x)= 82 + 2" - 43x- 30
30, F()= #* - 5= 1357 + 133 260
3L f(R= 6 -5+ TP - 5x+ 1
32N =3" + 50+ -2
33-.:’(:)=r:~:;-f;1
M= - x-2
35, f(x)= &' - 627+ Bx=3
36, f() =o' =45+ 16x= 16
A=+ Mf-x-2
38. x=-l,x=1,x=5
39 x=5x=4x=3

1 2
40, x 15 ] 5 =4

4l.x= -% A==+ fx==2=i

42, x=2, x==3 x=7,x=0
43 x=-dfx=44ix==-2,x=3

44,):=—E ,x=§ A=l d L x==1=]

1
S e e
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TABLAS

Tabla de logaritmos

N o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 123 4 5 6 7 8 9
10 |0000 0043 0086 0128 0170 [0212 0253 0294 0334 0374 |4 8 12|17 21 2529 33 37
11 |D414 0453 0492 0531 0569 |0607 0645 0682 0719 0755 |4 8 11|15 19 23|26 30 34
12 |0792 0828 0864 0899 0934 [0969 1004 1038 1072 1106 |3 7 10 |14 17 21 |24 28 31
13 (1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430 |3 6 10|13 16 19|23 26 29
141461 1492 1523 1553 1584 | 1614 1644 1673 1703 1732 (3 6 9 |12 15 18 (21 24 27
151761 1790 1818 1847 1875 [1903 1931 1959 1987 2014 |3 6 8 |11 14 17|20 22 25
16 | 2041 2068 2095 2122 2148 [2175 2201 2227 2253 2279 (3 5 8 [11 13 16 (18 21 24
17 | 2304 2330 2355 2380 2405 | 2430 2455 2480 2504 2529 (2 5 7 |10 12 15(17 20 22
18 | 2553 2577 2601 2625 2648 [2672 2695 2718 2742 2765(2 5 7 |9 12 14|16 19 21
19 | 2788 2810 2833 2856 2878 |2900 2923 2945 2967 2989 |2 4 7 |9 11 13|16 18 20
20 | 3010 3032 3054 3075 3096 |3118 3139 3160 3181 3201 |2 4 6 |8 11 13[15 17 19
213222 3243 3263 3284 3304 |3324 3345 3365 3385 3404 (2 4 6 |8 10 12 (14 16 18
22 (3424 3444 3464 3483 3502 |3522 3541 3560 3579 3598 (2 4 6 |8 10 12|14 15 17
23| 3617 3636 3655 3674 3692 |3711 3729 3747 3766 3784 |2 4 6 |7 9 11[13 15 17
243802 3820 3838 3856 3874 |3892 3009 3927 3945 3962 (2 4 5|7 9 11[12 14 16
25 (3979 3997 4014 4031 4048 | 4065 4082 4099 4116 4133 (2 3 5|7 9 10(12 14 15
26 (4150 4166 4183 4200 4216 | 4232 4249 4265 4281 4298 (2 3 5|7 8 10|11 13 15
27 | 4314 4330 4346 4362 4378 [4393 4409 4425 4440 4456 (2 3 5 (6 8 9 [11 13 14
28 (4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609 (2 3 S5 |6 8 9 |11 12 14
20 | 4624 4639 4654 4609 4683 |4698 4713 4728 4742 4757 |1 3 4 |6 7 9 [10 12 13
30 | 4771 4786 4800 4814 4829 |4843 4857 4871 4886 4900 |1 3 4 |6 7 9 [10 11 13
31 (4914 4928 4942 4955 4969 | 4983 4997 5011 5024 5038 (1 3 4 |6 7 8 |10 11 12
325051 5065 5079 5092 5105|5119 5132 5145 5159 5172 |1 3 4 |5 7 8 [9 11 12
33| 5185 5198 5211 5224 5237 | 5250 5263 5276 5289 5302 |1 3 4 |5 6 % (9 10 12
345315 5328 5340 5353 5366 | 5378 5391 5403 5416 5428 (1 3 4 |5 6 8 (9 10 11
35 [5441 5453 5465 5478 5490 | 5502 5514 5527 5539 5551 (1 2 4|5 6 7|9 10 11
36 [ 5563 5575 5587 5599 5611 | 5623 5635 5647 5658 5670 (1 2 4 |5 6 7|8 10 11
37| 5682 5694 5705 5717 5729 | 5740 5752 5763 5775 578 |1 2 3 (5 6 7(8 9 10
38 |5798 5809 5821 5832 5843 | 5855 5866 5877 5888 58991 2 3|S5 6 7 (8 9 10
39 |5911 5922 5933 5944 5955 | 5966 5977 5988 5999 6010|1 2 3 |4 5 7 [8 9 10
40 (6021 6031 6042 6053 6064 | 6075 6085 6096 6107 6117|1 2 3|4 5 6|8 9 10
416128 6138 6149 6160 6170 |6180 6191 6201 6212 6222|1 2 3 |4 5 6|7 8 9
426232 6243 6253 6263 6274 |6284 6294 6304 6314 6325|1 2 3|4 5 6|7 8 9
43| 6335 6345 6355 6365 6375|6385 6395 6405 6415 6425|1 2 3 |4 5 6|7 8 9
44| 6435 6444 6454 G464 6474 |6484 6493 6503 6513 6522|1 2 3|4 5 6|7 8 9
456532 6542 6551 6561 6571 |6580 6590 6599 6609 66181 2 3 |4 5 6|7 & 9
46 | 6628 6637 6646 G656 6665 |6675 6684 6693 6702 6712|1 2 3 |4 5 6|7 7T 8
47 | 6721 6730 6739 6749 6758 |6767 6776 6785 6794 6803 |1 2 3 |4 5 5|6 7T 8
48 | 6812 6821 6830 GR3I9 6B4R | 6857 6866 G875 6884 6893 |1 2 3 |4 4 5|6 7T 8
49 | 6902 6911 6920 6928 6937 |6946 6955 6964 6972 6981 |1 2 3 |4 4 5|6 7T 8
50| 6990 6998 7007 7016 7024 |7033 7042 7050 7059 70671 2 3|3 4 5|6 7 8
517076 7084 7093 7101 7110|7118 7126 7135 7143 7152|1 2 3|3 4 5|6 7 8
52| 7160 7168 7177 7185 7193 |7202 7210 7218 7226 7235|1 2 2|3 4 5|6 7T 7
537243 7251 7259 7267 7275|7284 7292 7300 7308 7316|1 2 2|3 4 5|6 6 7
54 (7324 7332 7340 7348 7356 (7364 7372 7380 788 7396 |1 2 2|3 4 5|6 6 7
N|lo 1 2 3 4|5 6 7 8 9 |123|4 5 6|7 8 9
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TaBLAS

Tabla de logaritmos (cont...)

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 45 6 7 8 9
55 | 7404 7412 7419 T427 7435 | 7443 T451 7459 T466 7474 |1 2 2(3 4 5|5 6 T
56 | 7482 7490 7497 7505 7513 | 7520 7528 7536 T3 551 (1 2 213 4 5|5 6 7
57 | 7550 7566 7574 7582 7589 | 7597 7604 7612 7619 7627 |1 2 2(3 4 5|5 & 7
3B | 7634 7642 7649 T657 7664 | 7672 T679 Te®6 7694 F70L |1 1 2|3 4 415 6 7
|79 7716 TIZ3 7731 TI3B | 7745 7752 760 7767 7IT4|1 1 2(3 4 4,5 6 7
a | 7782 7780 7796 7803 TRIO | 7818 7825 7832 7839 7846 |1 1 2(3 4 4|5 6 6
6l | T853 7860 7368 TETS THE2 | 7RO TR96 T3 Y910 T917 (1 1 2{3 4 4|5 6 6
G | 7924 7931 7938 To45 7952 | 7959 To66 7973 7980 7987 |1 1 2(3 3 4|5 6 6
7993 8000 8007 8014 8021 | 8028 8035 B041 8048 BOS5 |1 1 2|3 3 4|5 5 6
64 | B062 8069 BO75 BOB2 8080 | 80096 8102 8109 Bll6 B122(1 1 2(3 3 4|5 5 6
65 | 8129 8136 8142 3149 38156 | 8162 8169 8176 8182 B189 |1 1 2(3 3 4|5 5 6
66 | 8195 8202 RB209 8215 8222 | 8228 RB235 8241 8248 RB254 |1 1 2(3 3 4|5 5 6
67 | 8261 8267 8274 8280 8287 | 8293 3299 8306 8312 8319 |1 1 2(3 3 4|5 5 6
68 | 8325 8331 R338 8344 8351 | 8357 RB363 8370 B376 R382 |1 1 2(3 3 4|4 5 6
0 | 8388 8305 B401 B407 8414 | 8420 B426 8432 B430 B445 |1 1 2(2 3 4|4 5 6
T | 8451 8457 B463 B4T0 2476 | B482 B4BR 8404 B500 B506 (1 1 2(2 3 44 5 6
TL | 8513 8519 8525 8531 8537 | 8543 8549 3555 3561 857 |1 1 2|2 3 4|4 5 5
T2 | 8573 8579 8585 8591 8597 | 8603 B609 8615 8621 B627 |1 1 2(2 3 4,4 5 5
B | 8633 8639 B645 8651 8657 | 8663 8669 8675 8681 8686 |1 1 212 3 4 /4 5 5
74| 8692 B69E 8704 BTI0 8716 | 8722 8727 8733 8739 8745 |1 1 212 3 414 5 5
75 | 8751 8756 8762 8768 8774 | 8779 BYBS 8791 8797 BEO2 |1 1 2(2 3 3 |4 5 5
T | BROR BEl14 R820 8®R25 8E31 | BR37 ®BR42 BR48 B854 RESO (1 1 2(2 3 3|4 5 5
77 | 8865 B871 B8T6 BES2 8887 | 8893 8800 8004 8910 8915 1 1 212 3 3|4 4 5
T8 | 8921 8927 R932 R®O3IR ®043 | 8040 OS54 ROG0 BOG5 ROTL |1 1 2(2 3 3 |4 4 5
O | 8076 8932 BI987 8993 8093 | 9004 9009 9015 9020 9025 |1 1 2{2 3 3 /4 4 5§
8 | 9031 9036 9042 9047 9053 (9058 9063 9069 9074 9079 (1 1 2(2 3 3|4 4 5
8L | 5085 9090 90% 9101 9106 |9112 9117 9122 9128 9133 |1 1 2|2 3 3 |4 4 5
8 | 9138 9143 9149 9154 9159 | 9165 9170 9175 918¢ 9186 |1 1 2|12 3 3 (4 4 5
&8 | 0191 9196 92001 9206 9212 | 9217 9222 9227 9232 9238 |1 1 212 3 3 |4 4 5
8 | 9243 9248 9253 9258 9263 | 9269 9274 9279 9284 9289 |1 1 2{2 3 3 |4 4 5
85 | 9204 0200 9304 9309 9315 (9320 0325 9330 9335 9340 |1 1 2|2 3 3|4 4 5
86 | 9345 9350 9355 9360 9365 | 9370 9375 9380 9385 9390 |1 1 212 3 3 /4 4 5
87 | 9395 9400 9405 9410 9415 | 9420 9425 9430 9435 94400 1 2|2 2 2|3 4 4
88 | 0445 9450 0455 9460 9465 | 0460 9474 0479 9484 0480 |0 1 2(2 2 3|3 4 4
89 | 9494 94090 0504 9509 9513 | 9518 9523 0528 9533 9538 |0 1 22 2 3 |3 4 4
O0 | 9542 9547 9552 9557 9562 (9566 0571 9576 9581 9586 |0 1 212 2 3|3 4 4
91 | 9590 9395 9600 9605 9609 | 9614 9619 9624 9628 9633 |0 1 212 2 3|3 4 4
92 | 9638 0643 9647 9652 0657 | 9661 9666 9671 9675 9680 |0 1 1|2 2 3|3 4 4
93 | 9685 9689 9694 9699 9703 | 9708 9713 9717 9722 9727 |0 1 1|2 2 3|3 4 4
04 19731 9736 9741 9745 9750 | 9754 9759 9763 9768 9773 |0 1 1(2 2 3|3 4 4
95 | 9777 9782 9786 9791 9795 (9800 G305 9309 9814 9318 |0 1 1|2 2 3|3 4 4
06 | 9823 OR27 9832 0836 9841 (9845 0850 OB54 O859 9863 |0 1 1|2 2 3|3 4 4
07 | 9868 O872 9877 O881 9386 (9300 0894 O399 9903 9908 |0 1 1|2 2 3|3 4 4
08 | 9912 9917 9921 9926 9930 | 9934 0930 9943 0048 09952 |0 1 1(2 2 3|3 4 4
09 | 9956 9961 9965 9969 9974 (9978 0983 90087 9991 999 |0 1 1|2 2 3|3 3 4
N 0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 1 2 3|4 5 6|7 8 9
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TABLAS

Tabla de antilogaritmos

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1

2

3

4

5

[

7

8

9

1000
1023
1047
1072
1096

112
1148
1175
1202
1230

1259
1288
1318
1349
1380

1413
1445
1479
1514
1549

1585
1622
1660
1698
1738

1778
1820
1862
1905
1950

1995
2042
2089
2138
2188

2239
2291
2344
2399
2455

2512
2570
2630
2692
275

2818
2884
2951
3020
3090

1002
1026
1050
1074
1099

1125
1151
1178
1205
1233

1262
1291
1321
1352
1384

1416
1449
1483
1517
1552

1539
1626
1663
1702
1742

1782
1824
1866
1910
1954

2000
2046

2143
2193

2244
2296
2350

2518
2576
2636
2698
2761

2825
2891
2958
3027
3097

1005
1028
1052
1076
1102

1127
1153
1180
1208
1236

1265
1294
1324
1355
1387

1419
1452
1486
1521
1556

1592
1629
1667
1706
1746

1786
1828
1871
1914
1959

2004
2051
2099
2148
2198

2249
230
2355
2410
2466

2523
2582
2642
2704
2767

2831
2897
2965
3034
3105

1007
1030
1054
1079
1104

1130
1156
1183
1211
1239

1268
1297
1327
1358
1390

1422
1455
1439
1524
1560

1596
1633
1671
1710
1750

1791
1832
1875
1919
1963

2056
2104
2153
203

2254
307
2360
2415
2472

2520
2588
2649
2710
27173

2838
2004
272
3041
3112

1009
1033
1057
1081
1107

1132
1159
1186
1213
1242

1271
1300
1330
1361
1393

1426
1459
1493
1528
1563

1600
1637
1675
1714
1754

1795
1837
1879
1923
1968

04
2061
2109
2158
2208

2259
2312
2366
2421

2477

2535
2594
2655
2716
2780

2844
2911
2979

3119

1012
1035
1059
1084
1109

1135
1161
1189
1216
1245

1274
1303
1334
1365
1396

1429
1462
1496
1431
1567

1603
1641
1679
1718
1758

1799
1841
1884
1928
1972

2018

2113
2163
213

2265
317
27
2427
2483

2541
2600
2661
2723
2786

2851
2017
2085
3055
3126

1014
1038
1062
1086
1112

1138
1164
1191
1219
1247

1276
1306
1337
1368
1400

1432
1466
1500
1535
1570

1607
1644
1633
1722
1762

1803
1845
1888
1932
1977

2023
2070
2118
2168
2218

270
2323
377
2432
2489

2547
2606
2667
729
2793

2858
2924
2992

3133

1016
1040
1064
1089
1114

1140
1167
1194
1222
1250

1279
1309
1340
1371
1403

1435
1469
1503
1538
1574

1611
1648
1687
1726
1766

1807
1849
1892
1936
1982

2028
2075
2123
2173
2223

2275
2328
2382
2438

2495

2553
2612
2673
2735
2799

2864
2931
2999
3069
3141

1019
1042
1067
1091
1117

1143
1169
1197
1225
1253

1282
1312
1343
1374
1406

1439
1472
1507
1542
1478

1614
1652
1690
1730
1770

1811
1854
1897
1941
1936

2032
2080
2128
2178
2228

2280
1333
2388

2500

2559
2618
2679
2742

2871
2938

3076
3148

1021
1045
1069
1094
1119

1146
1172
1199
1227
1256

1285
1315
1346
1377
1409

1442
1476
1510
1545
1581

1618
1656
1694
1734
1774

1816
1858
1901
1945
1991

2037
2084
2133
2183
2234

2286
2339
2393
2449
2506

2564
2624
2685
2748
2812

2877
2944
3013
3083
3155
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TaBLAS

Tabla de antilogaritmos (cont...)

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1234 5 6 7 8 9
S0 (3162 3170 3177 3184 3192 | 3199 3206 3214 3221 3228 |1 2 2(3 4 4|5 6 7
51 | 3236 3243 3251 3258 3266 (3273 3281 3289 3206 3304 |1 2 2|3 4 5|5 6 7
52 | 3311 3319 3327 3334 3342 | 3350 3357 3365 3373 3381 |1 2 2(3 4 5|5 6 7
A3 | 3388 3396 3404 3412 3420 (3428 3436 3443 3451 359 |1 2 2|3 4 5|6 6 7
54 | 3467 3475 3483 3491 3499 | 3508 3516 3524 3532 3540 |1 2 2(3 4 5|6 6 7
55 | 3548 3556 3565 3573 3581 | 3589 3597 3606 3614 3622 |1 2 2(3 4 5|6 7 7
56 | 3631 3639 3648 3656 3664 | 3673 3681 3690 3698 3707 |1 2 3(3 4 5|6 T 8
57 | 3715 3724 3733 3741 3750 | 3758 3767 3776 3784 3793 |1 2 3(3 4 5|6 7 8
S8 | 3802 3811 3819 3828 3837 | 3846 3855 3864 3873 3882 |1 1 3(4 4 5|6 7 8
59 | 3890 3899 3908 3917 3926 | 3936 3945 3954 3963 3972 |1 2 3(4 5 5|6 T 8
60 | 3981 3990 3999 4009 4018 (4027 4036 4046 4055 4064 |1 2 3|14 5 6|6 7 8
61 | 4074 4083 4003 4102 4111 (4121 4130 4140 4150 4159 |1 2 3)4 5 6|7 & 9
62 | 4169 4178 4188 4198 4207 | 4217 4227 4236 4246 4256 |1 2 3(4 5 6|7 & 9
63 | 4266 4276 4285 4295 4305 (4315 4325 4335 4345 4355 |1 2 3|4 5 6|7 8B 9
64 | 4365 4375 4385 4395 4406 (4416 4426 4436 4446 4457 |1 2 3|4 5 6|7 B 9
65 | 4467 4477 4487 4498 4508 | 4519 4529 4539 4550 4560 |1 2 3({4 5 6 |T & 9
66 | 4571 4581 4592 4603 4613 (4624 4634 4645 4656 4667 |1 2 3|4 5 6 (7 9 10
67 | 4677 4688 4699 4710 4721 | 4732 4742 4753 4764 4775|1 2 3(4 5 7|8 9 10
68 | 4786 4797 4808 4810 4831 | 4842 4853 4864 4875 4887 |1 2 3(4 6 T |8 9 10
69 | 4898 4909 4920 4932 4943 | 4955 4966 4977 4989 5000 |1 2 3|5 6 T |8 9 10
JO0 | 5012 5023 5035 5047 5058 | 5070 5082 5093 5105 5117 |1 2 4|5 6 7| & 9 11
J1 | 5129 5140 5152 5164 5176 | 5188 5200 5212 5224 5236 |1 2 4|5 6 7 |8 10 11
J2 | 5248 5260 5272 5284 5297 | 5309 5321 5333 5346 5358 |1 2 4|5 6 T |9 10 11
J3 | 5370 5383 5395 5408 5420 (5433 5445 5458 5470 5483 |1 3 4|5 6 R (9 10 11
J4 | 5495 5508 5521 5534 5546 | 5559 5572 5585 5598 5610 |1 3 4(5 6 8|9 10 12
J5 | 5623 5636 5649 5662 5675 | 5689 5702 5715 5728 5741 |1 3 4(5 7 8|9 10 12
J6 | 5754 5768 5781 5794 5808 | 5821 5834 5848 5861 5875 |1 3 4|5 7 B (9 11 12
J7 | 5888 5002 5916 5929 5943 | 5957 5970 5984 5998 6012 |1 3 4|5 7 8B |10 11 12
J8 | 6026 6039 6053 6067 6081|6095 6109 6124 6138 6152 |1 3 4(6 7 & |10 11 13
J9 |6166 6180 6194 6200 6223 | 6237 6252 6266 6281 6295 |1 3 4(6 7 9 |10 11 13
A0 | 6310 6324 6339 6353 6368 | 6383 6397 6412 6427 6442 |1 3 4(6 T 9 |10 12 13
81 | 6457 6471 6486 6501 6516 | 6531 6546 6561 6577 6592 |2 3 5(6 & 9 |11 12 14
82 | 6607 6622 6637 6653 6668 6683 6699 6714 6730 6745 |2 3 5|6 & 9 |11 12 14
A3 | 6761 6776 6792 6BOR 6823 | 6839 6855 6871 68BB7 6002 |2 3 5(6 & 9 |11 13 14
B84 | 6918 6934 6950 6966 6982|6998 7T015 7031 7047 7063 |2 3 5(6 & 1011 13 15
A5 | 7079 7096 7112 7129 7145|7161 7TV178 V194 7211 7228 |2 3 5|7 & 10)12 13 15
86 | T244 7261 7278 7295 7311 | 7328 7345 7362 T3T9 739 |2 3 5(7 & 10012 13 15
87 |T43 7430 7447 T464 T482 | 7499 7516 7534 7551 568 |2 3 5(7 9 10(12 14 16
88 | 7586 7603 T621 T638 T656 | 7674 7691 TI09 TI2T7 TI45 |2 4 5(7 9 1112 14 16
89 | 7762 7780 7798 7819 T834 | 7852 7870 T8RO 7907 7925 12 4 5(7 9 11|13 14 16
90 | 7943 7962 7980 7998 BO017 | 8035 8054 8072 8091 81102 4 6(7 9 1113 15 17
01 | 8128 8147 8166 8185 8204 (8222 8241 8260 8279 RB299 |12 4 6|8 9 11(13 15 17
92 | 8318 8337 8356 8375 8395 3414 B433 B453 8472 ™92 |2 4 6|8 10 12 (14 15 17
93 | 8511 8531 8551 8570 B590 |B610 8630 B650 B670 B690 |2 4 6|8 10 12|14 16 18
04 | 8T10 8730 8750 8770 E7O0 | BR10 BE31 8BSl BET2 8RO2 |2 4 6 (8 10 1214 16 18
95 |B913 B933 8954 8974 8995 | 9016 9036 9057 9078 9099 |2 4 6 (8 10 1215 17 19
96 (9120 9141 9162 9183 9204 | 9226 9247 9268 0290 9311 |2 4 6 (8 11 13 (15 17 19
97 19333 9354 9376 9397 9419 | 441 9462 o484 0506 0528 |2 4 7|9 11 13|15 17 20
98 | 9550 9572 9594 9616 9638 9661 9683 9705 9727 9750 |2 4 7|9 11 13|16 18 20
899 19772 9795 9817 9340 9863 | 9886 9908 9931 9954 9977 |2 4 7|9 11 14|16 18 20

N 0 L 2 3 4 5 6 (i 8 9 (1 2 3|4 5 6(7 8 9
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Uno de los grandes problemas para el aprendizaje de las Matematicas es sin duda el no
manejar los temas de Aritmética. Por citar algunos ejemplos: ;cuantas veces se tiene difi-
cultad para entender Algebra al no saber resolver una suma de fracciones?, icuantas veces
aprender fisica se complica por no poder expresar cantidades en notacion cientifica? o
simplemente, ;cuantas veces se tienen problemas en la vida cotidiana al no obtener un
porcentaje correcto?

Asi también, el ﬁxlgebra es una rama fundamental de las Matematicas, muchas veces incom-
prendida, pero valorada por todas aquellas personas que han logrado modelar problemas de
la vida cotidiana y darles solucion gracias a su dominio y comprension.

El libro tiene por objetivo facilitar el conocimiento de las operaciones basicas y convertirse en
la referencia inmediata para entender y aprender lo relacionado con el Algebra.

La primera parte del libro estudia el conocimiento de la Aritmefica donde a través de once
capitulos se analizan: conceptos basicos, nimeras enteros y racionales con sus respectivas
operaciones, teoria de numeros, potenciacion y radicacion, notacion cientifica, logaritmos,
razones y proporciones, sistemas de numeracion y al final un capitulo de razonamiento
matematico, donde el lector podré verificar su grade de aprendizaje en esta area.

En la sequnda parte del libro se estudia lo correspondiente al Algebra, donde a través de
diecisiete capitulos, se analizan temas como: légica y conjuntos, conceptos basicos del
Algebra, productos notables, factorizacion, fracciones algebraicas, ecuaciones de primer y
segundo grado con aplicaciones, funcion lineal, sistemas de ecuaciones, potenciacion, radi-
cacion, numeros complejos, desigualdades, logaritmos, progresiones, matrices y raices de
una ecuacion.

Bajo el fundamento de que la persona que aprende Matematicas, piensa, analiza, razona
y, por tanto, actua con logica, el libro se desarrolla con un enfoque 100% practico, es decir,
se aborda con sencillez la teoria y se pone mayor enfasis en los ejemplos que serviran al
estudiante para resolver los ejercicios propuestos y verificar su aprendizaje consultando las
respectivas respuestas que se encueniran al final de cada seccion. También se encontrara
con una serie de problemas de aplicacion, los cuales vinculan las Matematicas a situa-
ciones reales.

Por todo ello Aritmética y Algebra es un libro de referencia obligada, que no puede faltar en
la biblioteca personal de todo estudiante o profesor, ya que es una obra para el que aprende
y para el que ensena.

Para obtener mas informacién acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:

www.conamat.com
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