K EeEahrlnGi:\gg E W TECde Monterrey
CALCULO PENENN®
_ &/ —\ |

Competencias matematicasjakthayes)

PatriciA SaLinas, Juan AnTonioJATANISY
Francisco Santos, JuLio CESAR UiSGARZA






CALCULO APLICADO
Competencias matematicas a través de contextos
TOMO |



El Sistema Tecnolégico de Monterrey mantiene una iniciativa por actualizar sus
programas de estudio ante las nuevas demandas que la sociedad impone a la
educacion universitaria.

Esta realidad ha impulsado una dinamica de trabajo continuo para los autores
de esta obra, quienes toman para si, el problema de dar respuesta a la
institucién construyendo una alternativa que considere el caracter instrumental
del sector curricular de Matematicas.

En ese sentido, esta obra ofrece a los estudiantes un conocimiento de la
Matematica que les sea util como instrumento para plantear y resolver
problemas propios de diversas areas y de las diferentes especialidades
profesionales.

Vista del Edificio de Rectoria
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Con esta obra se hace una propuesta sobre

gué, como, y para qué ensefar/aprender Calculo

pensando en favorecer un aprendizaje funcional del mismo. En este sentido, la meta que
perseguimos es lograr que quien le estudie:

¢ infiera relaciones y resultados del Calculo a partir de una variedad de contextos reales,
analice y razone utilizando nociones y procedimientos propios del Calculo,
formule y resuelva problemas utilizando el lenguaje simbalico,

argumente adecuadamente decisiones y estrategias de solucion al resolver problemas,

® & o o

y comunigue de manera eficaz las soluciones que construya.

Estamos proponiendo una manera de interactuar con el conocimiento del Calculo en el
aula universitaria que favorezca la formacion de profesionales competentes en Matemati-
cas; poseedores de un aprendizaje propenso a ser aplicado en las areas de especialidad de
las distintas carreras universitarias.

Para dar oportunidad a esta meta hemos estructurado el contenido del Calculo de forma
tal que sus resultados se identifiquen al enfrentar problemas relacionados con el predecir
el valor de una magnitud que esta cambiando.

La practica de la prediccion conduce al contenido y provee de significado a las nociones
y procedimientos asociados a la razon de cambioy el cambio acumulado, que se entrelazan
para dar respuesta a la problematica.

Compartimos la idea de que esta forma de estructurar el contenido, (el qué) ofrece la
oportunidad de ser participe en la generacion de conocimientos relacionados con la proble-
matica de variacion que el Calculo trata.

Cuando este significado permea el contenido del Calculo, las nociones de derivada e inte-
gral llegan a constituir el Teorema Fundamental del Calculo, el cual resulta ser una verdad
evidente cuando se actua conforme a la problematica de prediccion.

Es incuestionable la importancia que tiene para quien estudia Matematicas contar con
un manejo fluido y simultéaneo de simbolos y graficas, de la representacion grafica, numéri-
cay algebraica de sus nociones y procesos. Igualmente importante resulta la identificacion
de patrones de comportamiento en cada una de estas representaciones, y a la vez, la co-
ordinacion de un mismo patron en diferentes contextos de representacion.

Estamos claros que habilidades como las anteriores no se alcanzan como consecuencia
inmediata de la ensefianza, aun y cuando ésta haga un uso insistente de las diferentes
representaciones. Nuestro analisis de esta problematica didactica nos ha permitido tomar
decisiones en cuanto a la forma adecuada y oportuna de introducir las diferentes repre-
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sentaciones en el contenido matematico, incluyendo entre ellas al mismo lenguaje cotidiano en el que se
plantean los problemas reales incitando su modelacién matematica.

Hemos por tanto dosificado la integracion de las diferentes representaciones (numeérica, algebraica y
grafica) segin su pertinencia en el desarrollo del contenido, y sin olvidar el propaésito de arribar al momen-
to propicio para encarar el desarrollo de habilidades matematicas como son el manejo y la transformacion
de estas representaciones. Se estimula ademas la competencia de modelacion al transformar el lenguaje
cotidiano en informacién numeérica, algebraica y/o grafica, siempre en relacion con una problematica
comun.

En particular, haremos uso de diferentes recursos tecnolégicos didacticamente integrados al contenido
para interactuar con la problematica de prediccion, ofreciendo con ello una nueva manera de interactuar
con el contenido del Calculo (el cémo) donde la tecnologia nos permite observar, organizar y conjeturar
razonamientos.

Estamos confiriendo a la competencia de visualizacién un papel activo en el proceso de aprendizaje,
competencia que se desarrolla especialmente cuando la tecnologia apropiada se utiliza como un medio
para acceder a nuevos escenarios de interaccién con el Calculo.

En la propuesta que esta obra presenta, se considera una amplia variedad de contextos reales en
los que la prablematica de la prediccion plantea preguntas de interés actual, y provoca procesos de ac-
tivacion de la aplicacion del aprendizaje, demandando con ello capacidades de analisis, razonamiento y
comunicacion.

A nuestro juicio, un aprendizaje del Calculo donde el conocimiento emerge de un conjunto de proble-
mas bien identificados resulta motivador pues se comprende la utilidad de la Matematica con la que se
esta interactuando.

Hablamos de apreciar el conocimiento matematico en su calidad de herramienta Gtil para resolver
problemas (el para qué), y generar procesos cognitivos con mas posibilidades de ser transferibles a dife-
rentes situaciones.

Lograr la movilizacion de la informacion obtenida sobre Calculo hacia otros campos disciplinares, es
la empresa que nos motiva a proponer esta nueva obra como medio para impulsar, de manera decidida,
una perspectiva de desarrollo de competencias matematicas.

Vista del Jardin junto
al Edificio de Rectoria,
al fondo el CETEC
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P ara comprender el Calculo resulta necesario conocer el problema o la clase de problemas
gue provocaron su surgimiento y su evolucion en estrecha relacion.

Para el caso del Calculo tales problemas y su relacion estan “a la vista” en el mismo
enunciado del Teorema Fundamental del Calculo.

Este teorema, en una de sus versiones (la de la integral) establece que:

Sea #(x) funcion de variable real continua en el intervalo cerrado [a,b]. Entonces

b

[foodx =F(b)-F(a)

a

donde F(x) es una antiderivada de la funcion f(x).

Lejos de pretender que este enunciado hable por si mismo, lo que pretendemos mas
bien es subrayar que su significado, el que es factible de ser aplicado, no esta evidente en
el enunciado.

Los conceptos de derivada, integral, antiderivada y diferencial, los cuatro conceptos
clave en la teoria del Calculo, no surgieron en la forma que puede apreciarse cuando se
estructura la teoria desde un punto de vista formal y con cierto grado de rigor.

Los cuatro conceptos funcionaban en la solucién de problemas sin preocupar su defini-
cion teodrica. El mismo teorema era, por decirlo de alguna manera, “la verdad evidente que
entrelaza nociones” y que permitié crear procedimientos en la busqueda de solucionar un
rango cada vez mas amplio de problemas que comparten algo en comun.

Las nociones de razon de cambioy cambio acumulado han sido precursoras de los con-
ceptos de derivada e integral (definida). Es con el significado asociado a estas nociones que
podemos presentar la problematica en la que el Céalculo surgié y en la que adquiere sentido
para su aplicacién en la solucién de problemas.

Esta Unidad considera la problematica de predecir el valor de una magnitud que esta
cambiando con respecto a otra cuando se conoce sobre la razon de cambio. Se presenta
la solucion de la problematica a travées de la aplicacion de un método numeérico para aproxi-
mar valores de la magnitud.

A través de presentar diferentes contextos reales se muestra el surgimiento de los
modelos matematicos que representan el valor exacto de la magnitud en considera-
cion, asociando de este modo la utilidad de cada modelo en relacién con el contexto real
correspondiente.

De este modo se reconoce en los diferentes tipos de funciones de una variable real la
solucion de la problematica de prediccion de valores de la magnitud bajo estudio. A través
de la representacion grafica de la funcion, se analiza e interpreta el comportamiento de la
magnitud y se construyen estrategias algebraicas apoyadas en la visualizacion para eviden-
ciar caracteristicas del tipo de crecimiento o decrecimiento que experimenta. La deteccion
de valores maximos y/o minimos forma parte fundamental de este analisis.

Introduccién a la Unidad 1 La Problemdtica ® iX




Cabe mencionar que la competencia de resolver problemas se desarrolla en cada tema tratado, y
también se hace en forma transversal al aplicar el método numérico que responda a la obtencién del
célculo aproximado de valores de la magnitud. El uso de recursos tecnolégicos se mativa en la busqueda
de la mejora de la aproximacion obtenida mediante el método numérico, ofreciendo un escenario donde
el razonamiento sobre procesos infinitos encuentra oportunidad de trascender intuiciones de naturaleza
conflictiva. De esta forma se podra dar solucion a la problematica de prediccion aln y cuando la funcion
gue modela a la magnitud no se conoce explicitamente, pero si se conoce la relacion que existe entre ella
y sus sucesivas razones de cambio.

En sintesis, presentar la problematica (titulo de esta Unidad) es evidenciar la forma en que el Teorema
Fundamental del Calculo tiene un sentido funcional de enfrentar problemas, y es a través de ello que es-

peramos caracterizar los distintos modelos matematicos representados con las funciones de una variable
real.

Vista del Lago adjunto
al Edificio CIAP.
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La problematica

2 ° Unidad 1

La problemdtica

Temas

1.1

1.2

Estudio del Cambio
uniforme. Modelo lineal.

Calculo del Valor
aproximado del cambio
acumulado.

Calculo del Valor exacto del
cambio acumulado. Modelo
~ polinomial.




En esta Unidad se introduce la problemaética de predecir el valor de una magnitud que estd cambiando
con respecto a otra cuando se conoce sobre la razon de cambio de dicha magnitud. Se presenta la solu-
cién de la problematica a través de la aplicacién de un método numérico para aproximar valores de la
magnitud. A través de presentar diferentes contextos reales se muestra el surgimiento de los modelos
matemadticos que representan el valor exacto de la magnitud en consideracion, asociando de este modo
la utilidad de cada modelo en relacién con el contexto real correspondiente.

Esta Unidad I permitird al estudiante reconocer en los diferentes tipos de funciones de una variable
real la solucién de la problemadtica de prediccion de valores de una magnitud bajo estudio, ademas de
interpretar en la representacién grafica de la funcion un modelo matematico para analizar el compor-
tamiento de la magnitud. A su vez, se desarrollard en el estudiante la competencia de solucién de pro-
blemas al aplicar un método numérico que responda al cédlculo aproximado de valores de la magnitud;
y el uso de recursos tecnoldgicos se motivara en la bisqueda de la mejora de la aproximacién obtenida
mediante el método numérico. De esta forma el estudiante podra dar solucién a la problematica de
prediccién adn y cuando la funcion que modela a la magnitud no se conoce explicitamente, pero se
conoce la relacion que existe entre ella y sus sucesivas razones de cambio.




1.1

Estudio del cambio uniforme.
Modelo lineal

En este tema analizamos diferentes contextos reales en los que se consideran ciertas magnitudes
que varian de manera uniforme con respecto a otra magnitud. De este analisis identificamos
al modelo matematico que permite precisar el comportamiento de la magnitud en cuestion: la
funcion lineal. Establecemos y utilizamos las representaciones numérica, algebraica y grafica
del Modelo lineal. Enfatizamos el papel de los coeficientes en la representacion algebraica del
Modelo lineal como parametros que muestran un valor inicial de la magnitud y el de la razén

de cambio de la magnitud, el cual es constante.

Situacion ProeLEmMA 1.1

En seguida presentamos tres contextos reales en los
que se considera la variacién de una magnitud con
respecto a otra. En cada contexto se cuenta con in-
formacion a partir de la cual se pueden responder las
preguntas planteadas. El propdsito de esta Situacién
Problema consiste, ademds de contestar, en analizar
la problemdtica comtn que se presenta en los tres
contextos reales y su estrategia de solucion.

Primer contexto real. Un automovil transita por
una carretera recta.

La siguiente tabla muestra el kildémetro sobre la ca-
rretera en el que se encuentra el automévil para dife-
rentes valores del tiempo en su recorrido:

4 ° Unidad | La problemdtica

t
(en horas) (kildbmetro sol:re la carretera)
o 25
5 57
1 FF
1.5 103
=2 129

a) Cudl serd la posicién del automoévil a las t = =
horas?

Suponiendo que cada hora el automovil avanza
F# — 25 = 52 kilometros, como lo sugiere la ta-
bla, entonces a las = horas el automovil estard 52
kilometros después de su posicion a las 2 horas.

x =129 + 52 = 121 kilometros.

b) (Doénde estard el automovil a las 2 horas y
cuarto?



Suponiendo que cada hora el automovil avanza 52 kilometros, y que
durante el transcurso entre las 2 y las = horas mantiene su velocidad
constante, entonces a las 2 horas y cuarto habrd pasado un intervalo
de tiempo de un cuarto de hora (a partir de t = 2) durante el cual
recorreria la cuarta parte de los 52 kilometros. Por tanto la posicion
del automovil serd

X=129 + (52) (0.25) = 142 kilometros.

Suponiendo que el automdvil mantiene su velocidad constante, ;en
qué instante pasard por la gasolinera mds cercana que se encuentra en
el kilémetro z&> de la carretera?

Suponer la velocidad constante permite modelar el comportamiento
de la posicion del automovil mediante la expresion matemdtica

X=25+ 52t

El niimero 25 indica la posicion que inicialmente tiene el automovil
(cuando t = 0) y el niimero 52 expresa la velocidad constante en
kilometros por hora. Al multiplicar 52 por t se estd calculando la
distancia recorrida por el automovil desde el tiempo © hasta el tiem-
po arbitrario t, esto es, durante el intervalo de tiempo transcurrido
de t horas.

Cuando se sustituye en la expresion anterior el valor de x = 167 se
produce una ecuacion lineal de la que se despeja el tiempo t:

167 = 25 + 52t
167 — 25 = 52t

142 = 52¢t
142 .
—=t o bien t= 7t
52 26

Al aproximar a dos decimales este quebrado, podemos decir que a
las 2.7z horas (2 horas con ++ minutos) el automovil pasa por la
gasolinera.

Segundo contexto real. Se coloca una olla con agua en una parrilla en-

cendida de modo que la temperatura 7~ del agua aumenta uniformemente

arazon de & °C/minuto.

a)

En un lapso de tres minutos, /cudnto aumenta la temperatura?

:Sabias c]uc?...

En 1997 el automéyvil con
forma de avién, Thrust Super
Sonic, rebasé por 8.5 km/
hora la barrera del sonido,
sin embargo para el 2012 se
espera contar con un nUevo
récord establecido por el
Bloodhound Super Sonic Car,
alcanzando una velocidad de
1600 kilémetros por hora, es
decir, 1.4 veces mds rapido
que la velocidad del sonido.

ssssnsag
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La razon de cambio de la temperatura con respecto al tiempo es
de & °C/minuto, por tanto, pasado cada minuto se tiene un aumento de
& °C, entonces, en = minutos se tiene un aumento de (&) (3) =
18 °C en la temperatura.

b) Sialos 2 minutos la temperatura del agua erade 5o °C, jcudl serd su
temperatura a los cinco minutos?, y ;cudl fue la temperatura al inicio,
cuando se colocd la olla en la parrilla?

De los 2 alos 5 minutos se tiene un lapso de = minutos, durante
el cual la temperatura aumenta 1 °C. Por otra parte, la temperatu-
ra a los 2 minutos era 50 °C, entonces, a los 5 minutos serd de
s0+ 18 = &6£°C.

El valor inicial de la temperatura podemos calcularlo al restar a los
50 °C el cambio de temperatura ocurrido en un lapso de 2 minu-
tos, que es (&) (2) = 22 °C. Por tanto, la temperatura al inicio fue
s50 — 12 = 35°C.

¢) (Cudl es el cambio en la temperatura ocurrido entre los 5 y los &.5
minutos?, ;y entre los £y 9.5 minutos?

De los 5a los .5 minutos se tiene un lapso de 1.5 minutos en los
cuales el cambio de la temperatura es de (2) (2.5) = 9 °C. Entre
los &y 9.5 minutos el cambio de temperatura es el mismo, 9 °C, ya
que el cambio en el tiempo es el mismo, 1.5 minutos.

d) Construye una expresion matematica a través de la cual se pueda pre-
decir la temperatura del agua, 7~ (en °C) cuando transcurre un nimero
“arbitrario” de t minutos.

Considerando el valor inicial de la temperatura obtenido en b) y agre-
gando el cambio que experimenta la temperatura en un lapso de tiem-
po representado por t se puede expresar la temperatura en términos

zsabfas qUC?... del tiempo mediante 7T = =& + &t

e) (En qué instante comienza a hervir el agua? (Suponer el grado de ebu-

L R
El punto de ebullicién de licion de 200 °C).

un liquido se refiere a la Para encontrar el valor del tiempo t en que se llega al grado de ebu-
temperatura a la cual la presién llicion, sustituimos en la expresion construida en d) el valor 100 para

de vapor del liquido es igual NP . )
. - generar una ecuacion lineal y despejar t:
a la presién atmosférica. Como

la presién atmosférica varia en 100 =28+ &t
dlfert‘an'tfas |ug9res, el punio de 100 — 29 = o ¢
ebullicién varia también. Se

habla del punto de ebullicién ez=et
normal a.llque se colculal con P
una presién de una atmésfera. ==
FILM FILM & 3
8 .: A A NN El agua comienza a hervir a los 70 y un tercio minutos, esto es a los

70 minutos 20 segundos.

Tercer contexto real. Latemperatura de la atmdsfera en la primera de sus
capas (la tropdsfera) disminuye uniformemente con respecto a la altitud;
lo hace arazén de —&.5 °C/kilémetro. Cierto montaiiista llega a la cum-
bre de una montafa de altura desconocida y le reporta por radio a su com-

'ABRERBRERN pafiero (que estd en la base de la montafia) que la temperatura alld arriba
u L) es —z °C. Por su parte, su compaiero, en la parte més baja de la montafia,

observa que el termémetro marca 20 °C.
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Los fenémenos meteoroldgicos
que nos afectan como viento,
lluvia y huracanes ocurren en la
capa de la atmésfera més baja:
la tropésfera. El espesor de esta
capa que estd en contacto con
la superficie de la Tierra varia
en diferentes zonas del globo
terrestre; en el ecuador mide
alrededor de 17 kilémetros.

Sin embargo, en latitudes
templadas su grosor es menor,
alrededor de 10 kilémetros,

y en los polos decrece a 8
kilémetros. La tropésfera actia
a) Construye una expresion matematica que permita predecir la tempera- como un regulador térmico de

tura 7 para diferentes valores de la altitud 4. nuestro planefa.

FILM FILM
Considerando que la altitud © coincide con la base de la montaria, el (AR R ENEE RN
valor inicial de la temperatura es 20 °C. Ademds, esta temperatura se
verd disminuida en &.5 °C por cada kilometro; esto se puede expre-
sar matemdticamente como

T=20—&65h
donde h representa el aumento en los kilometros de altitud a partir de

la base de la montaiia. A EE R R RN
7 TA

b) (Cudl es la altura de la montafia?

La expresion construida en el inciso anterior nos sugiere sustituir el IT
valor de la temperatura 7 por —z1 y encontrar el valor de la altitud h OMA MA'
correspondiente: La palabrg

razén,
en [
et Lemgmye cotivlig,

tien, tgni
¢ WA Significan, Aiferente

—1=20—6.5h
e5h=20+1=21

21 al que ce i)
h= ; =303 1 utilizg en Mateméticﬂs;
~ o s razém = cDGl:em,t = A,
La altura de la montaiia es prdcticamente 2.2z kilometros. € = divisigp,
AnALIZANDO LA SITUACION PRroBLEMA 1.1
. . atabva
En los tres contextos reales se observan diferentes magnitudes que es- "y saboio
tdn cambiando: en el primero, la posicion del automdévil cambia respecto s cotialiano
. . . un
al tiempo transcurrido; en el segundo, la temperatura del agua cambia, en & L9 ondiclonts,

cp USA W diversas &

nuevamente, con respecto al tiempo transcurrido y en el tercer contexto, Aticns:
PMALEAAELEA=

la temperatura cambia con respecto a la altitud. Esas magnitudes se han pEVo-LA
representado mediante variables x, ¢ 7'y 4 y se ha establecido una re- — fmwo'm
lacién entre ellas expresada como canbio = restd

X =25+ 52t T=38+ &t T=20—¢ch.

Tema 1.1 Estudio del cambio uniforme. Modelo lineal ® 7
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El valor inicial de la magnitud bajo estudio aparece en las expresiones, asi
como el dato de la razén de cambio de la magnitud que se estudia con res-
pecto a la magnitud de la que se va a cambiar. Este dltimo dato de la razén
de cambio se refiere al cociente del cambio que experimenta la magnitud
bajo estudio entre el cambio de la magnitud de la que depende. En cada
contexto, tenemos

cambio de posiciéon

velocidad (constante) = ; ;
cambio de tiempo

cambio de temperatura

razén de cambio (constante) = - -
cambio de tiempo

cambio de temperatura

razén de cambio (constante) = -
cambio de altura

Cada uno de los cambios expresados es una resta o diferencia entre dos
valores de la magnitud en cuestion, por ejemplo, el cambio del tiempo es
la resta

&~ &

donde ¢ representa el tiempo final y ¢ el inicial. De manera natural este
cambio se calcula al restar, de un “después”, el “antes”.

Es conveniente representar el cambio de posicion, tiempo, temperatura
y altitud utilizando la letra griega A “delta”, de este modo, las diferentes
razones de cambio se representan en forma compacta como

Ax AT AT

At At Ah
En la siguiente figura hacemos una generalizacion de cada contexto real,
utilizando como pardmetros los valores iniciales y las razones de cambio
de las magnitudes. Observamos ademads en los tres contextos el empleo de
la notacion matemadtica de una funcién, la cual permite expresar con res-
pecto a qué magnitud se esta considerando la variacién de la magnitud
bajo estudio.

En el cuarto recuadro hemos querido introducir el contexto formal, donde
se utilizan las letras x y 4 que representan las magnitudes variables, o
simplemente, las variables xy g, en las cuales se ha quitado o extraido
el significado original de las magnitudes consideradas.

Proponemos con ese cuarto recuadro la transferencia de la informacién de
los diferentes contextos reales en un contexto matematico unico, donde se
modelan las caracteristicas de los fendmenos analizados en cada contexto
real.

Licar Lo Matembtled

LAY
X9 d

acko veat
clolow e uw olbjexo,
ceante de tewpo,

5 olg kenper At -



Contexto real 1

X =25+ 52¢t
x(t) =25+ 52¢

En general:
x(t) =x +urt

donde = %
At

Contexto real 3

En general:

Contexto real 2

T=22+ o6t

7(t) =22+ o6t

En general:
T(@) =7 +rt

donde ,= A_T

At

Contexto formal

(ausencia de significado en un contexto real)

./:Af5 es la
Ax

razow de cambio
oe y con respecto a x

Funcioén Lineal

599 = G, 7 v

Y, representa el valor de
Y cuando x = 0

Tema 1.1  Estudio del cambio uniforme. Modelo lineal ® 9




En el tltimo recuadro la variable 4 representa la posicion y la temperatura de los contextos reales; mientras que
la variable x representa el tiempo y la altitud en dichos contextos.

En matematicas a la expresion y (x) = y, + rx se le conoce como funcién lineal.

Se dice que la variable y es funcion lineal de la variable x, lo que queda resaltado con

el uso de la notacion de funcion,

y (x),que se lee “y depende de x”.

En el lenguaje matematico formal, la palabra lineal se refiere al exponente 1 que tiene

la variable x, pero que no se acostumbra escribir.

¢ Qué tienen en comiin los contextos reales
analizados?

Situaciones que satisfacen un Cambio uniforme.
Los tres contextos reales han quedado modelados mate-
maticamente con una funcién lineal

YW=y, + rx

donde el parametro , representa el valor inicial de
la variable y y el pardmetro r representa la razén
de cambio constante de 4 con respecto a .

La expresion de la razén de cambio constante

=2
Ax

puede ser expresada despejando Ay, como
Ay=rAx

y esta dltima expresion establece la proporcionalidad
entre los cambios de las variables x y y. Se dice
que y cambia uniformemente con respecto a x pa-
ra manifestar este tipo de dependencia entre las dos
magnitudes.

Para responder en cada contexto a las preguntas de
prediccién planteadas y a todas las que podamos
plantear, debemos construir la funcién lineal que
modela la situacion, y para ello debemos interpretar
del contexto real cudl magnitud estd cambiando (la
magnitud de nuestro interés) y con respecto a cudl
(la magnitud de referencia), ademds de precisar la

10 ® Unidad 1 La problemdtica

razén de cambio de la magnitud bajo estudio entre
la magnitud de la que depende.

Siendo esta razén de cambio constante se tiene que
el cambio de la magnitud de interés es proporcional
al de la magnitud de referencia, lo que se representa
matemdticamente con la expresion Ay = rAx.

Procedimientos algebraicos y graficos. Las pre-
guntas de prediccidon provocan el planteamiento de
ecuaciones lineales para contestar. De manera formal
dado un valor de x, se sustituye éste en la funcién
y se obtiene el valor correspondiente de . A su vez,
dado un valor y, se sustituye ese valor en el lugar de
g(x) generando una ecuacién lineal de la cual se
despeja x.

Ejemplificamos lo anterior retomando el tercer con-
texto real modelado ahora formalmente por

g(,v) =20 — 6.5

Contestar cudl es la altura de la montafia equivalente
a sustituir ¢ (x) por —z, que es el dato de la tem-
peratura en la cispide,

—1=20—6.5X

de donde al despejar se obtiene (como lo hicimos
antes) que x = 3.23.

Por otra parte, podemos preguntarnos qué tempera-
tura se tiene a los 2500 metros, lo que equivale a
evaluar la funcién a los 2.5 kilémetros, esto es,

Yy s =20—-065 25 =275°C



¢ Como visualizar de manera global el comportamiento de la
temperatura?

Sabiendo que la tropdsfera tiene un espesor de z> kilémetros, podemos
representar graficamente el comportamiento de la temperatura con respec-
to a la altitud mediante la recta que inicia en el eje vertical a los 20 °Cy
que termina en el punto donde la altitud en el eje horizontal marca los 7+
kilémetros.

Evaluamos la funcién de la temperatura y obtenemos

y 7)) =20 — es5 (17) = —90.5 °C

Por tanto, la gréfica que modela el comportamiento de la temperatura con
respecto a la altitud consiste de un segmento de recta que inicia en el punto
(0, 20) y termina en el punto (27, —90.5).

ey @D

1 20

g(x)= 20—6.5x

En la grafica hemos dejado un signo de interrogacién que sefiala un punto
importante de la imagen visual que estamos construyendo; se trata del
corte (o interseccidn) con el eje horizontal.

Al retomar el contexto real de la temperatura en funcién de la altitud, ob-
servamos que encontrar ese corte significa conocer la altitud a la cual la
temperatura es o °C.

Como la temperatura se modela con la funcién lineal
Y x) = 20— &.5x,

igualamos a o esta funcién de modo que

O =20 —o5x

6.5x =20
20 4

x=""=""=z077
65 13

Tema 1.1
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Practicamente, a los = kilémetros se llega a una temperatura de © °C.

El signo de interrogacion sefiala el valor de x (o bien 4) en la gréficay
con esto determinado podemos visualizar de manera global el comporta-
miento de la temperatura que describimos en seguida.

“Al nivel del suelo la temperatura es 20 °C 'y desciende uniformemente
con respecto al aumento de la altitud. Al llegar esta ultima a los z.04+
kilometros la temperatura llega a los © °Cy continiia descendiendo a me-
dida que la altitud aumenta, de tal forma que en los limites de la troposfe-
ra, a los 17 kilometros de altitud, la temperatura llega a los —90.5 °C
de acuerdo al modelo matemdtico utilizado”.

La funcion lineal

Yy =y, tx

modela el comportamiento de una magnitud (representada por la variable 4] que varia
uniformemente con respecto a otra magnitud (representada por la variable ).
El parametro g, representa el valor inicial de la magnitud, 4, = y(0);
es el valor de y justo cuando x = O.
El parametro » representa la razon de cambio constante de 4 con respecto a x,
gue se denota por:

A
rz_g
Ax

cantbio = resta

razbém = coclente
camlblo = resta

La representacion grafica de esta funcion es una recta (o parte de ella)
gue cruza el eje vertical en 4, y cuya pendiente es precisamente el valor »
de la razon de cambio de y respecto a x.

A
0 r= _3 es negativa
y Ax

valor inicial de

valor intelal
de la magnitud
(en x=0)

Ay>a

A
v =
/ Ax >0 Ax
es positiva

12 ° Unidad 1 La problemdtica
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Observamos que en ambos casos, siendo »> 0 o r<< o, si prolongamos
el segmento dibujado, inevitablemente la recta llega a cortar el eje hori-
zontal xw. (Coémo encontrar el valor de x correspondiente al corte (o
interseccion) de la recta con el eje horizontal?

Identificamos un nuevo proceso algebraico para dar respuesta: Primero,
igualar a o la funcién g (x), lo que significa forzar a que el punto de la
recta esté sobre el eje x, y segundo, despejar el valor de x de la ecuacion
lineal que se ha generado.

La expresion Ay = rAx establece que cambios en la variable 4 son
directamente proporcionales a los cambios en la variable x.

Cuando se tiene el caso de que el valor inicial ¢, es cero, se tiene que la
funcién lineal queda expresada por

Y ) =rx

Esto se representa graficamente por una recta que pasa por el origen (0, 0)
del sistema coordenado, lo que asegura demds la proporcionalidad directa
entre los valores de las magnitudes 4 y x y no soélo la proporcionalidad
de sus cambio Ayy Ax.

En la siguiente imagen visual se tienen diferentes casos donde los diferentes
valores de la razén de cambio » expresan diferentes comportamientos en
las magnitudes representadas. Los signos positivos en » corresponden con
crecimiento de 4 cuando x crece, mientras que signos negativos en » co-
rresponden con decrecimiento en ¢ cuando x crece.

i r=10.153
r=2414
r=149¢&
r=1
r=0.66%
r=0414
____——r=0098
/ > = e
U
r=—0.09%
r=—0414
r= —0.668%
r=-—1
r=-=1496
r= 2414
r= —10.153

Tema 1.1

:Sabfas quc‘?...

Decimos que dos
magnitudes son directamente
proporcionales cuando al
multiplicar (o dividir) una

de ellas por un némero, la
otra se afecta de la misma
forma, se multiplica (o
divide) por el mismo némero.
Mateméticamente decimos
que y y x son directamente
proporcionales si y = kx
donde k es la constante de
proporcionalidad.

[ FILM

AV )

A (s abscisg)

5 (SM OVHCVL
adg
Y sus Co0rdlen gy )
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Problemas

COMPLEMENTARIOSESSSS © 171157 s i

ProeLEMA 1

Cuando un paracaidista se lanza desde una gran altura y abre su paracaidas, llega
un instante en que su movimiento es practicamente uniforme. Consideremos que
un paracaidista se encuentraa 2500 metros de altura y esta descendiendo unifor-

memente a una rapidez de 5 metros/segundo.

a) Construye la funcidon que permita predecir la altura 4 (en metros) del para-

caidista.

Consideramos el valor inicial de la altura del paracaidista, h, = 2500 metros, y
la velocidad constante que lleva de —= metros/segundo, donde el signo negati-
vo provoca la disminucion de la altura. Construimos la funcién lineal que permite
predecir el valor de la altura h del paracaidista en cualquier instante ¢t mientras se

encuentre en descenso:

h(t) = 2500 — 5t

b) Calcula el tiempo que tarda el paracaidista en llegar al suelo.

FILM FILM Cucndo i

(WE N RN KRB objeto cae desde
suficiente altura

: bajo la accién de

la gravedad, se

produce una fuerza

de rozamiento

del aire que es

proporcional

a la velocidad

del cuerpo. Con esto se llega a un

valor limite (o valor terminal) de la

velocidad y a partir de ese momento,

puede considerarse que el objeto

cae précticamente con esa velocidad

sannnnug

constante.

AN /

(= pan ¥
[ EIVIEA |

Para que llegue al suelo, el valor de h debe ser o, igualamosa o la

zsabfas C]UC?.. . funcién y despejamos de la ecuacion construida el valor de t

h(t) =2500 — 5t =0

2500 = 5

2500
C= = 500
5

Por tanto, pasados 500 segundos, que equivale a (¢ minutos con 20

segundos) el paracaidista llega al suelo.

PRoBLEMA 2

La presion 2 que experimenta bajo el agua
un buzo depende de la profundidad x ala
que se encuentra éste. La razén con lo que
estd cambiando la presion (con respecto a la
profundidad) es constante e igual a 0.0994
atmosferas/metro.

a) Construye la funcion que permita predecir la presion atmosférica a la que estd ex-
puesto un buzo considerando que la presion en la superficie es de 1 atmésfera.

Por las condiciones de la situacion, se sabe que la presién varia de manera uniforme
con respecto a la profundidad, por tanto se representa con una funcién lineal. El va-
lor inicial de la presi6n es el que se tiene en la superficie, 7, = 1 atmdsfera. La razén

AP
de cambio dela presion respecto alaprofundidad estd dadapor v = Ax =0.0994
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atmdsferas/metro. Por tanto, la funcion que permite predecir el valor de la presion es:

PX) =P +rx=1+00994x

b) ;Cual sera la presion a la que se encuentra el buzo alos 50 metros de profundidad, si la presion en la superficie
esde 1 atmdsfera?

Para predecir el valor de la presién a la que estd sujeto el buzo a los 50 metros de profundidad, basta con sustituir
este valor en la funcién:

P(50) =1 + 0.0994 (50) = 5.97 atmdsferas.

¢) Una presion de 11 atmosferas ejerce un efecto daiino en el buzo. ;Qué profundidad debe el buzo tener muy
presente para evitarse el dafo?

Predecir la profundidad a la que se experimenta una presién de 11 atmdsferas equivale a igualar Px) a 11 y
despejar el valor de x.

11 =1 + 0.0994x

10 = 0.0994x

FILM FILM
. . . . . . . . El barémetro

es un 10
. instrumento X=——""—=100.604

que mide 0.0994
el peso que
: = = ejerce la El buzo debe evitar llegar a una profundidad de 100 metros.
0,00 00008 Bt
sobre los
cuerpos por ProBLEMA 3
unidad de superficie. Los primeros
instrumentos consistieron de un fubo Cuando un automovil estd en movi-
largo cerrado por un lado que se llena miento, la cantidad de gasolina en su
de mercurio, voltea y coloca en un tanque disminuye uniformemente con
recipiente también con mercurio. Al respecto a la distancia que recorre. En
nivel del mar en un dia despejado, un Tsuru 2011 la razén con la que dismi-

la columna de mercurio sostenida

i " nuye la gasolina es de 0.05 litros por
por la presién atmosférica se eleva

. . kilometro. Supongamos que vamos en
aproximadamente 76 centimetros, y il | ional
esto es lo que se conoce como presién s BT S R e eelie
simesBiast y sabemos que hay 40 litros de gasoli-
na en el tanque del carro.

760 mm de mercurio = 1 atmésfera.

< J a) Construye la funcién que predice la cantidad de gasolina en el tanque
en términos de los kildémetros recorridos.

Consideramos el dato inicial de 4o litros de gasolina correspondiente a los o kilometros recorridos.

Si g representallitros de gasolina en el tanquey x representa kilémetros recorridos, entonces siendo x = o se tiene

g(0) =g, = 4o0.
Ademds, la razén de cambio de la cantidad de gasolina con respecto al kilometro recorrido es
Ag litros
r=——=-0.05———"—
A x kildmetro

Por tanto, la funcion

gx)=40—0.05x

Problemas complementarios ® 15
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0

modela el comportamiento de la cantidad de gasolina con respecto a los kilémetros recorridos a partir de tener 40
litros en el tanque.

(Cudntos litros quedaran en el tanque una vez que el carro ha recorrido 1z0 kilémetros?

Los litros necesarios para recorrer 120 kilometros se obtienen evaluando la funcionen x = 1=z0
g (130) = 40— 0.05(130) = 40 — 6.5 = 33.5

Por tanto, en el tanque quedan =z.5 litros una vez recorridos 1=z0 kilémetros.

;Cudntos kilémetros se habran recorrido cuando en el tanque quedan 1¢ litros de gasolina?

El que queden 12 litros en el tanque se representa igualando ¢ (x) a 1g, construimos la ecuacion lineal sustitu-
yendo ese valor en su lugar:

18 = 40— 0.05x
y despejamos x:

0.05X =40 — 18 = 22

22
X=——=440
0.05

por tanto, se habrdn recorrido 440 kildmetros una vez que quedan 12 litros en el tanque.

{Alcanzard o no alcanzara la cantidad actual de gasolina para viajar desde Monterrey a México, que se encuen-
tra aproximadamente a 9=z0 kilémetros de distancia?

Para determinar si alcanza la cantidad de gasolina para recorrer 9zo kilémetros podemos evaluar
g9 (920) = 40— .05 (920) = 40—46.5 = —&.5 litros.

El resultado negativo en la cantidad de litros se debe interpretar en una respuesta negativa: no alcanzan los 4o
litros que tiene inicialmente el tanque para recorrer la distancia de 9zo kilémetros, para llegar a México se deberd
volver a cargar gasolina.

ProsLEMA 4

Una llave estd llenando de agua un tanque que tiene la forma de un cilindro de un me-
troy medio de altura y radio en su base de 45 centimetros. La siguiente tabla muestra

los valores del nivel del agua en el tanque en determinados tiempos:

Tiempo ¢ Nivel #
(minutos) (centimetros)
0 20
2 29
4 3L
2 45

16 ® Unidad 1  La problemdtica
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Los datos en la tabla nos permiten suponer que a partir de que lo observamos (en t = 0) el nivel del agua en el
tanque esta cambiando uniformemente en el tiempo.

a) ;Cudl es el valor de la razon de cambio (constante) del nivel respecto al tiempo?

La razén de cambio constante puede obtenerse de cualesquier dos renglones de datos en la tabla, mientras se di-
vida un cambio en el nivel ocurrido entre el respectivo cambio de tiempo. Por ejemplo, utilizando los primeros dos
renglones obtenemos:

Ah 2920 , .
r=— = = = 2 = 4.5  centimetros/minuto.
At 20 2

Podemos comprobar que llegamos al mismo valor utilizando los renglones segundo y cuarto, por ejemplo:

_An_ 4729 12

=45
At o) 4

b) Construye la funcidn lineal que permite predecir el nivel del agua en cualquier tiempo admisible, mientras el
tanque se esta llenando.

Con el dato inicial del nivel, h,= 20 tomado dela tablay la razén de cambio calculada en el inciso anterior tenemos
que:

h() =h +rt=20+45t
¢) ;Cual serd el nivel del agua en el tanque a los 21.5 minutos?

Evaluamos la funciéon que hemos construido en el valor del tiempo t= 21.5 minutos:

h(21.5) = 20 + 4.5 (21.5) = 116.75 centimetros
El nivel de agua en el tanque a los 21.5 minutos es 116.75 centimetros.

d) ;Cuanto tiempo se tardard en llenar el tanque?

Para que el tanque se llene, el nivel debe llegar a ser de 150 centimetros. Igualamos el nivel a este valor y con ello
construimos una ecuacion lineal por resolver:

h(t) =20+ 4.5t=150
4.5t =150 — 20 = 130

. 120 260 oe.829
= = =2 minutos.
45 9

Aproximado a niimeros enteros, pasados prdcticamente 29 minutos, el tanque se llena.

e) {Cudl es el cambio que se produce en el nivel entre los = y =.5 minutos?

Problemas complementarios ® 17
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Delos = alos =.5 minutos ha habido un cambio de

At= =5 — = = 0.5 minutos

Como la razén de cambio constante es
Ah
v 3.5 entonces Ah = z2.5 At
Portanto Ah = (z.5)(0.5) = 1.75 centimetros es el aumento del nivel.
Mismo que ocurre cada medio minuto: Ak es directamente proporcional a At.

Cada medio minuto va aumentando 1.75 centimetros el nivel.

ProBLEMA 5

Haciendo ejercicio en una bicicleta eliptica, manteniéndose a un ritmo de =0 revo-
luciones por minuto, por cada segundo que pasa el tablero muestra que se acumulan
0.2 calorias. Supongamos que se realiza una rutina de calentamiento en la que se han
acumulado 4o calorias.

a) Construye la funcién que calcula las calorias acumuladas en términos del tiempo
(medido en minutos) una vez que ya se ha realizado la rutina de calentamiento y
se mantiene el ritmo.

Consideramos el valor inicial de las calorias acumuladas como ¢, = 4o calorias. Por

otra parte, la razén de cambio de la cantidad de calorias acumuladas con respecto al

tiempo transcurrido se calcula tomando en cuenta el dato de 0.2 calorias por segundo, el cual debemos traducir
de segundos a minutos:

Aec 02 calorias
= =12 ———
At 1 minuto

Con este dato construimos la funcién que calcula la cantidad de calorias acumuladas a los t minutos (luego del
calentamiento) como

a(t)zao-l—rt

e (t) =40+ 12t
b) ;Cuantas calorias muestra el tablero un cuarto de hora después del calentamiento?
Evaluamos la funcién en t= 15 minutos
e (15) = 40 + 12 (15) = 240 calorias
¢) Para satisfacer los requerimientos de una dieta balanceada en carbohidratos, proteinas y grasas se recomienda

acumular en la bicicleta eliptica diariamente =75 calorias. ;Cuantos minutos (aparte de los del calentamiento)
se debe usar la eliptica diariamente al ritmo de =0 revoluciones por minuto?
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Acumular =75 calorias se representa igualando la funcion que hemos construido a este valor y generando una

ecuacion lineal por resolver:
375 =40 + 12t

12t = 375 — 40 = 235
335
t=—— =27917
12

Prdcticamente, se requieren 2& minutos adicionales al calentamiento.
d) ;Cudl es el cambio que se produce en la cantidad de calorias por cada 5 minutos?

Como la razén de cambio es constante

r = Aec = 12M entonces Ac=12At

T At minuto
El cambio en la cantidad de calorias es proporcional al tiempo transcurrido.
Luego, pasados 5 minutos se tiene
At=5 yasi Ac=12(5) = co.

Cada 5 minutos el tablero muestra que se acumulan co calorias.

PRroBLEMA B

La Ley de Charles establece que a presion constante, el volumen de un gas cambia
uniformemente respecto a la temperatura. La siguiente tabla muestra valores del
volumen de un gas contenido en un recipiente a determinadas temperaturas:

Temperatura en grados Volumen en
centigrados mililitros
o) 1079
5 109.875
10 111.85
15 112.825
20 115.2

a) ;Cual es la razén constante con la cual cambia el volumen del gas respecto a la temperatura?

wplementarios ® 19
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\%
La razdn con la cual cambia el volumen respecto de la temperatura se puede calcular mediante el cociente A_
-

donde Av es el cambio que experimenta el volumen en un intervalo de temperatura en la que ésta cambia A7:
Si consideramos, por ejemplo, el intervalo en el que la temperatura cambiade © a 5 grados centigrados, tenemos
que
Av  109.€7#5-107#9 1.975
y = — = =
AT 5-0 5

= 0.395

Por tanto, la razén de cambio constante con la cual cambia el volumen respecto a la temperatura es de ©.295 mi-
lilitros/grado centigrado.

b) Construye la funcién que modela el comportamiento del volumen v del gas (medido en mililitros) en términos
de la temperatura 7~ (medida en grados centigrados).

Denotemos por v/(7) al volumen del gas en mililitros cuando la temperatura en grados centigrados es 7. Sabemos
que v (0) = v, = 1079, como se establece en la tabla, y ademds

Av b =os
r=——=0.
AT )

Portanto, v(T) = v, + Av=1079 + 0.295T
La funcion lineal v(T) =107%9 + 0395 T

expresa al volumen v del gas (medido en mililitros) en términos de la temperatura 7 (medida en grados centigra-
dos).

¢) ;Cual serd el volumen del gas cuando la temperatura sea de 40 °C?

Si 7= 40, entonces evaluamos la funcion:
V (40) = 1079 + 0.395(40) = 1237

Por tanto, cuando la temperatura sea 4o °C el volumen serd de 12=.7 mililitros.

d) Si extrapolamos la funcion lineal para valores de la temperatura fuera del intervalo donde esta magnitud es
conocida, podrias contestar a qué temperatura el volumen del gas es igual a cero.

Si 7 es la temperatura a la cual el volumen es igual a cero, entonces
v(T) =10#9 + 03957 =0

Resolviendo esta ecuacion tenemos
1079 + 0.395T =0

0.295T = —1079

-107#.9 _
0.295

= —-2%2.165

Por tanto, seguin el modelo planteado, —2>7=.1¢5 °C seria la temperatura a la cual el volumen es igual a cero.
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E,Sabfas que’?." e) Grafica la funcién lineal v (7) desde la temperatura en la que v se su-
pone o hasta que se llega a la temperatura de 100 °C.

FILM FILM
(LR R R R RN R Afines del En la siguiente figura se muestra la grdfica del volumen contra la tempe-
o ¢ siglo xvin los ratura correspondiente al intervalo desde —27z.1¢5 hasta los 100 °C.

eXPerl' "f‘,ef‘tos Sefialamos ademds el dato inicial del volumen en su eje vertical.
que el fisico

francés
Jacques
Charles
llevé a cabo
le hicieron v
concluir que, dada cierta cantidad de
gas mantenida a presién constante,
existe una relacién entre las magnitudes

] B —
ssssnneg

volumen y temperatura: el volumen del I R
gas es directamente proporcional a la /
temperatura. Por cada grado centigrado 079

que disminuye la temperatura, el
volumen del gas disminuye 1/273 de
su volumen a los O grados. En 1860,
Lord Kelvin concluye que la temperatura
mds baja posible es 2273 °C y este it |
valor se constituye en el cero absoluto =ttt — ’
de las temperaturas; conocido como el
0 en la escala Kelvin. De este modo,
la temperatura de un objeto en grados
Kelvin coincide con su temperatura en

grados centigrados mas 273. 5 . .
0 4 f) iCuénto cambia el volumen del gas cuando la temperatura incrementa

M‘ de 40 °Ca 45 °C?

-y LoS
olstemt coovdenado XY

.

—27=2165 —100 =50 50 100

Sabemos que Av es el cambio que experimenta el volumen en un intervalo

En un ) de temperatura en la que ésta cambia A7, ademds, conocemos la razén de
Lontos situados s001e el eje cambio, la cual es constante:
P Henen {oyzosﬁwhﬁvhtﬁ
MDVLZOV\'J(ML X, AV
v —=0.395
L ovdenada P AT 29
5 = @, Qe x:Y =0
Podemos despejar en la expresién anterior:
(J,AJJJ’,J,_Q x
Av=03295AT
y en ello observamos la proporcionalidad de estos cambios.
B v e Ahora bien, cuando la temperatura incrementa de 40 a 45 °C se tiene que
LS
e emg GOOW(EVLHD(O /(,g Los AT = 45 — 40 = 5, Iuego
o o
ZW %8 Sttundos sopre eleje
aly, teney, forzosamens Av=0395AT= 03295 (5) = 1975
S abseicy
xX=0 > Por tanto, el volumen incrementa 1.975 mililitros cuando la tempe-
l ratura aumenta de 4o a 45 grados centigrados. De hecho, podemos
J afirmar que cada AT de 5 °C provoca un aumento en el volumen de
\{\, . Av = 1.975 mililitros, tal y como se observa en los datos de la tabla en el
e | enunciado de este problema.
vl e s
geyix =0

o0—
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ProsLEMA 1

Una taza de café se calienta en un horno de micro-
ondas alcanzando una temperatura de &5 °C. Se
extrae y se expone al medio ambiente que se en-
cuentra a una temperatura de 21 °C. Para fines
practicos se puede suponer que en los primeros £
minutos la temperatura de la taza de café disminuye
uniformemente a razén de =.5 grados centigrados
por minuto.

a) Construye la funcion que permite predecir la tem-
peratura 7 para diferentes valores del tiempo ¢
medido en minutos.

E
Wy

b) ;Cuantos minutos se deberd esperar a partir de su
extraccion del horno para beber el café a una tem-
peratura de 40 grados centigrados?

¢) Si consideramos este modelo lineal funcionando por mas tiempo ;Qué temperatura alcanza el café a los
15 minutos? ;Es esto posible?

ou'sTT =14 (0 SHI£L =3 (q 19 —99=(3)L (0

:seysandsay
ProBLEMA 2

Los aviones comerciales deben estar provistos de siste-
mas de presurizacion en la cabina de pasajeros ya que la
presién atmosférica disminuye a razén de 1 milibar por
cada 9 metros de altura. A nivel del mar la presién at-
mosférica es de 1 012 milibares.

a) Construye la funcion que representa la presion at-
mosférica en términos de la altura, tomando como
referencia el nivel del mar.

b) Encuentra la presién atmosférica en el exterior de un
avién que estad volando a ¢ kildmetros de altura.

c) Predice el valor de la altura que debe alcanzar un
avion para que la presion atmosférica a esa altura sea de 9275 milibares.

S6oL =y ( ITTveT =4 (Q wi; stor=(y)d (O

:seysandsay
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PRroBLEMA 3

La temperatura 7 en cualquier lugar de nuestro pla-
neta disminuye a razdn constante con respecto a la
altura 4 sobre el nivel del mar. En la siguiente tabla
se muestran las temperaturas (en grados centigrados)
a diferentes alturas (en kildémetros) en cierto lugar del
planeta.

H
I

15
2F
2.4
—29

—10.2

A WV B O

a) ;A qué razén esta cambiando la temperatura 7 con respecto a la altura 4»?
b) Construye la funcién que calcula la temperatura 7-en términos de la altura 4.
¢) ¢A qué altura podemos esperar que la temperatura sea o °C?
I8ET=Y (D ueo —sT=WM+L (9 £9— =4 (D
:seysandsay

ProeLEMA 4

Al saltar de un bungee, el alargamiento de la cuerda eldstica cambia
uniformemente en funcién del peso de la persona que esta saltando.
Consideremos que el largo de la cuerda sin deformar es 15 metros y
que alcanza un largo de 24 metros cuando lo utiliza una persona de
peso 45 kilogramos.

a) Calcula la razén de cambio del largo de la cuerda con respecto al
peso de la persona

b) Construye la funcion que prediga el largo de la cuerda £, en térmi-
nos del peso, P de la persona:

¢) Silasuperficie de concreto se encuentraa 45 metros abajo del pun-
to donde estd atada la cuerda del bungee, cudl es el maximo peso
para que una persona de 1.7 metros de altura se pueda lanzar sin
que se golpee con el suelo. Se asume que la cuerda del bungee esta
atada a los tobillos de la persona.

1T =d (0 dzo+91=()7 (9 zo=4 (D

:seysandsay




PRoBLEMA D

Consideremos una gota de lluvia que se encuentraa = kildbmetros de altura y des-
ciende con una velocidad terminal de # metros/segundo. Determina:

a) Construye la funcion de la altura

h (en metros) de la gota en térmi-

nos del tiempo ¢ (en segundos).

/  b) Calcula el tiempo que tarda la
/3// ota en llegar al suelo.
evlo con LO Yesew’caaLéw g g | .I
e AW : '
» o Uiz o T3zt =3 (q —
14 : :Selsandsau
X ? va las /
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Ejercicios

ARAIDAD- 8 ' ENIA 8 O

1) Evalua la funcion lineal g(x) =25x—13enx= —1.1.
S0t— = (FT—) A :eysandsay
2) Igualaa 1.1 lafuncion lineal Y (x) = 2.5x + 1.2 y obtén el valor correspondiente de x.

S0'0— =X :ejsandsay

5
3) Despeja x de éj:_z/“"?

< &

— +A—_—x ‘eisandsay
g <
= 1
4) Despeja y de 5)‘_53=;.
3_,(f=p; :eysandsay
T <

5) Sustituye y =1 —2xen 2x— =y + 5= 0yencuentrael valorde x.
ST 0— =X :eysandsay
6) Sustituye x =24 — 5 en y = —2x+ 1.5y encuentra el valor de 4.

£z = A :eysandsay
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5
7) lgualaaola yen ——x+zy—e=0y encuentra x
o)

+T— =X :eysandsay

Y

8) Iguala a 0 la x en —2.5 x+=——&=0 y encuentra el valor de Y-
3

3T = A :eysandsay

9) Sustituye x por —2 en 2.5x — 2y + & = 0y encuentra 4.

S
—=F :eysendsay
T

2 1
10) Enlafuncién <lj()<) =———X,si Y vale —5 ;cudnto vale x?
2 =

£T =X :ejsandsay
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1.2

Calculo del valor aproximado
del cambio acumulado

En este tema proponemos retomar el contexto real del movimiento de un objeto en linea
recta para apoyar el surgimiento de una estrategia que permite aproximar el cambio que
experimenta la posicion del objeto en determinado intervalo de tiempo transcurrido. Dado que
no se trata del caso de un movimiento rectilineo uniforme, la velocidad, ademas de la posicion,
sera una magnitud que también estara cambiando en esta situacion. La idea de considerar que
la velocidad se mantenga constante en intervalos de tiempo pequeiios resultara ser fructifera
para atacar la problematica de prediccion. Con ella, se identifica un proceso numérico que esta
apoyado en el conocimiento de la razén de cambio de la magnitud y que puede ser realizado
con el uso de recursos tecnolégicos actuales. La eficacia de este método numérico para calcular
valores suficientemente cercanos a los valores de la magnitud en consideracion, le consolida
como un método efectivo aplicable en miltiples y variadas situaciones.

Situacion ProBLEMA 1.2

Un carro transita por una carretera recta a una ve-
locidad de 20 metros/segundo, cuando de pronto
aplica los frenos.

A partir de ese instante (¢ = 0) la velocidad del au-
tomovil disminuye y estd modelada por la funcién

v (t) =4/400-25¢t" metros/segundo.

a) Verifica que el carro se detiene a los 4 segundos.

Basta que evaluemos la funcion de velocidad en
t=4

v(4)=+400-25(16)=0

para comprobar que en ese instante la velo-
cidad llego al valor o y el automovil se ha
detenido por completo.

b) Completa la siguiente tabla aproximando los va-
lores a = decimales exactos.

t tiempo v velocidad

(segundos)  (metros/segundo) en cada venglin

0 20 evaluamos
v(z) =+J400—25(2)
1 19.265
= = 17320508
2 17321
2 132.229
4 o)
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“'0“ MA‘ ¢) Haciendo uso de la tabla anterior, calcula en forma aproximada la dis-

tancia recorrida por el carro desde que aplica los frenos hasta que se
detiene por completo. Para ello considera que la velocidad se manten-
dra constante en cada subintervalo de tiempo:

w (0,11, [, 21, [2,2] y [3,4]

—_— Si la velocidad fuese constante, la distancia se calcula simplemente

/W multiplicando ese valor constante por el tiempo transcurrido desde
- los o alos 4 segundos. Este no es el caso, pues la funcion de
- velocidad nos estd dando evidencia de que estd cambiando, de hecho,
sus valores estdn disminuyendo a medida que pasa el tiempo.

U Sin embargo, si recurrimos a la idea de subdividir el intervalo de tiem-
W po transcurrido en pequerios subintervalos, podemos hacer la supo-
s sicion de que en ellos la velocidad se mantenga constante. Esta idea
SE+=7 . .. . . . . .
s (intuitiva, mas no obvia) nos permite ahora aproximar la distancia
~ \ . s . . .
-t —mir ] recorrida por el automovil. Aproximaremos su valor considerando que
e S la velocidad se mantiene constante en los 4 intervalos de tiempo
e que se construyen a partir de los datos de la tabla:
=0 camino el 5 al 2.
= 0,21 [£.21 [2.2]y [=, 4]
Calcularemos una aproximacion de la distancia real recorrida en cada
e uno de esos intervalos tomando la velocidad constante con el valor
w que toma justo en el extremo izquierdo de cada subintervalo:
I En el intervalo [0,1] se tiene que At = 1, suponiendo que la veloci-
L2= 5:5,%;’ dad se mantiene constante e igual a v(0) = 20 en ese subintervalo,
—_— — ] . . . z
f e g — tenemos que la distancia recorrida serd
i LB
- (20) (1) = 20 metros.

W

Si A d representa la distancia recorrida en el intervalo [0, 1], hemos

e 7 obtenido una aproximacion de este valor:

Ad= \/(O) At=20 (1) =20 metros.

En el intervalo [1, 2] se tiene que At = 1 nuevamente. Suponiendo la
2
&

velocidad constante en ese intervalo también, pero ahora con el valor

v(1) = 19.365, obtenemos una aproximacion de la distancia recorrida
en ese intervalo con

A d=v(1)At=(19.265)(1)=19.265 metros.

. . .
- Procederemos de la misma manera en los dos intervalos restantes de
modo que

— unpafumpeldnti— Ad=v(2)At=(17.221)(1)=17221 y

eV A d=v(z)At =(12.229)(1)=12.229
ol ¢o valloa en toolos ( )

W Sumamos los 4 valores 'y obtenemos que la distancia recorrida en
¢ ‘ los 4 subintervalos es aproximadamente igual a ©9.914 metros

Y Ad=Ad+A d+A_d+ A d=c9.914

i=1
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d) Con ayuda de la funcién velocidad, completa la siguiente tabla (aproxi-
ma con = decimales exactos):

t tiempo v velocidad
(segundos) (metros/segundo)
0 V(o) =20 en cada renglon
evaluamos

- V(5)=19.8432 v(1.5)=v400-25(15)
1 V(1) =19.365 =~ 18540496

1.5 V(1.5) =18.540
2 V(2) =1£A321

2.5 V(2.5)=15.612
3 V(z)=13.229

2.5 V(z.5)=9.682
4 V#4)=o

e) Haciendo uso de esta tabla calcula en forma aproximada la distancia
recorrida por el automévil desde que aplica los frenos hasta que se de-
tiene por completo considerando que la velocidad se mantendra cons-
tante en cada subintervalo de tiempo.

Con los datos adicionales de la tabla, el intervalo original de variacion

del tiempo [0, 4], se
tud de medio segundo,
a suponer que la velo
velocidad serd justo e
subintervalo.

En [0, 0.5] tomamos
En [0.5, 1] tomamos
En [1, 1.5] tomamos
En [1.5, 2] tomamos
En [2, 2.5] tomamos
En [2.5, 2] tomamos

En [z, 2.5] tomamos

divide en ¢ subintervalos cada uno de longi-
esto es, At =0.5 En cada uno de ellos vamos
cidad se mantiene constante, y el valor de esa
[ que se tiene en el extremo izquierdo de cada

v (0) = 20 constante en ese subintervalo.
v(0.5) = 19.€4= constante.
v(1)=19.265 constante.

v(1.5) = 12.540 constante.

v(2) = 1#3221 constante.

v(2.5) = 15.612 constante.

v(z) = 12.229 constante.

Finalmente, en [=.5, 4] tomamos v (3.5) = 9.622 constante en ese

ultimo subintervalo.

Podemos representar esta accion de la siguiente manera

.aqui .aqul .aqul .aqui
v (0) v (@) v (2) v (2)
constante constante constante constante
} } } } } } } $ $ > tiempo
O 0.5 1 1.5 2 2.5 2 2.5 4
.aqul agqul aqul .aqui
v (.5) v (1.5) Vv (2.5) Vv (2.5)
constante constante constante constante
Tema 1.2

AN

W
 mEmy=—

Los nimeros naturales surgen

de la necesidad prdctica de
contar objetos individuales. Tres
hombres, tres piedras, tres CD, fres
canciones, etc.

Estos conjuntos tienen en comin

la propiedad que se denota de
manera abstracta con el simbolo 3
...tan familiar para nosotros.

Pero en la vida diaria no sélo
contar es importante, también es
necesario medir.

Medir es asignar un némero a
diferentes magnitudes, como
longitud, drea, peso, energia,
velocidad, tiempo, temperatura,
costo, etc.

Los nUmeros naturales (enteros
positivos)
N={1,2,34,5,.}
son suficientes para contar...

pero no son suficientes para
resolver el problema de medir.

ATTTIIN

A, Ja!

ssssanag

)
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Con la guia de la figura anterior obtenemos
aproximaciones de la distancia recorrida en cada
subintervalo multiplicando la velocidad constan-
te por el tiempo transcurrido en el subintervalo,
que en este caso siempre es medio segundo.

b d=v(()(o2)=(er)(o2)=20

A d=v(05)(05)=(19.242)(05)= 9.9215
A d=v(1)(05)=(192e5)(0.5)= 9.6225
A d=v(15)(0.5)=(12.540)(0.5)= 9.270
A d=v(2)(0.5)=(17=221)(0.5)=2.cc0

A d=v(25)(05)=(15612)(05)= 7206
A d=v(z)(0.5)=(12229)(05)=c.c145

Ad=v(55)(05)=( 9.c52)(05) =4 541

Por tanto, la distancia recorrida por el automovil
se aproxima con la suma

YA A=A d+A d+A d+A d+A d+A d+A d+A d

=10+ 9.9215+ 9.6825+ 9.270+

oo+ F.80+o.0145+4.841 :@@.}j55

) De las aproximaciones calculadas en los dos inci-

sos anteriores, ;/cudl de ellas es una mejor aproxi-
macién a la distancia real recorrida por el auto-
movil?, (por qué? ;Cémo podrias obtener una
mejor aproximacién atn?

Esta ultima aproximacion mejora el cdlculo de
la distancia recorrida. Argumentamos esto al ob-
servar que la variacion que se da en los valores
de la velocidad en cada subintervalo es menor
ahora, ya que se ha considerado menos tiempo
en el que puede variar la velocidad. Esto hace de
ella una mejor aproximacion que la obtenida en
el inciso c).

Podemos generar una mejor aproximacion si
consideramos un mayor niimero de subinterva-
los en que se divide el intervalo original [0, 4];
esto siempre actuando bajo el supuesto (que
resulta natural) de que los valores de la veloci-
dad varian menos entre si cuando consideramos
un intervalo de tiempo cada vez mds pequeiio.

La problemdtica

2)

h)

Analiza la situacion para que decidas si la aproxi-
macién que se ha obtenido de la distancia reco-
rrida por el automévil es mayor o menor que di-
cha distancia.

La aproximacion obtenida de c¢c. 7955 metros
es mayor a la distancia recorrida por el automo-
vil, porque en cada subintervalo de tiempo consi-
deramos el dato del valor mayor de la velocidad
al que se llega en ese subintervalo. Como supusi-
mos que este valor se mantendria constante, los
valores de la velocidad que se consideraron para
calcular la aproximacion son realmente valores
mayores a los que llevaba realmente el automo-
vil en cada subintervalo. Para hacer esta consi-
deracion es clave tomar en cuenta la situacion
real planteada en el problema que nos asegura
que los valores de la velocidad estdn disminu-
vendo a medida que transcurre el tiempo.

Supongamos que la causa del frenado del auto-
movil fue haber observado una vaca parada en
medio del camino. Supongamos que la vaca es-
taba justo a &7 metros del automévil en el mo-
mento en que inicia el frenado. La aproximacién
obtenida para la distancia recorrida por el auto-
movil, jte permite asegurar que la vaca no fue
atropellada? Argumenta tu respuesta.

La vaca no fue atropellada porque la aproxima-
cion de la distancia recorrida por el automovil
es un valor mayor que dicha distancia. Si le
llamamos 4, entonces d<66.7955 y como
667955 <&F entonces d <e&#. El automovil
se paro antes de impactarse con la vaca, ;qué
tanto antes? eso no lo sabemos con precision pero
si sabemos que se detiene en una posicion menor
que ¢ 7955, por tanto menor que &7.

—_— — \)\\ m
[ S

_— \)\\

T Teian M




|

oMA NoTAl .o

T Tmr—

2 ,

. SL/\/!JIS a dividiy, cancelay
lasegurate de g hace

Ho entre ceppi

M o

/ /W/W

Wetltem /,,/VL

v % V\zVLb/(

— TS et —

/

El problema de medir se reduce, en una primera
instancia, al problema de contar:

se elige una unidad de medida y se trata de ver
cudntas veces esa unidad estd contenida en la
magnitud que buscamos medir.

Piensa, por ejemplo, en medir el filo de tu escritorio
utilizando “una cuarta”, es decir, considerando como
unidad a la longitud entre las puntas de tu dedo pulgar y
mefiique al extender tu mano.

Seguro te dards cuenta que este proceso, en general, no
es suficiente, porque puede ser que la medida buscada no
sea un multiplo de la unidad.

Es comdn que quede un resto de la magnitud sin medir,
una parte restante que queda del todo.

En ese momento se requiere subdividir a la unidad
original en un cierto nimero de partes iguales. Se toma

AN

SUWAD: =T
10 Qué estuvo WAl

.Sabias quc?...

ey

T— =X £ -

L 2!

una de ellas como unidad para
medir con ella el resto de la
magnitud.

Cuando la unidad de

medida se asocia con el nimero
1y ésta se

divide en « partes iguales, se

o=
ssssssng

, 1

genera la subunidad — .
n

m

Si la medida de la magnitud se asocia con el nimero L

. . 1

esto significa que la subunidad — cabe “/ veces” en la
n

g aL m

magnitud: » [ —|= —.
n n

Después de realizar varias veces esta accién de subdividir
la subunidad para medir el resto...

2quedard adn un resto sin medir?

)

GENERALIZACION Y USO DE LA NOTACIGN MATEMATICA

En esta situacién problema hemos considerado la dis-
tancia recorrida por el automdvil respecto al tiempo
y calculamos un valor aproximado de la misma que
fuimos mejorando conforme obteniamos mas datos
de la velocidad. Conviene en este momento valorar
el uso de un recurso tecnolégico, como la hoja de

... aqul se introduce
la formula de v (&)

t v (t) v (E)At
0] 20.000 20.000
1 19.265 19.365
2 17321 17321
= 13.229 13.229
... aqul se tntroduce N -
4 0.000 0.000

la formula que agregn
At o la celda de arviba

célculo, en el que podemos realizar de manera auto-
matica los célculos expresados en el procedimiento
numérico que hemos estado recreando. En seguida
aparece la imagen con cierta organizacién de la in-
formacion que te proponemos realices en la hoja de
célculo que tengas a la mano.

... agqut se caleulan los
productos manteniendo
la veloctdad constante

At
1 p
... aqul se suman Los
4 primeros datos de la
tevcera columna
Ax = distancia
aproximacion 69.9142
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. abfa s que? Observamos que en cada celda de la tercer columna se utiliza la idea de
CI S considerar la velocidad constante en el intervalo que comienza en el valor
. de ¢ del mismo renglén y acaba en el valor de t del siguiente renglén;
Los nimeros enteros resulian por ejemplo, en el intervalo de tiempo de ¢ = 1 a t = 2 la velocidad
al agregar a los naturales el . o
: . constante 19.265 metros/segundo provoca un cambio en la posicion de
némero O y los negativos de - i
ke mimEre mefrelk 19.265 metros dado que At = 1. De esta forma, basta sumar los prime-
ros 4 renglones de la tercer columna para obtener la aproximacién de la
2={..~4-3,-2,-1,0,1,2,3 4.} distancia recorrida hasta ¢ = 4.
La ventaja de contar con este recurso es que de una manera sencilla podemos
obtener la mejora en la aproximacién al cambiar el dato de A ¢ por 0.5
y prolongar el efecto de las operaciones declaradas en la hoja de célculo

Los niUmeros racionales
resultan del cociente (division,
razén) de dos nimeros enteros

claro, siempre y cuando el hasta obtener el renglén donde el tiempo llega a 4 segundos. La certeza
denominador no sea 0. de que el dato A¢ = 0.5 brinde una mejor aproximacién de la distancia

m lo seguimos apoyando en el hecho intuitivo (pero no obvio) de que la va-
Q={; tal quem, n e Z,n # 0} riacion de los valores de la velocidad en un intervalo menor de tiempo es

menor a la variacién que puede tener en un intervalo mayor de tiempo.
Habrd ocasién de ahondar en esto posteriormente. Por el momento
' vale la pena que realices en tu propio recurso tecnoldgico el cambio de
At = 0.5, prolongues las operaciones en el archivo electrénico y compa-
res con la tabla que en seguida presentamos.

- -~ .

ssessegs
Y S

t V(t) V(E)At At

A 0.0 20.000 10.0000 0.5

M 0.5 19.843 99216
W 1.0 19.265 9.6825

ractonales 1.5 18.540 9.2702

ente
W 2.0 17321 L.6603
W 2.5 15.612 FL062
Mfo’w/

para denotar

w 8.5 9.682 4.8412 Ax = distancia
4.0 0.000 0.000 aproximacion 66 F964

~ —*lawzge  Lanuevaaproximacion obtenidaes ce.79&4 vy difiere un poco de la que
M calculamos manualmente, la razén es que estamos permitiendo al recurso
W tecnoldgico que considere todas las cifras decimales que puede utilizar, lo

3.0 13.229 6.c144

1o ineluge ol nzners 5 que hace nuestra aproximacion mds certera. Acostumbrandonos a manejar
W este recurso tecnoldégico y considerando una cantidad de cifras decimales
M\ fija (2, 4 o0 5 decimales) para obtener nuestras respuestas, podremos
-denominader mzon— | comparar los resultados obtenidos sin problema.
\ﬁ\

T ] Nuevamente la hoja de calculo nos invita a mejorar la aproximacién para

la distancia recorrida por el automdvil antes de quedar en reposo. Con un
At = 0.1 obtenemos la aproximacion de la distancia &=.72£95 metros,
que es menor al valor obtenido anteriormente y es mds cercano al valor
exacto de la distancia. Interactia con tu propia hoja para que compruebes
el dato que te damos.
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Estd haciendo falta que compartamos una manera mentando y poder generalizarlo. Para ello, debemos
de denotar el proceso numérico que estamos imple- hacer algunas precisiones.

Primera precision.

La distancia recorrida por el automévil puede ser considerada como el cambio de su posicién x, donde la posicién
inicial es 0. Estamos fijando el origen del sistema coordenado en el que se mueve el automdvil justo en donde
éste se encontraba al aplicar los frenos.

De esta manera, el valor de la distancia recorrida puede denotarse como A x y siendo que el cdlculo se hizo de los
o alos 4 segundos, podemos sefialar esto como

Ax[o, 4]

que se lee: “el cambio de la posicién en el intervalode 0 a 4”.
Habiendo considerado la subdivision del intervalo de tiempo en £ subintervalos, calculamos que

Ax[o, 4]=A x[o, o.5]+ A x[og, 1]+ . +A x[g, 3.5]+ A x[3.5, 4]

Ax[o, 4]:\/(0) (65)tv(0.5)(05)+..+v(3)(0.5)+v(2.5)(0.5)
La expresion anterior invita a pensar el cambio de la posicion en el intervalo [0, 4] como una acumulacién del
cambio de la posicion en los consecutivos € subintervalos que se determinan.

Apoyandonos en la siguiente figura podemos generalizar la expresion del cambio de la posicidn en el intervalo de
tiempo [0, 4] introduciendo la notacién ¢ para enumerar las divisiones que se hacen del intervalo. Observa que
t coincide con el valor inicial del tiempo y ¢ con el valor final del tiempo, en este caso, 4.

t t } } > tlempo

Utilizando la declaracién de los puntos de subdivisién escribimos en seguida el cambio de la posicién en el inter-
valode 0 a 4 y su aproximacion:

A}([O, 4:|z
V(E)At+v(E ) At+v(E JAt+v(E ) At +v(E DA t+V(E ) At+v(t )At+v(t. ) At

Axlo, z#]ziv(tH At

Observa que en la expresién para la sumatoria hemos utilizado el subindice ¢ que varfade £= 1 a ¢ = € ha-
ciendo que el dato de la velocidad se calcule en ¢ generando ¢, ¢ hasta ¢, porque v(t) es el dltimo valor
de velocidad que debe considerarse para mantenerle constante en el dltimo subintervalo [t , ¢t ] =[2.5, 4].
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Segunda precision.
Pensar que el cdlculo del cambio que se acumula en el intervalo [0, 4] fuese calculado en el intervalo

[o, 24], en [0, 2], 0 [0, 2.5], en general en cualquier tiempo ¢t posible para la situacidn, nos sugiere
generalizar la manera de denotar el cambio acumulado de la posicion en el intervalo [0, ¢] como

A x[o, t]ziv(tﬁ_l JAt

Pero esta expresion estaria considerando que el intervalo de tiempo [0, t] fuese subdividido en £ subin-
tervalos, sin embargo pensando en la mejora de la aproximacién del cambio acumulado, propongamos en
seguida una subdivision general del intervalo [0, ¢] que sea de ~ subintervalos de igual longitud.

La longitud del intervalo [0, ¢] es t y subdividido [0, t] en « subintervalos generard longitudes iguales

t
At=—,
. . Vl’
como lo representamos en la siguiente figura:
At At At At
—t+— +— +— > tlempo
t=o0 t ¢ £t t t=t

Apoyados en la figura anterior expresamos:

Axlo t1=Ax[t t 1+Ax[t t1+..+ Axlt_ t1+. . +Ax[t_,t ]

Ax[o tl=v(t JAt+v(t )At+. . +v(t_ JAt+..+v(t_)At

Ax[o,t]= D v(t_)At

Observa nuevamente que la notacion de sumatoria utiliza el subindice £ que al variarde /=1 a = n pro-
duce los valores para la velocidad desde ¢ hasta ¢t donde v(t ) es el ultimo valor de velocidad que se
mantiene constante en el dltimo intervalo [¢ , ¢ ] que terminaen ¢ = ¢

Tercera precision.

Un ultimo paso hacia la generalizacion consiste en transferir el proceso numérico que hemos generado en
el contexto real del movimiento en linea recta al contexto general de una magnitud de interés que varia con
respecto a otra magnitud:

La posicion x representa a la magnitud M y el tiempo ¢ ala magnitud x de la que depende M.

Generalizacion
Sea M una magnitud que depende de la magnitud x y cuya razén de cambio r (x) es
conocida. El cambio acumulado de M en el intervalo [0, x] se denata por AM [0, x]

y Se aproxima mediante:

AMlo, x] = 2 r(x_)A x

=T
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Problemas
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En un tanque circular se comienza a introducir agua de tal mane-
ra que el comportamiento de la razén de cambio del volumen de
agua con respecto al tiempo estd modelado mediante la funcion

r(t)=4/t +t litros por minuto.

a) Construye una tabla para los valores de la razén de cam-
bio del volumen en los instantes desde ¢ = o, 1, 2, 3, 4. . . hasta
t= 10. Utiliza un recurso tecnolégico como una hoja de calculo para obte-
ner los valores aproximados a 5 decimales.

En el contexto que estamos considerando, la magnitud bajo estu-
dio es el volumen de agua en el tanque, el cual depende del tiempo.
Asi, V representa al volumen y x representa al tiempo. En la hoja de
cdlculo, anexamos la columna del tiempo y en seguida introduci-
mos la funcién de la razén de cambio del volumen evaludndose en los
instantesde t = 0 a t =10

0 0

1 i

2 3162

3 SA4AFF
g24¢c

5 11.402
2 14.900

b 12708
I3 22.804

9 2166
10 31.780

b) Calcula con ayuda de la hoja de célculo la aproximacién del cambio de volumen ocurrido en cada uno de los
subintervalos de tiempo en que se divide el intervalo de los 10 primeros minutos del llenado del tanque.
La razon de cambio constante que consideres debe coincidir con el extremo izquierdo de cada subintervalo,
como lo sugiere la siguiente figura:
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.agqui ..aqui .agqui ..aqui .agqui
r (0) v (2) r(4) r (&) r ()
constante constante constante constamte cownstawnte
$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ > tiempo
0 1 2 = 4 5 & e 9 10
v (@) v (5) r ()
r (@) r(9)

Estamos utilizando la idea de mantener la razén de cambio constante en cada uno de los 10 subintervalos de
longitud At= 1 que se generaron. De este modo, podemos escribir:

Avio, 10l =r(0)(2)+r(2)(1)+r(3)(2)+...+r(9)(1)

Observa que r(0)(1) aproxima el cambio de V en el intervalo [0, 1], estoes AV [0,1] = r(0)(1), de manera
andloga se tiene AV/[1, 2] = r(1)(1), AVI[2, 3] = r(2)(1), yasisucesivamente hasta AV [9, 10] = r(9)(1).

El cambio acumulado del volumen en el intervalo [0, 10] es la suma de estos 10 valores. En la hoja de cdlculo
introducimos en la tercer columna estos productos de r(¢t) At :

T e |
O O

1 1414
2 3162
= 5477
4 g.246
5 11.402
2 14.900
7 18708

22.804

9 27166

10 31.780

0.000

A ALt

2162

B5AFF

L2406

11.402
14.900
18708
22.804
27166

31,780

z

OMA NoTal

€ \/QLOV ﬁ%f Se Mﬂ OthVLL/Qb
%

_Hsoamn, —
e

r
Pero st incLqu el dltiy,
0.
No se Sumg 31.79p

AV = volumen

¢) Nuevamente, usando el recurso tecnoldgico calcula la aproximacion del valor del volumen de agua que ha
entrado al tanque en los primeros 10 minutos. Denota en papel el procedimiento utilizando la notacién de
cambio de volumen AV ytiempo A¢ ademas del simbolo de sumatoria 2.

En la imagen de arriba calculamos la suma de los cambios correspondientes a los 10 subintervalos en la casilla
sefalada. Denotamos el procedimiento asi:
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Avio10]= X rt At

donde t =0,¢t =1,¢t =2,..., t, =9 y t, =10 yportanto At=1.

d) Aldividir cada subintervalo en dos, el calculo aproximado del volumen de agua en el tanque mejora porque
se toman en cuenta un mayor numero de datos y los valores de la razén de cambio son mas cercanos a los
reales que los anteriores. Realiza esta subdivision utilizando el recurso de la hoja de calculo y obtén una
mejor aproximacion del volumen de agua acumulado en los primeros 10 minutos en el tanque. Utiliza las
notaciones de cambio y sumatoria para expresar tu procedimiento en papel. Respuesta con 5 decimales.

La imagen siguiente muestra el desarrollo en la hoja de cdlculo con la mejora de la aproximacion expresada con
5 decimales:

I I I I
O O 0.5

0.000
0.5 0791 0.395
1 1414 0.F0F
1.5 2.208 1104
2 3162 1.581
2.6 4257 2129

2 5477 2729 'ﬂ"' A
R
0.0
4 g246 4123 W
4.5 9779 4.229 %

5 11.402 5701 coweorin e Vo
8.8 13.110 6.555 mt%%ﬁ@o
2 14.900 F450 /@M
e.5 16767 2382 /
> 18,708 9.354
#5 20721 10.361
g 22.804 11402
g5 24.952 12476
9 2Flee 12.563
Av=
9.5 29443 14721 volumen
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Observamos ahora 20 renglones en la hoja de cdlculo, uno para cada uno de los 20 subintervalos que se deter-
minan al dividir el intervalo de tiempo [0, 10] utilizando At = 0.5, medio minuto.

e) Calcula una mejor aproximacion dividiendo cada subintervalo de longitud 1 en 10 subintervalos. Denota
adecuadamente tu procedimiento en papel. Respuesta con 5 decimales.

La siguiente imagen captura el inicio del documento y el final del mismo, donde aparece la mejora del cdlculo del
cambio acumulado en [0, 10] habiendo considerado At = 0.1

I I N N T
O O o1

0.000
01 0.218 0.022
0.2 0456 0.046
0.3 0.572 0.057
04 0.681 0.068
0.5 0.791 0.079
0.6 0.903 0.090

o oma NoTAl

Es muy ¢f ;
0.2 1145 0115 I
1 1.414 0441 W
M

de la Simatorig para

9 27166 = e (A
elulr todg | columumg
91 2Fete e o ePeddateaeel 1
9.2 28.069 =87 | |

9.3 28.525 2.852
94 28982 2.898
9.5 294432 2944
9.6 29.905 2991
9F 30.371 3.037
8.2 20.238 3.084
9.9 31.308 3131 Av = volumen
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En esta ocasion se trata de 100 renglones en los cuales, consecutivamente, se van acumulando las aproxima-
ciones del cambio del volumen de agua que se va acumulando cada At = o.1, esto es, cada décimo de minuto.
Setiene unaaproximacion delvolumen deaguade 127.z2¢59 litros que mejorala aproximacion calculada con
At = 0.5 yaqueen un décimo de minuto seguramente es menor la variacién de los valores de la razén de cam-
bio comparando con la variacion en medio minuto, por ende, los datos que estamos considerando para calcular
la aproximacién del cambio de volumen en el tanque son mds cercanos a los valores reales de la razén de cambio

del volumen.

f) Analiza la situacién para que decidas si las aproximaciones que has obtenido del volumen de agua acumula-
do en el tanque representan un valor mayor, o bien, menor que el volumen acumulado a los 10 minutos.

:Sabias quc’?

Desde el punto de vista légico formal de
las Matemdticas, hay tantos nimeros na-
turales como los hay enteros.

Esto pudiera parecer que va en contra de
nuestra intuicién, en el sentido de que de-
bieran ser mds nimeros enteros porque
se incluyeron los nimeros negativos a los
naturales.

La igualdad en la cantidad de elementos
de los conjuntos Ny Z se decide a partir
de establecer una correspondencia biyec-
tiva entre ellos, lo que quiere decir que
puede establecerse una relacién entre
estos dos conjuntos de nimeros, donde
cada natural corresponde con un Gnico
entero y cada entero con un Gnico natu-
ral... y ni sobran naturales... ni sobran
enteros.

La nocién de cardinalidad de un conjunto
surge con el estudio de los conjuntos infi-
nitos. Resulta que la cardinalidad de los
nimeros racionales Q es también la mis-
ma que la de los ndmeros naturales N,
que es la misma de los nimeros enteros

Z... zhabré un infinito “mds grande”?

ssssssis

Los datos de la razén de cambio del volumen de agua que va entrando
al tanque nos aseguran que dicha razén de cambio va en aumento.
Por tanto, cada vez que consideramos un subintervalo en el intervalo
[0, 10] ydecidimos mantener constante la razén de cambio segun el
valor que toma en el extremo izquierdo del subintervalo, estamos su-
poniendo un valor que es menor que los valores que toma la razén en
los elementos de ese subintervalo.

Por ejemplo, en la tabla anterior, considerando el pentltimo renglén
que expresa el procedimiento en el intervalo [9.9, 10], mantuvimos
la razén de cambio como =1.z0¢g litros/minuto, que es el valor que
tomaen t= 9.9, el cual es el menor valor que toma la razén de cam-
bio porque después de t = 9.9 la razén de cambio va en aumento.

En consecuencia, el valor aproximado del cambio acumulado de volu-
men que hemos calculado es un valor que es menor al cambio acumu-
lado de volumen, es decir, en realidad el cambio acumulado de vo-
lumen en los primeros 10 minutos es un valor mayor a 1273859
litros.

g) Tomando en cuenta esta Ultima mejora en la aproximacién y que
la capacidad del tanque es de 127 litros, jpuedes asegurar que
el tanque se ha desbordado para los 10 minutos? Justifica tu
respuesta con argumentos adecuados.

Efectivamente, el tanque se ha desbordado para los 10 minutos ya
que la aproximacion que hemos obtenido para el volumen acumula-
do es mayor a 127 litros; en realidad la acumulacion de volumen de
aguaes mayor a 1273859, y porende, mayor a 127 litros.
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suficientes para resolver el problema de medir...
pero no son suficientes tedricamente, ; por qué 2
& ... porque hay medidas que no corresponden con un
némero racional.

FILM FILM
Los ndmeros racionales son préacticamente sssssass
-‘;-‘_ .' _‘-'

Considera el cuadrado de lado 1y piensa en su
diagonal

La longitud de la diagonal se puede calcular con el
Teorema de Pitégoras:

(1)2 + (1)? = (diagonal)?

lado =1

De ahi se obtiene que la diagonal mide V1+1=+2 ...

En la teoria estd demostrado que este ndmero +/2 es un nimero irracional, es
decir, no es un nimero racional.

emostrar la “irracionalida e+/2 no es simple, requiere del uso de la légica
D trar la * lidad” de v2 | del uso de la |

deductiva. Nuestro propésito aqui no es demostrarlo, sino mds bien, mostrarte que @
la “incompletez” de la recta numérica queda en evidencia con sélo considerar el

nGmero irracional /2 .

recta numérica

Ademds de los racionales, existen otros nimeros que "habitan" también en la - L
recta numérica... zserdn muchos?

N

p .Sabias quc?. -

El infinito que expresa la cantidad de elementos en los conjuntos N, Zy Q es el mismo.
Matemdticamente, se dice que estos tres conjuntos tienen la misma cardinalidad. Pero no
ocurre asi con los nimeros irracionales, su cardinalidad es diferente.

Cuando a los nimeros racionales Q@ agregamos los irracionales Q" se forman

los nOUmeros reales:

R=QUY

sssssnng

y con ellos, con R, se completa la recta numérica sin dejar hueco alguno... como sucederia
si s6lo considerdsemos a los nimeros racionales Q.

... aqui hay un
t némero, a lo mejor
0 1 V2 racional, o irracional...
jpero lo hay!

En Matemdticas se dice que los nimeros reales R son un campo ordenado y completo.

Pero la cardinalidad de los nimeros reales es diferente a la de los nGmeros racionales... e inevitablemente esto nos dice
que... jhay de infinitos... a infinitos!

No cabe duda que el simbolo GO representa mucho mds que lo que nuestros propios sentidos puedan percibir y nos
puedan informar.
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Problemas
PROPUESTOS — UnibAD 1T TEMA -2 ————

ﬂ

ProeLEMA 1

Un tanque de 150 centimetros de altura se comienza a vaciar de tal manera que el comportamiento de la razén
de cambio del nivel del liquido con respecto al tiempo queda modelado mediante la funcion

r(t)=+/x"+1 —1 centimetros/minuto.

a) Calcula el cambio acumulado del nivel en los primeros 5 minutos del llenado. Utiliza una hoja de calculo
dividiendo el intervalo [0, 5] en subintervalos de longitud At = 0.1 yrealiza los calculos con = decimales.

"SOJJWIIUID £ 3 1SOJNUIW S SOJaWILId SOJ U3 [aAIU 9P 0IQUIDI [ap UQIdDbWIX0IdY
:eysandsay

b) Calcula el cambio acumulado del nivel en los siguientes 5 minutos del llenado. Utiliza las mismas especificacio-
nes que en el inciso anterior.

"SOUJAWIIUSD £6S TS (SOINUIW S S23UBINBIS SO| Ud [dAIU 3P OIQUUDD [3p UOIIDWIX0IdY

:e)sandsay
¢) Compara ambas respuestas y argumenta si la diferencia era de esperarse y por qué razén.

‘22212 01qUIbD op UQZbI D]

:e)sandsay

PRoBLEMA 2

Un coche frena bruscamente de tal forma que deira =5 metros/segundo (12& kildmetro/hora) llegaa .07 me-
tros/segundo (aproximadamente 1/4 kildémetro/hora) en 7 segundos.

L 25 . L )
a) Comprueba que la funcion v (t) = — cumple con la informacién dada y supén que modela el compor-
107 +1

tamiento de la velocidad del coche.

TTLO = (£) 1 '92 = (O
:eysandsay

b) Calcula un valor aproximado del cambio de la posicién (distancia recorrida) del coche en el intervalo de tiempo
delos 0 alos 7 segundos. Divide el intervalo [0, 7] en 14 subintervalos de igual longitud. Utiliza la notaciéon
matematica adecuada y una hoja de célculo para realizar las operaciones.

'S0NPW +3T° 2T 3P ugIDWIX0Idy

:eysandsay




¢) Calcula nuevamente un valor aproximado del cambio acumulado de la posicién en [0, 7] pero dividiendo
este intervalo en 2¢ subintervalos de igual longitud. Argumenta por qué ésta es una mejor aproximacioén que

la obtenida en el inciso anterior.
'S0JJPW #9Z TZ 3p UIdbWIXoidy
:eysandsay

d) Siel coche se dirigia a un letrero ubicadoa 20 metros de donde comenz6 a frenar.

¢Puedes con la informacién obtenida en el inciso anterior asegurar que se estrellé con el letrero?
upinbasp apand as oN

:eysandsay
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1.8/

Calculo del Valor exacto
del cambio acumulado.
Modelo polinomial

En este tema aplicamos el método numérico surgido en el tema anterior para llevarlo a sus
dltimas consecuencias (cuando el niimero de subintervalos crece cada vez mas) y capturar el
valor de la magnitud bajo estudio; esto para el caso en que la razén de cambio esta modelada
mediante una funcion potencia natural. El uso del recurso tecnoldgico de la hoja de calculo
permite realizar conjeturas sobre la funciéon que modela el comportamiento de la magnitud
bajo estudio, provocando la transferencia de la informacion numérica en algebraica. Se infiere
la relacion algebraica entre razén de cambio y magnitud (modelada por una funcién potencia
natural) de tal modo que, dada una razén de cambio, pueda identificarse automaticamente la
magnitud que reconstruye, y a su vez, dada una magnitud, se identifique automaticamente
la razon de cambio que le corresponde. Se propone el contexto real de llenado de un tanque
para motivar la ampliacion del conocimiento de la correspondencia anterior para el caso
de funciones polinomiales. Finalmente, se establece el modo de calcular el Valor exacto del
cambio acumulado para el caso del Modelo polinomial en un intervalo [a, b] de variacion de la
variable independiente.

Situacion ProBLEmMA 1.3 cada intervalo del tipo [0, 1], [0, 2], [0, 2] y en
) ) general [0, ¢], coincide con el valor del volumen v a
En un tanque vacio se intro- los 1,2, =, yen general, ¢t minutos.

duce agua de tal modo que la
razén de cambio del volumen
de agua con respecto al tiem-
po se comporta de acuerdo a
la funcién r(t)=2t litros/
minuto (la razén de cambio
es proporcional al tiempo).
En esta situacion, el cambio
acumulado del volumen en

a) Utiliza una hoja de célculo para aproximar el
valor del volumen que se registra en el tanque
a medida que pasa el tiempo en los primeros
10 minutos y considerando intervalos de tiem-
pode At =1 minuto. El valor de la razén de
cambio que mantendrds constante se elige en
el extremo izquierdo de cada intervalo. Mues-
tra los valores en la siguiente tabla:

;E«'[E'Ejﬂ'l'l?ll—;ii-ﬂlH#HE—EHI-’I,
t 6 1 2 2 4 5 &6 #F £ 9 10

aproximacion
v (8)
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Introducimos en una hoja de cdlculo la informacion como sefialamos a continuacion:

...aqut se caleula La aproxima-
.. aqui se clow del canbio acumulado del

lncari 1 volumen en [0,1]
..aqul se teclen

formula 2t B
el volumen inictal

...aqut se declara
la Longitud de Los
subintervalos por

0
-_.‘-‘- o
-
) ) ) 1

Volumen inicial

0]

1 2 2 0]

2 4 4 2

3 & & &

4 o o 12 ...a0ut se aproxima

el volumen en t = 1
= 1o 1o — al sumar al volumen
& 12 12 20 inicial el valor aproximado
> 14 14 40 del camblo de volumen
en [0, 11

< 16 16 56
9 12 12 72
10 20 20 90

...aout se aproxima el
volumen en t = 10 al sumar
al volumen en t = 9 (que es

#2) el valor del canbio del

volumen en [9, 101

..aqul se calewln La
aproximacion del cambio
del volumen en [9, 101

Los datos calculados nos permiten aproximar los valores del volumen que expresamos en seguida en la tabla.

b) Mejora los célculos del archivo que hemos del volumen calculado en 10 subintervalos
generado utilizando el intervalo de tiempo mds pequefios comprendidos entre el © y el
At = 0.1 minuto. De este modo, los valores 1,el 1y 2, el 2 y = yasisucesivamente.
del volumen en los tiempos sefialados en la Registra los valores en la siguiente tabla:

tabla, son el resultado de acumular el cambio
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El archivo electronico modificado con el dato de At = 0.1 debe prolongarse hasta encontrar el valor de t = 10;
en él hemos sefialado los valores para registrar en la tabla.

[ [ 0.00

Volumen

inicial o

Tema 1.3
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En la hoja de cdlculo hemos sefialado los valores que aproximan al volumen en los primeros 10 enteros,
escribimos en la tabla la nueva informacion.

- -

2 =) 4

5

2

7

g

9

10

¢) Realiza una dltima mejora en la hoja de calculo utilizando un intervalo de tiempo de A+ =0.01 y registra los
valores en la siguiente tabla:

En la hoja de cdlculo sustituimos el valor de At = 0.01 y prolongamos los cdlculos con las formulas previa-
mente insertadas hasta alcanzar el valor de t = 10. Copiamos partes del archivo de las que recuperamos los
valores de la aproximacion del volumen en los primeros 10 enteros.

0.01

ey

1.01

Lk

2.01

299

2.01

=0

4.01

48 ° Unidad 1

0.02

1.92

2.02

2.9¢

4.02

598

.02

798

8.02

o0.0000 \olumen inicial

0.0002

0.0198
0.0200
0.0202

0.0298
0.0400
0.04022

0.0598
0.0600
0.0602

0.0798
0.0800
0.0802

La problemdtica

)
0.0000

09702
0.9900

1.0100

2.9402
3.9200
4.0200

8.9102
8.95700
9.0300

15.8802
15.9€00
16.0400

0.01

v()=099

v(2)==.92

v(2)=297

V(4)=159

)

+99  9.9%
5 10
5.01 10.02
599 1198
6 12
6.01 12.02
699 1292
7 14
FO01L  14.02
799 1598
g 1o
g01 16.02
0| OO
9 1%
9.01 1802
999 1998
10 20

0.0998

0.1000
0.1002

0.1198
0.1200
0.1202

01398
0.1400
0.14022

01598
0.1600
0.16022

01798
0.1800
0.1802

0.1998

0.200

24.8502
24.9500
25.0500

25.8202
25.9400
26.0600

427902
48.9300
49.0700

37602
£3.9200
&4.0800

80,7202
80.9100
£1.0900

997002
GBee

V(5)=24.95

v(e)=z2594

V(#)=429=

v(g)=e3.92

v(9) =209t

v(10)~ 99.90



Capturamos los valores aproximados del volumen en la siguiente tabla.

= 4 5 & 7

g 9 10

392 297 1596 2495 3594 4893 6392 €09 999

d) Utiliza ahora la hoja de célculo para que canceles los decimales de tal

modo que obtengas los valores redondeados a enteros, simulando con
ello un proceso de aproximacion cada vez mejor, a un grado tal que la
tendencia de los valores sea el estabilizarse en esos enteros. Registra
los valores en la tabla de abajo y observa su relacién con el correspon-
diente ¢, tratando de identificar un patrén de comportamiento entre
los valores de t ylosde V/(¢).

Observando la hoja de cdlculo en los valores enteros de t y quitando
los decimales en el valor aproximado del volumen, se infiere un patron
de comportamiento entre t'y V/(t), asaber, V(t)=t pues los va-
lores de Vv (t) coinciden con los cuadrados de los valores de t.

e)

La funcién Vv/(t) que hemos reconocido representa la posibilidad de
un proceso de mejora llevado a sus tltimas consecuencias, de tal modo
que puede compactarse en una expresion algebraica.

Hasta ahora, siendo la razén de cambio del volumen modelada por
r (t)=2t hemos determinado que el volumen se comporta de acuerdo
al modelo v (t)=t"

Ahora bien, si suponemos que inicialmente el tanque contaba con 20
litros de agua, ;qué funcién representard al volumen a los ¢ minutos?
En general, si el volumen inicial en el tanque fuese v/, litros, ;qué
funcién modelara el comportamiento del volumen en cualquier tiempo
admisible de ¢?

Para cada valor de t, la funcion V(t)=t" repre-
senta el niimero de litros acumulado en el interva-
lo [o, t] pero si inicialmente se tienen 20 litros en
el tanque, es de esperarse que el comportamiento del vo-
lumen se modele con la funcion V/ (t) = 20 + t~ en ge-
neral, si se denota el volumen inicial como v(o) =V

1]

podemos proponer la funcion V/(t) = V, + t~

20 litros

Tema 1.3 Cdlculo del valor exacto del cambio acumulado. Modelo polinomial ® 49




:Sabias que?...
P I

Para el desarrollo de competencias matematicas es recomendable realizar procesos . AT
de reflexién donde constantemente estemos forzandonos por integrar informacién. Esto '
sugiere una actitud critica por adelantarse a los hechos y conjeturar, por identificar
regularidades o bien, diferencias, por sugerir patrones de comportamiento, por analizar
contraejemplos, por sintetizar resultados, por buscar ante todo un sentido en lo que vamos
discerniendo. La Matemdtica es un campo ideal para desarrollar nuestro pensamiento.

AT )

/) Supongamos que en el tanque inicialmente hay =25 litros de
r(t)=2t g r(t)== agua y que aparte de la llave que aumenta el volumen a ra-
zén de r(t)=2t una segunda llave estd introduciendo agua

también, pero a razén constante de = litros por minuto. ;Cual
seria la funcién que modela el comportamiento del volumen de
agua en el tanque a los ¢ minutos?

25 litvos

Siactiia la llave que arroja agua con razon de cambio r (t) =2t
litros/minuto e inicialmente hay 25 litros en el tanque, sabe-
mos que el volumen se modela como V (t)=25+t". La pre-
sencia de la otra llave debe afectar esta expresion al aportar un
aumento del volumen por su causa. Si esa segunda llave actiia
bajo una razon de cambio constante, esto debe provocar un au-
mento del volumen proporcional al del tiempo, AV =z At de
ahi que su aporte en la expresion del volumen debe ser del tipo
que hemos analizado en el tema 1.1, es decir, una expresion
lineal, del tipo = t. Asi, concluimos que tomando en cuenta el
efecto de ambas llaves, la funcion que predice el volumen de
agua en el tanque a los t minutos es: \/ (t)=25+z2t+ .

r(t)==+2t Podqnos pensar la situac.io’n de una forn.m global de modo que
consideremos la presencia de una magnitud (el volumen) cuya
razon de cambio con respecto al tiempo es r(t)==+2t . La
expresion correspondiente para el volumen, siendo el dato ini-
cial de este 25 litros, es V (t) =25 +3t+t".

25 litvos

V(t)=25+z3t+t”

50 © Unidad 1 La problemdtica




GENERALIZACION DE LA Situacion ProBLEMA 1.3

En la situacion problema que hemos analizado avanzamos en dos direc-
ciones. La primera, es en dar respuesta a la problemadtica de prediccion
al construir la funcién V/(t) = ¢ en correspondencia con r(t)=2t.
La segunda, es aumentar al problema la presencia de otra llave que influye
en el comportamiento del volumen dada su razén de cambio constante
r(t)==.En ambas direcciones vamos a extraer consecuencias importan-
tes para generalizar.

Primera generalizacion

Vamos a transferir al contexto real del movimiento en linea recta la in-
formacion obtenida en cuanto al volumen del agua en el tanque. La ra-
z6n de cambio r(t)=2t es el equivalente de la velocidad v (t)=2t;
mientras que el volumen v/ (t)=¢t" es el equivalente al cambio de la po-
sicién x(t)=t". En este caso, ese cambio de posicion coincide con la
distancia recorrida, puesto que la velocidad, comenzando en o, toma sélo
valores positivos.

v(t)=2t

0 x(t)I: e

En esta linea de pensamiento analicemos lo siguiente. Resulta intuitiva-
mente claro pensar que si el objeto en movimiento, en lugar de la velo-
cidad v(t)=2t llevase la mitad de esa velocidad en cada instante ¢,
entonces seria de esperarse que recorra la mitad de la distancia que habia
recorrido. Expresado esto con la notacién matematica tenemos:

. 2t . t 1.
si v(t)=—=t entonces necesariamente x(t)=—=—t
2 2

...la waitad .
...la mitad

Por tanto, tenemos nuevas representaciones de la velocidad y posicion:

2

v(t)=¢ corresponde con x(t)= = o lo que es lo mismo,

1
v(t)=t corresponde con X (t)=—t
2
Y ;qué pasaria si la velocidad fuese el triple de la que lleva ahora? Espe-
rarfamos que la posicion sea el triple de la posicion a la que llegaba.
Entonces v (t)==t, corresponde con x(t)=z= L S
2 ) 2

...eltriple ...eltriple

Tema 1.3

4 x

ssssnneg

La Matemdtica cuenta con la
peculiaridad de que para interactuar
con sus nociones, necesariamente
abstractas (no tangibles), requerimos
realizar acciones sobre sus
representaciones; sea la numérica, la
algebraica o bien, la gréfica.

Pero ninguna de estas
representaciones, considerada en
forma aislada, nos provee de una
comprensién cabal de lo que la
nocién matemdtica engloba.

Esto plantea una dificultad para

su aprendizaje. Es necesario
aprender a interactuar con las
distintas representaciones y transferir
informacién entre ellas, lo que
requiere un proceso cognitivo de un
grado superior.

Si a lo anterior agregamos el uso
del lenguaije que necesitamos para
procesar informacién, notards por
qué resulta complicado entender
qué, cémo, cudndo y dénde aplicar
las nociones matemdticas para
resolver un problema en un contexto
real.

Tener capacidad de aplicar el
conocimienfo matemdtico en la
solucién de problemas en diversos
contfextos reales exige el desarrollo
de una competencia; no basta el
conocimientfo, se requiere mds que
eso para ser capaz de accionar
aquéllos procesos cognitivos que
permitan transferir informacién
entre las diferentes representaciones
matemdticas y el contexto real.

sssssens

sssssnag

)
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/_o“u Si generalizamos el razonamiento anterior nos preguntamos: jqué pasaria
w si la velocidad fuese “Ic” veces la que llevaba?
Wil YAZOW
w t kR
Es de esperarse v (t)=lt correspondacon x(t)=k|— [=—¢t
2 2
...k veces

...k veces

W
Agregando el dato de la posicion inicial tenemos que la velocidad

oL wodelo Lneal. -
modelada por la funcién v (¢) =kt corresponde con la posicién modelada

—
e . k.
IRy por la funcién )c(t)=,)<9+£t )

De manera general, siendo M la magnitud bajo estudio, podemos establecer
como un resultado la relacion algebraica que existe

entre la razon de cambio de una magnitud y la magnitud misma:
2
t

La razén de cambio r(t)=kt se corresponde con la magnitud M(t)=M, +k—
£
o0 lo que es lo mismo M(t)=M, +—t
2

Esta relacion se agrega a la ya construida en el tema 1.1:
La razon de cambio constante r(t)=r se corresponde con la magnitud m(t)=m_ +r ¢t

Una segunda generalizacion.
Al considerar el contexto real del llenado de un tanque pudimos asociar el

efecto de las dos llaves en una sola expresién para r (t) larazén de cambio

M r(t)==+2t corresponde con el volumen Vv (t)=25+zt+t".
w Abhora establecemos de un modo general la relacién entre razén de cambio
y magnitud de la siguiente manera:

e La razén de cambio, modelada por r(t) =r+k t se corresponde
. kR
= con la magnitud modelada por m(t) =Mg+ v t+—t7,

. 2
W Se rescata de esta relacion un resultado mas general:
W la suma de razones de cambio (» y kt) se corresponde con

EpreseV a

g 1o aAgniEus v :
W una suma de cambios acumulados por cada una de ellas

e rt y —t  en la representacion matematica de la magnitud.
-] 2
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Problem
~  COMPLEMENTARIQESSSS® 1111 B BR 11 S R

a) Genera una hoja de calculo en la que desarrolles el procedimiento numérico que hemos realizado para
calcular ahora el Valor aproximado del cambio acumulado de una magnitud M que depende de la mag-
nitud x y cuya razén de cambio esta modelada mediante la funcién r(x)zsxz . Observa que, nuevamente
en este caso, siendo la razén de cambio positiva, el Cambio acumulado de la magnitud en el intervalo [0, x]
coincide con el valor de la magnitud en x.

En el archivo debes considerar el valor inicial cero y abarcar los valores de x desde o hasta 10 y considerar
la longitud del intervalo Ax = 0.01 de tal modo que puedas identificar un comportamiento de los valores
de la magnitud M relacionado con los valores de x. Completa la siguiente tabla y conjetura cuadl funcién
modela el comportamiento de la magnitud.

Una ventaja adicional del recurso de la hoja de cdlculo es que nos permite aprovechar el documento que ya
hemos armado para la Situacion Problema anterior, de modo que basta que en él modifiquemos la formula que
se inserta en la razén de cambio para que los cdlculos se realicen de forma automadtica. Copiamos en sequida
algunas partes de ese archivo que incluyen el cdlculo del valor aproximado de la magnitud M en los primeros

10 enteros.
aproximacion de
I I TV i
0.0000 0.000000
0.01 0.0003 0.0000 0.000000
2.9403 0.0294 0.95564F
____
2.0603 0.0306 1.015050
11.8203 0.1188 F82129F
____
121203 01212 L.060100
2.99 26.8203 0.2682 26.59694F
s 270000 02700
z.01 271803 02718 27135150
477603 0A4FFC £2.282597
____
48.2402 04824 ©64.240200

Problemas complementarios ® 53
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F4F003 0.F4F0 123.87824F

F5.3002 07520 125275250
1076403 1.0764 214.282897
____
108.3602 1.0826 216.540300
©.99 146.5802 14658 240.79954F7
7 mpoooo 14700
F01 1474202 14742 243735350
#99 191.5203 19152 509.125197
& w2000 19200
g.01 1924202 1.9242 512960400
2424603 24246 FR5.3C084F
____
2432.5403 24354 F20.215450
9.99 299.4003 2.9940 995.506497

Capturamos ahora los cdlculos obtenidos en la tabla:

0.98505 F9401 26.86515 6376020

2 b g 9

S

124.62525

10

RU546030 34226535 511.0404 FRFEFLE545  998.5005

Al observar la tendencia de estos valores, y pensando que se acercan mds a un valor entero mayor, cada vez que
se refinan los cdlculos al considerar un A x mds pequerio, podemos visualizar en la tabla anterior los valores:

4 5 & 7 g

9

10

64 125 216 243 512 F22 999
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También podemos observar que, salvo el caso de x =9 y x =10, los valores de M (x) coinciden con el cubo
(potencia =) del valor correspondiente de x, de hecho en estos dos casos la coincidencia no se da por la diferen-
cia de una unidad.

9 10

33 103
=729 =1000

Si pensamos en la posibilidad de mejorar ain mds los cdlculos aproximados tomando un Ax menora o.01,
podemos conjeturar que la funcién que modela el comportamiento de la magnitud es M( x)= x" en correspon-
dencia con la razén de cambio r (x)=zx" .

b) Modifica el archivo que has generado en el inciso anterior para considerar ahora la razén de cambio de la
magnitud como r(x)=4x". Completa la siguiente tabla e identifica mediante una funcién el comporta-
miento de la magnitud.

Modificamos en el archivo anterior la férmula de la razon de cambio como r (x)=4 x~ y obtenemos los siguien-
tes renglones que entresacamos del archivo:

A A
i — - ----
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En el afdn de encontrar una relacién entre los valores aproximados de M (x) y x decidimos utilizar un valor
de Ax menora o.01, modificamos el archivo tomando Ax = 0.005 y de ese archivo obtenemos los valores
que reportamos en la siguiente tabla:

0.990025 159201
& 7 g 9 10

1293.8409 2394571225  4090.8816 6553712025  9990.0025

Cuando utilizamos A x = 0.001 observamos atin mejor la tendencia de estos valores; capturamos los datos de
la hoja de cdlculo en la siguiente tabla:

0.992001 15924004 20.946009  255.872016  ERAFS0025
e 7 g 9 10

1295.568036 2400.314049 4094976064 ©559.542081  999R.0001

Vale la pena hacer una comparacion con la siguiente tabla donde hemos colocado los valores de la potencia
cuarta de los primeros 10 enteros:

5

ef=129¢ F =2401 g'=409c  9*=eser 10" =10000

e e SEREEEEEE — =

Es clara la tendencia a estos valores en los primeros diez enteros cuando aplicamos el procedimiento numérico
alarazén de cambio r (x)=+ x" y considerando Ax cada vez mdsy mds pequeiio en la hoja de cdlculo.
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c) A partir de los resultados en los incisos anteriores conjetura cual funcion modelara el comportamiento de
. . 7 . 4
la magnitud si la razén de cambio fuese r (x)=5 x" .

Si r (X) =2 X correspondecon M ()()

y V()()=3)<2 corresponde con M()()

X
Xz
y r()() =4 x~ corresponde con M()() x5
es de esperarse que
r (x) =5 x" correspondacon M ()() =x" ...
d) Reconsidera el modelo lineal discutido en el tema 1.1 para integrar el caso en que la razén de cambio sea

constante con el tipo de correspondencia que estamos identificando en los nuevos modelos.

Sabemos que la razén de cambio constante ¥ (x) = r se corresponde con la magnitud M(x) =M, +r x.

En el caso en que el valor inicial sea ©= M, tenemos que ¥ (x)=r se corresponde con la magnitud
M(X)=r x Y siademds de esto se tuviese que v =1 entonces tenemos que ¥ (x)=1 se corresponde con
M(x)=x-

Finalmente nos resta considerar el caso mds particularen que v =0 .

Este resulta ser un caso intuitivamente claro en el siguiente sentido: si la razén de cambio de una magnitud fue-
se o, esto estaria expresando que no hay cambio en la magnitud y si no lo hay quiere decir que la magnitud
conserva siempre un mismo valor.

Matemdticamente podemos representarlo como M(x) =M, o bien, M(x)=C donde laletra c recuerda
que estamos ante una magnitud que se mantiene constante, y en este caso r(Xx)=0.
Hemos agregado a nuestro conocimiento que

r (X) =1 corresponde con M()c) =X

r(x)=0 corresponde con M(x)=C (constante)

’ .

ssessens

La historia de las Matemdticas nos muestra un "ir y venir" entre diferentes tipos de periodos.

En unos de ellos nos interesa descubrir y proponer nociones y procedimientos que, al aplicarse
en la realidad problemdtica que les inspira y obtener buenos resultados, adquieren validez y
permanecen.

Otros periodos, en cambio, estdn marcados por una actitud de reflexién en los fundamentos
tedricos de las nociones y procesos que justifiquen su existencia en la teoria matemdtica.
ssssnnng

Ha sido de este modo que la convivencia entre intuicién y rigor, particularidad y generalidad,
conjetura y feorema, juega un papel determinante para la construccién del conocimiento matemdtico.

Comprender el Célculo exige tener conciencia de esto e interactuar con él usando la intuicién, pero no dejando de lado el
andlisis y la reflexién teérica.

Desde los mismos griegos la problemdtica de lo infinito, lo continuo, lo medible, ha estado presente en la humanidad... y
es necesario que nuestro intelecto tenga que debatirse con estas ideas al comprender el Cdlculo y sus alcances.

AN /
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58 © Unidad 1

Generalizacion: procedimientos algoritmicos

Una nueva generalizacion surge del problema complementario que acaba-
mos de discutir si observamos con detenimiento los exponentes y coefi-
cientes en las expresiones matematicas recientes.

Cuando la funcién que representa a la magnitud tiene la forma del tipo
“variable x elevada a potencia natural”, escrito en lenguaje algebraico,
M(x)=x" donde n=1,23,... se tiene que su razén de cambio tiene la

forma y(x)=n x".

Si lo visualizamos de esta manera, podemos inducir un procedimiento
algoritmico para encontrar la razén de cambio cuando la magnitud esta
modelada como la potencia de x (la magnitud de la que depende).

Con un procedimiento algoritmico nos referimos a un conjunto ordenado
y finito de acciones algebraicas aplicadas a la funcién que modela a la
magnitud y que permiten llegar a expresar la formula de la razén de cam-
bio. En seguida lo proponemos.

ATTOTRTREBUNLLUEERY

.bajar n
" atrés de x
M(x)=x
Y restar 1
it al exponente
r ()=

Este procedimiento algoritmico relaciona algebraicamente a la razén de
cambio con la magnitud, de modo que podemos “derivar” rapidamente la
razén de cambio conociendo que la magnitud se modela con la funcién
potencia de x. Entrecomillamos la palabra derivar porque lo que que-
remos con ella ahora es hacer alusién a cierto significado coloquial de
“conducir algo de una parte a otra”. La expresion matematica de la razén
de cambio se “deriva” de la expresion matematica de la magnitud.
Posteriormente habrd la ocasion de revisar la nocién de derivada desde el
punto de vista de concepto matematico formal; sin embargo, la fluidez del
manejo del procedimiento algoritmico de “derivar” nos permitird en este
momento avanzar en el estudio de la problematica de prediccién y en el
manejo de un lenguaje simbdlico accesible.

Proponemos transferir a la simbologia matematica formal una sintesis de
la informacién que hemos obtenido a partir de interactuar con el contexto
real de una magnitud y su razén de cambio:

Dada la funcion potencia natural £ (x)=x" con n=1,2,z,... neN

La problemdtica

la funcién derivada de ella es £ (x)=wn x"~

1



Por otra parte, conviene que nos traslademos nuevamente al contexto real
del movimiento en linea recta, donde nuestras expresiones matemaéticas
evocan las magnitudes de posicion y velocidad del objeto en movimiento,
en este contexto reconoceremos un nuevo resultado.

Pensemos que la magnitud M(x)=x" se estd refiriendo a la posicion del
objeto en la recta en que se mueve, entonces debemos escribir x(t)=t".
Por su parte r(x)=nx"" se estd refiriendo a la velocidad variable que

lleva el objeto; esto lo escribimos como v (t)=nt"" .

v ()= nt""

:

o) x(t)=¢"

Recordemos nuestro primer resultado surgido de haber utilizado la hoja
de calculo:

Cuando la velocidad se modela con v (t)=2t
el comportamiento de la posicion se modela con x(¢)=¢".

En ese momento planteamos que:
si la velocidad del objeto fuese la mitad de la que llevaba,

2t
estoes,si V(t)=—=t,
2

entonces la posicién que alcanzaria seria también la mitad de la que
alcanzaba antes,

t.’Z
esto es, x(t)=—.
2
Siguiendo con este mismo pensamiento trabajemos con el caso en que
v(t)==t":
Sabemos que v(t) =zt corresponde con x(t) =t~
Pero si pensamos que la velocidad fuese la ...entonces la posicién que alcanzaria el objeto
tercera parte de lo que llevaba antes... seria también la tercera parte de la que
alcanzaba antes...
Esto es, si =2 entonces £
vt =—=t" x(t)=—
32 32
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Yenelcasoenque v (t) =4t

Pero si la velocidad fuese la cuarta parte de lo ...entonces la posicién que alcanzaria el objeto
que llevaba antes... seria también la cuarta parte de la que alcanzaba
antes...
Esto es, si 47 entonces t*
v(t)=—-= x(t)=—
4 4

Puedes ser que ya esperes el siguiente recuadro ...

Pero si la velocidad fuese la quinta parte de lo ... entonces la posicién que alcanzaria seria tam-
que llevaba antes... bién la quinta parte de la que alcanzaba antes...
Esto es sttt Esto es t”
v(t)=——=t¢t x(£)=—
S 5

Y ahora podemos identificar un patrén de comportamiento y reconocer una expresion en general:

Cuando la velocidad se modela con:
v(t)=t"

el comportamiento de la posicion se modela con:

tw+1
x(t)=
el
Por otra parte, el mismo razonamiento que hemos esto es v(t)=kt" entonces, la posicion deberd
hecho sobre afectar la velocidad por un factor que le verse afectada por ese mismo factor (serd el doble,

nt1t

ltioli 1 1 1 d li 1:
multiplica ({ —,—,—,... | puede realizarse €n general; el triple...), es dCCiI', X(t) =k )
2 =24 n+ 1

de hecho, si la velocidad v/(£)=t" la multiplica- Esta tltima expresion, transferida al contexto real de
. . una magnitud y su razén de cambio se ve asi:
mos por un factor & (piensa en el doble, el triple...), & y

n+t1

X
A

r(x)=kx" corresponde con M( x)=Fk
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Al observar el recuadro anterior podemos iden-
tificar un segundo procedimiento algoritmico,
pero ahora para encontrar a la magnitud a par-
tir de su razén de cambio. Se trata de identi-
ficar las acciones algebraicas por realizar en

...el factor constante se
conserva en su lugar

Una nota importante: Este procedimiento algorit-
mico que relaciona algebraicamente a la magnitud a
partir de su razén de cambio, es el mismo procedi-
miento que antes llamamos “derivar”, s6lo que esta
revertido, esto es, su aplicacion estd hecha de tal for-

...sto es un factor

constante
n+1

nw+ti1

dertvanos

...s¢ cancelan
Los factores

”
oo s 3uws W4 0L IR 9,6
n+1( )

=L(/4,7|/1)/‘<w

At

la funcién matematica que modela a la razén de cam-
bio y que permitan expresar la férmula de la magni-
tud. En seguida lo proponemos, observa que el pro-
ceso parte de la razén de cambio de abajo y culmina
arriba, en la magnitud.

Y se divide entre
el nuevo exponente

..ol exponente se
le suma 1

ma que, al derivar la magnitud obtenida se regrese a
la razén de cambio original.

Comprobemos que asi es: vamos a derivar
n+1

M(x)=k

n+1

-..multiplicado por
wnd funcion potencin
natural

...la constante se

conserva como factor

..ol exponente
(nt1)-1 selevesta 1

...se baja el
exponente

Y Ya recuperanmos la
razown ole canbio
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Las nociones de derivada y
antiderivada forman el nicleo
del Célculo. Es a partir del
ingenio de Newton (1642-
1727) que la problemdtica de
predecir valores de magnitudes
se ve resuelta desde la
perspectiva de concebir que la
acumulacién de una cantidad
y la razén de cambio de su
acumulacién estdn intimamente
relacionadas.

Newton, sin definir formalmente
estas nociones, en su Método
de las fluxiones [y fluentes),
abordé el problema de
caleular la velocidad a partir
de la posicién e inversamente,
calcular la posicién a partir
de la velocidad. Los procesos
algoritmicos de derivar y
antiderivar la funcién potencia
natural eran practicados por él
con su propia simbologia.

sssssans

LN\ ¥, :
sssssnag

AN

:Sabias que?...
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Este hecho motiva que llamemos al procedimiento algoritmico (de razén
de cambio a magnitud) antiderivar, en el sentido de que la expresion que
se obtiene,

es tal que su derivada es justamente
r(x)=kx".

Estamos visualizando a () como la derivada de otra expresién mate-
madtica y al aplicar el procedimiento encontramos aquella expresién cuya
derivadaes r(x). ..

... por eso se dice que estamos encontrando la “antiderivada” de r(x).
Transferimos nuevamente esta nueva informacién proveniente del con-
texto real donde consideramos una magnitud y su razén de cambio, hasta
arribar a la simbologia matematica formal:

ArroeTRMBUUUAULNYEY

Dada la funcién potencia natural
F(x)=kx" connu=1,2,3,., estoes nelN
la funcion antiderivada de ella es

n+i

Podemos finalmente englobar en el siguiente recuadro ambos procesos
algoritmicos: derivar y antiderivar.

Al centro se tiene la funcion potencia natural que es el modelo matema-
tico que puede ser utilizado como representacion de una cierta magnitud,
pero también puede ser utilizado como la representacién de la razén de
cambio de cierta magnitud.

QleorooReddudbuEuynn

X
n+1

F(x)=+k
antiderivada
£(X)= lex”

dertvada

Flx)=rnx"™

Ejemplificamos el uso de estos procesos algoritmicos con una funcién
particular. Observa la funcién al centro y aplica a ella los dos procedi-
mientos algoritmicos:



antiderivamos

dertvanos

Aprovechamos la ocasién de este ejercicio para
observar que cuando antiderivamos pudimos haber
agregado una constante sumando a la expresioén de

F(x), por ejemplo si F(x) =;<—4+5 también se ob-
>

tiene que su derivada es la misma f(x)= " vyaque

la derivada de la constante 5 es o Esto nos advierte

antiderivar

deritvay

o T Sl VST

erentes. ..

parecen daif
evo ew realidad
Yg;pmsavutav» Lo MALSVAD. .

w
e
w

_Observt: ————

e
T () =ET
IR W

de la necesidad de agregar la suma de una constante
al procedimiento algoritmico de antiderivacion. Esta
constante juega aqui el papel del valor inicial de la
magnitud que se estd reconstruyendo al antiderivar.
Ejemplifiquemos nuevamente los procesos con el
agregado de la constante en la antiderivada, por lo
cual es comun referirse a una "familia" de antideri-
vadas para una misma funcion #(x):

=)
c=——x"+c,
110
C constante
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Modelo matematico polinomial
Hemos definido la funcién potencia natural como Este resultado lo apoyamos de un modo intuitivo por
n ., . .y

f(x)=k x", expresién que contempla el producto la interaccién con el contexto real del llenado de un
z . w 7 ., e ’

del factor k porel t€rmino x . Es comun represen- tanque, donde la accidn de dos llaves se “suma” y

tar esta funcion simplemente como y = kx”, lo que aparece en ambas representaciones, en la de la razén

expresa la relacion de proporcionalidad directa entre de cambio y en la de la magnitud. Tal fue el caso

. w .

lavariable y y x . cuando relacionamos

Hemos reconocido ademas que cuando una razén de r(t)==+2t con v(t)=25+3t+t".

cambio involucra la suma de dos términos, la repre- . . -

tacid temfi 1 iud ’ Estas observaciones nos permiten definir en el con-
ntaciéon matemati magni - iy . .

sentacion matematica para/ a magnitud se ve afec texto formal a la funcién polinomial como el mode-

tada por la suma de dos términos, uno proveniente o P
e . i lo matemadtico que se forma con la suma de términos

de cada uno de los términos en la razén de cambio.

de tipo potencia natural.

La funcion y=p(x) se conoce como funcion polinomial
si es la suma de términos del tipo

nw . .
kx conk nimeroreal, R e R y &~ numero natural, n e A.
=

. i X
Por ejemplo, y=p(x)==x"+ex* ——-x+12
= 2
Se entiende por el grado de la funcion polinomial al mayor
exponente que aparece en los téerminos que forman a la funcion.
En el ejemplo, el grado es 5.

/;\'ow/“"“ . _ ewdle——— T
_ . %
w B Los contextpe real M %
Www J S P O T et
o e i

% _ —
WWW b

- ~ egwdx———

nocimos que la derivada de la funcién polinomial es
también una funcién polinomial de un grado menor,
y que la antiderivada es también funcién polinomial
pero de un grado mayor. En el ejemplo propuesto se

En este tema hemos establecido resultados sobre la
derivada y antiderivada de la funcién polinomial;
para eso tomamos como sustento el significado
asociado a un contexto real y el uso del recurso tec-
nolégico de la hoja de calculo. De esta forma reco- tiene:
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= e 1 G2
P(X)=— x"+—x" —— x*—=x"+12x+C

422 = g

=

A

antiderivar
2 X

Y= 73()<)=—)<5+6,<4 ———x+12
= 3

derivar
-5 =
P,()()z_)(4+2‘4‘)<3 __)(:2 1]
2

En general, se acostumbra expresar la funcién polinomial asi:
2 3 w
y=p(x)=a,+a, x+a, X +a_x +.+a, x

donde las constantes denotadas por 2, se conocen como coeficientes de cada término de la funcion.

(Nl
Los resultados de este tema se resumen en la siguiente imagen que muestra los

procesos algoritmicos de derivacion y antiderivacién de la funcién polinomial.

n+i

+C

= 4+

X X
Ztn ttn,

&
F(x)=a,x+n, —+a,
2 3 4+ nw+1

antlderivar
Fl)EdHa e as XE oo X H ek a AL

devivar
f(x)=a+20, x+za_ x"+40, X +..+na, x""

Lo notackow ;Eovw»at de \%\
—gto, xteeet

o funclon, cono
"
2 .
etvas ‘
UCYi VaYLas
e 0% UEDTT CA{OVVRACLOVY
JOETITL TOAALTOS, \rpy——m\ SWElEn VEpres
W
e

W e
oA que dependelafunsiti W COVDCE COD
‘ — W W

TOACLOVL VWAD 4

.Sabias c]ue?...
I N NNENENEN)
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— Ejercicias

INNIDAD- 9 I ENvIA - S

Encuentra la derivada y la antiderivada de las siguientes funciones. Observa que en ocasiones deberas realizar

algunas operaciones algebraicas en la funcién dada hasta llevarla a la forma # (x) que aparece en el centro del
resultado anterior.

Podras comprobar tus tespuestas comparando con las dadas al final de este tema.

5.

Antiderivada Antiderivada

f(x)=—§)<+:2 Fx)=1+x+x +x

Derivada Derivada

o

Antiderivada Antiderivada

10

+10x  —1

F(R) == +x42 )= 25

Derivada Derivada

Antiderivada Antiderivada

£ (x)=10+100x+1 000 X" f(x)=x" (2" +5x5 +7x7)

Derivada Derivada

®

Antiderivada Antiderivada

X10+XS+X@+X4+)<2

£ (0=

1 1
f)=2x+=x
2 4

Derivada

N

Derivada
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Antiderivada

f(x)=a+bx+cx*

Derivada

Antiderivada
1 a
f(x)=a+bx+=x> +Z)<3 +a, x"
C

Derivada

Antiderivada
Y :(a+bx+cx2)(;<3 +0()

Derivada

Antiderivada
y=oax+ X +axT +atxt

Derivada

11




_ax tax +ax
Xz
14.
m e

15.

1 2 3

PR

k Ik ko ko
16.

nw

— 2 =
y=a,tox+tox +tax.. .+ax

w

Derivada
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Volvamos al problema original: predecir el cambio

Una vez que hemos ganado familiaridad con los procesos de derivacion y
antiderivacion, conviene regresar a nuestro problema original y utilizar el
lenguaje simbdlico y técnico que hemos generado para predecir el cam-
bio.

Las generalizaciones que hemos hecho provienen todas de haber consi-
derado como conocida la razén de cambio +(x) de una magnitud M (x)
que interesa estudiar.

{Como procedimos para determinar el modelo matemadtico que representa
a esta magnitud?

Para eso consideramos los valores aproximados de M (x) calculados con
el procedimiento numérico implementado en la hoja de calculo para los
primeros 10 enteros, pero sobre todo, razonamos en la eficacia de un
procedimiento de mejora en dichas aproximaciones a través de hacer Ax
cada vez més pequeiio (tendiente a 0). De este modo fue como pudimos
relacionar la expresiéon matemdtica de la razén de cambio con la expre-
sién matematica de la magnitud.

El Cambio Acumulado por la magnitud en un intervalo dado de varia-
cioén de x, digamos, en el intervalo [a, b], se expresa como AM [a, b].

Hemos calculado valores aproximados a ese Cambio Acumulado subdivi-
diendo el intervalo [g, b] en » subintervalos y suponiendo que la razén de
cambio se mantiene constante en cada uno de esos subintervalos.

Esto se representa mediante la sumatoria
Amlao]=2" v(x)Ax

La certeza de llegar al valor exacto de ese Cambio Acumulado ha sido a
través del recurso tecnoldgico (hoja de cdlculo) que nos permitié la iden-
tificacién de la expresion matematica que se construye al llevar esa su-
matoria a sus “dltimas consecuencias”. De este modo hemos generado la
funcién antiderivada.

El Cambio Acumulado de la magnitud puede entonces calcularse como
la resta de valores en esa funcion antiderivada, funcién que queda com-
pletamente determinada salvo por el valor de la constante C que se suma
en la expresion obtenida.

Ejemplifiquemos:
Si la magnitud bajo estudio es tal que su razén de cambio es proporcional
al cuadrado de la magnitud de la que depende, por ejemplo, que sea

r(x)=4+mx"
calculemos el cambio que acumula la magnitud M en el intervalo de
X=2 a X=3 estoes, AM[Q,B].

A partir de r(x)=4mx~ ya sabemos construir la antiderivada, que estd
dada por

X::;
R(x)=4m—+C
=

donde la constante ¢ es arbitraria.

.Sabias quc?.,.

Las funciones polinomiales son
continuas.

Este resultado tedrico establece
que cuando se tienen valores
cercanos de X, los valores y de la
funcién evaluada en ellos, también
son valores cercanos entre si... y
mientras mds cercanos estén los
valores de x, mds cercanos estardn
los correspondientes de y.

Esta propiedad de continuidad
resulta natural cuando pensamos
en que la nocién de la funcién estd
reflejando lo que el hombre estudia
de la naturaleza.

Si la problemdtica es predecir
valores de magnitudes que estdn
cambiando, la observacién sugiere
que si la magnitud y depende de

x, valores de x cercanos provocan
valores cercanos en la razén de
cambio de y, es asi como esperamos
que se comporte la temperatura, la
distancia o el volumen.

Una vez que hemos aceptado que la
derivada de una funcién polinomial
es otra funcién polinomial (de un
grado menor), podemos utilizar la
propiedad de continuidad de la
derivada de la funcién y con ello
apoyar la suposicién que hemos
estado haciendo sobre la razén de
cambio (derivada) de una magnitud
(funcién).

Nos estamos refiriendo a que en el
procedimiento numérico que hemos
implementado para aproximar

el cambio que experimenta una
magnitud, hemos supuesto que la
razén de cambio se mantuviese
constante en infervalos pequefios
de variacién de la magnitud de

la que depende... ciertamente, la
continvidad de la razén de cambio
(siendo funcién polinomial) garantiza
tedricamente esta suposicion.

FILM
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El cambio de la magnitud en [O, 3] estd representado por = (z) y el

. Sabias que?...

cambio de la magnitud en [0, :.2] estd representado por = (2), por tanto

Observamos que haber colocado un valor particular a la constante ¢
no hubiera afectado la respuesta; es por eso que la practica comun para

calcular el Cambio Acumulado de la magnitud en el intervalo [a, b] con-
siste en encontrar una antiderivada de la razén de cambio r(x) y restar
los valoresen b yen a calculados mediante esa antiderivada = (x)

Am[ab]=r(b)-r(2)

Una observaciéon importante en la notacion

En el momento en que la magnitud M se representa con la variable y, sien-
do y=£(x), resulta que larazén de cambio de ella se denota por #”( x ).

En esa situacién, la expresion A M[a , b] =R (b) -~ (a) se veria de
esta manera:

Af[a.b]=F ()~ £ (a)

donde {(x) estaria representando a la antiderivada de £'( x).

Tenemos entonces el detalle de que, usando esta notacion, estamos deno-
FEERRRR tando con £ (b) y {(a) alaevaluacién de cualquier antiderivada de
' (x) yno necesariamente a la funcién que modele de manera precisa
a la magnitud, aquélla que cumple con la condicién inicial representada
por el valor de la constante ¢ en el caso polinominal.

Terminamos este tema resolviendo problemas en el contexto formal, utili-
sssssnng zando los resultados y simbologia aprendidos.
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Problemas
Te I g e ONIDAD | TENMA .o

PRroeLEMA 1.

Dada la razon de cambio de la funcién £ (x): f'(x)=1+ x+ x, realiza los siguientes incisos.

a) Construyelafuncién Yy =1 (x) sabiendoque £(0)=2.

Conociendo la razén de cambio ' ( x) =1+ x + x~ vamos a antiderivar para construir Y = (x)
2 =
XX
=f(x)=x+= += +¢C
y=7(x) - o
Falta conocer el valor de c, lo que obtendremos del dato { (0) =2 al sustituir X=0 en y=£(x)
o0*  0°
2=f(0)=0+— +— +cC
2 3
portanto C =2 yasi
2 =

- = e &S
y=1f(x) ;<+2 +3 +2

b) Calcula el cambio acumulado de la funcién en el intervalo [0,1] y también en el intervalo [z, 2].

Calculamos
Aflo 1]=F(1)-£ (o)
2 2
:[1+1—+1—+2)—(2)
2 =2
1 1 6+32+2 11
=-414+-4+—--=--— =
2 B & &
Calculamos

Af[e 2]=F(2)-F(2)

22 2 12 13
=24+ —+—+2 |- [1+—+—+2
2 = 2 3

g 11
=le+=|-[z+=+=

3 2 =
B 1g+g) (1g>+3+2

= 2
26 23 _52-23 29

3 & 2 &

Se observa un cambio mayor en el intervalo [1, 2] comparado con el obtenido en [0, 1].




¢) Verifica la siguiente igualdad que expresa un hecho sobre la suma de cambios acumulados. Este hecho re-
sulta natural en el contexto del Cambio Acumulado:

Af[o, :z]:Af[o, 1]+Af[1, :2]

Calculamos por un lado que:

Aflo2]=f(2)-f(0)
:(2+2—2+2—3+2)—(2)

2 =
g 12+ 20
= = =

Por otro lado, sumamos los cambios:

29 40 _20
2

Af[0,1]+Af[1,:z]:%+ B —

Como ambos cdlculos dan el mismo valor, queda verificado que:

(\,
Z : :EI cambio que acumula una magnitud y=#(x) en un intervalo [ﬂ / b]
de variacion de x, puede calcularse a través de
la suma de los cambios acumulados en dos subintervalos que conforman l:a y b].

Expresamos matematicamente este resultado:

siendo ¢ € [ﬁ,b] se tiene que

AM[a, b]= AM[a, c]+AM[c, b].




PRroBLEMA 2.

Calcula A £ [— i, i] siendo ' (x

=4 — — —

Debemos encontrar la antiderivada de ' (x) aplicando el procedimiento algoritmico:

2 B
X X X
Como Fr(x)=-Ka 2 R L e L
2 =2 b 2 2
1 x° 1 X 1 x*
entonces F(x)=———+———-——+C
22 22 4 4
1 1
=—_X2+_X3__)<4-+c
4 9 16

Independientemente del valor de C, calculamos el Cambio Acumulado:

Af[-11]=f(@)-F(-1)

=(_%(1)2 +§(1)3 —1—2(1)‘* +c)—[—%(—1)2 +§(—1)3 —i(—i)‘* +c]

N}

portanto, Af [—1,1]=—

9

PRroBLEMA 3.

La razén de cambio de ¢ con respecto a x es directamente proporcional a la cuarta potencia de x. La constante
de proporcionalidad es 5. Sielvalorde y cuando x=2 es 100, jcuanto vale iy en X=¢&7?

Para predecir el valor de y en x =& haremos uso de la expresién

y (&) =y(=)+ Cambio Acumulado en[ 2, @]

y(e)=y(2)+ayl2 e]

=1oo+Ag[:z, @]




Por su parte, el cambio acumulado de y lo calcularemos a partir de su razén de cambio.

Por la informacion dada, Y’ (x) = 5x" alserproporcional a la cuarta potencia de x.
5

X
Por tanto, antiderivando Y (x) =5 “~—+C = x" +C
5}

de donde, independientemente del valor de C:

ayla e]=y(e)-y(2)=¢"-2" =7 77632 =7 744

y por tanto:

3(6)=3(2)+A{j[2, 6]=1OO+77~44=7Q44
ProBLEMA 4.
Dada la razon de cambiode # ( x ): frix)=x"-x

a) Construyealafuncién y = £ ( x) sabiendo que £ (0) = -2

b) Calcula Af[o, £:|
2

w2 eysandsa

- H
£

) Calcula A 7"[— 2, :2]

o :eysandsay

d) Qué se puede afirmarde £(2) y #(-2) a partir del inciso anterior?

's9jenbl uog :eysandsay

:Sabias c]ue?...

A
a8 808




-~ Soluciones=dezejerCICIOs

ARNIDAD-TT I EnvIA 1 S

1.

2
Antiderivada F(x)=—Zi+2x+c:—Zx2+2x+c
22 4

m f (X)=_§X+2
2

2.
2 X X
F(x)=——"—+"—+x+cC
S 5 = 2
Antiderivada N N
=-—xX +=—xX +x+cC
5 2
=
F(X)=——x"+x+1
5
= &
Derivada Fx)=—=(2x)+1=—"x+1
5 5
3.
2 =
X X
F(x)=10x+100—+1 000—+C
2 =
Antideriv
tiderivada Cvoo

=10x+50x" + x> +C

2

f(x)=1o0+100x+1 000X

Derivada F (x)=100+1000(2x)=100+2000x




4.

1 X 1 x° 1. 1 .
Antiderivada F(X)=——+Z?+C—;;< +—x"+C

20
1 1
2

4

’ 1 1 o -
QORI EETE

X ox X
F(x)=x+—+"—+"—+cC

Antiderivada = +

1, 01 .1,
=x+—x+=x+=x"+cC
2 =2 4

25
Antiderivada S
X

f=""2

2
+10ox°—1="x"+10x° -1
5

5

)= 2 (54 ;

— f (x)—5(5;< )+1o(1ox?)
=o2x'+100x’
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7.

9 14 13

X X X
F(x)=2—+5 +7— +cC
S 14 1=
Antiderivada 7
1 =) .
S SR S g S
2 14 1=

£ (x)=3E@x")+5zx7)+ 71 2x")
Derivada = 12 11
=24x" +e5x7 +24x

10 4 & 4 2

X X X X X
F(x)= +—+Z2 +2 +0—+cC
S 10 g o 4 2
Antiderivada . . " N 1
:_K10+_X2+_Xé‘+_x4+_x2+c
10 e & 4 2
)(10+X2+)<é+)(4+}<2
f(x)=
X

10 < & 4 2
IS S .

X X X X X

=x7 X7+ XX+
P
2 3
X X
F(x)=ax+b —+c —+¢C
2 =

Antiderivada b .
=ax+—x*+—x+ C
2 =2




10.

Antiderivada = ¢ = 9 5 S
e T
c

, 1 a e

f(x)=b+—(2x)+5(3x2)+aw(wx Y)
Derivada ¢

:b+3,v<+%m;<2+waw;<”‘1
c

2 3 4 5 &
X X X X X
Yy=adx+bd—+cd—+a"—+b—+c—+cC

0 ° 2 3 5 é
Antiderivada bd e d 94 b c

ad x+—x"+—x"+—x"+—x"+ = x" +.
) 3 4 5 &

3:(a+bx+ax2)(x3+0{)
=agx +ad+bx +bdx+ecx® +cdx”
=gd+bdx+cdx’+ax* +ox* +cx°
g':bol+cd(2)<)+a(3x2)+b(4x3)+c(5x")
Derivada
=pod+2cdx+zax’ +4bx’+5cx°

Antiderivada

11.

12.

5:12/'<+122)<2+123;<3+a4)<4

‘=gt a (2x)+a’ (2x7 )+ a0t (4 x7
Derivada d ( ) ( ) ( )
=a+20x+30°x + 40t x®
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13.

2 &
X X
Yy=o0,x+a,—+a —+C
Antiderivada =2 2

7 3
a+a, (4x
DTELE] S ( B )
a+4a, x

Y =cx+(at+b) . +(a+ 1) va e
a+b a+b 0

2

=cx+— X +—xX+—x"+C
2 3 4

g==a(x-kx24—x3)+b(x-kx2)+c
=ax+ax’+ax +bx+bx*+c
=ctax+bx+ax’+bx +ax
=c+(a+b) x+(a+b) x* +ax’

Y =a+o+(atb)(2x)+a(zx?)
Derivada
=a+b+2(at+b)x+3ax

a a
=0, x+—=x +-=5x"+C
2 5

2 3 &
_a X ta X ta X

2

X
_ X . o x> N a,x°
)(2 )(2 XQ

_ 4
=a+a, x+a, X

&
Il

14.

Antiderivada




15.

16.

Antiderivada

RN SR S

2 =
5=i+i+/‘_+"_
k k* kR* k*
i 4 1, 1
E—t—x+t—x +—x
Rk ke k*
, 1 1 1 2
Y=—=+—=(2x)+=(=x)
: (&) ke (3
Derivada
1 2 2
= —+—x+—x
R* k° k*

2 = 4t n+1
X X X X
Y=o, x+0, —+a, —+a, —.. . +0a, +C
2 = 4 nw+1
Antiderivada J ; ; 4
=a, x+ 22X+ 2+ 2 T+
2 = 4 nw+1

m Y=atn xta et e
Yy =a+a, (:2;<)+a3(3x2)+...+aw(wx“'1)
Derivada . .
=a+20, x+30. X +...+tna x"
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/| 4 Estudio Cualitativo del Cambio
NO Uniforme:

Modelo Cuadratico

En este tema se realiza un analisis de tipo cualitativo para predecir el comportamiento de la
magnitud en estudio, con la idea de tomar decisiones respecto a si la magnitud esta creciendo
o decreciendo, ademas de precisar como se realiza esa accion. Todo esto se discute a través
del analisis de la razén de cambio de la magnitud. Como producto de un acercamiento visual
a las graficas de razén de cambio y magnitud se establecen relaciones entre ambas graficas
que se traducira en la informacién nombrada. Las nociones de punto maximo y minimo
surgen de este analisis para enriquecer la interpretacion del comportamiento de la magnitud
modelada mediante la funcion. Los resultados en este tema son validos en cualquier funcién
cuyas propiedades matematicas coinciden con las de funciones polinomiales. Sin embargo,
sera en el marco particular de la funcién cuadratica donde se veran apoyadas las inferencias
que se establecen en dichos resultados. Este tema incluye un estudio exhaustivo del Modelo
cuadratico y su aplicaciéon en problemas reales.

Situacion ProBLEMA 1.4

v

Una particula se estd desplazando horizontalmente =}
sobre un eje x con una velocidad (en metros/segun-
do) que cambia con el tiempo ¢ del modo en que lo 1
expresa la siguiente grafica: A

44

24

2 3

1 -

t
1 2 32
 ——
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La problemdtica

Cuando comenzamos a observarla (cuando ¢ = 0), la posicién de la
particula era de x=1 metro.

a) En el siguiente sistema coordenado, dibuja la grafica de la funcién de
posicion x = x(¢t) de tal manera que, a partir de ella, puedas describir
el comportamiento del movimiento que realiza la particula y que se
modela con esa funcién.

La grdfica de la velocidad nos dice que ésta es variable y tiene un signo
positivo en el intervalo de tiempo de los © alos 2.5 segundos. Durante
ese tiempo la particula debe estarse moviendo hacia la derecha, de modo
que el grdfico de la posicion debe notarse creciente en ese intervalo.

Por otra parte, la velocidad es negativa en el intervalo de tiem-
po de los 2.5 segundos en adelante; en ese intervalo la particu-
la debe estarse moviendo hacia la izquierda, de modo que el grd-
fico de la posicion debe notarse decreciente en esa zona. El dibujo
que realicemos para la funcion de posicion, debe mostrar un grdfico
que crece y luego decrece; y ese cambio del comportamiento se realiza
justo cuando t = 2.5 segundos.

Observando la grdfica de velocidad en el intervalo [0, 2.5], inter-
pretamos que la particula, que se mueve hacia la derecha, lo hace
cada vez mds lentamente pues los datos de velocidad son positi-
vos y se estdn acercando a o. Para interpretar los datos de la veloci-
dad como lo hemos hecho requerimos visualizar segmentos vertica-
les que “se levantan” del eje horizontal del tiempo y “topan” con la
grdfica de velocidad. A medida que el tiempo aumenta y se acerca a
t=2.5, las alturas positivas de estos segmentos disminuyen y se acercan
a o hasta llegar a ese valor cuando t= 2.5,



A su vez, a partir de t = 2.5 la grdfica de la velocidad
nos hace interpretar que la particula, que se mueve hacia la
izquierda, lo estd haciendo cada vez mas rdpido, pues los da-
tos de la velocidad son negativos y se estdn alejando de ©.

Con el dato inicial de la posicion de 1 metro podemos hacer
un trazado cualitativo de la grdfica, que muestre lo dicho en
el pdrrafo anterior aunque no se precisen los valores numé-
ricos de la posicion.

Decimos que la grdfica de la posicion crece con concavidad
hacia abajo hasta el tiempo t= 2.5 y luego decrece mante-
niendo la concavidad hacia abajo.

Esta concavidad hacia abajo es una caracteristica de la cur-
va que se obtiene como una consecuencia de cumplir con lo
que la grdfica de la velocidad muestra, pues los sucesivos
cambios de posicion (Ax) deben evidenciar un movimien-
to hacia la derecha cada vez mds lento que llega a pararse
en un instante para proseguir con el movimiento hacia la iz-
quierda cada vez mds rdpido. Para expresar esto, la curva se
“dobla” de la manera que lo manifiesta la concavidad hacia
abajo. La siguiente figura (abajo) permite visualizar lo ante-
rior; se observan iguales intervalos de tiempo At a quienes
corresponden diferentes longitudes de A x.

...aqut la velocidaol es 0
Y comlbia el sentido
del movimiento

.pava wa mismo At
tenemos Ax > 0
pevo caoa vez
AVANZOA VALNDS

pero cada

...velocidades positivas
que tienoden a 0

grifica
decreclente
t
B4 5 o F
_1-
A l
—=t ...velocldaoles
negativas oue
A parten de 0
5

. pava un mismo At
tenemos Ax < 0

vez

avanzo mas

t
1 2 T = 4 5\ &6 F
2.5 gréifica
[ cohneava
hacia abajo

Tema 1.4
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Saber hasta donde llega el grdfico a los t=2.5 se-
gundos exige que conozcamos la funcion de posicion
para evaluar en ella ese tiempo. Podemos construir
esa funcion si contamos con la funcion de velocidad;
pues bastaria antiderivarla. Pero, ;como construir
la funcion de velocidad? Deberemos hacerlo con la
informacion visual que nos ofrece su grdfica. Se tra-
ta de una recta (a partir de t = 0) que inicia en el
valor 5y que cruza el eje horizontal en 2.5. Por lo
que hemos estudiado en el Tema 1.1 sobre el Modelo
lineal, podemos plantear la funcion velocidad en la
forma
v(t)=5+at

donde el valor de “a” representa la razon de cambio
de v con respecto a t, lo que se conoce como la
aceleracion, que en este caso es constante.

camblo oe
veloctdad
Av ,
n=— yazow
At camblo de
tlempo

Podemos obtener el valor de “0” al sustituir t=2.5
en V(t) y obtener su correspondiente valor o:

v(zs)=o0
o=v(25)=5+a(25)

2.50=—-5

p=———=-2
2.5

Por tanto, la funcion de velocidad es
vit)=5-2t¢t

Retomando el problema, procedemos ahora a identi-

ficar la expresion de la funcion de posicion con la an-

tiderivada de v(t), donde el valor inicial (x(0) = 1)

lo colocaremos como el primer término:
x(t)=1+ 5t — ¢

De esta expresion podemos calcular el valor de la

posicion en t=2.5

x(25)=1+5(2.5)-(2.5)°
=1+412.5-625=725
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y con este valor, agregado al aspecto cualitativo que
hemos discutido anteriormente, dibujamos la si-
guiente grdfica:

X

—=1

41

En la grdfica hemos sefialado con un signo de in-
terrogacion nuestro interés por determinar en qué
instante cruza la curva el eje del tiempo. Llegar a
contestar esto es equivalente a encontrar la inter-
seccion de la curva de posicion x (t) con el eje ¢,
o sea donde x(t) = o. Interpretando en el contexto
del movimiento, estariamos encontrando el instante
en que la particula pasa por el origen de la recta en
que se mueve.

agqul

) 1 F25

Para encontrar ese instante, igualamos la funcion de
posicion a o y despejamos t:

o=x(t)=1+5t—t

Pasando a la izquierda los términos y ordenando de
esta forma

" —5t—1=0



podemos evocar a la conocida ecuacion cuadrdtica
ax +bx+c=0
cuya solucion se obtiene con la formula general:

B —bx Jo*—4ac

X =
20

En nuestro caso, la variable x es t y los valores de los coeficientes
son 0 =1,b=—-5Yyc¢=—1 portanto:

t

_—(5)E(=5) =4 (1) (-1) _sxyEsre _5%29
2

2 (1) 2

Obtengamos aproximaciones de estos dos valores para ubicarlos fdcil-
mente en la recta numérica:

tzﬂ:5.ij: t=ﬂz—o.1ﬁz5g

2 2

Observamos que uno de los valores es negativo, el cual descartaremos
por estar trabajando en el contexto real del movimiento, donde se tiene
significado asociado solo cuando el tiempo es positivo. Acabamos la grd-
fica de posicion sefialando el instante en el que cruza el eje horizontal del
tiempo.

oma Notal

Las solucipnes de ung
e

cuaciémn, cuadriticq
X" +ox+c=p
tanmbién o conoeen commyp
L

s raices o [pe Ceros
de lg ecuacipn,
Y son los dpg mimerosxqwe
W
Se obtieme of Wimerp o

-

OMWA

ONES

Povn 0otentr Las solucl

Visualizando simultdneamente las grdficas podemos rescatar un hecho:

el decrecimiento en grdfica de velocidad corresponde con la concavidad hacia abajo en grdfica de posicion.
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Finalmente, observando ambas grdficas interpreta-
mos el movimiento que éstas describen y que versa
asi:

“Comenzamos a observar el movimiento cuan-
do la particula se encontraba en la posicion
1 dirigiéndose hacia la derecha cada vez mds
lento. Se detiene en el instante 2.5 segundos
justo en la posicion #25 metrosy es en ese ins-
tante cuando cambia el sentido del movimien-
to hacia la izquierda haciéndolo de un modo
cada vez mds rdpido. Aproximadamente a los
5.2 segundos pasa por el origen de la recta
en que se mueve en sutrayecto haciala izquierda
que continiia... ;eternamente?”

b) Considera ahora la misma situaciéon que el inciso
anterior pero tomando en cuenta la informacién
que se interpreta de la grafica de velocidad si-
guiente:

gV

2.5

Observamos que en este caso la velocidad primero
es negativa y después positiva justo a los t=2.5 se-
gundos. Esto nos hace interpretar que el movimiento
de la particula originalmente es hacia la izquierda
(v<o0) ydespués cambia de sentido hacia la dere-
cha (v>o0); ademds de mostrar una concavidad
hacia arriba en todo su trayecto.

Esto ultimo lo aseguramos interpretando de la grdfi-
ca de velocidad las verticales que “se levantan” del
eje horizontal y “topan” con dicha grdfica.
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4 v
7..
é b
= gréfica
2l creclente ;
...velocloades
=4 positivas oue
parten de O
1 T
1 b
t
102 3 4 5 & F
_1 b
-
...velocldades
-3 negativas oue
tlemden a O
_,4--
=5

La particula, inicialmente va hacia la izquierda cada
vez mds lento (las velocidades negativas tienden a
0) se detiene en el instante t=2.5 Yy sigue su movi-
miento ahora hacia la derecha cada vez mds rdpido.
Los sucesivos Ax se comportan de forma tal que
podemos realizar cualitativamente el grdfico de la
posicion de la particula tomando el dato inicial de
x(0)=1:

X
grifica
coneava
hacta arviba
2.5
1 |
1 2 3 4 e F >t
At
Ax
AR U mismo
. PAYA un mismo Ax E p
) At t aqul Ax es
At agqut Ax es At 20
: posttivo pero en el
negativo pero en el A ol
A X A SEGuUNOD avVanza
Segund X s
menos Nt
..aqut La velocidad es 0

Y cambia el sentido
del movimlento



Llegar a conocer el valor de la posicion donde cam-
bia el sentido del movimiento (a los t=2.5 segun-
dos) nos exige ir mds alld de este andlisis cualitativo
porque necesitamos construir la funcion de posicion
para evaluarla en t = 2.5. Podemos realizar esto
aplicando lo aprendido en el Tema 1.1y 1.3; a saber,
antiderivando la funcion de velocidad. Si bien desco-
nocemos en este momento cudl es esta funcion, sabe-
mos al menos que se representa mediante un Modelo
Lineal.

Obtenemos la funcion lineal para la velocidad ob-
servando que

v(t)=—5+at
yque v (2.5)=0,
luego, sustituyendo t = 2.5 tenemos:

o=v(2.5)==5+0a(2.5)
o+5=0(2.5)

a=—=2
2.5

Por tanto, la funcion de velocidad es
v(t)=—-5+2t
y ahora la antiderivamos para obtener la funcion de
posicion, donde el valor de ¢ coincide con el valor
inicial 1:
x(t)=1—-5t+t
Evaluamos esta funcion en t=2.5
x(2.5)=1-5(2.5)+(2.5)
=1-12.54+¢.25
=1—-6.25
=—-5.25

Con este dato realizamos el grdfico de la posicion
sabiendo que el punto (2.5, — 5.25) es parte de él.

Pero al hacer ese trazado observamos que necesi-
tamos encontrar aun otra informacion para tener
mayor precision en el trazado. St observas, hemos
colocado en la figura siguiente los signos de interro-
gacion seiialando los dos puntos en el eje horizontal
del tiempo por donde la grdfica de posicion cruza el
eje x.

-~

—=t
— 525

Los puntos representan los instantes en que la po-
sicion es © 'y para encontrar los cortes de la curva
de posicion con el eje del tiempo, igualamos a cero
la posicion y despejamos el tiempo:

o=x(t)=1—5t+t"

t'—5t + 1=0

Despejar t equivale a utilizar la formula general
para resolver la ecuacion que se ha construido, con
p=c=1Yy b=-5:

—b b = 4ac

20

t =

5xN25—4 _ 5++21

2 2
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Aproximamos estas soluciones

t—5+ 21 5—A21
2

=~ 4.7913 t=———— = 02087

y asi completamos la grdfica en seguida:

Cabe nuevamente visualizar un hecho a partir de la imagen anterior:
el crecimiento en grdfica de velocidad corresponde con la concavidad hacia arriba en grdfica de posicion.

Por su parte, la descripcion del movimiento cambia con respecto a la
hecha anteriormente, la hacemos en seguida:

“Comenzamos a ver la particula cuando estaba en la posicion
1 metro dirigiéndose hacia la izquierda cada vez mds lento. Aproxi-
madamente a los t = 0.21 (una quinta parte de segundo) paso
por el origen de la recta en que se mueve, continuando hacia la
izquierda hasta pararse a los t = 2.5 segundos en la posicion
x(2.5)=—5.25 metros. En ese instante cambia el sentido del
movimiento ahora hacia la derecha y lo hard cada vez mds rdpido.
En ese transcurso pasa nuevamente por el origen de la recta en que
se mueve aproximadamente a los t = 4.2 segundos y sigue su ca-
mino. . . jinterminable?... hacia la derecha....”
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GENERALIZACIONES A PARTIR DE LA SITUACION PROBLEMA 1.4

Primer resultado: maximos y minimos

Consecuencias importantes se desprenden de analizar la situacion problema anterior realizando una visualizacién
grifica. Traemos en seguida las gréficas obtenidas en los dos incisos discutidos pero con la idea adicional de in-
cluir en el mismo sistema coordenado tanto la gréfica de velocidad como la de posicién, distinguiéndolas por el

color correspondiente.

VaX

En el primer caso, observando la grafica de posicién
se tiene lo que suele llamarse un punto maximo en
la curva, mientras que en el segundo caso se presenta
un punto minimo.

La nocién de punto méximo (o minimo) se refiere
a que en una zona, el punto sefalado es el que se
encuentra mas arriba (o mds abajo) comparando con
todos los puntos de la gréfica en esa misma zona. Lo
expresamos en la imagen en seguida, donde la zona
estd representada por el interior del disco punteado.

Es claro que en este caso la zona sefialada puede ser
todo el plano coordenado porque realmente es el pun-
to mas alto en toda la grafica. En este caso se le llama
maximo absoluto, sin embargo, el hablar de zonas
permitird considerar la existencia de varios maximos
relativos (en relacién a una zona) para otro tipo de
funciones, no para la cuadritica.

MAXLMO:
punto
mas arviba

puntos en la curva
con menor altura
que el maximo

Tema 1.4
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Si observamos el punto méximo y trasladamos nues-
tra vista hacia el grafico de la velocidad, nos percata- VX
mos que esta grafica ahi cruza el eje horizontal (ahi
v =0) y pasa de tomar valores positivos (antes del
cruce), a tomar valores negativos (después del cru-
ce). Este hecho se encuentra en correspondencia
con el crecimiento de la gréfica de posicidn antes de
llegar al mdximo, su llegada al punto maximo, y el
decrecimiento de la gréfica de posicion después del
punto maximo.

Andlogamente en el punto minimo si trasladamos
nuestra vista hacia el grafico de la velocidad, obser-
vamos que ésta cruza el eje horizontal (v=0) y pasa
de tomar valores negativos (antes del cruce), a tomar
valores positivos (después del cruce). La correspon-
dencia se da ahora con el decrecimiento de la grafica
de posicion antes de llegar al punto minimo, su lle-
gada al punto minimo, y el crecimiento de la grafica
de posicién después del minimo.

puntos en L curva

/ con mayjor altura

que el minimo

mbnlmo:
punto
s abajo

Esta visualizacién de las graficas simultaneas permite inducir un resultado matematico importante en la problema-
tica de prediccién que estamos tratando. Lo haremos explicito en seguida, pero lo establecemos ya transferido al
contexto formal, donde la funcién Y= #(x) se asocia con la funcién de posicién, y su funcién derivada, #’(x),
se asocia con la funcién de velocidad.

La gréfica de la funcién y=£(x) tiene un punto R
maximo en (xo,f(xa )) cuando la grafica de y
su derivada #"(x) cruza el eje horizontal en x, Y /\J
cambiando de valores positivos antes de x, a
valores negativos después de x, . \ X

7 La grafica de la funcién y=£(x) tiene un punto
v minimo en (chf(/%)) cuando la gréfica de su
Y ~—<" . derivada #’(x) cruza el eje horizontal en x,
/Jﬁ X cambiando de valores negativos antes de x, a
| /Xo -

valores positivos después de x, .
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Segundo resultado: cuatro tipos de comportamiento

Una vez mds retomamos las imigenes de funcién vamos a “partir” estas graficas en dos, haciendo un
cuadrética y su funcién derivada (lineal) en el mismo corte justo en el lugar donde se tiene el valor maximo
sistema coordenado para de ellas visualizar los cuatro o minimo. La siguiente figura ilustra lo dicho.

comportamientos diferentes que podemos encontrar
en las curvas que representan a la funcién. Para esto,
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Analizaremos cada uno de los cuatro comportamientos.

a de posicion que estd dibujada, donde
es positiva, pues se mantiene en la zona
embargo, esta caracteristica no es una conse-
o de la velocidad sino mds bien del valor inicial

o de la posicion inicial tenemos que se genera una ““fa-

estas posibilidades de curvas es entendible que cuando antideri-
a funcion velocidad, aparezca la constante aditiva ¢ en la funcién
bosicion. Para las funciones que estamos considerando, la constante C
oincide con el valor inicial de la posicion pues es el valor que se obtiene al
sustituir x=o.

Independientemente de cudl sea el valor de ¢, podemos visualizar en estas
gréficas de posicion que las caracteristicas del movimiento son las mismas:
la particula se mueve hacia la derecha cada vez mas lento.
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e observar que la zona (positiva
on es algo que depende sélo de la
amiento de la velocidad.

cién inicial, para una misma grafica de ve-
ar una familia de graficas de posicién, como
a la derecha.

as curvas de posicion nos informa que la particula se
izquierda cada vez mas rapido.
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movimiento
de la velocidad:
uierda cada vez mas

La grafica de velocidad es positiva.
* La gréfica de velocidad es creciente.
e La grédfica de posicidn es creciente.

e La grifica de posicion es concava hacia arriba.

Y los diferentes datos del valor inicial de la posicion
generan una imagen como la de la derecha con la fa-
milia de antiderivadas de la velocidad.

Cualquiera que sea la curva, nos expresa que la parti-
cula se mueve hacia la derecha cada vez mas rapido.




Colocando estas cuatro piezas de comportamiento juntas tendremos la
oportunidad de visualizar dos resultados que sintetizan la forma de anali-
zar de manera cualitativa el comportamiento de la magnitud (que estd in-
teresando estudiar) a través del comportamiento de su razén de cambio.

Trasladamos estos cuatro tipos de comportamientos graficos en la simbo-
logia matematica formal, donde la funcion es el modelo matemaético que
representa a la magnitud que interesa estudiar y su derivada representa la
razén de cambio.

Observando el Tipo I y Tipo IV se tiene que:

e Cuando la grafica de la razén de cambio es positiva, la grafica de la
magnitud es creciente. . . y viceversa.

Observando el Tipo Il y Tipo III se tiene que:

e Cuando la gréfica de la razén de cambio es negativa, la grafica de la
magnitud es decreciente. . . y viceversa.

Observando el Tipo Il y Tipo IV se tiene que:

e Cuando la grifica de la razén de cambio es creciente, la grifica de
la magnitud es céncava hacia arriba. . . y viceversa.

Observando el Tipo I y Tipo II se tiene que:

e Cuando la gréfica de la razén de cambio es decreciente, la grafica de
la magnitud es concava hacia abajo. . . y viceversa.
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Expresando lo anterior en el lenguaje simboélico formal se tienen los dos
resultados siguientes:

su derivada 4= #’(x) es positiva (negativa).

su derivada y'={"(x) es creciente (decreciente).

La funcion y= #(x) es creciente (decreciente) si y sélo si

%°  La gréafica de la funcion y=1(x) es concava hacia arriba (abajo) si y sdlo si

Es importante observar que cada uno de los cuatro tipos de comportamien-
to de la magnitud combina dos condiciones sobre su razén de cambio: la
primera es el signo positivo/negativo y la segunda es el crecimiento/decre-
cimiento. Sintetizamos en el siguiente arreglo las combinaciones para los
diferentes tipos de comportamiento.

Derivada positiva y
decreciente

J

Funcién creciente y
concava hacia abajo
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Derivada negativa y
decreciente

v

Funcién decreciente y
concava hacia abajo

Derivada negativa y

creciente

J

Funcién decreciente y
céncava hacia arriba

Derivada positiva y
creciente

g

Funcién creciente y
céncava hacia arriba



Nos conviene expresar estos resultados en una forma compacta que sea de ficil evocacion. La tabla que
presentaremos en seguida intenta ofrecer una sintesis de la relacién entre el comportamiento de una
funcién y el de su derivada.

En la primera columna aparece la derivada de la funcion que representa a la razén de cambio de la mag-
nitud bajo estudio o la velocidad en el caso del contexto real del movimiento en linea recta.

En la segunda columna aparece la funcién que representa a la magnitud bajo estudio, a la posicion del
objeto en el contexto real del movimiento rectilineo.

Esta organizacion de las columnas responde a la estructura del discurso del cdlculo que estamos intro-
duciendo con este libro, en el sentido de que es justamente la razén de cambio de la magnitud la que nos
permite la construccién de la funcién matematica que modela a la magnitud bajo estudio.

Relacidn entre el comportamiento de las graficas de una funcibn Yy de su funcién derivada

perivada Y =F(x) Funclén Y=f(x)
(razbwn de canblo, veloctdad) (magwnitud, posicion)

positiva creclente

negativa decreciente

creclente cohmeava hacta arvlba

decreclente coneava hacla abajo

La combinacién de uno de los dos primeros renglones con uno de los dos ultimos renglones genera
cada uno de los tipos de comportamientos que hemos estudiado. Por ejemplo, en la tabla abajo tenemos
sefialado con resaltador amarillo las caracteristicas que generan el comportamiento Tipo I y con resal-
tador verde las que generan el comportamiento Tipo I A su vez, repetimos la tabla para sefialar con
resaltador azul las caracteristicas que generan el comportamiento Tipo IV y con resaltador lila las que
generan el comportamiento Tipo IT

perivada Y =1 (x) Funclon Y=*F(x)
(razbwn de cambio, veloctdad) (magnitud, posicion)

positiva crectente
creclente comeava hacta arriba

decreclente coneava hacla abajo

pevivada Y =F(x) Funcion Y=F(x)
(razbwn de camblo, velocldad) (magnitud, posicion)

positiva crectente
creciente cowoaa hacia ardos
decreciente weava hacta abajo
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Tercer resultado: funcién cuadratica y sus graficas

Queremos aprovechar este momento para dejar establecido formalmente
un tercer resultado que es producto también de visualizar el comporta-
miento grafico de la funcién cuadratica y su derivada.

La gréfica de la funcién cuadratica es una parédbola vertical; curva que en-
tre sus propiedades cuenta con la de ser una curva simétrica con respecto
a su eje vertical, eje en el cual se encuentra su vértice.

El vértice y la abertura que tiene la curva son rasgos caracteristicos de
cada parabola los cuales se ven reflejados de algiin modo en los coeficien-
tes a,, 2,y o, desuexpresion formal:

(Ij:f()():ao-l-az )(+ﬂ2 )(2

Observa la siguiente imagen donde graficamos seis pardbolas con diferen-
tes caracteristicas. Estas fueron realizadas con un software de graficacién
al que se introdujeron las expresiones cuadraticas siguientes:

1 <’j=3(x)=—)<?_%)<—% 2 fj_g(x) 2+ 9)(+Z

3 ymyWeS X mExes 4 gy ae
2 4 -

5 yryWE— s 6 ymyRE A

Y= _[X —2x+4
2




El resultado que deseamos resaltar se refiere a la obtencidn de la grafica
de la pardbola a partir de conocer la grafica de su derivada, que es una
funcién lineal, por tanto, una recta.

Ejemplifiquemos considerando tres de las pardbolas dibujadas.

Ejemplo 1

Consideremos que queremos graficar la primera pardbola
> 1F 21
y=yx) Palaiios

utilizando la informacién gréfica de su derivada:

17
=D X - —
g 2

Esta dltima es una recta que graficaremos como lo hemos propuesto en el
Tema 1.1 del Modelo lineal, esto es, simplemente conociendo sus cortes
con los ejes coordenados.

. . . . 1
El corte con el eje y (vertical) es justo el coeficiente o que se ob-

tiene al sustituir x =0 en la funcién derivada:

_i7
2

3’(0):—2(0)—%= -2.5

deberenios Aesarrollay
binomip 4| cuadraoy
btener g

B v
W

_ 2
2E0) = £200t0

w

e

El corte con el eje x (horizontal) lo obtenemos igualando a o la funcién derivada y despejando x:

1 1
5,2—2)(——7:0 —2)(:_7 X =

2 2

- _17_
4

—4.25

Por tanto, con los puntos (—4.:25, O) y (0, -85 ) dibujamos la derivada de la funcién cuadratica

y=yx)=—x R
2 2
Iy e
121
10t
ot
i
2t
+ “1 x
—14—12—10—8 7/# 2
—4.25
[e—— —8.5
-10
ot

Esta imagen de la derivada de la funcidn nos informa que la pardbola correspondiente tiene en x =—4.25 un va-
lor mdximo, pues ahi los valores de la derivada pasan de ser positivos antes de x =—4.25 a ser negativos despu€s
de este valor, lo que significa que la grafica de la funcién Yy (x) es creciente antes de x=—+.25 y es decreciente

después de él.
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:Sabias quc?...

La pardbola es una curva muy
especial; pues tiene la siguiente
propiedad:

todos sus puntos estan a la
misma distancia de un punto
fijo (que se llama foco) y de
una recta fija (que se llama
directriz).

Por su parte, el punto medio de
la distancia entre el foco y la
directriz estd en la pardbola y
se conoce como su vértice.

vértice pardbola

100 ° Unidad I La problemdtica

Este punto médximo coincide con el vértice de la pardbola y encontramos
sus coordenadas al sustituir x =—+4 .25 en la funcidn g(x), esto es,
al evaluar la funcién ahi:

- —z(—4.25)—§=7.5@25

Yy=y((+.25)==(-4.25) . .

Por tanto, el vértice, que es el punto maximo de la grafica, tiene coorde-
nadas (—4‘:25’, 7.5’@:25),

Si ubicas mentalmente este punto maximo en la imagen anterior (de la
recta derivada) observaras que nos resta conocer informacién importante
de la pardbola que se relaciona con su grado de “abertura”; nos referimos
al corte de la pardbola con el eje vertical y con el eje horizontal.

. . . 21
Para encontrar el corte en el eje vertical basta observar el coeficiente — —

2
en la funcidn, ya que este valor se obtiene al sustituir x=0 y evaluar la

funcidn ahi:
L 1F 21 21
y(o)=—(of ~Z(0)-==-Z =105
2 2 2

Por tanto, la pardbola pasa por el punto (O, —-10.5 ) en el eje vertical 4.

Para encontrar ahora el corte con el eje horizontal, igualamos a o la
funcién, porque buscamos €l o los valores de x donde Y4 = 0. Por tanto
proponemos:
1 21
= — _7 X—— =
2 2

)

Y(x)=-x

o lo que es lo mismo:

. 1 21
)(‘+—7)< — =0
2 2

que reconocemos como una ecuacion cuadritica cuyas soluciones encon-
tramos utilizando la formula general.

Vale la pena que antes de proceder a utilizar esta férmula simplifiquemos
la expresion anterior multiplicando por 2 todos sus términos y aprove-
chando que a la derecha de la igualdad hay un o que multiplicado por 2
quedard nuevamente igual a o:

2 2

22X +H1FX+21=0

bt /b —40ac

20

Aplicamos la férmula general x= sustituyendo los

valores #=2, b=17 y c=21 en seguida:



X:—17iJ@7f3~M2M21)_—17i1bgﬁ—1ég

2(2) 4

_—17tN121 —17t11 —%
4 4

-

Vale la pena observar que en este caso la expresion dentro del radical en la
férmula general resulté ser un nimero positivo; afortunadamente también
es el cuadrado de un entero. Pero mds que esto tltimo, lo que deseamos
resaltar es que siendo la cantidad b~ - 4ac  positiva, aparecieron dos
soluciones de la ecuacion cuadratica, una por cada uno de los signos +

que se utilizan en la férmula general.

Se conoce como discriminante a la expresiéon b~ - 4ac que aparece
dentro del radical en la férmula general y el hecho de que el discriminante
sea positivo podemos relacionarlo con la existencia de dos raices reales
distintas para la ecuacién cuadrdtica correspondiente.

En nuestro objetivo de graficar la pardbola interpretamos esta informacién
adicionalmente para la precisién en el trazado de la curva pues las dos
raices reales distintas de la ecuacién cuadratica implican dos puntos en el
eje x horizontal donde la pardbola cruza este eje, a saber, los puntos con

coordenadas (—145, o) y (—7, 0).

Con ellos completamos el trazado de la grifica de la pardbola que hemos
realizado de manera relacionada con la grafica de su derivada (que es una

recta).

maximo

[ ~5005

—4.25
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:Sabjas que?... Eiemplo 2

La propiedad que satisface la
pardbola de que sus puntos son
equidistantes del foco y de
la directriz, provoca que toda
recta que sea paralela al eje
de la pardbola y que llega a
ella en uno de sus puntos, va a
formar el mismo a@ngulo con
ella que el que forma el
segmento que une ese punto
con el foco.

foeo

3z 5 =<7
g—g(}c)—;x X+

Ahora consideremos que buscamos conocer la grafica de la segunda pardbola

27

a través de conocer la grafica de su derivada, la recta

Y (x)=2x+ ¢

Dibujamos esta recta conociendo sus cortes con los ejes coordenados.

J

Vértice

Para encontrar el corte con el eje y vertical basta ob-
servar el coeficiente 9 que corresponde al sustituir
x=0 enlaexpresién y' =zx+ 9

Para encontrar el corte con el eje horizontal x debe-
mos igualar la expresion (lj' a o ydespejar x:

2x+ 9=0 dedonde x=-=

Con los puntos obtenidos

(0:9) v (=)
graficamos la recta.

Esta imagen nos indica que en x = —= la pardbola
que buscamos tendrd el punto minimo, que coinci-

de con su vértice. Las coordenadas del vértice son
(—3, Y (—3)) donde

Y(2) =" (=) + 9(-2)+ =0
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Hemos encontrado que el vértice se encuentra sobre
eleje x, en (—z,0) donde se tiene el punto mini-
mo de la gréafica. Para precisar més el trazado de la
pardbola y(x) sefialamos su corte con el eje y, el

. ) 2
cual coincide con el coeficiente —7. Este valor se
2

obtiene cuando se sustituye x=o0 en la funcién o
dicho en el lenguaje matemaético, se evalta la funcion

en o:

=12.5

2, - 27 27
o)y==(0) + 9(0)+ —=—"
Y()==(0) + 9(0)+ L ==
Podemos ahora trazar la grafica de la pardbola
2 2
Y= ;xQ + 9x+ % relacionando ésta con la

grafica de su derivada, y' =zx+ 9.



Es notorio que el corte de la pardbola Vi

con el eje x en este caso es solo el
punto (—=,0) y es notorio también que
la palabra “corte” no ilustra bien la si-
tuacion en el sentido de que no se da un
“cruce” de la pardbola con el eje hori-
zontal.

Pensemos sin embargo que con decir
“corte con el eje x” estamos consi-
derando puntos de la curva que se en-

12.5

cuentran sobre el eje x. Encontrar es-

tos puntos equivale a igualar a o la =

funcion: T
y=*fx)=o

que en este caso nos lleva a la ecuacién

cuadrdtica

= 2
—x° +j)<+—7=0
2 2

la cual, multiplicada por 2, se ve mas simple:
2XT+H1EX+2F =0
Y dividida entre = se simplifica ain mas:
X t+ex+9=0

Si recuerdas el producto notable conocido como binomio al cuadrado,
reconoceras que

X tex+9=(x+z)
que al igualarse a © genera la solucién —z=:

(x+z)"=0 X+2=0 xX=—z2

Pero si acaso no recuerdas la expresion del binomio al cuadrado, siempre
podrés resolver la ecuacion cuadrética con la férmula general

_ox i aae _—ed () —4()(9) _—exb___
“ 20 2(1) 2

Observa que en este caso la expresion dentro del radical b” -4ac re-
sultd ser igual a o al sustituir a=1, b=¢& y c¢=9. El hecho de que
en esta ocasion el discriminante b” - 40c fuese igual a o, obliga a que
las dos soluciones de la ecuacién cuadrética se reduzcan a una sola “que
se repite” cuando se utiliza la disyuntiva del signo = que aparece en la
féormula general (consecuencia de que +0 = —0 = 0). Por tanto, x=-3
es una raiz doble (o repetida) de la ecuacién cuadratica.

Tenemos entonces el caso de una ecuacién cuadritica x“+ex + 9=0
que tiene una solucién real repetida (o doble), x =—= 'y observamos
el comportamiento de la pardbola correspondiente, a saber, que la curva
llega al eje x en x =—3= perono cruza a la zona negativade y, y se
regresa manteniéndose en la zona positiva de 4.
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:Sabias quc?...

Las antenas parabdlicas son
superficies en el espacio que
se forman por la rotacién de
una pardbola sobre su eje. De
esta manera, las antenas usan
la propiedad de la pardbola
para concentrar las ondas
electromagnéticas que llegan
a esta superficie de forma
paralela a su eje. Las sefales
se concentran en un receptor
colocado en el foco de la
pardbola y de este modo se
hace posible la transmisién que
disfrutamos en los televisores.

sssssens

:Sabias quc’?...

La misma propiedad de

la pardbola puede ser
aprovechada de manera
diferente. En su foco puede
colocarse un emisor en vez de
un receptor, por ejemplo en
los faros de algunos coches,

la forma parabdlica permite
que la luz emitida por una
bombilla colocada en el foco
de la pardbola proyecte haces
de luz paralelas y horizontales,
alumbrando el camino.
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Ejemplo 3
Por ultimo, ejemplifiquemos el trazado de la grifica de la pardbo-

1 .
la y=y(x)=—x"—2x+4 a través del trazado de su derivada
2

Yy=x-z-

X
—D —

Primero dibujamos la derivada, que es una recta cuyo corte con el eje
Yy es —2, yaque este valor se obtiene al sustituir x=0 en la derivada.
También, el corte con el eje x lo obtenemos facilmente al igualara o la
derivada y despejar la variable x:

Y=x-2=0
Luego, x=2
Con estos puntos (0,—2) y (2, 0), dibujamos la recta.

Esta imagen nos informa de la existencia de un minimo para la grafica de
la funcién y=y(x) en x=2

Encontramos ese punto al evaluar la funcién en x = 2:

3=5(2)=§(2)2 —2(2)+4=2

y reconocemos en el punto minimo (:z, :2) el vértice de la pardbola.

Siendo (:2, :2) un minimo, al intentar trazar la pardbola se observa que
ésta no cortard al eje horizontal, sin embargo al vertical si, pues toda pa-
rabola lo hace necesariamente. Se encuentra con sélo sustituir x=0 en la
funcidn, esto es, evaluando

3(o)=§(o)2+z(o)+4

resultando ser el coeficiente 4 en la funcion

1
g(x)zzxz —2x+4



Con este punto trazamos la funcién cuadrética en relacion con su derivada.

minlnmo

€

El hecho de que esta gréfica no corte el eje x, manteniéndose en la
zona positiva del plano (cuando >0 se puede reconocer al resolver la
ecuacion cuadrética que resulta de la igualacién a o de la funcién, como
hicimos en los ejemplos pasados

1
g(x)=gx2 —2x+4=0

1 2
—x'—2x+4=0
2

multiplicamos por 2 para simplificar esta ecuacion:

L - _ 2 _
2| =x*—2x+4 |=2(0), estoes, x*—4x+g=0
2

Aplicamos la formula general con a=1 b=—4 y c¢=¢

(=) (4 —4()(2) _4xie-=0 _+xic
o 2(1) - 2 - 2
_4t (re)(-1)

2 2 2

4t J(ze)(-1)  4t4i

En el procedimiento anterior hemos debido aceptar la expresién ~—t
como la unidad imaginaria, que es denotada por la letra ¢ y nos interesa
observar que el discriminante de la ecuaciéon b — 4 ac =—1¢& resultd
ser negativo en esta ocasion, lo que no arroja soluciones reales para la
ecuacion. Las soluciones son nimeros complejos o imaginarios que no
tienen una representacion en el sistema coordenado real donde dibujamos
la funcién y su derivada. La interpretacion de obtener un discriminante
negativo en la solucién de la ecuacion cuadratica consiste en que la para-
bola no corta al eje x, como habiamos detectado correctamente antes, al
trazar la grafica de la pardbola obtenida a partir de la de su derivada.
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Sintetizamos los resultados que hemos tratado a este momento para tener una referencia prictica en su
aplicacion.

o
S

O

Graficando la funcion cuadratica

La funcion y=y(x)=a+a, x+a, x* representa una parabola vertical.
Suderivada y'(x) =a,+ 24, x esunarectacuyocorte coneleje x sefialalacoordenada x donde

la parabola tiene su vertice, el cual juega el papel de punto maximo, o bien, minimo de la grafica.

La coordenada Y del vértice se calcula al evaluar la funcién y(x) en ese x previamente
identificado.

La decision de si la parabola es concava hacia arriba o hacia abajo se implica directamente de la
decision de punto maximo o minimo para las coordenadas del vértice.

El corte de la gréafica de la parabola con el eje Y coincide con el coeficiente 2, en la funcion,
pues éste corresponde con evaluar y (0)=a,.

La ecuacion cuadratica que se genera al igualar a o la funcion, y(x)=o determina los cortes
con el eje x de la funcion.

Calculando el discriminante D de la ecuacion y(x)=o se decide si la parabola corta o no al
eje x segln que ocurra lo siguiente:

v/ D> 0, 2cortes eje x, 2 raices reales distintas.

v D= 0, 1 corte eje x, una raiz real repetida.

v/ D < 0, no hay cortes eje x, la parabola completamente arriba del eje x, o bien, completamente
abajo del eje x.

Te mostramos finalmente la gra-
fica de las & pardbolas con sus
correspondientes derivadas vy,
aunque pareciera una imagen
confusa, esperamos que puedas
visualizar lo que estd ofreciendo
y que hayas ganado la habilidad
de transitar de graficas a expre-
siones algebraicas y célculos
numéricos. Para comprobarlo, te
proponemos que realices el ana-
lisis de las = parabolas restantes,
tal como ya lo hemos realizado
en los = ejemplos anteriores.
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’

regresa al radar en la misma posicién del emisor. Asi es posible captar
informacién como distancia, altitudes, velocidades de objetos estdticos e

incluso en movimiento, como aeronaves o barcos.

Entre las aplicaciones mds importantes de la pardbola se encuentra su uso en

antenas de radares para deteccién a larga distancia. Su funcionamiento se
basa en producir una especie de “eco” utilizando ondas electromagnéticas.
Se emite un impulso de radio que al reflejarse en el objetivo que se rastrea,

e e

ssssnneg

AN

Cuarto resultado: caida libre y parabolas

El resultado que queremos explotar ahora es en referencia al contexto real
del movimiento rectilineo para el caso en que la velocidad estd modelada
mediante una funcién lineal.
h En nuestro andlisis de la situacion problema, por
T una parte construimos la antiderivada de la velo-
cidad, que es una funcién polinomial de grado 2,
y por otra parte, verificamos que la derivada de la
velocidad es constante.
Estamos ante lo que en la Fisica se conoce como
J un Movimiento Uniformemente Acelerado. Es en
relacion con este contexto real que deseamos des-
tacar la aportacion del Calculo.
Supongamos la actuacién de la fuerza de gravedad
que afecta la velocidad con la que cae un cuerpo
enmarcado en el evento de caida libre.
Si fijamos un sistema de referencia como la figu-
ra, donde la altura del cuerpo se mide a partir del
suelo, entonces, la fuerza de gravedad actda en el sentido contrario, y por
tanto, indicamos la aceleracidon constante como
a(t) =9=- 9.2 metros/segundo cuadrado,

v

esto en nuestro sistema métrico decimal.
Pero sabemos que esta funcion (que es una funcidn constante) representa
la raz6én de cambio de la velocidad, esto es, si antiderivamos la acelera-

cién obtendremos la funcién de velocidad.

v (t)
antiderivamos ‘c
a(t)=-9.¢

=-9.8t +¢C

donde la constante ¢ cumple con
v(o)y==-9.2(0)+c=cC

luego, ¢ representa la velocidad inicial del cuerpo; escribamos

V(t):_ﬁ-gtﬁ'\/o o bien, \/(t):\/o—ﬁ.gt

Tema 1.4
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7 A‘ Nuevamente, sabemos que esta funcién (que es lineal) representa la razon

de cambio de la posicién del cuerpo, en este caso, la altura a la que éste

’// se encuentra con respecto al suelo. Denotando esa altura como se hace
W tradicionalmente, con h(t) podemos construir la funcién altura si anti-
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n(o)=v, (o)-4+.9(0) +c

n(o)=c

luego, ¢ representa la altura inicial del cuerpo; escribamos por tanto
h(t)=v, t—4 .9t +h,

o lo que es lo mismo,

hit)=h +v, t—4 .9t

Las expresiones que hemos construido a través de accionar el proceso al-

goritmico de antiderivacién podemos representarlas también en términos
del proceso de derivacién como ilustramos en seguida:

derivamos ‘ h(t) =h+vit—49t

W(e) = v(¢)

dertvanos L
V'(t)

y esta informacion es suficiente para resolver el problema de prediccién

v, — 9.8t

=a(t) =-9¢

que nos ocupa en este contexto real, como lo ilustramos en el siguiente
ejemplo.



Ejemplo
Un globo se encuentra a una altura de €0 metros sobre el suelo y va su- Ceee—
W

biendo arazén de 12 metros/segundo. En ese momento preciso se suelta
=X

un paquete. . .
a) (Cudles son las funciones que modelan este evento? M

De acuerdo al sistema coordena- . o i
do mostrado en la figura, podemos o e
precisar tres datos: que la altura

inicial del paquete es 20 metros,

que en el momento en que se suelta

el paquete, éste lleva una velocidad /M

inicial positiva (como la del globo) //
=X +2

de 12 metros/segundo y finalmen- W
w

te, que en el evento estd actuando
la aceleracion debida a la fuerza W—
de gravedad, con —9 .2 metros/ W’
segundo* empujando hacia abajo al w
paquete. W
T Aomd VeSS —

NCUEAEY T eV
De lo anterior, construimos las funciones que modelan la situacion

D
— vlea——
activando el proceso de antiderivacion:
valor intelal " A

a(t)=—9.¢ v(t)=12-9.2t h(t)=co+12t—49t
antiderivamos antiderivamos

Con ellas debemos poder predecir distintas cuestiones en este evento,

entre ellas las siguientes:

b) (Cuanto tiempo tardard el paquete en llegar al suelo?

Para que el paquete llegue al suelo requerimos que la posicion x sea
0, de ahi que se construya la ecuacion cuadrdtica:

0=g0+12t—4 .9t
4.9t —12t—-g0=0
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la cual resolvemos utilizando la férmula general:

L —(—12)1\/(—12)2 —4(4.9)(-20)
2(+.9)

12J_r\/144+15'@2 12%+41.2763

9.2 9.2

Obtenemos las soluciones aproximadas:

t =

12+ 41.37632 12— 41,3763
tm——————  — =54405 y tm———F—

9.€ 9.2

=-2.9975

de las cuales descartamos la negativa porque no tiene sentido en el
contexto del problema.

Concluimos que el paquete tarda prdcticamente 54465 segundos
en llegar al suelo.

¢) (Con qué velocidad llega al suelo el paquete?

Para responder, basta evaluar la funcion de velocidad en el tiempo en
que llega al suelo:

V(5. 4465)=12- 9.2(5.4465)=-41.2757

Por tanto, el paquete golpea el suelo con una velocidad de prdctica-
mente —41 metros/segundo; el signo negativo indica la oposicion con
el sentido que sefiala el eje de la altura.

d) (Qué altura maxima alcanzé el paquete antes de comenzar su
descenso?
El paquete sigue subiendo mientras la gravedad actiia hasta hacer
que se detenga en un cierto instante y comience a bajar. Ese instante
es aquél donde la velocidad es igual a o.

Lo obtenemos igualando a o la funcion de velocidad:
v(t)=12- 9.2t=0

. 1
dedonde 12 = 9.2t yasiseobtiene t=——=1.2245
9.¢

En ese valor del tiempo el paquete llega a su altura mdxima, la cual
obtenemos evaluando la funcion de altura:

2

h(1.2245)=20+12(1.2245)—4.9(1.2245)
=g7.2469

El paquete subid prdcticamente 7.24¢9 metros al soltarse el globo
desde a la altura de 20 metros antes de comenzar a bajar.



e) Realiza las gréficas de velocidad y posicién para describir el movi-
miento que experimenta el paquete desde que es soltado hasta llegar al e
suelo.

En la siguiente imagen se representa la situacion variando en el eje
del tiempo.

Las grdficas de velocidad y de altura del paquete manifiestan que el
paquete sube y baja en la vertical en correspondencia con el signo
positivo y luego negativo de la velocidad.

La altura mdxima del paquete se alcanza cuando la velocidad es o,
ocasionando que en un instante el sentido del movimiento cambie de
ir hacia arriba a ir hacia abajo.

El instante en que cae el suelo se manifiesta por el corte con el eje
horizontal de la funcion de altura y el dato de la velocidad de caida se
representa con un punto en la grdfica de velocidad en la zona negativa
de la misma.

. Sabias que?...
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SinTESIS
El lenguaje simbalico en Mlatematicas: Modelo cuadratico

Hemos explicitado cuatro resultados relacionados con la funcién cuadratica y su derivada. Es momento de esta-
blecer formalmente este modelo y proceder a la aplicacién del mismo explotando su representacién algebraica,
grafica y numérica.

Utilizando la simbologia matematica desprendemos el significado que el contexto real del movimiento rectilineo

nos ha proveido en las situaciones analizadas y ahora reconocemos las tipicas variables x y Y

Podemos llamar ¢y =# (x) a lafuncién cuadratica que modela matematicamente a la magnitud de interés Y
la cual depende de la magnitud de referencia x la posicion y el tiempo, como lo manejamos anteriormente.

De este modo, la razon de cambio de Y conrespecto a x se modela matematicamente con la derivada
’ i a = 3 § L
f (x) la cual es una funcion lineal que en cada valor de x calcula la razén de cambio instantanea (en un

instante) de Y respecto a x.

A su vez esta Ultima (la derivada), como funcion que es en si misma, admite que obtengamos su correspondiente
razon de cambio, la cual se obtiene aplicando nuevamente el procedimiento algoritmico de derivacion. Estamos

entonces hablando de derivar la derivada, aplicacion repetida que se denota como lo ilustramos en seguida:
y=f(x)=a+a x+a, x°
Ele) = a8 205 X
7 (x)=2a,

Observa que hemos utilizado la notacion f’()() que se lee “efe prima” de x para la derivada y la notacion

f"(x) gue se lee “efe biprima” de x para la segunda derivada, es decir, para la derivada de la derivada de

1 (x)-
Podemos reconocer en el conjunto de funciones anterior al Modelo Cuadratico:
“Modelo matematico que representa la situacién de una magnitud
cuya razon de cambio esta representada por el Modelo lineal.”

’ X

Richardson (1881-1953) publica en 1967 su articulo 3Qué tan larga es la costa de
Gran Bretafa? Este matemdtico, fisico, meteorélogo y psicélogo inglés, ademds de ser . . 08008 . [ ]
un reconocido pacifista, fue pionero en el estudio de las causas para la guerra con

el fin de prevenirlas. Fue en ese contexto que se dio su inferés cientifico por investigar
una relacién entre la probabilidad de que dos paises fueran a la guerra y la longitud

de su frontera comdn.

Mientras hacia su estudio, los datos le hicieron percatarse que habia una variacién
muy considerable en las longitudes reportadas de las fronteras internacionales.
Investigd entonces sobre la dependencia de la longitud de una frontera con respecto a [

la unidad de medida. 80808000

Uno puede imaginarse que, suponiendo una unidad de medida se tenga asignada la
longitud de la costa de Gran Bretafia; luego, si esa unidad de medida se parte en 2 y
se vuelve a medir la costa, uno esperaria un valor mayor que el primero. Si se repite la accién, partiendo en 2 la unidad
y volviendo a medir, uno esperaria un nimero mayor adn que el anterior...

Mientras més pequefa sea la unidad... mayor el resultado de la medicién. Richardson concluye que la longitud de la
costa no estd bien definida, crece sin restriccién a medida que la unidad de medida es menor.

)
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Aplicacion: La funcion cuadratica en contextos reales.

Aplicamos el aprendizaje de la relacion entre la grafica de una funcién cuadratica y la de su derivada, funcién
lineal, en contextos reales para reafirmar su utilidad en la prediccién de diversos eventos.

Caso 1. El ingreso total y marginal en Economia

En los estudios economicos se describe la variacién de una cantidad 4 con
respecto a otra cantidad x en t€rminos de varios conceptos, entre ellos, el
de valor marginal, el cual se puede entender como la variacion de y “en el
margen”, esto es, para pequefias variaciones de x a partir de un valor dado.
El concepto matemadtico correspondiente es la derivada, la razén de cambio

“instantdnea” de g con respecto a x.

Una funcion de demanda y = (x) es una funcién positiva que establece el
precio unitario de cierto producto del cual se demandan x unidades.

Al multiplicar el precio de cada unidad por el nimero de unidades que se de-
mandan se construye la funcién ingreso total: = (x)=xf(x).

Es ttil pensar en la razén de cambio del ingreso total con respecto al cambio
en la cantidad demandada x; pues por ejemplo, valores positivos de ésta su-
gieren aumentar x. El ingreso marginal es la derivada =’(x) del ingreso

total con respecto a x.
. ., . 5 = .,
Considera la funcién lineal y=f (x)=——=—x como funcién de demanda
2 4

y grafica tanto la funcién de ingreso total como la funcién de ingreso marginal
para establecer relaciones entre ellas.

La funcion de ingreso total se obtiene multiplicando por x la funcion
de demanda:

R(x)=xf(x) =x(£—i/<)= ix—if
2 4 27 4

Por su parte, la funcién de ingreso marginal es su derivada:
, 5 =
R/(X)=———x
2 2

Graficamos ambas funciones en el mismo sistema coordenado en seguida.

R R

25
12
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Se observa en la figura que el ingreso total estd aumentando a medida que

el valor de x aumenta hasta llegar al valor de 2 momento en que el in-
=

greso marginal es o, dejando de ser positivo y pasando a ser negativo.

En ese preciso valor de x se tiene el valor mdximo del ingreso total, que

. 25
esiguala —.

12

Cabe observar ademds que la funcion de ingreso total debe ser conside-
rada en la zona en la que este ingreso es positivo, a saber, para valores

10
de x de 0 a —.

=
Los dos valores importantes de x en las grdficas se obtienen al igualar

funcion y derivada a o, que en este caso corresponden con las funciones

de ingreso total e ingreso marginal.
Realizamos estos procedimientos algebraicos. Encontremos el corte con
el eje x de la funcion ingreso total:

de donde conviene trabajar con la expresion factorizada

5 3
X|——-—x|=0
2 4
y cada factor se iguala a ©:
5 3
X=0y—=——XxX=0
2 4
_ 5 =
despejamos —=—x
2 4
., 20 10
2w=6x yasi x=—=—
& 2

Encontremos ahora el corte con el eje x de la funcion ingreso marginal:

, 5 =
R/ (x)= ———x=0
2 2
5 32 5
Despejamos: —=—XxX 'y x=—
2 2 2

Para encontrar el valor mdximo del ingreso total se evaliia esta funcion
en el valor de x que hemos encontrado:

(=)

s\2 5| ()2 | =25
= N2 =4 = N 4 12

tal como se encuentra sefialado en la grdfica.




omAa NOTAl
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Para hacer sonar la campana necesitamos asegurarnos que la posicion
alcanzada por la esfera sea mayor o igual a la altura de la campana de

4.5 metros.

Podemos calcular la altura mdaxima que alcanza la esfera si su posicion
estd modelada con la funcion cuadrdtica dada, pues dicha altura mdxima
es la posicion que alcanza justo cuando su velocidad es ©.

La velocidad que lleva la esfera se calcula con la derivada de la funcion
de posicion:

v(t)=x'(t)=1=2.5-19.¢ct
Igualamos a o la velocidad y despejamos el tiempo:

12.5-19.6t=0 luego 1z5=19.6t yasi

12.5
t="—=0.689

19.6

Debemos ahora evaluar la posicion en este tiempo: W
XPresiom

. Y el

x(0.629)=12.5(c29)- 9.2(.629) =4.6492242 M
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[y
N
0y

1.378
= 7
4.649

0.5

0.649

Habiendo comprobado que la posicion de la esfera excede la altura de la
campana, podemos predecir que efectivamente ésta sonard debido a la
fuerza aplicada por el hombre.

Agregamos una imagen de las grdficas de velocidad y posicion de la es-
fera para interpretar visualmente la informacion obtenida. Nuevamente
aqui tenemos un punto mdximo correspondiente con el corte de la deri-
vada con el eje horizontal y el cambio de signo en la misma de positivo a
negativo. Cabe observar ademds que ambos grdficos deben ser conside-
rados para valores de t entre 0 y 1.37& segundos, que es el tiempo en
que la esfera ha regresado a la base.




una longitud fija
de mayor area que
erimetro. Observa que
do el dato del perimetro
tada por la letra p, sin dar-
particular, estamos proponien-
esultado en una forma general.

a longitud p siguiente y tracemos
gulos con ella que nos transmitan la
e ain con igual perimetro no encierran la

sibles de perimetro p encierra la mayor drea.

Al intentar trazar un rectdngulo con ese perimetro Pudimos haber llegado a esa expresion también si
podemos darnos cuenta de que el rectdngulo queda llamamos h a la altura del rectdngulo (ver figura),
determinado completamente en el momento en que X

se decide cudl serd la longitud de su base. En efecto, '

si llamamos x a esa longitud, entonces se necesita '+
otra longitud x igual para el lado paralelo a la base, b e L
y de la longitud restante de p, se deberdn producir X
los gtfos dos lados. La siguiente figura ilustra la si- sabemos que 2x+2h=7 y de ahi despejamos h
fuacion. PR en términos de x:
: . PT2X
! 2h=p—2x yasi h=——
+ 2
Hemos trazado el rectdngulo cuyo perimetro es la
X longitud p. Ahora expresemos su drea, la cual es el

producto de base por altura. Escrito en términos de

Se ha utilizado la cantidad 2 x de la longitud ori- la base x tenemos que:

ginal p 'y queda el resto, p—2x el cual debe ser P—2x
utilizado para formar los dos lados restantes. Yy=A(x)=x o
Como estos lados deben ser iguales, cada uno de y realizando el producto algebraico se tiene
ellos deberd tener una longitud PT=2X Po2x P P .
2 Y=AX)=x|l——-—Fx|——-x|=—x-x
2 2 2 2
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Se trata de una funcioén cuadrdtica con cortes en el
eje horizontal cuando y = A(x)= 0, esto es, cuando

X E —X|=0
2
e igualando ambos factores a © obtenemos

X=0 Y x=£.
2

El vértice de la pardbola, grdfica de esta funcion, se
encuentra donde su derivada es ©:

Y =A'(x)=£—:z)<=o

de ahi que £=2)< y Xx=
2

Evaluamos finalmente el drea ahi para hacer un tra-
zado de las grdficas.

o))

_PF_P_P
< 16 16

Observa que los valores de x que representan la lon-

gitud de la base del rectangulo van de © a i esto es

asi porque para que pueda construirse un re%ta‘ngulo
no podemos exceder la mitad de la longitud p para
Sformar la base y el lado paralelo a ella, pues no que-
daria material de p para los 2 lados restantes.

Observa ademds que el valor mdximo del drea se da

P

cuando x=—y siendo asi, la altura es
,4,
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'IMA m"' 7 ¢ qué valor
. oroue o SAOrLAVD
L2 pardboly horizontal page /M/DL/

tene la expresisy, algebraioy

K:gz

De modo que se trata de un cuadrado ya que su base
y altura son iguales. Por tanto, concluimos que para
que una longitud p forme el perimetro de un rectdn-
gulo que encierre la mdxima drea posible, se debe

dividir la longitud p en 4 partes iguales y formar
un cuadrado.

=
— v T
_ ssodmepeadd—
i

—



Tomando en cuenta el dngulo de inclinacion, po-
demos descomponer la velocidad inicial en su
efecto en la direccion horizontal, v, cos® 'y su
efecto en la direccion vertical, v, sen 0 esto lo
obtenemos al considerar el tridngulo rectdngulo
en la figura y recordando que el seno (coseno)
del dngulo es el cociente del cateto opuesto (ad-

yacente) entre la hipotenusa.

Si la coordenada x representa la posicion en la
horizontal de un movimiento con velocidad cons-

oma WOTA
 [Toma WO2°°
Pavo dgspgjav/ ydeln A
C)(EYCSLDg  “.'|:
X=Y — W
W — /
M M
‘PﬁYD lebenos tener P e W
M

T TonaLperay w00 ¢

tante v (t)= v, cos 0, entonces, antiderivando
tenemos que la posicion en la direccion horizon-

tal del objeto es
x(t)= (\/D ¢os (-)) t

donde hemos asumido que la posicion inicial en
la direccion x es x(0)= 0.

I
— — 
——
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Si la coordenada y representa la posicion en la vertical de un movimiento con aceleracion constante, —g 'y
con velocidad inicial v, sen 0 entonces, la velocidad en esa direccion vertical serd variable y se modela con
la funcion lineal

v, (t)= Vv, senb-gt=v, sen - 9.2t

De ahi que la posicion y en la vertical es la antiderivada de esta velocidad, por tanto,

2

y(t)= (\/osenﬂ)t—(j.Q)t—Z(\/@senﬂ)t—lk.jtz
2

donde hemos asumido que la posicion inicial en Yy es 0, lo que sustituye la constante aditiva en la antide-
rivacion.

Concluimos entonces que este movimiento especial, el tiro parabdlico se representa mediante el par de fun-
ciones

x(t)z(\/owse) 5(t)=(vcsen9)t—4ﬁt

b) Haciendo uso de las funciones anteriores, conocidas como funciones paramétricas de este movimiento, prede-
cir: la altura mdxima que alcanza el objeto, el tiempo en que la alcanza; la distancia mdxima recorrida por el
objeto y el tiempo que tarda en caer nuevamente al suelo.

La altura mdxima alcanzada debe coincidir con el instante en que la velocidad variable en la direccion
deja de ser positiva y llega al valor o para comenzar a tomar valores negativos y mostrar la caida del objeto.
Igualamos a o esta velocidad y despejamos el tiempo:

v, (t)=v, senb- 9.gt=0

} o . v, sen 0
uego VvV, Sem = 9.2t =
g 0 9 y e

Observa que este valor depende del dngulo y la velocidad inicial en el lanzamiento.

Para encontrar la altura mdxima, sustituimos este valor del tiempo en la funcion de posicion <tj(t)

g(t)Z(\/ﬁ sen 6) t—4.9t"

v, Ssenb | 5 0 vV, Sen® ., v, Sen
Y —j.g —(Qsen ) —‘9.8 -9 —j.g
:(vasenﬂ)z - * D (v’ senB)Q
9.2 (9.2)(9.¢) * °
(\/Osene)2 1 ( 6)2 (\/OS€VL9)Q (\/Osgnﬂ)2
= - vV, SenB) = -
9.8 2(9.2) 9.8 2(9.2)
=(\/osg/49)Q L L = L (\/Osenf))2

9.2_2(3@) 19.6

Observa que en caso de que el dngulo © sea de 90 grados, el valor de la altura mdxima debe coincidir con
la altura que se obtiene en caida libre si se lanza el objeto hacia arriba con una velocidad inicial v ; esto lo
comprobards en los problemas propuestos de este tema.
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analizada, podemos afirmar que el tiempo debe ser el doble de lo que invirtio el objeto en llegar a su altura
mdxima,

Para determinar el tiempo de caida del objeto, por la simetria que presenta el movimiento en la situacion

v, Sen 0| v, sen 0
t=2 =

9.8 4.9
Es un buen ejercicio algebraico que compruebes que la coordenada 5(1&) en este tiempo debe ser igual a o

pues el objeto llega al suelo. . . sustituye en la funcion <lj(t) y comprueba que efectivamente,

v, Sen 0
=0
J 4.9

Por iltimo, para calcular la distancia a la que el objeto cayo con respecto a su salida, basta que evaluemos la
funcion x(t) en dicho tiempo, en

v,Ssen 0| v, sen 0
t=2 =

9.2 | 4.9

lo hacemos en seguida:

x(t)= (\/ans G)t

v, sen 0
)( -

V,sen 0| v, sen 0cos 0
= (vpcos 6) =
4.9

4.9 4.9

Terminamos colocando toda la informacion obtenida en la imagen original:

x(®) = (v cos ) y(O) = (v, sen B)E — 4.9 €2

€.
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Problemas
PROBUESTOS —— 1112 ] AN !—_ L E] ‘l'l‘h“ R 4

PRrosLEMA ]

Una pelota se lanza desde el suelo verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 20 metros por segundo.
Consideremos sdlo la accion de la fuerza de gravedad afectando el movimiento de la pelota.

a) Construye la funcion que modela la velocidad de la pelota y enseguida construye la funcién que modela la
altura de la pelota respecto al suelo.

A6 —20C=(3) 386-0z=()7

:eysandsay
b) Encuentra la altura maxima de la pelota y el tiempo que tarda en alcanzarla.
ot

IS0+ 0z = Y 3040 T=——=13
00T

:e)sandsay

¢) Utiliza un software de graficacion para trazar las gréficas de la velocidad y de la altura de la pelota en un mismo
sistema coordenado e interpretar el comportamiento del movimiento.

'q 0SIDUI |3 U OpeUIWIR1SP o3und |3 U3 321349A UOD ofeqe eidey BARDUOD
ejogesed eun s einyje e| A ‘odwaiy [9p 33 [2 zNnId anb eAnebau s1usipuad Sp L1I31 BUN SB PEPIDO|aA 3P edyelh e

:eysandsay

d) Considera ahora que la pelota fue lanzada hacia arriba pero desde una terraza en un departamento de tal
modo que su altura inicialmente era de 10 metros. ;Qué distancia recorre la pelota hasta llegar a su altura
maxima?

'SONBW T80+ 0T = 0T — 80+ 02 = (0) Y —(80+0T)Y =|:801'70'Z:’ ’0]14
‘eJN}[e B| UD OIqIeD |3 S BIDUR)SIP B[ S9|eWIDap + e opewixoldy
:e)sandsay

e) Enla misma situacion del inciso anterior, jcuanto tiempo tarda en caer al suelo?

ze< + =3 ‘oeejojad e| ap einye e| opuejend)

:eysandsay




f) Calcula la distancia que ha recorrido la pelota en los primeros =z segundos.

'SONPW TIT6 +T=T305 ++T30+ 0T = epuelsig
1805 +—=T30+ 02 —6'sT=(80+0T)u— ()Y :[s ’80#0'2‘:]14
180+ 0z =(0)y—(80+02)Y :[30170'3 /O]bf

"SOpUNBIS € SO| LISEY OLILIIUOD OPIIUSS |3

U3 9110331 9nb edURISIP B| BWNS 9] 9S BWIXRW BIN}|E B BISEY BPILIOdD) BIDURISIP B] Y
:eysandsay

g) Con ayuda de un graficador realiza la gréfica de la altura de la pelota lanzada desde la terraza y sefiala en ella
la informacion obtenida en los incisos d), e) y f). Compara con la gréfica obtenida en el inciso ¢ para visualizar
similitudes y diferencias.

‘0 einyje e| e Jeba|| esed asiebuo|
-oid agap anb 0|0s > osidul [9p edyeIb B] 3p SapepIun OT 3P eqLLIE BIDBY [EDILI9A UOIDR|SEI) BUN SB BOLYRID BASNU BT

:eysandsay

PROBLEMA 2.
Un tanque tiene la forma de un cilindro con €00 centimetros cuadrados como érea
de su base y un metro de altura. Dos llaves lo estan llenando de agua de tal manera o

que una de ellas lo hace a razén constante de = centimetros/segundo y la otra lo
hace arazén variable igual a 2¢ centimetros/segundo, donde t es el tiempo trans- i H
currido en segundos. En el instante en que comenzamos a considerar la situacion, el
nivel del aguaes 4 = 12 centimetros.

a) Construye la funcién que dé cuenta de la razon de cambio del nivel del agua
en cualquier instante ¢ Construye enseguida la funcién que dé cuenta del
nivel de agua a partir de ella.

L3+3E+cTr=()Yy Tc+e=(3)4
:eysandsay

b) ;Cudl serd el nivel del agua dentro de o2 segundos?

soJlow E/\q +o0zT =y
:eysandsay

¢) ¢(Enquéinstante t sellena el tanque?

sopunbas s =32
:eysandsay




d) ;Cuanto tiempo habia pasado cuando el tanque estaba lleno a la mitad de su capacidad?

sopunbes €++3 4 =3
:eysandsay

e) Construye la grafica de la funcién que modela el nivel del agua y sefala en ella las respuestas dadas en los
incisos b), €) y d).

eqliie eDRY BARDUOD A 93USID91D $3 [9AIU [9P UOIDENDS | 9p edyelb e
:eysandsay

f) Considera que la razén de cambio del nivel del agua en el tanque fuese r(t)=—=+2¢t, ;qué diferencia
plantea esto en la situacién descrita en el problema?

oDIU [B 9ANUIWSIP [SAIU | ‘91URISUOD UQZe) B enbe opuelojesap p1sa aAe|| esawiid e
:eysandsay

g) Encuentra el valor minimo al que llega el nivel y en qué instante.

SONPWAUD S£ 6 =(ST)Y
OwuJW [9AIU ‘sopunbas < T sO| ¢
:e)sandsay

h) Grafica la funcion del nivel de agua y de su razéon de cambio para la nueva situacion del inciso f habiendo
calculado el instante en que se llena el tanque.

"soAl}Isod e soAebaU sa1ojeA ap 3f3 |9 BzNnJd anb e1d3) olquied ap uozey
ST =3 U3 3DI3IA UOD BqIIIE BIDRY BARDUOD [OCRIRd [SAIU [9p BIYRID
'sopunbas TT so| e eud|| 35

:eysandsay




ProBLEMA 3.

Inventa una funcion cuadratica de la forma y = F(x)=a,+a, x+a,x" quetenga el comportamiento que se
establece en las graficas de la siguiente imagen. Observa que, aunque no hay una escala dada, el signo de las va-
riables x y y sise encuentra explicito en las figuras. La respuesta en cada grafica no es unica, por lo que deberas
graficar y comprobar que efectivamente la funcion que propones cumple con las caracteristicas que laimagen dada
manifiesta.

(¥

‘+ e|oq

-ejed e| U3 0 s zjeieun Kk = ejoqeled e| ua solsando soubis usuall ds sadJes se| 01ad ‘OAIISOd S3 AJURUILILISIP |9 +
K = sejoqesed se|ua A ¢ e [enbj ss ueulwLdSIP |9 T ejogeled e| ud ‘0AlleHIU $9 SjURUIWLDSIP |9 T ejoqesed ejuj
:eysandsay

ProsLEMA 4.

Para cada funcién cuadratica dada encuentra su derivada y dibuja su grafica en el mismo sistema coordenado
donde te damos la gréfica de la funcién. Encuentra los puntos de interseccion de la funcidn y de su derivada con el
eje horizontal x y con el eje vertical 4.

J 9

a) g=g(x)=:zx2+@x+§




b) g=g(x)=(x—é)(x+;

0 g=g(x)=—§x2+2

2—1




Vi e y=ylx)=—2x —5x—4

ProBLEMA D.

En cada inciso se te provee de una funcién lineal v= v(t) que modela el comportamiento de la velocidad de una
particula que se mueve en linea recta. También aparece la gréfica de la funcién cuadratica x = x(t) que modela
la posicion de la particula; se grafica sélo en la zona positiva del eje horizontal ¢ que representa el tiempo trans-
currido.

En cada inciso deberas completar la descripcion del movimiento de la particula al llenar los blancos. La infor-
macién numérica que obtengas para esto debe estar calculada explicitamente con el procedimiento algebraico
necesario.

Va t 1
X, ==, v(t)=—+=
a) P (t) >

2

Descripelon oel movimiento:

Cuando tomenzamosS a observar, la /z:mtémm Se
encontraba en la posicéo’n Yy se movia
haciala cada vez mas ‘ 11

Paso por el orlﬁm de la recta en que se mueve a los . n
Sequndlos Yy tontinud su movimiento

hacia la cada vez mas -1t

hasta que le perdimos de vista . .. 1




4t
— — X
b x =4 v(E)=-—
5
Descripeion oel movimiento:
Cuando tomenzamos a observar, la pmta’mm se
encontraba en la posiaio’n Y se movia
haciala cada vez mas
Paso por el orggm de la recta en que se mueve a los
Sequndos Yy tontinud su movimiento
haciala cada vez mas 4
hasta que le ,bemélmos devista . ..
X
g X, =4, v(t)=2-2t
Descripeion oel movimiento:
Cuando tomenzamos a observar, la /Mmfémm
se  encontraba  en  la poséclo’n .
y st movia.  hactio  la cada
vez  mas . Se detwvo justo a los =1
L ieio
Seff”fdos Y m/ a posicion 5
metros para mr%wse haclo la cada
vez mAas . A eso de los 1t
seﬂnndos pase por el onjm/ de la recta en que se ¢
mueve. Ulevaba wuna velocldad de T2 =\ 4
metros/sequndo Yy continud  moviéndose  cada
vez mas hacia la hasta
que le pemlémos devista . ..
X
d x,=3, v(t)=—-=2+2t
Deseripelon del movimiento:
Cuando tomenzamos a observar, la /bara’mm Se
encontraba en la posécéa’n Vi llevaba
una velocldad de mztms/&egnnda \
32
Se movia hacia la tada vez mas
. Se detuvo justo a los 1
Sequndos Y en la posicion metros <1
para dér&ﬂirse hacia la cada vez |
mas de modo que Léeﬂo’ a 1 5
pmarporeé on’ﬂm delarectaen quesemuere. Continud
moviéndose cada vez mas hacia la
hasta que le per&éimos devista...




k |

g x = f)=Z—¢
jo$ 2

Descripeion oel movimiento:

Cuando comenzamos a obsServar, la pma’mm Se

encontraba en la posicion llevaba

una velocldad de metros/sequndo.

Se movia hacio la cada vez mas
. Se detuvo Justo a los

sequndos Y en la posicion metros

para dirigirse hatia la cada vez mas

demodo que Uegbalorigendelarecta
en que se mueve u Se devolvid sin cruzar. Continud
moviéndose cada vez mas hacia la
hasta quele perdimos de vista...

3
f x, =2, v(t):—4+;t

Deseripeion oel movimiento:

Cuando comenzamos a observar, la particula se encontraba

en la posicion Uevaba wna velocidad

de metros/sequndo. Se movia hacia la
cada vez mas

Paso por primera. vez por el origen de la recta en que se

mueve a Los Sequndos ton una velocidad

de metros/sequndo Yy continud hacia la
cada vez mas

ASL continus hasta que se &{gmwjﬂsf:o a los

Sequndos y en la posicion metros para
dirigirse haciala cada vez mas ;
de este modo Lleﬂo’ a pasar nuevamente por el onym de
la recta en que se mueve a los seﬂ;mdos

con una velocldad de metros/sequndo.
Continud moviendose cada vez mas hacia

la hasta que le pemllmos devista ...




PRroBLEMA B

Se va a cercar un terreno rectangular contiguo a una barda de piedra que servird como un lado del terreno, el
cual, no requiere cerca. El problema consiste en encontrar el terreno rectangular que encierra el area maxima
posible y que cumpla con la restriccién que se establece en cada inciso.

a) Lalongitud de la cerca debe ser de exactamente 1 150 me-
tros.

0JJoW SH£ST
ap saipjnaipuadiad sopp| ‘solloW S£S ap bpipq b 0fajpipd opp|

:eysandsay

b) El costo de la cerca debe ser justamente de 54 0oo pesosy
el material que se usara para el lado paralelo a la barda cuesta
#5 pesos el metro mientras que los lados perpendiculares a
la barda de piedra se cercardn con una malla econémica de
50 pesos el metro.

sodoW O£
ap saipjndipuadiad soppj ‘sojow 02= ap bpipq b 0ja|pipd opp|

:eysandsay




Ejercicios

INIDAD- T I1EvIA 1 99—

En cada inciso aparece una funcién cuadratica cuya grafica es una parabola vertical.

a) Planteay resuelve la ecuacion cuadratica que te permite decidir si la gréfica de la parabola intersecta o no
intersecta el eje x. En caso afirmativo, expresa cada punto (x, y) de interseccion.

b) Encuentra las coordenadas (x, g) del vértice de la parabola (utiliza la derivada).
¢) Encuentra el punto de interseccion de la parabola con el eje 4 y expresa el punto (x, y) de interseccion.
d) Grafica la funcién cuadratica en cuestion y su derivada en el mismo sistema coordenado.

e) Senala en la grafica el vértice y los puntos de interseccion con los ejes x y y; seiala ahi mismo las coorde-
nadas (x, 3) de estos puntos.

1) y=£f(x)=2x"-9x-5 2) y=F(x)=2x+ 9x

3) y=Ff(x)=2x-5 4 y=f(x)=2x —x+5

5) y=~F(x)=4x-12x+9 6) y=f(x)=—4x -21x-17
7 Yy=Ff(x)=—4x +21x 8) y=Ff(x)=—4x —17

9 y=f(x)=—11x"—10x+1 10) y=F,(x)=—9x —ex—1




ARNIDAD- T T ENMIA R 28

1) 2) 5)
Eje x: (5, 0) Ejex: (0, 0) , Eje x: no hay Ejex: (-
=2, EX

Vértice : Vértice : Vértice : Vértice :

9 121 _9 = I
2 2 4 e Vértice: 4 e

(0, -5)

Ejey : (0, -5) Eiey : (o, 0) Ejey : (0, -5) Ejey: (0, 5)

7) 8) 9)

Eje x : (_17 ) Ejex : (0, 0) Eje x : no hay Ejex: (-1, 0)

21
—, O i 1o)

’

+ A
(_11 O)
Vértice : Vértice: Vértice : Vértice :

-2t 1¢9 (g ﬂ) (0, —17) (_5 =6
g 1e

g 1e 11 11
Eey: (0, -17) Eey: (0, 0) Eey: (0, -17) Eey: (0, 1)
20

15

10

5




1.9

Estudio cualitativo del Cambio
NO uniforme: Modelo cubico

En este tema se contintia con el analisis de tipo cualitativo para predecir el comportamiento
de la magnitud en estudio, con la idea de tomar decisiones respecto a si la magnitud esta
aumentando o disminuyendo, ademas de precisar como realiza esa accion. Todo esto se discute
a través del analisis de la razon de cambio de la magnitud. Como producto de un acercamiento
visual a las graficas de razon de cambio y magnitud se establecen relaciones entre ambas
grificas que se traducira en la informacion nombrada. Las nociones de punto maximo y
minimo, se agregan a la de punto de inflexion, que surge de este analisis, y con esto se enriquece
la interpretacion del comportamiento de la magnitud modelada mediante la funcién. Aunque
los resultados en este tema son validos en cualquier funcién cuyas propiedades matematicas
coinciden con las de las funciones polinomiales. Sin embargo, sera en el marco particular de
la funcion cibica donde se apoyan las inferencias que se establecen en dichos resultados. Este
tema incluye un estudio exhaustivo del modelo ciibico y su aplicacion en problemas reales.

r
Situacion ProeLema 1.5 |
Un tanque tiene la forma de cilindro 1104
circular recto con base de drea 900
centimetros cuadrados y 1 metro 100}
de altura. Tres llaves actiian en el
tanque a partir de cierto instante 90}
(cuando t=0)
g0t
de tal manera que el nivel del agua
h (medido en centimetros) cambia =0l
con respecto al tiempo transcurrido
(medido en minutos). eot
La funcién que expresa el nivel del agua con respecto al tiempo es:
50+
h(t)=15+2t—2t" +¢t°,
404
En el sistema coordenado dado, grafica la razén de cambio del nivel del
agua con respecto al tiempo. Utiliza la informacién de esta grifica para =0}
realizar después la del nivel del agua en ese mismo sistema coordenado.
Finalmente, describe lo que sucede con el nivel del agua en el tanque: 20l
(Crece?, ;decrece?, ;lo hace cada vez mas rapido?, ;cada vez més lento?
Como la funcion que expresa el nivel estd dada por r
h(t)=15+2t -2t +t , — £
5 10
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entonces, la razon de cambio del nivel estd dada por la funcion cuadrdti-
ca r(t)=2—4t+ 2t cuya grdfica es una pardbola.

Para trazar la grdfica de esta pardbola es necesario ubicar su vértice.
Como ya lo hemos hecho antes, procedemos igualando a © a su razon
de cambio.

La razén de cambio de r (t) es
r'(t)=—4+ct
y al igualar a © obtenemos — 4 + &t = 0

de donde ot =4 y t:iz_
&

()-E)E)

I
N
|
I
+
I
|
I
I
I

PN L 2 2
Por tanto, las coordenadas del vértice de la pardbola son (— i —).
2 3

Esta informacion, junto con el hecho de que la pardbola corta al eje ver-
ticalen v (0) = 2, nos permite realizar la grdfica céncava hacia arriba
para la razon de cambio del nivel,

r(t)=2-4t+ 3t”,

Se observa de este modo que la grdfica no corta el eje del tiempo, lo
que podemos corroborar al calcular el discriminante de la ecua-
cion cuadrdtica r(t)=0 vy ver que resulta un niimero negati-
vo. En efecto el discriminante de la ecuacion 2— 4t +3t° =0 s
b>—4ac=(—4) —4(=2)(2) = -2, resultando negativo.

La grdfica de v (t) nos informa que la razén de cambio del nivel del
agua es positiva todo el tiempo, pues la grdfica se mantiene en la zona
positiva del plano. Esto debe interpretarse en el crecimiento del nivel del
agua en el tanque durante todo el tiempo, a pesar de la accion de la llave
que desaloja el agua. Estd claro entonces que la grdfica de h(t) serd
exclusivamente creciente.

Existe, sin embargo, cierta diferencia con la forma en que se da el cre-

.. . . . 2
cimiento del nivel, porque durante el intervalo de tiempo de 0 a = de
=

minuto, la razon de cambio decrece, lo que provoca que el crecimiento del

. . , 2 .
nivel sea cada vez mds lento. Después, de los — de minuto en adelante,
32

la razon de cambio del nivel crece, lo que provoca que el crecimiento del
nivel sea cada vez mds rdpido.

. . . 2 )
La grdfica del nivel es creciente, pero de los 0 a los — de minuto es
=

concava hacia abajo, manifestando el crecimiento cada vez mds lento del

. 2 . . .
nivel, y a los = de minuto comienza el tramo de la grdfica con conca-
=



vidad hacia arriba, manifestando el crecimiento cada vez mds rdpido del
nivel a partir de ese instante.

Trazamos la grdfica en el mismo sistema coordenado de la razén de "
cambio. 190k

En esa grdfica debemos cortar la curva en el instante t = 5 una vez que
nos hemos dado cuenta de que a los 5 minutos el nivel del agua llega a

110+
la altura del tanque, como comprobamos en seguida:

n(s)=15+2(5)-2(5) +(5) ool
=15+10—50+125

, 90 +
=100 centimetros

QO +

GENERALIZACIONES A PARTIR DE LA Situacion ProBLEmMA 1.5

70 -
Primer resultado: puntos de inflexion

El comportamiento del nivel del agua en el tanque muestra un evento sin- co

. 2 .
gular que se genera alrededor del instante t = —; se trata del cambio en
i

la forma en que el nivel crece porque de estarlo haciendo de una manera
cada vez mads lenta (antes de ese instante) cambia para hacerlo después de
una manera cada vez mas rapida. 401

50 +

Visualmente el cambio del tipo de crecimiento ocurre en un punto de la
grafica de la funcién que se conoce como punto de inflexién, punto en el
que se produce un cambio en la concavidad de la curva.

z0 4

La figura abajo es un acercamiento de la imagen anterior con la grafica
del nivel y la de su razén de cambio. Como podemos observar en ella, el
punto de inflexién se relaciona justo con el punto minimo que ha ocurrido
en la gréfica de la razén de cambio del nivel.

20 +

[y

h r
: ¢
204
204+ punto de tnflexion
de b (O

W\ +

punto minimo

de r (&)
it

5

Esto era de esperarse, ya que en ese punto minimo la razén de cambio
deja de ser decreciente para ser creciente y, como ya sabemos, el decre-
cimiento de la razon de cambio (derivada) se relaciona con la concavidad
hacia abajo de la gréfica de la funcién, mientras que el crecimiento de
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la razén de cambio se relaciona con la concavidad
hacia arriba de la gréfica de la funcién.

Estamos argumentando en base a nuestro conoci-
miento anterior que el punto minimo de la razén
de cambio nos sefiala la existencia de un punto de
inflexién en la grafica de la magnitud bajo estudio,

Derivada y' = ' (x)
(razon de cambio, velocidad)

positiva o e
negativa Cag Y
creciente e
camlbio en el
comportamiento
decreciente e

Observa que el cambio de comportamiento de cre-
cimiento a decrecimiento en la derivada, significa la
existencia de un punto maximo de la funcién derivada;
y a su vez, el cambio de comportamiento de decreci-
miento a crecimiento en la derivada, significa la exis-
tencia de un punto minimo de la funcién derivada.

porque la derivada cambia su comportamiento en ese
punto minimo de decrecimiento a crecimiento.

Recordando la relacién entre el comportamiento de
la gréfica de la funcién y la de su derivada, podemos
recordar lo dicho en la siguiente forma:

Funcion y = #(x)
(magnitud, posicion)

creciente

decreciente

concava
hacia arriba canbio en
la concavidad
concava
hacia abajo

En ambos casos, tratdndose de un maximo o bien de
un minimo de la derivada; 4" = {"(x), podemos
ubicar ahf la existencia de un punto de inflexién de la
funcién original, y = £(x).

La funcion polinomial y = £ (x) tiene en x un punto de inflexion si en
el punto de su gréfica (x,f(x)) se tiene un cambio en la concavidad de esta curva.
Para que esto suceda, en x se debe tener un maximo, o bien, un minimo

de la grafica de su derivada de £'(x).

En la situacion problema 1.5 reconocimos un pun-
to de inflexién de la curva que representa al nivel
del agua en el tanque; un punto donde el comporta-
miento de la curva cambia de una concavidad hacia
abajo a una concavidad hacia arriba. En la siguiente
seccion tendremos oportunidad de reconocer funcio-

136 ° Unidad | La problemdtica

nes donde ocurra de la otra manera, de concavidad
hacia arriba a concavidad hacia abajo. Pero antes de
eso, vale la pena continuar el razonamiento en esta
situacion al preguntarnos ;jcomo es que detectamos
numéricamente ese punto minimo de la razén de
cambio que nos condujo al punto de inflexién en el



nivel? La respuesta es, derivando la razén de cambio e igualando a © su
expresion, esto es, igualando a © a la segunda derivada de la funcion.

Sabemos que, en general, esta accion algebraica de igualar a o a la de-
rivada de la razon de cambio nos brinda informacion sobre el maximo, o
bien, el minimo de la razén de cambio. Que en este caso se trate de un
minimo es algo que lo sabemos porque se observa en la grafica, y siendo
asi, la derivada de la razén de cambio (que es una recta) cruzard el eje del

. 2 . ”
tiempo en t = — pasando de valores negativos a positivos.

Cabe aclarar que en esta situacion no es necesario comprobar ese cambio
de signo en la segunda derivada, por tratarse de la derivada de una funcién
cuadrdtica, que, al ser una recta, siempre cruzaré el eje horizontal.

No obstante, en la bisqueda de una generalizacion, debemos percatarnos
de lo siguiente: cuando introdujimos el andlisis de los puntos maximos y
minimos en el Tema 1.4, lo hicimos para el caso de la funcién cuadratica;
ahi era claro que su derivada, al ser una funcion lineal (graficamente una
recta), necesariamente cambia de signo cuando se encuentra un instante
en el que vale ©. Mas esto no sucede asi en el caso general, porque una
curva (no recta) puede tener un comportamiento en el que “toca” el valor
0 pero no ‘“cruza” cambiando su signo.

g Y

™ :
V=" /7~ N

.aqul es 0

..aquies O
Y no cruza

M cruzn

Esa es la precaucion que debemos tomar en consideraciéon cuando no se
trata de una funcién cuadritica; deberemos asegurar que se produzca un
cambio de signo en la derivada para confirmar la existencia de un valor
maximo, o bien, minimo en la funcion.

Como evidenciaremos en la seccidon enseguida, igualar la derivada a o
no resulta ser una condicién suficiente para la existencia de maximos o
minimos, asi como también, resultard insuficiente la igualacién a o de la
segunda derivada para asegurar la existencia de un punto de inflexion.

Segundo resultado: la funcién cuibica
y su comportamiento.

En esta seccidon veremos diferentes comportamientos que puede tener la
funcién cibica Yy = f(x)=a,+a,x+ 2x +0a.x analizando una

secuencia de ejemplos para este caso particular de funcién polinomial.

Sten algdn win

P ~ o x
W

é" ’:) =0
EWEDWOES...
W&O@SMYLMMGWEEZ ce tLent

WO -
(7\6 =] -f()() e )(

p P
...éethﬁwdeg Lo diferenclas
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Este andlisis nos permitird tener una percepcién mas
amplia y organizada de aspectos visuales en las gra-
ficas de funciones en general.

Para seguir esta secuencia con comprension, conviene
que tengas a la mano un software de graficacion que
te permita verificar lo que dibujamos y discutimos.

Secuencia 1: Partiremos de la gréifica de la funcion
cuibica mds simple de todas:

y=7x)=x

Decimos “mads simple”, en el sentido de que, en la
expresion formal

y=fx)=a+a x+a, x +a x,

estamos asignando el valor o a los coeficientes
n, =a, =0, =0 Yy considerando que el coeficien-
te a, =1.

v

Observa que estando el nimero x entre 0 y 1
(siendo x “pequefio”) al elevar al cubo y obtener el
valor de y, este valor es ain mds pequefio que x,

. . 1
por ejemplo, si x = — = 0.5, entonces
X = (

138 © Unidad 1 La problemdtica

3

1 1
— =—=0.125
2 =t

~ D

1
g

1 . 3 . .
— =0.5, esdecir, X < X, (observa la siguiente
2

figura). En cambio, cuando un nimero x es ma-
yor que 1, al elevarlo al cubo y obtener el valor de
Y, este valor es aiin mayor que x, por ejemplo, si

y el nimero =0.125 es mas pequeiio que

2
x=5=1.5, entonces

y el nimero =.275 es mds grande que 1.5, es decir,
x~ > x (observa la siguiente figura).

Calculos numéricos como los anteriores nos mues-
tran que la graficade Yy = X~ se mantiene por de-
bajo y por encima de larecta Yy = x para diferentes
zonas antes y después de x = 1, como lo muestra
la siguiente imagen.

J

-2 -1 051152 3

(-1,-1)
-1

—5

Observa ademds que la grfica de £(x)= x" no
tiene un punto maximo ni un minimo, es una gra-
fica siempre creciente. También en la grafica de
f(x)= x~ seobservaqueenel punto (0,0) hay
un cambio en la concavidad; se trata de un punto de
inflexion.

Esto que percibimos visualmente en la curva podemos
detectarlo si utilizamos la derivada de la funcién.



Derivando la funcién y = £ (x) = x°
cual es una pardbola cuyo vértice se encuentraen (0,0).

obtenemos ¥’ (x)=zx" la

g 4,4
1

©,0) -1
punto minimo

de £ (x) 11

(0, 0)
punto de
inflexién

de # (%)

oma Notal

Cuandp esty mos acostumbragpe
W

<prE cAteHLAnora

S oo
200t oPCLOV\z@
Y pr »

El hecho de que en x = 0 la funcién derivada tenga un punto minimo
nos asegura que en x = o lafuncion y = £(x)= x" tiene un punto
de inflexién. Si ademads calculamos la derivada de la derivada (segunda

derivada) #”(x) = &x, comprobamos que al igualarle a © obtenemos

que x =o0.

Tenemos con este ejemplo de y = #(x) = x~ un caso donde el

hecho de tener que la derivada sea igual a o no garantiza la
existencia de un maximo o minimo en la grafica de la funcion.

Matematicamente se expresa que la igualdad a o de la
derivada en cierto valor de x es una condicibn necesaria mas

no suficiente para garantizar la existencia de un maximo o
minimo de la funcién y = #(x) en ese valor de x.

omA NoTAl
W
W
resolvey
P
W
Y=

A toyy, clsi

Eneste casode Y = f(x) = x~ laderivadaen x =0 es 0, y se trata
de un punto de inflexion de la grifica de y = #(x), donde la segunda
derivada también es igual a ©, como consecuencia de que la derivada

/V\zim

\”ﬁexiéw\

tiene un punto minimo ahi.
Vale la pena acompaiiar este ejemplo con la suma de una constante aditiva

a la funcion, por ejemplo, y = x"+= o y= x —=. Cualquiera de
estas funciones comparte la misma funcién derivada con y = x*, lo
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que garantiza cierta “igualdad” en el comportamien-
to, aunque con un cambio del “valor inicial”, enten-
diendo con esto que el punto donde la grafica cruza
el eje Y vertical, va a cambiar.

Las graficas enseguida muestran el efecto de una tras-

lacion vertical del gréfico original de £ (x) = x°

provocado por la suma de una constante en su expre-
sién, £ (x) = x* +c. Cuando la constante C es
positiva, la traslaciéon del grafico original es de C
unidades hacia arriba, y cuando la constante ¢ es
negativa, la traslacién es hacia abajo.

y=x tc

Secuencia 2: Partimos nuevamente de la funcion ct-
bica més simple de todas y observamos que la gra-
ficade y =#(x) = x" manifiesta un crecimiento

Y
Z
5
dertvada positiva
Y cambinen x = 0 4
de decreciente -
a creclente
2

N

cada vez mads lento, hasta llegar al punto de inflexion

(0,0) y ahi es cuando continda su crecimiento pero

ahora cada vez mas rdpido.

concavidao
hacia arviba...
Yy crece cada
vez mis répido

concaviodad
hacia abajo...
Yy creee caoa
vez mas lento
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1 2 3 X
punto de
inflexion de y
Y minimo de y'



Vamos a analizar lo que sucede al alterar la expresiéon matemdtica de
Yy =1 (x)=x" mediante el agregado del término lineal x, obtenien-
do y=x"+x.

De esta manera su derivada se ve afectada también, de 3' =z2x" a
Yy =zx +1.

Observamos en la siguiente imagen ambas curvas con sus correspondien-
tes derivadas, la original y la que fue afectada. El propdsito de verlas
simultdneamente es visualizar sus semejanzas y diferencias.

- y=x tx

Y = 3x2>+1

Comparando ambas imagenes se nota que el comportamiento de
Y = x* + x sigue siendo el de crecimiento cada vez mds lento seguido
por un crecimiento cada vez mds rdpido. Este cambio en el tipo de cre-
cimiento se produce en el punto de inflexiéon (0,0) que, nuevamente,
corresponde con el minimo en la grafica de su derivada.

Pero la diferencia conrespecto a y = x~ radica en que ahora no hubo un
instante donde la derivada fuera o, y esto afecta la forma de “doblarse” v oax
la curva alrededor del punto de inflexion. /

. Xx(t) =t
Vale la pena en este preciso momento regresar al contexto real del mo-

vimiento rectilineo para interpretar esta diferencia en el comportamiento
de las graficas anteriores. Consideremos la realizacién del movimiento v(t) = st
aun cuando el tiempo sea negativo, digamos que consideramos incluso el
tiempo pasado, aunque, ya lo pasado... pasado.

Para y = x°, interpretada como x = x (t) = t°, dirfamos que el objeto
va hacia la derecha cada vez més lento, se para en el instante t = 0 y pro-
sigue su movimiento hacia la derecha pero ahora cada vez mds rapido.
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X =t +t¢t

v(E) ==zt+t1

. Sabias c]ue?...
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En cambio, considerando el caso de
y=x +x,
interpretado como
x=x(t)=t +¢,

debemos decir que el objeto iba hacia la derecha cada vez mas lento, y, sin
llegar a pararse, en el instante t = 0 decide seguir atin hacia la derecha,
pero cada vez mas rapido.

El tipo de comportamiento que estamos visualizando se conserva si agre-
gamos a la nueva expresion la constante aditiva, considerando

y=rf(x)=x +x+c

como lo expresan las siguientes graficas que comparten una misma
derivada

g':3x2+1.

Y

Yy =3zx +1

g=x3+x+c

En la siguiente secuencia puede identificarse el comportamiento “diferen-
te” de los puntos de inflexion. Un valor del pardmetro ke que sea positivo,
pero que cada vez sea mayor, provoca que la curva

Yy=x tkx
se “estire” haciendo a nuestra vista imperceptible la diferencia con un
comportamiento de recta con pendiente positiva, y cada vez mayor, que
tiende hacia la vertical. En una situacién tal, tiene que ser la representa-

cion algebraica en la que nos apoyemos y que nos informe lo que debemos
“ver”, diferenciando asi de lo que “parece ser”.



N
N

e Y Y Y Y+ Y Y
1 1 1
X X X X
1 1 1 1
y=x y=x+x Yy=x +2x Y=x tkrx
Y =z=x Y =zx+1 Y =zx +2 k>0

(Habra alguna diferencia en el comportamiento si en
lugar de sumar el término lineal lo hubiésemos resta-
do? O lo que es lo mismo, ;qué sucede si el pardme-
tro ke hubiese sido negativo? Lo analizaremos en la
siguiente secuencia.

Secuencia 3: Consideramos la funcion

y=Ffx)=x -x

cuya gréafica es la siguiente (recuerda que conviene
tener un graficador a la mano).

Y

Yy=x —x

g’=3x2+“@

Es evidente que resulta ser un comportamiento muy
diferente al de la funcion cibica mds simple y = x~
y ya porque ahora se observa la existencia de un pun-
to maximo y un punto minimo; eso ademds del punto
de inflexién en (0,0).

Podemos esperar este comportamiento si analizamos
la derivada de la funcién, 4" = =x" — 1. Igualando
la derivada a © encontramos dos valores de x:

2X —1=0 2X =1

, 1 1 1
X == x=x|—=+f—
= V=" "=

La grifica de la derivada, Yy’ = 2x" —1 esuna

. . 1
pardbola que cruza el eje horizontal en x = ——

B J=
y X:E-

Su vértice se encuentra donde la derivada de
ella, (zj’ =z2x"—1 esigual a 0; esto es, donde
Yy’ =ex=0, osea x=o0. Sievaluamos la deri-
vadaen x = 0 tenemos que el vértice de la pardbola
es (0,—1). En la siguiente figura aparecen ambas,
funcién y su derivada.
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5

Yy=x —x

Yy =3zx —1

p . N 1
Al observar ambas graficas juntas, se visualizaqueen x = — T la fun-
2

cién y=£(x)= x - x tiene un punto maximo, pues su derivada ahf
es o y cruza de valores positivos a negativos. El valor maximo se calcula

evaluando la funcién ahi:
)-8 -
J= J= J=
1 -1+3 2

1
TTE BT e e

. 1 ., .
Asi mismo, en x = = lafuncién y = #(x) = x — x tiene un pun-
=

to minimo, pues su derivada es © ahi y pasa ahora de valores negativos a
positivos. El valor minimo es
p 1) (1Y) 1
V= V= J=
1 1 1-3 2

Tz = s =

=x"—x en (0,0) se confirma porque

El punto de inflexién de
corresponde con el punto minimo (vértice) de la derivada 5’ =z2x -1

en x=0.
Nuevamente, la constante C que se suma a la expresion,

Flx)=x—x+c,

no va a alterar la derivada; el comportamiento de esta familia de funciones
x~ — x, salvo por una traslacion vertical hacia

esandlogoalde £(x)=
arriba o abajo, dependiendo del signo positivo o negativo de la constan-

La problemdtica

te C.



7

y=3;<2—1

> y=x -—x+te

X

&

En la siguiente secuencia puede identificarse el comportamiento que pro-
voca el pardmetro kk < o al agregar el t€rmino lineal k x ala funcién

y=x.

\

1 I

y=x-x Yy=x —2x Yy=x —3x Y= x +kx
(lj’zg/(:—l g/z?xz_:z glzgxz_g o <0
5,=3X;+R

Pensando en términos de la derivada, observamos que a medida que varia
el pardmetro k, esta derivada es una parabola que va trasladdndose verti-
calmente hacia abajo, con lo que sus cortes con el eje x se van separando
cada vez mds, haciendo que el punto maximo y el punto minimo de la fun-
cion se vayan distanciando cada vez mas del origen. A su vez, el vértice
de la pardbola (derivada) que esta cada vez mas lejano del origen, provoca
que el punto de inflexién de la funcién (que estd en el origen) presente una
inclinacién tendiente hacia la vertical pero con una pendiente negativa.
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Secuencia4: Analicemos ahora el efecto de agregar el
término cuadritico x~ alafuncién y = £ (x) = x°
En la siguiente figura aparece esta funcién junto con
la nueva funcién y = £ (x) = x" + x".

Puede observarse que “se levanta” un punto maximo
en la zona negativade x, yen (0,0), el punto de
inflexion de = x~, ahora parece convertirse en

un punto minimo de la nueva funcién.

Podemos confirmar esto si razonamos en términos
de la derivada de la funciéon y = x~ + X~ que es
éj’ =z2x +2x.

g:)(3+/<2

Aligualar a o esta derivada obtenemos
2xX +2x=0
de donde

x(zx+2)=o0.
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Igualamos a © ambos factores y tenemos que
X=0 Yy 2x+2=0
de donde
2
X=0 Yy x=-—.
2

Tenemos dos valores donde la derivada es o (la cual
es una pardbola céncava hacia arriba) y si observa-

mos la gréfica de la funcién #(x) podemos decidir
cudl valorde x=0 y x = — corresponde con
2

maximo y cudl con minimo.
Identificamos por la gréifica que en
(0.(0))=(0,0)

la funcién £ (x) = x~ + x* tiene un punto minimo

( 2 ( 2)) [ 2 4 J .
yen |—-——, f|-——||=|—-—, — | tiene un
= 2 2 27

punto maximo.

Y4 Y

7

Y =3x + x

. punto
AXLWLO , .,
inflexion
(_3 ij L 2
=27 I
X
1
mbnlnmo

(0,0)

(lj:)(3+)<2




El punto de inflexién de #(x), situado entre el mdximo y el minimo, se
encuentra en donde la segunda derivada es o.
Derivamos 4’ = zx” + 2x, obtenemos y” =cx+2 y aligualarla

a o despejamos x:

2 1
ex+2=0 ex=-2 X=——=-=
& =
Por tanto, el punto de inflexién de la funcién £ (x) = x* + x* es : A'

) 2) e

Mostramos la funcién y su derivada enseguida. Consideremos ahora que
le restamos el término cuadratico, obteniendo 2

ala funcién £(x) = x

f(x)= x"— x*. Presentamos ambas gréficas en seguida observan-

do que el efecto ahora es hacer aparecer un punto minimo en la zona po- W

sitiva del eje x, y el origen se convierte en un punto maximo.
— =

nY

‘lj:XB_XQ

&
I
xm

Este efecto es predecible si analizamos la grifica de su derivada como
lo hicimos en el caso anterior. Puede visualizarse que la derivada es una
parabola céncava hacia arriba que ahora corta al eje horizontalen x = o

2
y x=-.
=3

En la siguiente imagen presentamos a las funciones
Fx)=x+x vy Fflx)=x-x

en el mismo sistema coordenado y agregamos sus derivadas. Observa
como la imagen visual de la derivada nos explica el comportamiento de

las funciones correspondientes.
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_ ax=0
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gzxs_xz

gzxs_jr_xz

Las siguientes imdgenes permiten comparar el comportamiento de
F(x)=x+x" con £(x)=x +2x,

asicomoelde £(x)=x"—x" conelde £(x)=x"—2x

a través de comparar sus derivadas.

2

g=x3—:2x2

gzxs_xa

<g:,'(3+:2)<2

148 ° Unidad 1

g:X3+X2

La problemdtica

Cabe observar que si nos concentramos pensando en los cortes con el
eje x de las gréficas de las derivadas, podemos identificar ficilmente cuél
es la funcién que les corresponde.

Otra manera posible de identificar las gréaficas de estas funciones ctbicas
es analizando sus cortes con el eje x. Para eso debemos igualara o am-
bas funciones y resolver las ecuaciones que se generan.



.

W —4x =0
4 W
=

=0 X+ 1 = o}
Por ejemplo, de x* — x° = 0 se obtiene la raiz doble x = 0 y laraiz M

x =1, mientrasquede x” +2x~ = 0 seobtiene laraizdoble x =0,
ademdsdelaraiz x = -2. e
Las raices dobles en x = © se manifiestan en esa forma de “tocar pero

no cortar” el eje x enelorigen (0,0). Esto se observa para las 4 curvas,
que mostramos ahora en el mismo sistema coordenado, sin graficar su

derivada.

g:)cz_:zxz

oma Notal

Para yeg [
olver ecuaciones cibicag
com,
X —2x=
) bastg factorizg, X
Yy=x +2x
—_—
B S

g:X3+X2
|
X

Por ultimo, en la siguiente imagen visualizamos el efecto del parametro ke
en la familia de funciones = £ (x) = x™ +k x* para casos positivos _
W

y negativos de este valor numérico.

gsz_Xz
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y=x+krx

El andlisis del comportamiento visual de las funciones cibicas que he-
mos considerado en las secuencias anteriores es suficiente para tener una
idea clara de todas las posibilidades en la graficacién de funciones ctibi-
cas. Podemos reconocer esto a través de establecer de manera formal lo
siguiente.

Sintesis: Lenguaje simbalico en Matematicas. Modelo Cubico.
El Modelo Cudbico:
y=fx)=a+a x+a, x* +a,x°
es un modelo matematico tal que su derivada
Y=Ff(x)=a+2a x+za, x°
se representa mediante un Modelo Cuadrético.

Incluso sabemos que su segunda derivada se representa mediante una funcion lineal,
y hablando de una tercera derivada, ésta seria una funcién constante.
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Cuando uno analiza el comportamiento de la funcién derivada, se puede
predecir el comportamiento de la funcidn cubica, que es su antiderivada.
El anélisis de la derivada en este caso es relativamente simple porque se

trata de una funcion cuadratica.

La grafica de

Y=Ff(x)=a+2a x+za x

es una parabola vertical.
Informacion importante de esta parabola es su vértice,
gue sefala al punto maximo o minimo de la derivada.
Encontramos ese punto “al derivar la derivada” e igualarla a o, esto es

f’(x)=2a,+6a, x=0
La solucion de esta ecuacion lineal nos provee del valor de la coordenada x
del vértice de la parabola, y su coordenada vertical se obtiene al evaluar
la funcion derivada en ese x

Esta informacion del vértice de su derivada podemos
unirla a la informacién del corte con el eje vertical,
que es evidente en la expresion matemética

f(x)=a+20 x+za x°,

yaque £’ (0) = a,, se trata justo del coeficiente que
no tiene la variable x en la funcién.

Teniendo la informacién del vértice y del corte con
el eje vertical, podemos realizar el trazado de la pa-
rdbola. Cabe notar que su concavidad queda sobre-
determinada con esos datos, al unir el corte con el
eje y y el vértice con un trazado continuo. Puedes
convencerte de esto realizando la siguiente prictica
visual.

Intenta dibujar las 12 pardbolas que tienen uno de
los 3 vértices marcados y pasan por uno de los cortes
con el eje marcados, verds que esta informacién
obliga la concavidad.

corte
4(—“':,",','

e ‘L/ ‘.
vértiee " vértice
e’ L

® vértice
-
p

Al'unir el vértice y el corte con el eje y para trazar la parabola, derivada de la

funcién cubica, nos percatamos que pueden suceder = casos: que la parabola

corte al eje x, que solo lo toque (justo en el vértice) o bien, que no corte al gje x.
Lo anterior se puede decidir al plantear la ecuacién cuadratica:

y=1(x)=o

y analizar el valor de su discriminante D.

% Si p >0 cortaen dos valores distintos de x.

% Si p =0 so0locorta (toca) el eje x, en su vértice precisamente.

% Si p <o laparabola no corta al eje x.
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La problemdtica

Con esto hemos terminado de precisar el comportamiento de la pardbola,
que es la grafica de la derivada de la funcion cubica y serd a partir de ésta
que el comportamiento de su antiderivada, la funcién ctbica, quedard evi-
dente para precisarse de forma numérica.

.Sabias c:]uc?...

' (%) paribola )
/bmto medio
entre los cortes




Habras notado que nuestra estrategia ha consistido en visualizar la grafica de la funcién derivada y
de ella convertir su informacién en informacién de la funcién cubica. Por lo que hemos visto, los

escenarios que se tienen son bdsicamente 3, los representamos enseguida:

JII
i

T

St la devivada no cruza el Qe
horizontal, la funcion tiene
wa punto de tnflexion...

il
il

pe :Sabias que?...

Cuando resolvimos ecuaciones cuadrdticas nos percatamos
que las soluciones no resultan ser siempre ndmeros reales.
Basta que el discriminante sea negativo para convencernos

de que aparecen expresiones donde +— 1 forma parte de
la solucién que la férmula general ofrece.

oy

ML,
:

St la devivada toca Y no cruza el
gje horlzontal, Lo funcibn tiene un
punto de inflexion de “inclinacion
horizontal’...

Y

I

j [

senenng

Aceptando expresiones del tipo a + bi donde ay b
son nimeros reales, estamos aceptando la existencia de un conjunto de
“nimeros” que contiene al de los nimeros reales, cuando el caso es que

b=0.

Los nimeros imaginarios o complejos son suficientes para establecer
tedricamente que cualquier ecuacién cuadrdtica con coeficientes reales
tiene dos soluciones o raices en ese conjunto de nimeros.

/

Tema 1.5

i

St la devivada cruza el eje
horizontal, la funcion tiene
U mAxLmo, un minbimo

Y un punto e inflexibn...

Jly

oma NoTAl

nwlg educacisn
bdsicn conocimps g
[
W

€ri
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.
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Aplicacion: La Funcién Cubica en contextos reales.

Como consecuencia del andlisis de la situacién problema en este y el pa-
sado tema, hemos evidenciado relaciones entre las graficas de una funcién
y la de su derivada. Estas relaciones se refieren al comportamiento de cre-
cimiento; decrecimiento, concavidad hacia arriba y hacia abajo, asi como
existencia de puntos maximo, minimo y puntos de inflexién de la grafica
de la funcion.

Cuando el contexto formal de la funcién y = £ (x) sellena de signifi-
cado al representar a una magnitud 4 que depende de otra x, la grafica
de la funcién expresa de un modo visual el comportamiento de la magni-
tud, el cual, como hemos visto, “lo dicta” su razén de cambio, esto es, su
derivada.

Aplicamos el aprendizaje que hemos generado en algunos contextos rea-
les para ilustrar su utilidad en la prediccion de eventos.

La problemdtica

a) Grafica la razén de cambio, evidenciando la informacién importante
que provee.

Utilizamos un software de graficacion y obtenemos la curva siguiente:

r

X1 EEEEEET

Sabemos que se trata de una pardbola pues es una funcion cuadrdtica.
Eso nos permite localizar su vértice al derivar la razon de cambio e
igualarla a o.



b)

c)

, 1 1 1 1
()= (ot)+ =Ty L op
0] 5 40 5
1 1 40
de donde —t=— y t=—=2.
40 5 5

El valor mdximo de la razon de cambio de la temperatura es

P(2) = - (5 + 2 () =-—(e4)+ == =
0 5 g0 5 5
Podemos ademads precisar los valores de t donde la razon de cambio
es 0 y la grdfica cruza el eje horizontal. Aunque es claro que esto
sucedeen t =0 yen t=1¢& porlasimetria de esta curva, lo de-
terminaremos también algebraicamente. Para eso igualamos la razén
de cambio a o:

1 1
r(t) =——t +—t=0
g0 5
. 1 1
Factorizamos t: t[——t + = ) =0
g0 5

e igualamos a © cada factor, de donde
. 1 1
t=0 obien —-—t+—=0
g0 5

estoes, t=0 y t=1¢ como esperdbamos.

Encuentra la funcién que predice la temperatura 7~ en términos del
tiempo ¢ para cualquier hora en ese dia.

La funcion de temperatura se obtiene antiderivando su razon de cam-

. 1 1
bio, r(t)=—-—¢ +—t, portanto,
g0 5
1t 1t
T(t)=———+——+c¢
O 3 5 2
1

3 1 2
tt+—t +cC
240 10

7(¢t)=-

Sabiendo que a las cero horas la temperatura era 7T (0) =2 °C
podemos sustituir este valor en la funcion pues coincide con el valor
de la constante C:

=2 1 2
T+ —t +2
240 10

T(t)=-

La temperatura se modela con esta funcion ciibica.
( Cudl fue la temperatura a la que se lleg6 a las 24 horas de ese dia?

Evaluamos la funcion de temperaturaen t =24 :

1 - 1 .
T(24)=- (24) +—(24) +2
240 10

=—-57.¢+57%.6+2=2

La temperatura vuelve a los 2 °C pasadas las 24 horas, a la media
noche, donde comienza un nuevo “ciclo” de cambio en sus valores.
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AN

:Sabias que?... N

El calentamiento global es tema en debate.

durante el dia, la conversacién llegue en cierto momento a girar en torno al tema del

Es comdn en la actualidad que al conversar acerca de las altas temperaturas registradas 'FILM' ' . ' ' Fi'm'
cambio climatico. | (NF

A partir de declaraciones emitidas en 1988 por el Panel Intergubernamental sobre el ' \
Cambio Climdtico (organizacién creada por la ONU), este tema se ha vuelto oficial.

Afirmar que la quema de petréleo, carbén y gas natural, que el hombre ha aprovechado
desde finales del siglo XVII como combustibles fésiles, haya causado un aumento del
diéxido de carbono (CO,) en la atmésfera, provoca neurosis y ansiedad en gran parte
de la poblacién preocupada por el efecto invernadero y sus consecuencias en cambios
catastréficos en el clima de nuestro planeta.

Sin embargo, esta afirmacién también ha provocado reacciones de cientificos que aseguran
que se trata de un evento esperado y presentan razones de peso para convencer que
debemos ser cautos acerca de aceptar al CO, como el agente causante del calentamiento, y
esto ademds, si acaso estamos realmente ante un fenémeno de calentamiento.

T

No obstante, este tema es ocasién para subrayar la importancia de contar con una comunicacién responsable, donde
los medios fomen una posicién activa brindando informacién para crear conciencia y motivar una educacién basada en
el estudio y andlisis de los problemas reales de nuestro ambiente. Y ti... squé piensas@

)

15

d) (Hasta qué hora la temperatura estuvo creciendo?, ;dénde lo hace
cada vez mds rdpido?, ;donde lo hace cada vez mds lento?

La temperatura crece mientras su razoén de cambio es positiva, por
tanto crece hasta las 16 horas, pasadas estas a partir de la hora cero.
Esto lo observamos en la grdfica de la razén de cambio que cruza el
eje del tiempoen t =1c¢.

Sin embargo, la forma en que crece la temperatura difiere; de las 0 a
las € horas, lo hace cada vez mds rdpido, y de las ¢ alas 1¢ horas,
lo hace cada vez mds lento.

e) (Cual fue la temperatura maxima en ese dia y a qué hora?

La temperatura mdxima se alcanza en el instante en que ésta deja de
aumentar, esto es, en t = 1 &, donde la razon de cambio cruza el eje
dejando de ser positiva para pasar a ser negativa. Para calcular el
valor mdximo de la temperatura evaluamos la funcion:

.1 .
T(1e)=- (1) +— (1) +2
240 10
4096 256 256 122 2
=—-—+ +2=- - +=
240 10 15 5 1

—256+384+30 15€

=10.523232
15 15

Por lo tanto, a las + de la tarde (1¢ horas) la temperatura mdxima fue
prdcticamente de 10.5 °C.
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/) Grafica la funcién de la temperatura en un mismo plano que su razén
de cambio y sefiala su punto maximo y de inflexion.

La grdfica de la temperatura tiene su valor mdximo en t =16 ya
que ahi la razon de cambio pasa de valores positivos a valores negati-
vos. El punto de inflexion aparece en la grdfica de temperatura cuan-
do en la grdfica de la razon de cambio encontramos un punto mdximo,
oseaen t=g. Evaluamos la temperatura ahi:

1 1
T(2)=- (e +—(2) +2
240 10
512 o4 22 22 2
=— t—+2=-—"T"+—"7+=
240 10 15 5 1
—322+ 96+ =20 4
= 2 =2 =6.2006%
15 15
10,’”5 . punto mbixino
10
punto de
b inflexibn
or 8 EEEE T

....53.-.....

Con el valor inicial de 2 °C se completa la grdfica de la temperatura re-
flejando los eventos importantes y su relacion con la grdfica de la razon
de cambio.
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Ademds del efecto
farmacolégico que produce
cualquier medicamento... se
produce también un “efecto
placebo”.

Se trata de un efecto
psicolégico que provoca la
reduccién de los sinfomas como
resultado de estar recibiendo
una atencién terapéutica; y
depende de la confianza que
uno pone en el medicamento

o en la persona que le orienta,
siendo médico o no.

En los experimentos clinicos
se busca controlar este efecto
placebo y determinar en qué
proporcién la mejoria clinica
puede explicarse por la sola
percepcién del paciente al
sentirse tratado.

Investigaciones recientes en
Neurologia han descubierto
los mecanismos cerebrales que
explican el efecto placebo.

Cuando uno va a tomar un
medicamento, nuestro cerebro
activa una regién vinculada a
la habilidad de experimentar
un beneficio o recompensa

y segrega una sustancia
provocando alivio al dolor.

ssssnneg
8 )
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a) Encuentra la razén de cambio de la intensidad del efecto en el cuerpo
con respecto a una dosis x dada.

Para encontrar la razon de cambio de =, primeramente desarrolla-
mos el producto y expresamos = como funcion cibica con sus coe-
ficientes:

kXY _R o1
R(x)=x"|—==|=—=x"——x
2 2 =

De ahi que

P60 == (1) = 2 (20) = = (2x)

R (x)=k x—x
b) Realiza la gréfica de la razén de cambio =’ ( x).

La grdficade =R’ (x) esuna pardbola, observamos que esta cruza el
eje horizontal cuando =R’ (x) = o0, esto es, cuando

kx—x" =x(k—x)=0,
dedonde x=0 y x=k.

Su vértice estd a la mitad entre estos valores, lugar que coincide con el

kR
valor de x donde R”(x)=k—2x=0, osea en x=—.
2

Calculamos el valor de la razon de cambio ahi para completar el tra-

2 2

)

E J—

2
RE_R_R
2 4 4

¢) Tomando en cuenta la grafica de la raz6n de cambio = (x), grafica
ahora = (x) y expresa con palabras el comportamiento de la reac-
cién en términos de la cantidad de medicamento administrada.



El valor mdximo de la razon de cambio da lugar a un punto de in-
flexion en la grdfica de la intensidad del efecto, donde se da un cam-
bio en el comportamiento de la intensidad habiendo llegado ésta a su
mdxima rapidez de cambio.

punto de
inflexidn

SN EERERE
&

Por las grdficas que realizamos podemos visualizar que la variacion
. . . . ke

de la intensidad es mdxima cuando la dosis es x = —, valor que se
2

relaciona con el pardmetro & que aparece en la funcion = (x).

a) Utiliza un graficador para representar visualmente el comportamiento
de la resistencia de la viga en funcién del lado x de su seccidn trans-
versal.

Obtenemos la siguiente imagen en la cual hemos considerado la zona
donde la funcion se encuentra arriba del eje horizontal, que es en
la que tiene sentido considerar esta situacion, cuando el valor de la
resistencia es positivo. Podemos encontrar el valor de x donde corta-
mos el grdfico al igualar a O la funcion
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12(;()=Q5)<(7g4—)<2)=0
0.5x=0 FL4—x* =0

X=——=0 X =724
0.5

4000
2500
3000
2500
2000
1500
1000

500

El valor donde termina la grdfica es x =2¢
que representa el caso del mayor largo pero sin
ancho en la seccion transversal.

b) Encuentra el valor x para que la viga tenga su
maxima resistencia.

En la grdfica se aprecia el valor mdximo de la
resistencia cercano a x =15, sin embargo,
el valor exacto es el que corresponde con aquél
donde la derivada de la funcion cruza el eje x
cambiando de valores positivos a negativos. Ave-
riguamos donde se da esto al igualar a © la
razon de cambio.

Primeramente encontramos esta funcion a partir
de que

rR(x)= 0.5’/((784—)(3)
=292X—0.5X

Derivamos para obtener la razon de cambio de
la resistencia

r(x)=rR’'(x)==z292-1.5x

160 © Unidad 1 La problemdtica

Igualamos a © y despejamos x:

r(x)=292-1.5x" =0
292=1.5x"
., 292 724
X —_—_—_— — P P ———
1.5 =
724

x == =t16.1606
3

Descartamos el valor negativo por razones ob-
vias del contexto, y asi, el largo de la seccion
transversal de la viga de mdxima resistencia es
prdcticamente de x =1 ¢ .16 ¢ centimetros.

c) Realiza la grafica de resistencia y su razén de
cambio en el mismo sistema coordenado y sefiala
en ellas lo relacionado con lo que se ha obtenido
en el inciso anterior.

Con un software de graficacion obtuvimos las grd-

ficas donde es clara la relacion del valor mdximo
de la resistencia con el cruce en el eje horizontal
de su derivada. Los valores positivos en la razon
de cambio corresponden con el crecimiento de la
resistencia y los valores negativos en la razon de
cambio corresponden con el decrecimiento de la
resistencia.

punto
r AR maximo
4001
+ t X
1616 25




:Sabias que’?...

ierto articulo se

e pesos y x representa de-

a) {Cudl es el costo que permanece constante en todos los niveles de
produccién?

Es el costo fijo de la produccion que se calcula en la funcion de costo
total al evaluarlaen x = o:

y=c(0)=45 mil pesos.

b) El costo marginal representa la variacién del costo total “en el mar- ssssssss
gen”, es decir, para variaciones de x pequefios. Se le conoce como
tasa de cambio del costo, o bien, en el lenguaje matematico formal, la
derivada del costo total. Encuentra y grafica la funcién de costo mar-
ginal.

Como Yy=c(x)=45+cox—12x +x  entonces el costo A EE NN RN
marginal es su derivada:

Yy=c(x)=co-24x+zx

cuya grdfica es una pardbola vertical. Su vértice se encuentra al deri-
varle e igualar a o esa segunda derivada del costo total:

Yy =c’(x)=-24+ex=0
ex =24

X =4.
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La tendencia actual en la
busqueda del producto que
te genere el mayor margen
de ganancia sefiala a los
productos digitales.

La alternativa de un negocio
basado en productos de
informacién digitales es
blanco de afencién de quienes
se inclinan por crear una
microempresa altamente
renfable.

La razén principal para que
productos como software,
ebooks, video o audio digital
o sitios web por suscripcién,
provean de un alto margen de
ganancia, es justamente que la
misma Internet funciona como
canal de distribucién.

Al ser descargado directamente
desde tu sitio de Internet, el
producto llega de inmediato al
comprador. No hay costos de
manejo o envio, de almacenaie,
de reproduccién, y llega a
cualquier parte del mundo
donde exista conexién.

Los productos digitales han
tenido un gran impacto con
buena y amplia aceptacién

de parte de los usuarios de
Internet. Crear nuestro propio
producto de informacién
digital se ha convertido en una
verdadera forma de invertir en
un negocio.

sssssens

:Sabfas quc?. -
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c)

Evaluamos la derivada ahi para obtener las coordenadas del vértice
de la pardbola:

c'(4)=co-24(4)+=(1e)
=co0- 96+48=12

Con el vértice y el corte con el eje vertical en ¢’ (0) = ¢ o0, dibuja-
mos la grdfica del costo marginal enseguida.

c’

&0

12

Observamos que la funcion de costo marginal toma sélo valores po-
sitivos, esto es, ¢’ (x) > 0, como debe satisfacerse, porque de esta
manera la funcion ¢ (x) es creciente y representa un modelo del
costo total.

Realiza en el mismo sistema coordenado la gréfica de la funcién de
costo total tomando en cuenta la informacién del costo marginal.

El punto minimo en f (x) de la grdfica de costo marginal (la deriva-
da) plantea la existencia de un punto de inflexion para la grdfica del
costo total (la funcion). Conoceremos sus coordenadas si evaluamos
elcostoen x = 4.

c(4)=45+co(4)—12(4) +(4)
=45+240-192+64 =157
La grdfica de la funcion de costo total inicia en el eje vertical con el
costo fijo c(0) =45 y por el decrecimiento del costo marginal
entre x =0 Yy x =4 se debe comportar con concavidad hacia

abajo ahi, cambiando luego su concavidad hacia arriba en el punto
de inflexion, con coordenadas (4, 1 5’7)



punto de
Sy inflexibn

12 k===meeeennaas

Elvalorde x =4 decenas de articulos ofrece la mejor opcion bajo las
condiciones del modelo matemdtico dado para la funcion costo total, por-
que si x rebasa el valor de 4, el costo total crece cada vez mds rdpido,
en cambio, hasta antes de ese valor, el costo total estaba creciendo de un
modo cada vez mds lento.

cir, aquélla que contiene el volumen maximo y que se
ctangular. A eso se abocan las siguientes instrucciones.

1do” ya que del modo indicado se pueden construir diferentes
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La problemdtica

a) Calcula el volumen de dos cajas diferentes, asignando los valores de 4

y 2 centimetros al lado del cuadrado recortado en las esquinas.
Calculemos el volumen cuando el lado es de 4 centimetros:

Elvolumen es el producto del “largo” por el “ancho” de la base y por
la “altura o profundidad” de la caja.

PVO{MVLO{’LO{QO{I

Largo

Si consideramos el proceso de construccion de la caja, tenemos una
situacion como la siguiente figura, donde se observa que el carton se
reduce en sus medidas por los dos extremos de cada lado produciendo
el largo y ancho de la base de la caja. Ademds, la longitud del lado del
cuadrado se convierte en la profundidad de la caja.

Podemos calcular el volumen de la caja construida cuando el lado de
los cuadrados recortados mide 4 centimetros:
v=[1e-2(4)][12-2(4)](4)
=[10][4][4]=1 &0 centimetros ciibicos
Podemos calcular ahora el volumen de la caja construida cuando el
lado de los cuadrados recortados es 2 centimetros. Observa como

cambia la altura o profundidad de la caja porque es igual a la longi-
tud del lado del cuadrado recortado.




b)

v=[1te-2(2)][t2-2(2)](2)
=[14][e][2] =224 centimetros ciibicos.

Como vemos, construimos estas cajas de la “misma” pieza rectangu-
lar de cartén y sin embargo, los voliimenes de las cajas no son igua-
les, podemos afirmar que el volumen cambia conforme va cambiando
el valor del lado del cuadrado recortado en cada esquina. El volumen
de la caja es una funcion del lado del cuadrado recortado.

Utiliza una hoja de cdlculo donde produzcas una tabla de valores para
generar columnas tituladas: profundidad, largo, ancho y volumen de
la caja construida con ese carton de 12 por 12 centimetros. Asigna
diferentes valores numéricos, incluso con dos cifras decimales para la
longitud del lado del cuadrado recortado en cada esquina.

En la siguiente tabla hemos enlistado diferentes opciones de cajas,
asignando diferentes valores al lado del cuadrado recortado en las
esquinas del carton. Esta tabla puedes reproducirla en una hoja de
cdlculo al asignar formulas en las celdas de largo, ancho y volumen.

Como podrds notar los valores en la primera columna, representan el
lado del cuadrado recortado en cada esquina que a la vez determina
la profundidad de la caja por construir.

La segunda columna se calcula al restar al

niimero 1€ el doble del dato de profundidad profundidad

v la tercera columna se calcula restando a 5

12 el doble del dato de profundidad. El vo-

lumen es el producto de las tres columnas. 0.25
0.67

En la tabla incluimos el dato del lado del
cuadrado como © 'y &, cuando fisicamente 1
no hay caja util con esos datos; el dato del
volumen, que es cero, nos recordard estd
situacion extrema. Ciertamente ese listado
nos da una idea de por donde debemos asig- o
nar el valor al lado del cuadrado de modo

245
que el volumen resulte mayor.

. . . . 295
Si las opciones para construir la caja fue- -
sen tnicamente las que la tabla provee, 3
entonces definitivamente escogeriamos el =16
valor del lado igual a 245, pues es al

2.52

que se le asigna el mayor volumen, 22#<7
centimetros cuibicos. Sin embargo, ya con- 4
tamos con el conocimiento suficiente para
encontrar una solucion precisa al problema
que nos interesa. e

4.23

526

5.82
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175
1665
16
14.92
14.28
14
121
12.1
12
11.68
10.84
10

954

85

F4L

6.36

ancho

12
11.5
10.66
10
g.92

8.28

el

6.1

5.68

4.84

=2.54

2.5

1.4

0.26

volumen

0
50213
112.99
160
204.95
219.92
224
22787
2AFF4
216
209.64
18782
160
142.85
100.94
g0
58.23

1=2.225




profundioact volumen
0.25 50.213
0.67 112.99
1 160
1.54 20495
1.26 219.92
2 224
245 22FCH
295 UFF4
3 e
216 209.64
2.52 18783
4 160
4223 142.85
475 100.94
5 &0
526 58.23
5.82 18325
& o]
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¢) Utiliza la hoja de calculo para producir una grafica de puntos cuyas

coordenadas sean la profundidad (lado del cuadrado) y el volumen
de la caja correspondiente. Interpreta la solucién de este problema en
relacion con la imagen visual obtenida.

Vale la pena aprovechar el tecleo en la hoja de cdlculo y obtener una
idea visual del comportamiento del volumen, esta opcion que nos ofre-
ce el uso del recurso tecnoldgico, es realmente una ventaja. Grafica-
mos con su ayuda los datos de la primera y tltima columnas de la
tabla anterior en el sistema coordenado como mostramos en seguida:

V4 N
Volumen vs. Llado del cuadrado
200
s 250
‘=
3 . o ° <
s 200 =
=
s 150 e L
VW
°
§ 100 '
3 °
> 50 le Q
o) %
£l 2 =2 4 5 e Ve <
Lado del cuadrado recortado
\ /

Observando la figura es claro que nuestro problema consiste en lle-
gar a calcular para qué valor del lado de los cuadrados recortados
se tiene que la ordenada del punto (que representa al volumen de la
caja) llega a tomar su valor mdximo. Para esto debemos imaginar que
unimos los puntos obtenidos dibujando una curva continua.

d) Construye la funcién que calcula el volumen de la caja en términos de

x, €l lado del cuadrado.

Consideremos, pues, una caja “general” en la que la longitud del lado
de los cuadrados recortados sea x centimetros. Observa la figura
siguiente:




e)

Entonces, si denotamos por V (x) al valor del volumen de la caja,
tendremos que

V(x)=(12-2x)(12-2x)x

o lo que es lo mismo, al multiplicar los términos
V(x)=21ex—c0x +4x

Esta es la funcion que calcula el volumen de la caja sin tapa cons-
truida del carton de 12 por 12 centimetros al que se le recortaron
cuadrados en sus esquinas de lado x centimetros.

Encuentra el volumen maximo de la funcién que representa el volu-
men de la caja.

La razon de cambio del volumen estd dada por la funcion
r(x)=216—-120x+12x"

donde los valores de x tienen sentido entre 0 y &.

Para encontrar el valor mdximo y minimo de V (x), consideremos
primeramente en qué valores de x (comprendidos entre 0y ¢) la
razon de cambio es cero.

Resolveremos la ecuacion cuadrdtica
216—120X+12x" =0
que simplificamos primeramente al dividir entre 12:
18 —10x+ X =0

Encontramos las soluciones de x~ —10x+ 12 =0 utilizando la
formula general:

~ 101\/(—10)2—4(1)(1@ 1ot [og
o 2(1) - 2

_tofafx »
—7—51\/7

de donde, redondeando a tres decimales obtenemos los valores
X=2.254 y x=F.645

que son una aproximacion aceptable (para nuestros fines) de las solu-
ciones de la ecuacion.

Encontramos entonces un vinico valor en el interior del intervalo des-
de x =0 hasta x = & donde la razon de cambio es 0, no resulta
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dificil decidir, basdndonos en la grdfica de puntos obtenida antes, que
tenemos el valor mdximo para el volumen v cuando el lado del cua-
drado recortado es de x = 2.3 54 centimetros.

Por tanto, enseguida determinamos las dimensiones de la caja (sin
tapa) que tiene el mayor volumen posible, y que se puede construir a
partir de una pieza de carton de dimensiones 12 por 12 centime-
tros.

Los lados de la base (o fondo) de la caja son:

12-2(2.254)=12.292 centimetros y

12-2(2.254)=#.292 centimetros.
La altura (o profundidad) de la caja es:
2.254 centimetros.

El valor del volumen mdximo que contiene esta caja es de:
(1z.292)(#.292)(2.254)=22¢2.1¢2

centimetros cubicos, que es el mismo valor que se obtiene en la fun-
cion que calcula el volumen

v(x)=21ex—c0ox +4x°
cuando la evaluamos en x =2 .354

f(2.254)=21¢6(2.254)-¢c0(2.254) +4(2.254)
~222.162

La siguiente imagen nos da una idea de sus dimensiones:

volumen
maximo
postble
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Sigue con atencion el procedimiento de solucion en los siguientes problemas para for-
talecer el aprendiz aje y aplicarlo en la seccién posterior de problemas propuestos.

ProeLEMA 1

En un tanque cilindrico de 1 metro de altura se introduce agua a través de una llave que
provoca un aumento del nivel a razén constante de 27 centimetros/minuto. Otra llave
desaloja el agua de tal forma que el nivel disminuye a razén variable de 12¢ centime- 3
tros/minuto, donde ¢t es el tiempo transcurrido en minutos. .

a) Representa la razon de cambio del nivel de agua en el tanque como una funcién del
tiempo y traza su grafica.

La accion de ambas llaves se conjunta en una funcion lineal donde se introduce un signo negativo para diferenciar
el efecto de la segunda llave que provoca un decrecimiento en el nivel. La expresion es

r(t)=2%—12t
y se trata de una recta que inicia en el eje vertical en 2 y corta el eje horizontal en el instante en que r (t) = o

27 —-12t=0

27 =12t
2
1‘:2—722.25
12

estoes,alos t =2 .25 minutos.

La grdfica es una recta con valor inicial 27 y que corta con el eje horizontalen t = 2 .25 como mostramos en-
seguida.

10

b) Suponiendo que en el instante t = © el nivel del agua es 4, = 24 centimetros, construye la funcién que
expresa el nivel del agua en términos del tiempo y traza su grafica.

Para encontrar la funcién que representa el nivel de agua debemos antiderivar la razén de cambio del nivel, ya
que r(t)=n(t)

2

t
o h(t)=a2r7t—-12—+Cc=Cc+27t—et"
antiderivanmos 2

r(t)=2%—-12t
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Siendoque h, = h(o)=c+27(0)—¢e(0) = c entonces, el valor de la constante ¢ es
cC=24=h,
por tanto
h(t)=24+27t— ot
es la funcién cuadrdtica que representa el comportamiento del nivel y cuya grdfica es una pardbola vertical.

Para graficar el nivel de agua tomamos en cuenta primeramente la grafica de su razén de cambio. Con base en esa
grdfica, la pardbola que representa al nivel tendrden t = 2.2 5 unvalor mdximo, por el cambio de signo positivo
anegativo que presenta la razén de cambio ahi.

Se trata entonces de una pardbola céncava hacia abajo que inicia en el eje vertical en 24, y tiene su vértice en

h(z.25)=24+27(2.25)-¢(2.25)°

24+60.75-30.275=54.275

Ademds, corta el gje horizontal cuando h(t) = o, calculamos el valor de t que cumple esto al resolver la ecuacién
cuadrdtica

24 +2Ft—ot” =0
Dividiendo entre 2= y reacomodando la ecuacién cuadrdtica anterior tenemos
- 9%t—-2=0

de donde, usando la formula general, obtenemos las soluciones:

j+\/21—4(2 2) 9+\/145 = e ea

-0.76039

Descartamos el valor negativo del tiempo que no tiene sentido en la situacion, y asi obtenemos la figura siguiente
que muestra la informacion obtenida, junto con la de la razén de cambio del nivel.

54375 |- - -

27
24

5.2004
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q)

Utiliza tu grafica para contestar si el nivel llega a
un valor maximo o minimo, o si el tanque se llena
o se vacia. Debes especificar valores numéricos
donde ocurre esto.

En la grdfica se observa que el nivel va creciendo
cada vez mds lento, y llega a un valor mdximo de
54.275 centimetros a los 2.25 minutos; el tanque
no se llena, pues no llega a la altura de 100 centi-
metros.

Inmediatamente después de llegar al nivel mdximo,
comienza a decrecer el nivel cada vez mds rdpido,

9+4145
4

hasta que a los =5.2604 minu-

tos el tanque llega al nivel o, esto es, se vacia.

En ese momento dejamos de considerar la situacion
y el modelo matematico utilizado.

Consideremos ahora que el tanque se modifica
para agregar a las dos llaves anteriores otra lla-
ve extra que introduzca agua a razén variable de
t* centimetros/minuto. Modifica las funciones
n(t) y r(t) paraque modelen la nueva situa-
cion.

La razén de cambio del nivel se verd afectada con
una aportacion de esta tercera llave que se agrega:

rt)=27 —12t+¢°

y antiderivamos esta funcién para construir la fun-
cién del nivel, que ahora resulta ser una funcién
cubica

h(t)=24+27t— et B
2

El valor inicial sigue siendo el mismo y ocupa el lu-
gar de la constante aditiva c.

Grafica en el mismo sistema coordenado ambas
funciones, apoyandote en que el comportamien-
to de la razén de cambio del nivel dicta cual debe
ser el comportamiento de la grafica del nivel de
agua.

Graficamos primeramente la razén de cambio del
nivel de agua, que estd dada por la funcién cuadrd-
tica:

r(t)=27% — 12t + t°

Su grdfica es una pardbola que se abre hacia arriba
yquecortaeleje ten t=2 y t= 9 locual

se obtiene fdcilmente igualando a o la expresién
de r(t) yresolviendo la ecuacién cuadrdtica que
se genera.

Su vértice estd en el punto medio (en t =¢), lo
que coincide con igualar a o a la derivada de la
razén de cambio y despejar t:

r'(¢)=—12+2t=0
2t =12 luego t=c¢
Calculamos
r(e)=27-12(e)+(e) =-9

y con estos datos, ademds del dato inicial,
r(0) = 2%, trazamos la pardbola que aparece
en la siguiente figura y que representa la razén de
cambio del nivel.

=
27
25
.| r(t)=n'(t)
5+
t

De la grdfica de la razén de cambio podemos obser-
var que:

« En t == larazén de cambio es o y cruza de
valores positivos a negativos, por tanto, el nivel
alcanzaen t = = unvalor mdximo (relativo).

« En t = 9 larazén de cambio es o y cruza de
valores negativos a positivos, por tanto, el nivel
alcanzaen t = 9 unvalor minimo (relativo).

« En t = ¢ larazén de cambio tiene su valor mini-
mo, por tanto el nivel tieneen t = & unpuntode
inflexion donde el cambio es de concavidad hacia
abajo a concavidad hacia arriba.
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La division sintética es un
procedimiento efectivo para
encontrar sélo raices racionales
de una ecuacién cibica. Por tanto,
si la ecuacién no tiene este tipo de
raices, no podremos encontrar el
valor exacto de una solucién.

Lo anterior plantea limitaciones de
este procedimiento algoritmico,
pero esas limitaciones podemos
superarlas en la actualidad con
las ventajas que ofrece el uso

de la tecnologia, en especial

si utilizamos un software de
graficacién.

Con ayuda del software
para graficar funciones puedes
convertir el problema de encontrar
las raices reales de una ecuacién
cibica

a,tax+tax*+ta.x =0

al problema de visualizar los
cortes de la gréfica de la funcién

y = f(x) = a’o + a’lx + a’QXQ + a3x3
con el eje horizontal, lo que se
obtiene haciendo

yx)=o.

A

Calculamos los valores del nivel al evaluar en esos tiempos la funcion:

n(z)=co h(e)=42

n(9)=2+

y con ellos queda trazada la grdfica del nivel del agua relacionada con la
de su razén de cambio en la siguiente figura.

rah

punto

h(t)

punto de

inflexibn

punto
minlimo

r(t)=n'(t)

f) Describe ampliamente cdmo cambia el nivel del agua en el tanque
en los primeros doce minutos después de que lo empezamos a ob-
servar. Justifica tu descripcion con argumentos apoyados en la visua-
lizacion de las graficas trazadas.

Originalmente, el nivel de agua en el tanque es de 24 centimetros, en
ese momento el nivel estd aumentando cada vez mds lentamente, hasta
que alos = minutos alcanza su nivel mdximo de co centimetros. En ese
preciso momento, comienza a descender el nivel de un modo cada vez
mds rdpido.

Alos & minutos el nivel ha llegado a 42 centimetros y es justo en ese
instante cuando se observa la mdxima rapidez de decrecimiento del ni-
vel (coincidiendo con el valor minimo de la razén de cambio). A partir
de entonces sigue decreciendo el nivel pero ahora de un modo cada vez
mds lento.

Alos 9 minutos llega el nivel de agua a su valor minimo, que es 2+ cen-
timetros, y a partir de ese instante, el nivel comienza a aumentar cada
vez mds rdpido y asi sequird aumentando hasta llenar el tanque por
completo.



g) (Entre qué minutos consecutivos se llenard el tanque?

Para que el tanque se llene debemos tener que la funcién del nivel sea igual a 100 centimetros, esto es,
5, &
h(t)=24+27t—ct"+— =100
=
que reacomodando de lugar a la ecuacion cubica

t 2
— —et’+2Ft—Fe=0
3

Resolver esta ecuacion ctbica de manera exacta puede resultar algo muy complicado o incluso imposible. Preferi-
mos utilizar el software de graficacién y buscar en la grdficade h(t) el punto que se encuentra a la altura 100,
tratando de precisar, en principio, entre cudles enteros consecutivos se encuentra.

La siguiente imagen muestra esta intencion, donde debimos cambiar la “ventana” en la cual teniamos a la vista la fun-
cién para poder apreciar el evento en que el nivel alcanza los 100 centimetros y comienza a desbordarse el agua.

h

tangue
Lleno

100
20
70
e
50
40

20

14

2
Se puede apreciar en la imagen que el tiempo en que el nivel es 100 se encuentra entre los 1= ylos 14 minutos. Esto
podemos comprobarlo al evaluar la funcion en dichos nimeros:

n(1z)=24+27(12)—c(13) +(1§)3 =93.2
h(14)=24+27(14)—c(14) +(1—;)3 =140.%

Los valores de la funcion nos hacen ver la cercania del minuto 1=z mds que al 14 para que el tanque se llene.

Sievalias h(1=.1) y h(1=.2) notards queelvalorde 1=.2 minutos es una mejor aproximacion para el tiem-
po exacto del llenado.
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ProeLEMA RESUELTO 2

Una particula se estd moviendo a lo largo de una linea recta horizontal de acuerdo a los siguientes datos: La ra-
zbén con que cambia la aceleracion es constante e igual a k, = —1 2 metros/segundo cubico. La posicién inicial
de la particula es x, = 4 metros, la velocidad inicial es », = —= 0 metros/segundo y la aceleracion inicial es
n, = 2 & metros/segundo cuadrado.

(]

Podemos hacernos una primera idea de lo que va a suceder con el movimiento de la particula: como su velocidad
inicial es negativa, sabemos que al instante de comenzar a observar este evento (t = 0) la particula se dirigia
hacia la izquierda. Pero la accién de la aceleracién inicial positiva se opone a la accién de esta velocidad inicial
negativa, jse regresa a la derecha? A su vez, la accién de la razon de cambio (constante) de la aceleracion, que es
negativa, se opone a la accion de la aceleracién inicial positiva. ;Volverd hacia la izquierda?

— R = =12
- adp = 26—
(—\/O:—SD ?
[
1 1 1 1 1
T T T T T T
4
Xp =4

Para precisar esos eventos importantes del movimiento se requiere modelarlo mediante una funcién. El procedi-
miento matematico para lograrlo incluye la construccion de funciones a través de procesos de antiderivacion.

a) Construye, de manera secuencial, las funciones de aceleracion a(t), velocidad v (t) y posicion x(t) de
la particula. Explica tu procedimiento para construirlas.

Como la razén de cambio de la aceleracion es constante

kR, =—12

(2]

y la aceleracién es su antiderivada, entonces
a(t)y=zc—12t
donde consideramos la aceleracidn inicial dadapor a, = = &

A partir de la aceleracién, que es la razén de cambio de la velocidad (la derivada de la velocidad) construimos
la funcién de velocidad antiderivando la aceleracion y considerando que el valor inicial de la velocidad debe ser
vV, =—30

vit)=—z0+zct—ot”

A partir de la velocidad, que es la razén de cambio de la posicion (la derivada de la posicién) construimos la funcion
de posicién antiderivando la velocidad y considerando ademds que el valor inicial de la posicidn es x, = 4

x(t)=4—zo0t+18t — ot

Esta ultima funcidn es el modelo matemadtico para representar el movimiento de la particula.
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b) Calcula de manera algebraica los instantes en que la aceleracion es 0, y los instantes en que la velocidad es o.

Igualamos a o la aceleracion y resolvemos la ecuacion lineal que se genera:

12t =36
t=23
Portanto,en t = = laaceleraciénes o, estoes a(z) = o.
Igualamos a o la velocidad y resolvemos la ecuacion cuadrdtica que se genera:
vit)=—z0+zet—ot” =0
=—ct°+z26t—30=0

Dividido entre —¢ tenemos t° — ot + 5 = 0, ecuacion cuadrdtica cuyas soluciones se detectan fdcilmente, o
bien, siempre existird la posibilidad de resolverle usando la férmula general:

,_et=ef —+(1)(s) :{1
2

©) s

Portanto,en t =1 y t = 5 lavelocidad es o, esto es,

v(1)=v(5)=o.

¢) Construye la grafica de la funcion velocidad v (t).

La grdfica de la funcién velocidad v (t) = —=z 0 + = ot — ot™ esuna pardbola que cruza el eje vertical en el valor
inicial v (0) =-=zo0.

Sabemos ademds (por el inciso b)) que cruza el eje horizontalen t =1 y t = 5 pues v(1)=v(5)=0.

Para encontrar su vértice, sabemos que éste debe coincidir con el punto medio entre 1 y 5 porque se trata de una
pardbola, pero también corresponde con el instante donde la derivada de v (t) es o, estoes, donde a(t) = o
que ya conocemos quees t = =.

Por tanto, calculando v (z)=-z0+=¢(2)— (=) =24 tenemos que las coordenadas del vértice son
(= 24).

La grdfica la mostramos enseguida.

40t

20T

24
201

104

—1 0=

—20 4

—=20 -
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d) Construye la grafica de la funcién de posicién utilizando la informacién de la gréfica de velocidad.

La grdfica de la funcion de posicion, que es la funcion ctbica
x(t)=4—3z30t+1gt” —ot°
tiene valor inicial x,= 4, donde cruza el eje vertical.

Toma su valor minimoen t = 1 ysuvalormdximoen t = 5, yaque en ellos se observa que la grdfica de la deri-
vada cruza el eje horizontal de valores negativos a positivos, en t = 1 y de valores positivos a negativos en t= 5.

Estos valores, minimo y mdximo, se calculan mediante la representacion algebraica de la funcion:
x(1)=4-z0(2)+22(1) —-2(2)=-10
x(5)=4-z0(5)+12(5) —2(5) =54

Por tanto, el punto minimo es (1, -1 o) y el mdximo es (5, 54) .

Ademds, en t = =, donde tiene su punto mdximo la derivada, la grdfica de la posicion tiene un punto de inflexion;
calculamos

=

x(z)=4-20(2)+12(3) —2(3)" =22

Por tanto, el punto de inflexion es (3, 2 2). Mostramos toda esta informacién en la siguiente grdfica.

punto
\/60 X maximo
L R
50
40
punto de
0

tnflexton

0 o

= 4

‘PM.VLtD
minlmo

e) Describe ampliamente el movimiento de la particula tomando en cuenta toda la informacién grafica y numé-

ricaquelacurva x(t) contiene.Tu descripcion debe incluir lo que sucede en cada instante que encontraste
algebraicamente en el inciso b) de este problema.
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Comenzamos a ver la particula en la posicion x = 4 metros y se movia hacia la izquierda cada vez mds lento y
continda asi hastalos t = 1 segundos en que se detiene al llegar a la posicion x = —1 0 metros. En ese instante
regresa hacia la derecha moviéndose cada vez mds rdpido y sigue asi hasta los t = = segundos, instante en que
iba hacia la derecha lo mds rdpido posible, de hecho llegé a la velocidad de 24 metros/segundo en ese instante en
que se encontraba en la posicion x = 22 metros. Sigue entonces hacia la derecha pero ahora cada vez mds lento,
hastaquealos t = 5 segundos se detiene nuevamente en la posicion x = 54 metros y decide entonces seguir
su movimiento hacia la izquierda cada vez mds rdpido hasta, perderla de vista.

.Sabias que?...

1x' tox +ox +tox—16
l l d N

1 o ] 0 —1c¢

3. se coloca...

A
1 g 0 —-1e |2
8 2. se multiplica
1. se baja... 5 e 16 P
2

5. 55¢ replten
4. SE SUMAN... 23, 4.
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f) Al observar la grafica puede pensarse que en el instante t = 2 la particula paso por el origen de la recta en
que se mueve, pues parece que la grafica de posicion cruza el eje horizontal ahi. También se observan otros
dos cruces en ese eje,unoentre t =0 y t=1 yelotrocercanoa t = 7. Aplica el método de division
sintética, o bien el algoritmo para dividir polinomios de tal modo que puedas precisar en forma exacta los ins-
tantes en que la particula pasé por el origen de la recta en que se mueve.

Si t = 2 esellugar preciso donde la grdficade x(t) corta el eje horizontal, entonces t = 2 debe ser solucién
de la ecuacion cubica

x(t)=0 estoes 4 —zot+18t° —2t° =0
Esta ecuacion puede simplificarse al dividir entre —2:

4—z0t+18° —2t° 0

-2 -2

—2+15t— 9" +t° =0
estoes t°— 9t +15t-—2=0.
Para confirmar que t = 2 esuna raiz de esta ecuacion, basta evaluarla en 2 y verificar que se obtiene el valor o:
(2 - 9(2) +15(2)-2=¢2-3¢c6+30-2=0

Esto nos afirma que la expresién ctbica tiene un factor lineal (t — 2) y otro cuadrdtico, que no conocemos por lo
pronto, pero que podemos encontrar al menos de dos formas diferentes que nos conviene aqui recordar.

Una forma es realizar la division de polinomios con ese factor:

. factor

tt—Ft+ 1 cuadvitico
t-2| t' - 9 +15t-2

—t+2t*

- Ft*+15¢t

+ 7t — 14t

t—2
1) restduo

Otra forma de haber llegado al factor cuadrdtico restante es utilizar la forma sintética de esta divisién de polino-
mios, que es conocida como division sintética:

coeficientes
en orden, de r =9 15 -2 |2 vaiz
grado mayor 2 —14 2
a wmenor
1 -7 1 0 restduo
%,—/
coeficlentes
del factor
cuaolrftico
restante
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Hemos logrado la factorizacion de la ecuacion ctbica
- ot +15t-2=(t-2)(t - 7t+1)
de donde, al igualar a o cada factor, se obtienen las 3 soluciones de la ecuacion:
t—2=0 luego t =2, comoyasabiamos,y

t* — 7t +1 = o0 dedonde, usando la férmula general

_EAENA) -4 o=

2(2) 2

72as _7:(9)(5) _7tzd5

2 2 2

Si aproximamos a 4 decimales tenemos que t =c¢.2541 y t=0.1459, asicomo t =2, son las
= raices reales distintas de la ecuacion cubica

t2— 9t +15t-2=0,

Estas raices se interpretan como los tres cortes con el eje horizontal de la posicion; esto es, en esos tres instantes de
tiempo se tiene que x(t) = o, yla particula pasé por el origen (el ©) de la recta en que se estd moviendo justo en
esas tres ocasiones.

Serialamos la nueva informacién en la grdfica de posicion.

pw»to
X WMAXLO

SR

punto de
inflexion

&.8541
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Problemas

pROPUESTOS ELVIaV.iY l— [

PRroBLEMA PRoPUESTO 1

En un tanque que tiene originalmente 12 centimetros de nivel de agua, se suminis-
tran dos tipos de liquido a través de dos llaves; la primera provoca el aumento del
nivel del liquido A a una razén de cambio constante de = centimetros por minuto, y la
segunda provoca que el nivel del liquido B aumente a razén variable de 2t centime-
tros por minuto. Se extrae la combinacion del liquido a través de una llave de desagiie
que actua simultdneamente con las otras dos y de manera que la salida del liquido
provoca una disminucién del nivel a razén variable de t~ centimetros por minuto.
Esto hara que eventualmente, el tanque quede vacio en cierto instante.

a) Encuentra la funciéon que modela la razén de cambio del nivel del liquido en el tan-
que, y luego, a partir de ella, encuentra la funcion que modela el nivel de liquido
en el tanque.

=
—A+3E+zr=(3)U

<

.2 — 3T+ =(3)4 :eisandsay

b) Grafica la funcién que modela a la razon de cambio del nivel y enseguida utilizala para graficar la funcion que

modela el nivel del liquido en el tanque.
=

‘(rz'=) owxpw oyund A E’T uoIxayul ap oyund

(0262 <) awawpppwixoidp [pyuoziioy afz 21103

"(z7°0) |pon4anala o> (3)Y ap boypin

‘(o) A (0 ‘T—) |p1uoziioy ala 531103

/' (£70) [p2134aA 3[a 2310) “0lbgb DI>DLY PAPIUYD DjOGPIPd (3)4 ap DIYPID :elsandsay

¢) Narra el comportamiento del nivel hasta el instante en que se vacia, jpuedes obtener el valor exacto en que lo

hace?
"T62° G =3 oppwixoldp I0|pA

‘IpUOIdDI 0J2WINU UN 3 OU UQIdNJOS DT :e1sandsay

PRroeBLEMA PRoPUESTO 2

La funcion que da cuenta del nivel de agua 4 (en decimetros) con respecto al tiempo t (en minutos) en un tanque
sobre el que actian = llaves esta dada por

h(t)=14+17t+¢t" —2t> decimetros.

a) Precisa el nivel inicial (cuando ¢ =0) y ademas decide si el nivel estaba subiendo o bajando en ese instante.
Justifica tu procedimiento.
agns [aAlu 2 ‘o3nuiw / sondwipap £ T = (0) Y

sonawpap + 7 = (0)u :eysandsay




b)

)

Si el tanque tiene una altura de 4 metros, decide si llegara un instante en que se desborde. ;Cual fue el maxi-
mo valor alcanzado por el nivel y en qué instante lo tuvo? Argumenta tu procedimiento.

"DPIOQSaP 3S OU ‘SONPWIIP TZ 2 = (353 T)Y OWIXPW [aAIN :eisandsay

Utiliza un software de graficacién para visualizar el comportamiento simultdneo del nivel y de su razén de
cambio. ;En qué instante que el nivel aumenta lo mas rapido posible?

2
onuw: — = 3 :eysandsay

Apdyate en la grafica para precisar en qué instante se vacia el tanque. Expresa tu procedimiento.

<
oUW ¢ € = = 2 :eysandsay

e

:Sabias que?...



PRroeLEMA PRoPUESTO 3

En un tanque cilindrico actdan dos llaves que lo estan llenando de agua, la primera con razén constante de
2 litros/minuto y la segunda con razén variable de =¢" litros/minuto. Una tercera llave lo esta vaciando con
razén variable igual a 12t litros/minuto, donde t es el tiempo transcurrido (en minutos). En el instante ¢ = ©
el volumen de agua es =2 litros.

a) Determina la funcién que da cuenta del volumen de agua cuando hayan transcurrido un nimero t arbitrario
de minutos y la funcion de la razén de cambio del volumen de agua.

As+1cT—T=(3)4 Asom 3+ .32-3c+c==(3)A :eisandsay
b) ;Cual es el volumen minimo al que llega el tanque en el proceso de accién de las llaves?
sonll z3 £ =(£923 =) A ‘owlujw uawnjoy :eisandsay

¢) Graficalafuncion de la razon de cambio del volumen.

(0£szs )4
(0e+£7°0) ua 3 aloja o> A (z0) oyund ja us pbPIUI anb DQLLD DIdDY DADIUOD DJOQDID{ :e1sandsay

d) Grafica en el mismo sistema coordenado la funcién del volumen de agua en el tanque.
'soAlIsod salopA ua 3 3l [a blodoUA (3 £ AsT 3 ) Ud
owppwond ‘(£F7 ze€+£T" 0) ua owixpw oyundunauany’ (= =°0) ojunda ua bpjuianb poign) :eysandsay

e) Describe ampliamente lo que ocurre con el volumen de agua. ;Se llenard el tanque?

"25IDUB|| DISDY OpIdpI SDW Z3A DPD IDIUBW
-ND D d)UDISUJ 353 Ud DZUBIWIOD A SO4}I| TS*A DISDY 03U3| SDW ZAA DPDI OpudANUIWISIP PRUBUOD A SOINUIW T SOf DISDY
‘opidpi SpWw ZaA bpL JINUIWSIP D 0ZUBWIOI A SOI}| AT T DISDY 03Ud| SPW ZaA DPDI bIUdWIND ‘soJ3| z= 3@ :eisandsay

PRoOBLEMA PROPUESTO 4

El movimiento de un cochecito en una linea recta esta modelado mediante la funcién cubica
x(t)=100-g0t+ 90t* —z0t”

donde x representa la posicion del coche con respecto al lugar al que se propone llegar, que se encuentra a
100 kildmetros de distancia. La posicion x se mide en kildémetros y el tiempo ¢ en horas.

\
\




a) Cuando comenzamos a observarlo, jen qué posicidn se encontraba y hacia dénde se dirigia, hacia la derecha
o hacia la izquierda?

'ppIaInbzipjp 0 8 — = (0) A
00T = (0)x :eysandsay

b) ;En qué posicion se encontraba justo al haber transcurrido una hora de observar su movimiento?
08 = (7)x :eisandsay
¢) ;Hacia dénde se dirigia en ese instante que sefala la primera hora transcurrida del movimiento?
‘bYda13ppD|p ‘0T = (F)A :eisandsay

d) Grafica la funcién de la velocidad del coche y comprueba tu respuesta al inciso anterior.
s =
'; A = =3 ua [pjuoziioy afa 2 p1I0d A (O T T) 3213434 ‘0[bqb DIDDY DADIUOD DOGDID :e)sandsay

e) En el mismo sistema coordenado que graficaste la velocidad, grafica ahora la funcion de posicion del coche.

0L
6 <=

6 =
[ ’; owxpw A (0 3T) uoixayur oyund
‘— | owyuyw uod paIgnyH :eisandsa
0L z:] 1) qn> el d

\
VR

f) Describe lo que ocurrié con el coche desde el tiempo o hasta el tiempo (aproximado con una cifra decimal) en
que llego finalmente a su destino.

Respuesta: Aproximadamente 2.4 horas (2 horas 24 minutos).

PROBLEMA PROPUESTO D

La representacion algebraica de una funcién es una versién compacta y concisa que carga en si misma un cimu-
lo de informacion no visible a simple vista. De eso trata el problema que te proponemos a través de la siguiente
historia.

Habia una vez un cochecito que se movia sobre una linea recta y su
funcién de posicion era:

3

t
x(t)=11t—ot™ +—
)

...y colorin colorado, este cuento se ha acabado.

a) Acabas de conocer la version corta de la historia del movimiento del cochecito, y para conocer la versién larga
de esta realiza todos los procedimientos algebraicos necesarios que se te indican:

+ Derivay obtén la funcién de aceleracion a(t) .

1+zT—=(2) = (3)v :eysandsay




Plantea la ecuacion a(t) = o yresuélvela.

9 = 3 :e)sandsay

Plantea la ecuaciéon v (t) =0 yresuélvela.

TT‘T = 3 :eysandsay

Calculala v(t) enel t donde a(t)=0.

sz—=(2)» :eisandsay

Calculala x(t) enlos ¢ donde v (t) =0 ydonde a(t)=o0.

= =
= (37)x ‘8£-=(2)¥ ‘— = (7)x :eysand
oy (F7)x "8£==(9)¥ ‘5= = (7)x :esandsey

Plantea la ecuacion x(t) = o yresuélvela.

=
EMFC =30 :+ .32 — 37T = (3)¥ :eysandsay

e

b) Dibuja la grafica de la aceleracion en color verde.
¢) Dibuja la grafica de la velocidad en color rojo.

d) Dibuja la grafica de la posicion en color azul.

0ST—

Q0T—

0%
Q0T
oST
:e)sandsay
e) Y de ahi...jcompleta la historia!:
Comenzamos averloalos t = o segundosenlaposicion x, = ______ metrosy llevaba una velocidad de
v,= ____ metros/segundo. Desde entonces, hastalos t = ________ segundos se movid hacia la

derecha cada vez mds lento hasta que se paré justo en la posicion x = ________ metros.




Comenzd en ese momento a trasladarse hacia la izquierda cada vez mds rdpido. Eran los t =

segundos cuando lo vimos pasar por el origen de la recta en que se mueve.

Siguié hacia la izquierdayalos t = ____ segundos era cuando iba para alld lo mds rdpido que po-
dia. Estaba en ese momento en la posicion x = _____ metros y se movia hacia la izquierda con rapi-
dezde ____ metros/segundo. Ahi empezé a disminuir su rapidez; ya queria regresarse. Total, fue
hastalos t = _____ segundos que se siguié moviendo hacia la izquierda cada vez mds lento; se
pard, justo en la posicion x = _____ metros. De nuevo entonces, inicié su movimiento hacia la de-
recha cada vez mds rdpido. Cuando lo vimos pasar por el origen de la recta en que se mueve eran entonces los
t=___  segundosy llevaba una velocidadde ________ metros/segundo. Y siguid trasladdndose

hacia la derecha, cada vez mds rdpido, y mds rdpido, y mds rdpido, jhasta que se perdié de nuestra vista!

... y colorin colorado. . . este cuento. .. se ha acabado.

=
‘Tb95 =L ‘spMMr4+6 =3 ——=X
=r A
"TT=3 ‘ST 8L-=X 2=3 ‘Spr—6 =23
=
-E=y ‘T=3 ‘TT=° ‘0=x :eysandsay

:Sabias que’?...
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Practica de
PERCEPCIONEVIS U AL e 11| [2) ] 2 B e

ProBLEMA 1.
Relaciona cada tanque con sus correspondientes graficas de nivel (2da. columna) y de razén de cambio de nivel

(3er. columna) asignando el mismo nimero en estas graficas. Supongase que en cada caso, el flujo de la llave es
constante.

zer colunna 208 colurmna
1
- O y O v

€'9'] 'y '7'S reuwinjod RIS ‘€79 'G ‘| ‘Z ‘euwn|od ‘epg :eisandss




ProBLEMA 2.

Relaciona cada funcién cuadrética con la funcién cubica correspondiente de la cual es su derivada.

\
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ProBLEMA 3

Una llave arroja agua en el barril mostrado en la figura. El agua fluye a razén constante
de 20 litros por minuto. Supongamos que al inicio el barril estd vacio, y que se llena
después de haber pasado 5.5 minutos.

Dibuja por separado las graficas con respecto al tiempo de:

a) Lacantidad A deaguaen el tanque desde el inicio  b) Laaltura 4 del nivel del agua, desde el inicio hasta

hasta que se llena que se llena el tanque.
A h
110 4
=
3= =
' : t
275 5.5
} t
55

‘opidpi spwi zaA bppd 0ban| A ppiiw bj DISDY 0IU| SPW ZIA DPDI
DIUBWIND [2AIU [3P Y DIN}[D DT "D3I3J UN $3 DIYPIB NS ‘9UDISUOD UOZDJ D DIUSWND ¥ bnbb ap poplaups b :eysandsay

ProeLEMA 4

Una llave arroja agua en el barril mostrado en la figura. El agua fluye a razén constante de
12 litros por minuto. Supongamos que al inicio el barril estd vacio, y que éste se llena después
de haber pasado 5 minutos.

Dibuja por separado las graficas con respecto al tiempo de:

¢) Lacantidad 4 de agua en el tanque desde el inicio  d) La altura 4 del nivel del agua, desde el inicio hasta

hasta que se llena. que se llena el tanque.
/4 h
gL
&0 -4
+ 1
. } } t
5 € 2.5 5

"0JUD]| SeW ZaA eped sandsap A anbuey [9p peliw e| eisey opidel sew ZaA eped ejuswne
[SAIU [P ¥ eJN}je BT °B1D3J BUN S3 BOLRIG NS S1URISUOD UQZRJ B elUSWNE ¥ enbe ap pepnued e :eysandsay



ProBLEMA 5

Lee la historia del cochecito y realiza lo pedido.

Habia una vez, un cochecito que se movia sobre una linea recta...

Xop= 4

Parte del reposo, cuando estaba en la posicion x, = 4 metros.

Durante el primer minuto se movié hacia la derecha cada vez mas rapido.

Entre el minuto 1 y el minuto = siguio hacia la derecha, pero trasladandose cada vez mas lento.
En ese instante = se pard, e inmediatamente se dirigié hacia la izquierda cada vez mas rapido.

En el instante £ pasé por el origen de coordenadas de la recta en que se mueve, dirigiéndose aun hacia la iz-
quierda.

Justo en ese instante £, decide ir cada vez mas lento hacia la izquierda pues queria regresarse.

Total, durante los = alos 10 minutos se movié hacia la izquierda y precisamente en el instante t = 1 © se par6
para regresar hacia la derecha con una velocidad cada vez mayor... y mayor...y mayor... jhasta perderse!.. FIN

Realiza un dibujo de la grafica de la funcion de posicion vs tiempo del cochecito en el sistema coordenado. Obser-
va que al no tener el modelo matematico representado algebraicamente, el dibujo que realizan personas diferen-
tes puede verse diferente, sin embargo, hay caracteristicas esenciales de él que se conservan independientemente
de quien lo haya trazado.

N




:Sabias c]ue?...




Mas alla de las cibicas

En esta seccién queremos profundizar sobre los re-
sultados que ya hemos visto y que se mantienen va-
lidos para las funciones polinomiales en general. De
hecho, su validez es en realidad una garantia cuando
las funciones cumplen con la propiedad de tener su
grifica representada mediante una curva derivable,
que a su vez es continua y cuya derivada también es
una funcién continua.

El caso de las funciones polinomiales incluye a las
funciones lineal, cuadrética y cibica que ya hemos
tratado. Ellas, al igual que cualquier funcién polino-
mial de grado mayor o igual a cuatro, gozan de una
condicidén especial: poseen su primera derivada con-
tinua, su segunda derivada continua, su tercera deri-
vada continua y asi sucesivamente. Efectivamente las
derivadas de todos los 6rdenes de una funcién poli-
nomial, al ser también funciones polinomiales, gozan
de continuidad y de derivabilidad.

Para los fines del andlisis cualitativo que hemos es-
tudiado en los temas anteriores, nos conviene aqui
aceptar la existencia y continuidad de la segunda de-
rivada de la funcién para prolongar hasta ella nuestro
conocimiento del comportamiento grafico de puntos
maximo, minimo y de inflexion.

Recordemos la siguiente imagen donde relaciona-
mos el comportamiento de la funcién £’ (x) conel
de su primera derivada.

’ 4
Yy =7 y=1rx)
primert funcibn
dertvada
positiva Z LS creclente
negativa <> decreciente
N coneava
YECLEWN % . .
hacta arviba
) coneava
decreclente <«—>

hacla abajo

De esta tabla ya hemos inferido hechos importantes
que relacionan los puntos maximo, minimo y de in-
flexion de la funcién y = £ (x) con la gréfica de
su razén de cambio, su derivada. Introducimos algu-
nas flechas e informacion en la tabla para expresar
estos hechos:

<g/:_,{"(x) 3:7[()()
'PYWM,@YM {I/LV\«CL(SV\«
derivada
\
: positiva minimo creclente Wbiximeo
Fse '{r 11 o '{r Y
negativa ‘ decreciente
maximo 7z B
de £ creciente S coneava
f(x)=o0 f “‘ de f I' hacia arviba Ry PUtD
= : ) -
A twrlexton
‘h decveciente j Pl ‘h conem/m ﬂf
inflexion hacia abajo
7[

Observa los primeros dos renglones de la tabla para que distingas lo que te describimos enseguida:

En la columna de la primera derivada, observamos que si en cierto x se tiene que la derivada es o (f "(x)= 0)
y su grafica cruza el eje horizontal, puede hacerlo de valores positivos a negativos, o bien, puede hacerlo de valores

negativos a positivos (observa las flechas).
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En el primero de los casos, la funciéon y = £ (x) cambi6 de ser cre-
ciente a ser decreciente, lo que sefiala que en ese x debe darse un valor
méximo de la funcién. En el segundo de los casos, la funcién y = £ (x)
cambia de ser decreciente a ser creciente, lo que sefiala que en ese x debe
darse un valor minimo de la funcién. Ubicamos esto en la columna de la
funcién.

Observa ahora los ultimos dos renglones de la tabla para que distingas lo
que te describimos enseguida:

En la columna de la primera derivada observamos que si en cierto x se
tiene que esta derivada cambia de creciente a decreciente, entonces en ese
x la grafica de la derivada tiene un punto maximo, o bien si cambia de
decreciente a creciente, entonces en ese x la grafica de la derivada tiene
un punto minimo (observa las flechas). Cualquiera de estos dos casos
sefialan que la funcion y = # (x) cambia la concavidad hacia arriba
a concavidad hacia abajo, o viceversa, lo que implica que en ese x la
funcién y = #(x) tiene un punto de inflexion. Ubicamos esto en la
columna de la funcioén.

En conclusion:
Los cortes con el eje horizontal de la grafica de la derivada sefialan los valores
de x donde la funcion y = £ (x) tiene un maximo o minimo.

Si la grafica de la derivada cruza el eje horizontal de valores positivos a negativos,
entonces se trata de un maximeo de la funcion; y si cruza de valores negativos a
positivos, se trata de un minimo de la funciéon.

Por otra parte, los puntos maximos y minimos de la grafica de la derivada sefialan
los valores donde la funcion y = £(x) tiene sus puntos de inflexion.

Aplica estos dos hechos al realizar la siguiente practica visual de iden-
tificacion de la gréfica de la funcidn, su derivada, y la derivada de la
derivada.

Nota importante: observa que “la primera derivada es a la funcion, lo
que la segunda derivada es a la primera derivada”.
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PRACTICA DE PERCEPCION VISUAL

¢Cual es cual?

Observa las = gréficas en cada figura y decide cual es la funcién # (x), cudl es su derivada #"(x), y cudl es
su segunda derivada £” (x). Justifica tus decisiones con argumentos validos.

O\

-0 —

3

14

14

12

101

=2

f—

;

N\,

7

e

g |
=)

Continuamos profundizando en nuestra tabla agregando ahora una tercera columna, pero lo hacemos del lado
izquierdo, para dar cabida al comportamiento de la derivada de la derivada, esto es, la segunda derivada de la

funcion:
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positiva
negativa
crectente

<> decreclente

crectente
decreciente
comeava hacla arriba

coneava hacia abajo



:Sabias quc‘?...

FILM FILM
assasnns
e F :
S

La inquietud por descubrir una
solucién general para resolver la
ecuacién cibica capté la atencién
de matemdticos italianos de
principios del siglo xvi. En esa época
representaba un reto el crear nuevas
matemdticas que trascendieron los
logros de los antiguos griegos y
drabes.

Se sabe que la solucién algebraica general de la ecuacién
cubica fue descubierta por Scipio del Ferro y sus discipulos en
la Universidad de Bolonga, mas nunca publicé su solucién,
sélo lo comenté a algunos amigos.

Sin embargo, el descubrimiento fue conocido, y a su muerte,
en 1539, un profesor veneciano apodado Tartaglia (“el
tartamudo”) redescubrié sus métodos manteniendo nuevamente
el secreto. Pero revelé sus ideas al doctor Girolamo Cardano
quien a pesar de haber jurado mantenerle en secreto, en 1545
publicé su Ars Magna, libro conciso de Algebra donde dio a
conocer plenamente el resultado.

A la fecha, la ecuacién clbica x* +px+4 =0 se asocia
con la conocida como la férmula Cardano:

P
2 4 2F 2 4 2F

AV )

Los dos renglones que hemos introducido en esa tercer columna de
" (x) nos permiten relacionar el crecimiento o decrecimiento de la
primera derivada con el signo positivo o negativo de la segunda derivada,
respectivamente.

Del arreglo que hemos hecho en la tabla podemos identificar una estrate-
gia algebraico/numérica para determinar el comportamiento de la fun-
cién en cuanto a crecimiento, decrecimiento y tipo de concavidad, con
s6lo detectar el signo (positivo o negativo) de la primera y de la segunda
derivada. Lo establecemos enseguida:

Los dos renglones que hemos introducido en esa tercer columna de
#”(x) nos permiten relacionar el crecimiento o decrecimiento de la
primera derivada con el signo positivo o negativo de la segunda derivada,
respectivamente.

Del arreglo que hemos hecho en la tabla podemos identificar una estrate-
gia algebraico/numérica para determinar el comportamiento de la fun-
cién en cuanto a crecimiento, decrecimiento y tipo de concavidad, con
s6lo detectar el signo (positivo o negativo) de la primera y de la segunda
derivada. Lo establecemos enseguida:

:Sabias cluc?...

Contar con una “férmula
general” para resolver la
ecuacién polinomial de grado 5
o mds... jno es posible!

En la historia de la Matemdtica
han ocurrido eventos asi...
después de un arduo trabajo
dedicado a dar respuesta a un
problema, resulta ser que una
perspectiva diferente del mismo
es la que conduce al desarrollo
de nuevas teorias y, de paso,
se muestra que la solucién de
aquel problema original... es
justamente “no tener solucién”.

Tal es el caso de la reflexién
acerca de la solucién
algebraica de las ecuaciones.
Se trata de la pregunta
fundamental sobre por qué los
métodos Utiles para resolver
ecuaciones de grado n <4
no tienen éxito para 1 >4

El trabajo de Lagrange

al respecto le llevé a
procedimientos que estimularon
el frabajo de matemdticos como
Abel y Galois, hoy conocidos
en las ramés de la Matemdtica
del Algebra Abstracta y la
Teoria de Grupos.

sssssags
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Y = (x) Y =F K y =1

segunda derivaca primera derivada funcion
positiva creclente
negativa decreciente
positiva 5 creclente coneava hacla arviba
negativa decrectente coneava hacta abajo

Estrategia algebraica para conocer los intervalos donde la funcion # (x)
es creciente y donde es decreciente:

Igualar la primera derivada a cero y resolver la ecuacion generada.

Ubicar esos valores en la recta numeérica para detectar los diferentes intervalos
en que ésta queda dividida.

Elegir un valor numeérico en cada uno de los intervalos generados y evaluar en él
a la derivada.

Asignar el signo de esa evaluacion como el signo que mantiene la primera
derivada en todo el intervalo correspondiente.

En los intervalos con signo positivo, concluir que #(x) es creciente, y en los
intervalos de signo negativo, concluir que #(x) es decreciente.

Estrategia algebraica para conocer los intervalos donde la funcién # (x)
es concava hacia arriba y donde es céoncava hacia abajo:

Igualar la segunda derivada a cero y resolver la ecuacion generada.

Ubicar esos valores en la recta numeérica para detectar los diferentes intervalos
en que ésta queda dividida.

Elegir un valor numeérico en cada uno de los intervalos generados y evaluar en él
a la segunda derivada.

Asignar el signo de esa evaluacion como el signo que mantiene la segunda
derivada en todo el intervalo correspondiente.

En los intervalos con signo positivo, concluir que £ (x) es concava hacia arriba,
y en los intervalos de signo negativo, concluir que £ (x) es concava hacia abajo.

De hecho, con las estrategias nombradas tendremos “a la vista” los puntos maximo, minimo y de inflexién. Apli-

caremos estas estrategias completas para interpretar el comportamiento grafico de funciones polinomiales de
grado cuatro y cinco.
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PROBLEMA DE GRAFICACION 1.

Con un software de graficacion se obtuvo la siguiente ima-
gen para la funcion

+ o=
Y=Ffx)=-—x"——x +4x -2
=

Una inspeccion visual de la figura nos dice que la grafica
tiene dos puntos maximos y un punto minimo entre ellos;
ademas debe haber dos puntos de inflexion entre los pun-
tos maximos y el minimo. También se observa que la grafi-
ca es creciente, luego decrece, crece nuevamente y acaba
decreciendo, y su concavidad cambia de abajo hacia arriba
y acaba hacia abajo.

Al aplicar la estrategia algebraico/numérica determinare-
mos de la grafica toda la informacion precisa al respecto de
nuestra inspeccion visual y podremos explicitar numérica-
mente con detalle su comportamiento.

Siguiendo la estrategia planteada procedemos a calcular la
4 A = 2
Como fx)=—x*-——x>+4x* -2
=

entonces F(x)=—4x"—4x" +cx

Igualamos a cero £’(x) = o

—4X —4x +8x

y para resolver esta ecuacién cubica factorizamos

—ALK()c2 +x—.:2)

de donde cada factor se iguala a cero

—4x =0 luego x

X+ x—2=0 luego x

funcién derivada e igualarla a cero:

Il
©

Il
O

0

— =0
—4
—1i\/§_ 1
—2 —

=2

Procedemos ahora a ubicar esos valores en la recta numérica observando que se determinan cuatro intervalos.

B I B G

] -0 ] O ]

] ] ]
intervalo ntervalo  Lnterva
(=0, —2) (=2 0) (0, 1)

|
I ~
]
A '
, '
Lo intervalo
(1, =)

'oblemas complementari
- @ .




Para asignar el signo de la derivada en cada intervalo, elegimos algunos valores “comodos” para evaluar en ellos:

F(-2)=4¢ (positivo) F(1)=-¢ (negativo)

f'(0.5)=2.5  (positivo) f(2)=-22 (negativo)

-==>

(=oo, —2) (2 0) (0, 1) (1, )

De hecho, el arreglo anterior podemos interpretarlo en términos del crecimiento/decrecimiento de la funcién
£ (x) y tomar decisiones sobre los valores de x donde habra maximos y/o minimos relativos de la funcién:

crece

decrece aquit hay
; minlmo )
aqul hay agqui hay
MAXLMO Whximo decrece
crece — —
+ Lt p
n | 0 o 0
I = I e 1 I
nkervalo (o0, —2) (-2, 0) © 1) (2, o)
Tenemos un valor méximo de #(x) en x = —2, asaber,
4 26
f-2)=-(-2) ~2(-2)y +4(-2)" -2 =22
=) 32

Tenemos un valor minimode £(x) en x =0, asaber, £(0)=-2
También, otro valor méximo de #(x), sedaen x = 1, asaber,

F@)=-@) ~Z@ +4(2) -2=-2

Ademas, los intervalos donde y = £(x) es creciente son (—oo,— :2) y (0,1), mientras que los intervalos don-
de y = £(x) esdecrecienteson (-2,0)y 1,oo)
Seguimos ahora con la estrategia para analizar el comportamiento de concavidad. Calculamos la segunda derivada:
Como Flx)=—4x"—4x"+2x,
entonces Fx)=—12x"—gx+¢g .
Igualamos a cero:
F(x) =0
—12x° —gx+8 =0

7

y para resolver esta ecuacion cuadratica aplicamos la formula general, pero no sin antes simplificar la ecuacion
dividiendo entre —«4:

—12x°—¢x+g=0
-4

2

BXT +t2x—2=0
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De ahi que

X = =]

—2+ /4-24(23)(-2) -2+ z2¢ _—212\/7_—11\/7
&

2(2) & =

Obtenemos los dos valores que aproximamos a 3 decimales para facilitar su ubicacién.

| | | x

T
'
'
'
!
]

I
—1.015

--->

(—o0, —1.215) 0.519, =)

(-1.215, 0.549)

Al evaluar en numeros “sencillos” de estos intervalos, detectamos el signo de la segunda derivada en cada inter-
valo:

£’ (2) =-24 (neg) £7(0) = ¢ (pos) f’(1)=-12 (neg)

Ubicamos esta informacion en la recta, lo que nos informa ademas de los puntos de inflexién que se determinan
con el cambio de concavidad.

punto de )]mwto/ /0!(:
inflexibn cébneava inflextén
aritba coneava
coneava i
abajo
— | +| l — B
B I al I -~
: —1.215 0 0549 :
intervalo (=00, —1.215) (—1.215, 0.549) (0.519, +)

Tenemos dos puntos de inflexion:
en x=-1.215, seobtiene £f(-1.215)=4.1171
yen x=0.549, seobtiene f(0.54ﬁ)z—1.105j

Ademas, el intervalo donde la graficade £ (x) es céncava hacia arriba es (— 1.215, 0. 543) , mientras que
hay dos intervalos donde es concava hacia abajo, (-, —1.215) y (o 549, oo).

Terminamos colocando la informacion de los puntos importantes en la grafica dada.
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P. bnf
(—1.215, 4 .1171)

P bnf
(0.549 —.1059)

NN

.
min

(o:-2)

PROBLEMA DE GRAFICACION 2.

la funcién

Con un software de graficacion se obtuvo la siguiente imagen para

g=f(x)=20—2x2+12x3—@x4+§x5

Una inspeccion visual de la figura, muestra que la grafica tiene dos
puntos maximos y dos puntos minimos, ;o no? Ademas parece ha-

/ N\ ber al menos tres puntos de inflexion, ;jsera?

fica.

Pero dejemos que sea nuestro conocimiento adquirido el que nos
asegure lo que debemos ver.

Al aplicar la estrategia algebraico/numérica determinaremos toda
la informacion explicita numéricamente y la colocaremos en la gra-

Procedemos a calcular la funcion derivada e igualarla a cero:

como f(x)=20—2x2+12x3—&x4+§x

5

entonces f,()()z_i@/(‘i‘Bé)(Q—24)(3+4)<4_

Para resolver esta ecuacion de grado cuatro, primero factorizamos x, que es un factor que tienen en comun todos

los términos. Incluso un factor 4 lo puede acompanar:

ax(—4+ 9x—ex +x7)
ahora igualamos a cero cada factor:

4x =0, dedonde x = 3

X —ex+ 9x—4 =0

Para resolver esta ecuacién cubica que nos falta, debemos encontrar por inspeccién una solucién racional de ella,
pero esto no es dificil de hacer sabiendo que la solucién debe ser un factor del coeficiente 4. Probamos que

x = 1 essolucién de la ecuacion cubica con la division sintética:
1 -6 9 =4
1 -5 4

1 -5 4 [o]
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La ecuacién cuadratica restante es:
X —5x+4=0
cuyas soluciones pueden obtenerse incluso factorizando
(x—4)(x—1)=0 dedonde x=1y x=4
Porlotanto #'(x)=0 en x =0, x =1 (raizdoble) y x =4

Acomodamos estos valores en la recta numérica de los nimeros reales e identificamos cuatro intervalos:

A T A : A T A

. o . 1 . + .
intervalo intervalo intervalo tntervalo
(=0, 0) (0,1) (€, 4) (4, +o0)

El signo de la derivada en cada uno de estos intervalos lo asignamos al evaluar en algun valor de x contenido en
ellos que nos resulte “comodo” para hacer las operaciones:

Para (—e,0) calculamos #’(—1) = g0, positivo.

Para (0,1) calculamos £’(0.5) = —1.% 5, negativo.
Para (1,4) calculamos £’(1) = —1 &, negativo.

Para (4,+) calculamos #’(5) = =20, positivo.

Esto determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento para la funcion y = £ (x),

7 crece £ decrece £ decrece £ crece

- - = +

4

(=e°, 0) (0, 1) (1, 4) (4, 40)

De hecho el cambio de signo en la derivada nos informa de un méximo y un minimo de la funcién, como estable-
cemos en seguida.

aqul hay aqul hay f crece
MAxLmo ¥ decrece minimo
f crece £ decrece
-I- l — l — 1 -I-
A T A T ~ T rl\
: o) . 1 . .
. . agqui no
X X hubo... ' '
(—0, 0) (0,1) 1, 4) (4, +°)

Problemas complementarios ® 201

P ——.




Concluimos que en x = o se tiene un valor maximo, #(0) =20 yen x =4 se tiene un valor minimo,

f(4)=-506.52.

Adems, la funcién £ (x) es creciente en los intervalos (—o,0) y (4,+ o), mientras que es decreciente en el

intervalo (0,4).

Observa que si bienen x = 1 se obtuvo que la derivada es o, sin embargo ahi no resulté un punto maximo ni

minimo, pues la derivada no cambié de signo en él.

Para obtener la informacion relativa a la concavidad de £ (x), obtenemos su segunda derivada y le igualamos

a cero:
Fl(x)=—1e+72x— 72X +16x° =0
Debemos resolver la ecuacion cubica
1ex" —F2xX +F2x—16=0
que conviene dividir entre 8 para simplificar

2x° = 9x*+ 9x—2=0

De este modo es sencillo identificar la solucidn x = 1, con la que podemos realizar la division de polinomios para

obtener el factor cuadratico restante.
2x° —Fx +2
X—1 | 2x° = 99X+ 9x -2

—2x° +2x°
- 77X+ 9x
FX = FX
T 2x-2
—2x+2
5

Por tanto,
2x6 = 9x° + 9x—2=(x—1)(2x" - Fx +2)
y asi, la ecuacion cubica se resuelve al igualar a cero cada factor:

x—1=0 dedonde x=1

72J49-4(2)(R) #+J==

2x° —7x+2 =0 dedonde x =

4 4
Aproximando a tres decimales tenemos
F =33 F+N33
X=ZF———=0.214 X=F—"—"—=2.12¢
+ 4

Ubicamos en la recta numérica las tres soluciones determinandose cuatro intervalos.

0.214

T T T
B ¢ zige

A
'
'
'
'
'
'

intervalo intervalo intervalo Intervalo
(=0, 0.214) (0.214, 1) (1, z.180) (2126, +)
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Identificamos el signo de la segunda derivada en cada uno de esos cuatro intervalos al evaluar en un elemento de
ellos:

En (-, 0.214) calculamos #”(0) = —1 &, negativo.
En (0.214, 1) calculamos #”(o.5) = 4, positivo.
En (1, 2.1 2¢) calculamos #”(2) = —= 2, negativo.
En (2.122¢, + ) calculamos £”(4) = 14 4, positivo.

Colocamos el signo en cada intervalo confirmando con ello la existencia de tres puntos de inflexion.

concavidad
punto ) abajo ;
tnflexton concavidao punto concavidad
concavidao arriba Inflexion arriba
abajo —
o+ | +
A ! A L ) T
: 0.214 . 1 puUnto . 2186
. X inflexién .
(=00, 0.214) (0.214, 1) (1, z.12¢) (126, +)

Los intervalos de concavidad hacia abajo de la gréficade £ (x) seidentifican con el signo negativo, y los de con-
cavidad hacia arriba con el signo positivo.

Los puntos de inflexion aproximados a tres cifras decimales son (0.314, 19 ‘527), (2, 12.2) vy
(z.1226, —22.727).

Terminamos colocando la informacion que hemos obtenido en la grafica original.

P. inf
(2, 12.2)

1N )

4

MAX
(0, 20)

p- inf
(0.214, 19 .527)

P inf min
(z.126, —22.727) (4, —56.%)

| |
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En la figura siguiente se muestra la grafica de la funcion de posicion de una particula que se mueve a lo largo de
una linea recta.

e

R L L L L ELE LT PP
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F & 9 1011121314 1516 171819 20 21222324

a) Determina los intervalos en que la velocidad es positiva.

(xz ) £ (= ‘0) :seysandsay
b) Determina los intervalos en que la velocidad es negativa.

“(*z TT) £ (6 ‘=) :sesandsay
¢) Determina los intervalos en que la velocidad es creciente.

‘(83T ‘a1) A (TTF ‘9) :seisandsay

d) Determina los intervalos en que la velocidad es decreciente.

(+z '87) A (9T TT) ‘(2 ‘0) :seisandsay




e) Supongamos que la curva se construye con partes de funciones cuadraticas (parabolas). En el mismo sistema
coordenado donde estd la grafica de posicion, dibuja la gréfica de la velocidad con la mayor precisién que te
sea posible.

ST AHTEC TNT 0T GT STATITSTHISIZITION 6 /8 £ 9 & Ne € T T

2 Nt —

:eysandsay

ProBLEMA PRroPUESTO 2

Con un software de graficacion obtuvimos la siguien-
te imagen para la funcién

Yy=1f(x)=-x"+2x -1.

Aplica la estrategia algebraica vista en este tema para
determinar la informaciéon del comportamiento de
la funciéon. Debes terminar situando en la grafica un
sistema coordenado adecuado y sefialando sobre la
curva los puntos maximo, minimo y de inflexiéon que
se tengan, asi como sus coordenadas.

Completa:

Intervalos de crecimiento:

Intervalos de decrecimiento:

Intervalos de concavidad hacia arriba:

Intervalos de concavidad hacia abajo:

Punto(s) maximo(s):

Punto(s) minimo(s):

Punto(s) de inflexion:

. 6 ‘ g 1 6 . g .
5 5o
(F— 9):uww (0 F) (0 FT-) xew f(oo %] ‘(%— ’oo—J (THD

( = i_] tJHD (o T) ‘(0 F=) :@ (F 0) "(F— ‘eo=):D :sersandsay
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ProeLEMA PRopPUESTO 3

g0 g
o Con un software de graficaciéon obtuvimos la siguiente imagen
para la funcion
40
4 2 2
=f(x)=—x"+12x" —48x +C0x—51
- y=1f(x)
p Aplica la estrategia algebraica vista para determinar la informa-
= =2 = = 45 cién del comportamiento de la funcién. Debes terminar sefa-
—R0 lando en la curva los puntos maximo, minimo y de inflexién con
—40 sus coordenadas.
- Completa:
=140

Intervalos de crecimiento:

Intervalos de decrecimiento:

Intervalos de concavidad hacia arriba:

Intervalos de concavidad hacia abajo:

Punto(s) maximo(s):

Punto(s) minimo(s):

Punto(s) de inflexion:

(T %) ‘(- ‘C) :dNId “@uanoN:uN ‘(+Z ‘<) :xew
(oo #) (T =) tHD * (¥ T) t HD (0 ‘S) i@ ‘(& ‘eo—):D iseysandsay

ProsLEMA ProrPuesTo 4

Con un software de graficaciéon obtuvimos la siguiente imagen para la funcién

f(x)= 10+éx2—ix3 —3x4+ix5.
2 5

Aplica la estrategia algebraica para determinar la informacion del comportamiento de la funcion. Debes terminar
sefalando en la curva los puntos maximo, minimo y de inflexion y sus coordenadas.




15¢

-= 2] 14

Completa:

Intervalos de crecimiento:

Intervalos de decrecimiento:

Intervalos de concavidad hacia arriba:

Intervalos de concavidad hacia abajo:

Punto(s) maximo(s):

Punto(s) minimo(s):

Punto(s) de inflexién:

‘(e1£9 £ - ‘€9zeT) ’(oégz'tt ’6029'0) “(+£20°zTF ‘€£02°0-) (s9]euoidelou) : 4NId

1 s ‘ 1 . o 1 ST a N ST @ o
.(S—OI S) (07 9) :uN '(7{_31 I) (% I—) IXeW
‘(g9z2 T~ 6os90) '(££092 0~ ‘co—) (S3]RUOIEI OU) i THD

(oo '=9CE°C) ‘(6029'0 ’ETZOQ'O—) (s3jeuoidesou): |HD

(2 7) ‘(0 =) :@ (e €) ‘(T 0) ‘(F— ‘eo—):D :seysandsay
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El comportamiento al infinito

El contacto que hemos tenido con las funciones polinomiales nos ha per-
mitido conocerles al grado de precisar aquellos puntos que son clave para
discernir su comportamiento: maximos y minimos relativos, y puntos de
inflexion. Todo esto ha sido posible gracias al conocimiento de su razén
de cambio: la derivada de la funcién. En este apartado sélo queremos
agregar un complemento al andlisis hecho cuya utilidad serd mas evidente
en los temas por venir.

Mis que considerar el caso general, resulta conveniente que primeramen-
te sinteticemos resultados sobre el comportamiento de funciones polino-
miales bésicas, distinguiendo entre ellas cuando el grado (el mayor de los
exponentes) sea un nimero par o sea un ndmero impar.

Observa la siguiente secuencia de imdgenes con el comportamiento de las
funciones potencia y = ¢ (x) = x* cuando n esimpar. La secuencia
muestra el verlas cada vez un poco més “de lejos™.

caso mear

—1

Podriamos decir, entre otras cosas, que todas las funciones potencia de
grado impar “comienzan y acaban igual”.

Introduciremos un lenguaje para hacer referencia a esta caracteristica pro-
pia de las funciones. Observa la figura siguiente pensando que recorres la
curva desde el origen hacia la derecha, y después desde el origen hacia la
izquierda.



—5f

cuando x decrece

indefinidamente,
Y decrece

ndefinidamente
toombién

cuando x crece

indefinidamente,
Y crece

ndefinidamente
tombién

Para las funclones polinominles,
dectr

“x crece indefinidamente” significa
que x toma valores positivos cada
vez mayores, esto es, mas hacla la
derecha, segiun el eje x horizontal.

Por su parte, al decir que “x decrece
indefinidamente” significa que x
toma valores caoa vez menores, esto
es, mds hacia la (zauierda Y Luego,
necesarimmente negativos.

Lim y=-o°

X = —e

De ahora en adelante escribiremos

Xx — o (selee “x tiende a infinito”) para “x crece indefinidamente”

y x — —o (selee “x tiende a menos infinito”) para “x decrece inde-

finidamente”.

Utilizaremos el simbolo

Lim Y

Xx—>too

para relacionar la tendencia de y en relacion con x.

oma Notal
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Observa ahora la secuencia de imdgenes con el comportamiento de las
funciones potencia

y=1fx)=x

cuando w es par, vistas cada vez un poco mds “de lejos”.

caso 'P ar
N
24 #5
11
22
+ 10
20
9
25
18
&
16 3
7
14
2.5
| ¢
| 12
2 5
10
4+
o8 | 1.5
3
oe
E2
2
or

14 -12 -10 08 ~06 ~04 -02 | 02 O% 06 08 10 12 14 =2 15 21 08 os 1 15 3 =2 2 1 2 3
-0z

-o#

Para el caso de las funciones de grado par tendriamos lo siguiente:

\7 XLimfwgzoo \ \7 ‘ )E:ytg_oo
cuando x oecrece cunndo x crece
indefinidamente, indefinidamente,
Y crece Y crece
ndefinidamente indefinidamente
también tombilén
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Hablaremos de limites al infinito para analizar el comportamiento de la funcion
Y= F(x) en valores de x que crecen o decrecen indefinidamente.
El limite de 4 cuando x tiende a infinito
se refiere a la tendencia de los valores de

y cuando x tiendea « ya —.

Para el caso de las funciones potencia general tenemos las cuatro manifestaciones
del comportamiento al infinito expresadas simboélicamente como

Lim £ (x)=x%oo

X—E oo

Este comportamiento al infinito es informacién adicional que vamos a
poder agregar en nuestro andlisis de la funcién polinomial

y=r(x)=a x"+a,_, X"+ . . +a x+a

aparte de saber sobre sus cortes con el eje x, sus puntos maximos y mi-
nimos y puntos de inflexién. Veremos enseguida como trabajar con este
caso general.

La estrategia algebraica que ya hemos puesto en accién para deteccion de
maximos, minimos y puntos de inflexién, contempla el resolver ecuacio-
nes polinomiales de diferentes grados. Esto, aunado al Teorema Funda-
mental del Algebra, nos permite, plantear algunas consecuencias impor-
tantes que queremos hacer patentes ahora.

Piensa en afirmaciones como las siguientes:
@ Una funcién polinomial de grado #:

¢ puede cortar el eje horizontal maximo en. .. alo mas... 7 lugares,
pero minimamente lo hace una vez.

4 tiene...alo méds... = maximos y = minimos, pero pudiera no
tener ninguno.

® tiene...alomés... 5 puntos de inflexién, pero minimamente
tiene uno.

@ Una funcién polinomial de grado <:

L4 puede cortar el eje horizontal en ... a lo mds... £ lugares, pero
pudiera ser que no lo corte nunca.

4 ticne ... alo mis. .. F# maximos y minimos. . . pero lo menos que
podria tener es un maximo o bien un minimo.

® tiene ... alomis ¢ puntos de inflexién, pero pudiera no tener
ninguno.

Afirmaciones como las anteriores se apoyan en resultados tedricos sobre
el nimero de soluciones reales (racionales, irracionales o complejas) que
tiene una ecuacién polinomial de grado ., sobre las soluciones imagina-
rias (o complejas) que aparecen siempre por pares, y sobre el orden de una
solucién, que puede ser distinto, puede ser orden doble, triple, etcétera.
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:Sabias quc?...

En la teoria formal se conoce como el Teorema
Fundamental del Algebra un hecho que a
nuestros ojos pareciera simple:

Toda ecuacién algebraica de grado n, con n
natural y con coeficientes reales, tiene al menos
una raiz y por tanto tiene exactamente w raices
en el conjunto de nimeros complejos.

La importancia radica en que no es necesaria la
creacién de nuevos nimeros para dar solucién
a este tipo de ecuaciones. Podriamos decir que
con los nimeros complejos € nos basta...

La primera demostracién rigurosa de este
teorema la presenta el matemdtico alemdn
Gauss en 1801, y tanto le gustaba este teorema
que mds tarde dio otras dos demostraciones.

g

)

De este modo, los cortes con el eje: maximos, minimos y puntos
de inflexién, conforman una informacién gréfica que incluye un
conjunto finito de puntos. Es por esto que podemos imaginar y
capturar su aparicién en la grafica dentro de una “ventana” lo
suficientemente grande como para que el comportamiento de la
gréfica fuera de ella, quede evidente a nuestra vista.

En lo que sigue observaras diferentes funciones polinomia-
les de grado impar y de grado par por separado. Intentaremos
transmitirte visualmente lo que hemos comentado en el parrafo
anterior.

Las siguientes secuencias de imédgenes las hemos realizado con
un software de graficacion, introduciendo siete funciones poli-
nomiales que cumplan con la condicién expresada como sub-
titulo de la secuencia y que sefiala el signo de 2, y la opcidn
del grado v de ser par o impar.

Ademads, con la ventaja que ofrece el software, hemos podido
accionar una instruccién para producir cierto efecto de alejarse,
viendo las gréficas cada vez mds “de lejos”.

La “ventana” punteada sefiala nuestra intencién de encerrar
los cortes con el eje, madximos y minimos, asi como los puntos
de inflexién de cada una de las grificas. El efecto en las image-
nes de estar viendo la ventana (rectingulo punteado) cada vez
mads pequeila es la consecuencia del alejamiento.

caso wn mea\/g a, Positivo

X > oo

L'ng=oo

!

L’Lm(tjz—w

X——o0
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Caso w lmpar Yy a, wnegativo

caso wn P

ary 2, positi\/o
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Tomando en cuenta lo anterior, podemos trabajar expresiones generales
de funciones polinomiales

nw—1

y=f(x)=a x"+a_, X"+  +o x +a, x+0,

y realizar el analisis de su comportamiento al infinito. Confiando en
la certeza de una “ventana” lo suficientemente amplia como para “ver
de lejos” la gréfica habiendo encerrado sus cortes, maximos, minimos y
puntos de inflexion, podemos igualar su comportamiento al infinito con el
comportamiento al infinito de la funcién polinomial bésica que consiste
de solo el término principal, y =2, x".

De este modo, estamos visualizando procedimientos para el cdlculo de
limites al infinito como sigue:




y la respuesta de estos limites resulta ser el simbolo c 0 —eo segin la
tendencia de x a valores positivos 0 negativos, al signo del coeficiente 2,

y al hecho de tener la potencia n par o impar.

Por ejemplo:

= s e O B e e

lim —5x +ex—2=lim —5x° = —o
K300

Xx—>oo

Lim — 7 —8x" +o6x =Llim 6x =—
x—r—c0

X—>—c0

7 K Y
Lim — — 20000 = Lim
x>= 100 500 x>

==

Lim go+g00x” —2000Xx" + x*

X—>—00

LA expresisn o, con neN
representa g toolps
Los nitimerps pares. .
W
M
W
.
”g/a q,uc €Stos spn, sigmp[e
el stguiente” de nﬁamero.p_“ar
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Ejercicies

ANIDAD 1§ &

Calcula los siguientes limites aplicando la técnica que hemos justificado visualmente.

1. lm x°—5x —6x+g= 11.
X—>e0
’ 3 32
2. lm ——x "+ Fx—10= 12.
X—— 5
3. lm —x"+ex +5x +4= 13.
X—>e0
4, Lim 2 X —x = 14.
X——o0 4
’ 5 1 2 1
5. lim —x° ——x +—x= 15.
xo—o D g
’ 5 5 4 2 2
6. lm ——x + x — x + x = 16.
X—eo =
7. lim x°+4x° +20= 17.
X—>—c0
8. lim x“+ex’ —12= 18.
X—>e0
9. lim — x’ — 10000 = 19.
X 9
10. lim —0.005x° + 500x° — 2 = 20.
X—>e0

e — x° —2x" —=x" =
X—>—00

b —2x™ —100x" + 1 =
X—>—o0

i X + =z00000 =
X—>—o0

lim — 01 x> +02x7 —02x"° =

X—>o0
L& . L )(100_ )(20+ 1 —
X 10 20 4 0
lim  — x* + 2000x% + 22 =
X—>—o0

i x*" = x" "+ x*+1 =
X—>00

LLVVL_}(:ZW'F)(:ZW:L:
X——0c0

LL_V‘)/L X2w+1 Xw +)(2 =
X oo

LiVl/\, _ )(:Zw+1 2n 1 =
X—>—o0

‘0 (0T ‘e (6L ‘o— (8L ‘o (L1 ‘0 (9L ‘e (SL

‘o— (Pl ‘oo— (EL ‘o0 (TL oo (LL ‘o— (0L ‘o0 (6 ‘o0 (8 ‘o— (£ 'o— (9 ‘o— (§ ‘o0 (¥ ‘oo— (€ "0 (T ‘oo (1
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Otra cara de los polinomios.

Deseamos culminar con este tema presentandote “otra cara” de las funcio-
nes polinomiales, una que expresa algebraicamente la estrecha relacion
que existe entre la funcién y sus sucesivas derivadas. Para mostrartela, te
proponemos que sigas la secuencia enseguida, que estard aplicada a una
funcién polinomial concreta, de grado cinco.

Partimos de la funcion:
f Dividimos £7(0) entre 3! :
Flx)=23x"—s5x"+2x° -3 +10x-5
f,”(o) 3 2 3 1 2

= = — =2
evaluamos £(0): 3! 3! &
£(0)=—5 caleulamos £ (x):
4)
caleulamos £ (x): fP(x)=ze0x-120
) o (4)
F(x)=15x"—20x>+ex* —6x+10 evaluamos £ (0):
)
evaluamos £ (0) : fFP()=-120
f(o)=10 pividimos fw (0) entre41:
Dividimos #(0) entred!: () _ 120 _ 120 _ .
41 41 24
(o) 10 10
L, T T Tte catewlamos £ (x):
caleulamos £ (x): £ (x)=3e0
f (x)=cox’ —cox’ +12x-¢ evaluamos £ (0):
evaluamos £7(0): £ )==co0
f’(o)=-0o Dividimos £ (0) entre 5:
Dividimos £7(0) entre 2! : f7(0) =zeo zeo -
51 51 120
7)) _ e _ _&_
T Notaréis que las derivadas sucesivas, después de

la quinta ya son todas tguales a o.

caleulamos £ (x): iYa acabamos!

f7(x)=120x"—120x+12

evaluamos £ (0):

f7(0)=12
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(x).

fx)=

Observa ahora los resultados numéricos de las acciones realizadas:

£ £ £ _.
51 4! 3!

f2(0)=_3 7[(1)(0)210 £(o)=-5
2! 1!

Observa nuevamente la funcién polinomial de la cual partimos

Yy=r(x)=z2x"-5x"+2x —2x" +10x-5
Si pones atencidn a sus coeficientes reconocerds que

f(s) (O) )(5 . fu) (O) )(4 . f(z) (0)

« € (1)
- 0 )
O O
51 41 3! 21 11
Y si aceptas la notacién matematica para

ol=1

y f(o)=7(0)
podrds reconocer a la funcidn polinomial en la forma

y=fln=3 1

X' =z2x  —5x +2x"—z2X +10x—- 5,
4%

definitivamente esta es “otra cara” de la funcion.

No se trata de una casualidad, sino de un hecho contundente en la teoria
del Calculo; las funciones con las que hemos estado trabajando son asi,
llevan la herencia de su comportamiento en sus mismos coeficientes.

Te invitamos a probar este hecho con la funcién polinomial que inventes
en este momento... jte tiene que resultar!




/| 6 N Valor Exacto del Cambio
Acumulado:
Modelo Exponencial

En este tema se introduce un modelo matematico distinto en respuesta a la problematica
de prediccion que nos ocupa, en correspondencia con un contexto real donde el mode-
lo polinomial ya no resulta adecuado para su analisis. Las condiciones que plantea el contexto
real permitirin remarcar la importancia de acceder a procesos infinitos que, a su vez,
se convierten en objeto de estudio para la teoria del Calculo. El procedimiento numérico
que se ha implementado con uso de tecnologia vendra nuevamente a ser la ocasion para
analizar la situacién problema que sera planteada como eje en este tema, y nuevamente, su
solucion se vera acompaiiada de resultados que introducen al Calculo como la rama de la
Matematica que estudia el cambio y la variacion. Una vez que el modelo exponencial sea
generado, nuevas formas de representacion algebraica aparecen en el lenguaje matematico
y su manipulacion correcta sera considerada para el desarrollo de la competencia de uso del
lenguaje simbélico en el planteo y solucién de problemas.

Situacion ProBLEMA 1.6 El contexto real planteado requiere el anélisis

de la forma en que crece la magnitud de inte-
Cuando se coloca un cultivo de bacterias en un me- rés, la masa del cultivo. Al respecto, no resulta
dio sin limitaciones de recursos, ni interacciones inesperado pensar que la razén de cambio de m
con otras especies, y sin factores que pongan en depende de la misma cantidad m. Estamos ante
riesgo su existencia, el tamafio del cultivo hipotéti- uncasoendondelarazéndecambio m'(t) dela
camente va siempre en aumento. masa con respecto al tiempo es proporcional

a la masa misma, esto es:
M (t) = kM(t) gramos/dia
con k una constante numérica.

a) Argumenta por qué el modelo polinomial no
es un modelo matematico adecuado a esta
situacion.

La expresion que muestra la relacion entre
la magnitud y su razon de cambio, a saber
M (t) =k M(t) asegura que un modelo
polinomial no satisface dicha condicion por-
que la derivada de una funcion polinomial
de grado w, es una funcién polinomial de
grado n-1.

Sea M(t) lamasa del cultivo en el tiempo ¢, me-
dido en difas, y sea M (0) =M, la masa inicial,
medida en gramos.
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b) Para analizar el comportamiento de la magnitud A y asociarle un mo-

delo matemdtico, consideraremos primeramente el caso mds simple en
la expresion de proporcionalidad entre la masa y su razén de cambio:
cuando k =1 vy se tiene la igualdad

M (E) = M(¢)
Aproxima la masa del cultivo en el quinto dia cumplido, considerando
que M, =1 gramoy R =1 Considera ademads intervalos de tiempo
de At =1 yeligesiempre el extremo izquierdo de cada subintervalo

para fijar el valor de la razén de cambio constante. Razona numérica y
graficamente sobre el procedimiento de aproximacién realizado.

Haremos uso del procedimiento numérico que hemos empleado ya en
el caso del modelo polinomial, donde consideraremos que la razon de
cambio de la magnitud se mantenga constante en cada subintervalo de
division del tiempo de cinco dias.

Para At = 1 dia, tenemos cinco subintervalos: [0,1] [1.2] [2 2]
[2,4] ¥ [4 5] querepresentanlos 5 dias transcurridos. En cada
uno de ellos consideramos que la razon de cambio se mantenga cons-
tante e igual al valor de la misma asignado segiin el extremo izquierdo
de cada subintervalo: M’ (0), M (1), M(2), M(2) Yy M (4)--
observa que este tiltimo valor se mantiene desde t = 4+ hasta acabar
en t=5.

En el arreglo que haremos en una hoja de cdlculo los subintervalos
deben entenderse entre renglon y renglon:

agqui agqul
M) =1 M(1) = M) + M’ (0) At
t M(t)=mM(t) M(t)At At
[0,1] ~a e i i 1
[1,2] ~A B 2 2
[2,2] —a =2 + +
[2, 4] ~A = = g
[4, 5] ~A + 1e 16
: 5 32

Observamos que la segunda columna va generando los valores aproxi-
mados consecutivos de lamagnitud M (t) renglénarenglon. Elprime-
ro de estos es M(0) =1 que es el dato inicial de la cantidad de
masa M, =1 También se usa este como el valor de la razon de cam-
bio constante para el intervalo [0,1] ya que M (t) = M(t).

En el segundo renglon se genera M (1) =2 al utilizar el hecho
fundamental de que
M(1)=M(0)+M (o)At =2



A su vez, este valor se usa como el valor de la razon de cambio constante
para el intervalo [1,2] ycon élse genera el tercer renglon M(2) = 4
al utilizar el hecho de que

M(2)=M(L)+ M (1)At =4
De nueva cuenta este iiltimo valor se usa como el valor de la razon de

cambio constante para el intervalo [2,z] y con él se genera el cuarto
renglon m (3) =~ ¢ al utilizar el hecho de que

M(z)=M(2)+M (2)At=¢

Tomando este iiltimo como el nuevo dato de la razon de cambio, se genera
el valor de

M(4)=M(2)+M (2)At=1¢

y finalmente con este ultimo valor considerado como M (4) = 1 ¢ se
genera el valor buscado a los 5 dias:

M(5)=M(4)+ M (4)At==z2

La primera aproximacion de la masa de bacterias, habiendo transcurrido
5 dias, es de 22 gramos.

Reflexionando sobre el valor numérico obtenido podemos argumentar
que como la masa estd en aumento, y su razon de cambio es numérica-
mente igual a ella, entonces cada vez que elegimos el extremo izquierdo
del subintervalo para asignar el valor constante de la razon de cambio,
estamos eligiendo un valor menor del que realmente se tiene en cada
instante contenido en ese subintervalo.

Por eso podemos asegurar que la aproximacion de la masa de bacterias
que hemos obtenido, =2 gramos, es menor que el valor real de la masa
alos 5 dias transcurridos.

; (5, 22)

(4,16)

(= 2

Atin y cuando las operaciones las reali- M
cemos con calculadora, una ventaja de =5
utilizar la hoja de cdlculo en computa-
dora es que podemos interactuar con ella
pidiendo una grdfica que represente au- =
tomdticamente lo que la tabla numérica
nos presenta. El hecho de considerar la =
razon de cambio constante en cada su-
bintervalo se corresponde en la grdfica
con la union de los puntos consecutivos =°
por medio de segmentos de recta. De este
modo, lo que se obtiene es una linea que-
brada que une los puntos (t, M(t))
para t=o0, 1, 2, 2, 4y 5, donde la
segunda coordenada representa el valor 1o
aproximado de la masa de cultivo a los t
dias transcurridos.

5

2
o 1
o) 1 2
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¢) Obténunamejoraproximacion paralamasaenel quinto dia transcurrido

. . . 1
pero ahora considerando subintervalos de tiempode At =0.1 = —
10

de dia. Utiliza el recurso tecnoldgico de la hoja de cdlculo que permita
ademads obtener la grafica que una los puntos consecutivos obtenidos
con segmentos de recta.

Procedemos a mejorar la aproximacion utilizando la hoja de cdlculo
haciendo el cambio de At = 0.1 yaccionando las formulas previa-
mente introducidas hasta generar los renglones para llegar al valor
de t =5 dias.

En esta ocasion obtenemos una tabla de 50 renglones, don-
) ) de nuevamente cada celda en la segunda columna se obtie-
E om(t)=mM(t) M(t)At At ne de la celda anterior, al agregarle al valor aproximado de
5 M(t) enesa celda, el valor aproximado del cambio acumu-

0.0 1.000 0.100 _ '
lado en el subintervalo, y que se tiene calculado en la tercera
01 1.100 0110 o
columna. Observa la tabla y lo que en ella te indicamos para
0.2 1.210 04121 ..
evocar el proceso numérico.
0.3 1.331 0133
04 1464 0146 1949 = 1772 + 0177
0.5 1 11 e M(0.7) = M(0.6) + M(0.6) At
M(0.F) = 1.949
0.6 1772 0177
o7 1949 0.195
0.2 2144 0.214
0. 2.352 0.236
- t m(t)=M(£) M(t)At At
1.0 2.594 0.259
11 2.253 0.285 2.0 17449 1.745
1.2 3138 0.314 =21 19.19 1.919
3.2 21.114 2111
e =Ae= o-=4s 20.913 = 28102 + 2.810
14 3797 0.380  M(z.6) = M3.5) + M(z.5) At 33 23.225 2.323
15 4177 o418 M(E.6) = 30913 24 25.548 2.555
1.6 4.595 0459 2.5 28102 2.810
L0y 5.054 0.505 3.6 | 20.913 3.091
1.2 5.560 0.556 3.7 34.004 2400
1.9 116 0.612 2.8 2A404 2740
2.0 6. F2F | 0.673 =) 41145 4114
21 F400 0.740 4.0 45.259 4.526
2.2 2140 0.814 6727 = 6116 + 0.612 41 49785 4.979
M(2) = M(1.9) + M (1.9) At 5 5 . 5"4 .
2.3 2954 0.295 o) = e 4. 4764 47
2.4 9.850 0.985 4.2 60.240 6.024
2.5 10.835 1.083 4.4 o264 6.626
2.6 11.918 1.192 4.5 F2.890 F289
2.7 13.110 1.311 117391 ~ 10679 + 10,672 4.6 0.1 g.018
2.2 14421 1442 M(5) = M(49) + M(49) At +F £8.19F &.820
2.9 15.263 1.52¢6 s = das 4.8 97017 9702
4.9 106.719 10.672
5.0 117391
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Nota. En la tabla encuentras celdas con los niimeros en un tono mos-
taza en las que el cdlculo de M(t) no resulta exactamente igual a
la suma de los niimeros en las dos celdas del renglon anterior. Esta es
una consecuencia del niimero de decimales que se usa en las aproxi-
maciones, algo que debemos esperar al utilizar los recursos compu-
tacionales. No obstante, observa las celdas donde te explicitamos las
operaciones numéricas que se estdn realizando, algunas si resultan
exactas y otras no.

La segunda aproximacion de la masa de bacterias al haber transcu-
rrido 5 dias es de 1174 gramos. Era de esperarse que este valor
fuese mayor que el obtenido anteriormente, pues se acerca mds al
valor exacto; pero nuevamente la aproximacion sigue siendo menor
que este ultimo.

Observards que, en general, podemos expresar la relacion entre las
celdas consecutivas de la columna para m (t) como

M(t{mm) = M(tamum) + AM[thum/ t{mm]
Mt )= M(E)+M (£)At

donde en laiiltima expresion estamos usando los subindices i para sefia-
lar “inicial” y f para sefialar “final”. Observa que la igualdad se con-
vierte en “pseudo igualdad” (aproximacion) porque estamos aproxi-

mando el cambio de la magnitud, en el intervalo, AmM|t, t. | me-
diante el cdlculo de M’ ( t ) At donde se ha supuesto que el valor
de la razon de cambio M,(t;) se mantiene constante en todo el
intervalo I:ti, tf].

Podemosentresacarenlatablanuevosvaloresaproximadosparalamasa
alos 1, 2, 2,4 y5 dias transcurridos, los que hemos seiialado resaltan-
do la celda completa en tono mostaza. Pero es

preferible que aprovechemos los 50 cdlcu- M

los hechos por el recurso tecnologico y
produzcamos con él una grdfica de los 50
puntos unidos por segmentos de recta, ma-
nifestando con esto nuestro conocimiento de
un cambio uniforme en cada uno de los 50
subintervalos, y esto debido a haber mante-
nido la razon de cambio constante en ellos.

120

20

g0
Al utilizar el recurso de la hoja de cdlculo
obtenemos una grdfica como la siguiente.

&0
Notards que la cantidad de segmentos rectos

es prdcticamente imperceptible. Este es un
efecto visual que debemos considerar en la
graficacion, esta ultima es una prdctica que
tenemos “a la mano” hoy en dia gracias a
estos recursos tecnoldgicos... los puntos con- L
secutivos estdn tan cercanos en la imagen

que no podemos distinguir su union y se per- /
cibe prdcticamente una curva en vez de una o ¢
linea quebrada de 50 piezas.

40

o} 1 2

W

4 5
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0.9€ 2.65152 0.02652
0.99 2.67803 0.02678
1.00 FO481L 0.02F05
1.01 273186 0.02732
1.02 275918 0.02759
1.92 F1F126 0.07172
1.99 F 24358 0.07244
2.00 F31e02 0.07z16
2.01 F38918 0.07389
2.02 F4E30F 0.07462
298 19.3985¢6 0.19399
299 19.59254 019593
=2.00 19 78247 0.1978%
3.01 19.98635 0.1998¢
3.02 20.18621 0.20186
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M(5)

M(5) = M(499) + M (4.99) Dt 4.99 143.33938 LABSZY)
5.00  144FFRFF

d) Obtén una mejora de la aproximacion de la masa al quinto dia utilizan-

1

do intervalos de tiempo de At =0.01 = de dia. Grafica los
100

puntos (t, M (t)) obtenidos y mejora la imagen visual del compor-
tamiento de la masa en el tiempo.

Con la ventaja de la hoja de cdlculo es sencillo mejorar la aproxima-
cion. Enseguida presentamos “pedazos” de la tabla generada donde
captamos nuevos valores alrededor de los niimeros naturales del 1
al 5.

Elegimos algunas celdas para ilustrar algebraicamente las operacio-
nes numéricas que realiza el recurso tecnologico. Observa las igual-
dades y seudo igualdades a la derecha de cada “pedazo” copiado del
archivo electronico.

t m(t)=M(t) M(t)At At

0.00 1.00000 0.01000 0.01
0.01 1.01000 0.01010
0.02 1.02010 0.010220

M(1.01) = M) + AM[1,1.01]
M(r.o1) = M(1) + M’(1) At

298 5246948 0.52469
M#) = M(3.99) + AM[=.99,4] = . —
M(4) = M(3ﬁj) + M/(3j3) At 3;99 52.9941% O.52ﬁﬁ4—
4.00 53.52412 0.53524
4.01 54.05936 0.54059
4.02 54.59995 0.54600
M(2) = M(1.99) + AM[1.99,2]
M(2) = M(1.99) + M (1.99) At
4.98 141.92018 141920

M(4.99) + AM[4.99,5]

M(2.99) = M(2.92) + AM[2.92,2.99]
M(2.99) = M(2.92) + M (2.92) At



El nuevo valor de la aproximacion de la masa a los = dias transcurri-
dos es 144772 gramos; necesariamente mayor que el de la aproxi-
macion anterior, y aiin manteniéndose menor que el valor exacto.

La grdfica que obtenemos con el recurso tecnologico representa la
union con segmentos de recta de 500 puntos (t, M (t)) generados.
Es evidente el comportamiento de una curva “suave” que es creciente
y concava hacia arriba manifestando lo que el contexto real nos pre-
senta: un crecimiento de la masa cada vez mds rdpido.

Sin embargo, ya sabemos que la funcion que estamos buscando no
puede ser modelada exactamente por una funcion polinomial...

¢ Cudl serd entonces la “formula” de esta curva?

M

160

140

120

100

L0

&0

. /
. =

GENERALIZACION A PARTIR DE LA SITUACION PROBLEMA 1.6.
Construccion del modelo exponencial en base ¢.

En este apartado realizaremos el andlisis de la situacién problema 1.6
para generar resultados sobre el nuevo modelo matemaético que estd sien-
do necesario construir para estudiar contextos reales como el crecimiento
poblacional, el crecimiento de capital, y la desintegracion radioactiva.

Estas situaciones tienen la particularidad de involucrar magnitudes cuyo
“ritmo”” de crecimiento (razén de cambio o derivada) en un tiempo ¢, es
proporcional al valor mismo de la magnitud en ese tiempo. Interesa pre-
decir valores de magnitudes como la cantidad de poblacion, la cantidad de
capital, y la cantidad de masa del material radioactivo.
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Para abordar la situacién de manera general digamos que y (t) repre-
senta a la magnitud de interés en el tiempo ¢ y que (zj’ (t) es su deri-
vada; entonces, la relacién de proporcionalidad entre g’ (t) y y©) la
podemos expresar de la siguiente manera:

Yy t)=ry(t)
donde la constante fe tiene un significado especifico, segtn sea el fendme-
no de que se trate; puede referirse a la tasa de crecimiento poblacional,
la tasa de interés o la tasa de descomposicion radioactiva en nuestros con-
textos.

El procedimiento numérico que hemos estado aplicando nos permite ob-
tener valores aproximados de la magnitud de interés. Para ello ha sido
necesario contar con un valor inicial de 4, digamos y(0) =y, que
representa, segtin sea el contexto particular, el dato de poblacién inicial, o
el capital inicial, o la cantidad inicial de masa. A partir de la informacién
del valor Y, y laecuacién que expresa la proporcionalidad entre la mag-
nitud y su razén de cambio,

Yy (t)=ky(t)
hemos obtenido sucesivos valores aproximados de la magnitud 4 con la
ayuda de un recurso tecnolégico como la hoja de célculo, donde imple-
mentamos sin dificultades el procedimiento numeérico.

Ahora buscamos construir la férmula para y (t) es decir, buscamos su
representacion algebraica. Para lograrlo debemos aplicar el procedimien-
to pero de una manera simbdlica; no generaremos valores numéricos, sino
expresiones algebraicas en las cuales nos propondremos observar cierta
regularidad de tal modo que podamos inferir la formula para y (t).

Para concretar este prop6sito consideremos en un contexto formal (ausen-
te de significado) la situacién problema siguiente:

Situacion Problema Adicional

Construir un modelo matematico para la magnitud gy que cum-
ple con la condicién inicial y(0) =y, y con la ecuacién diferencial
Y (t) =y (t) (lo cual corresponde al caso en que k =1 en la ecua-

cién y'(t) =k y(t)
Nuestro primer propdsito en esa direccion:

Obtener un valor aproximado de la magnitud y(t) a partir de la infor-
macion anterior y utilizando simbdlicamente el procedimiento numérico
ya practicado.

Iniciemos subdividiendo el intervalo de © a t en w subintervalos de

. . t
igual longitud, por tanto, At = —
7
At At At At )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | tLEVl/CPD
1 T 1 1 | I E— 1 1 1
£, £, t, tg £, t £, =t
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En cada uno de los w subintervalos consideraremos la razon de cambio
constante e igual al valor de ésta en el extremo izquierdo del subintervalo.

aqui \7’(0)

constante

aqui 4’ (& )

constante

aqul )

constante

o

Tt

| —

(S
[
IS

t

o= O

1 2 it i-
En la siguiente tabla indicamos las operaciones que introdujimos al re-
curso tecnoldgico y las realizamos dejdndolas expresadas en forma alge-
braica. Observa que cada celda de la segunda columna representa un va-
lor aproximado de la magnitud y (t) el cual se calcula al sumar las dos
celdas superiores, la de la segunda columna, que seiiala el valor anterior
de la magnitud (que ahora se vuelve el inicial) mds la aproximacion del
cambio de la magnitud en el intervalo en consideracion y que se calcula
en la tercera columna. Sigue el orden de las flechas en la tabla para que
compruebes la aplicacion del procedimiento y verifiques las operaciones
algebraicas de factorizacion que deben realizarse.

valor de Lo = vazén de camblo aproximacion

magnitud  de la magnitud del cantbio
t g(t):y'(t) Agzg‘(t)At At
o Y. > Y. At t

o+
<
Jb
&
>
o+
s

A Y. (1+At)+y, (1 +At)Ae
=y, (1+At)(1+A¢)
:go(1+At)2%50(1+At)zAt
v 4

. oy (a+At) +y (2+At) At
=y, (1+At) (1 +A¢)
=y (1+Aty ——y, (1 +At) At
y (1 +A¢) Y

£ oy (1+Ae) +y (1+AE) At

=y, (1+At) (2 +A¢)
=y (1+Ae) T2y, (1+At) At

b Y (1+Ae) T ——y (1+At)T At

30(1+At)““/

Tema 1.6
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Al momento, habiendo seguido el procedimiento expresado en forma al-
gebraica en la tabla, contamos con la aproximacion del valor de la mag-
nitud en la expresion:

5(t) = 50(1+At)
y nuestro primer proposito estd cumplido. Pero... ;jcomo llegar al valor
exacto?

Nuestro segundo propdsito:

Manipular algebraicamente la aproximacion obtenida y establecer la
igualdad con y (t) en términos matemdticos y de modo tal que quede
expresada solo en funcion del valor de t que si bien es un valor fijo, a su
vez, es un valor arbitrario.

Es entendible que en orden de arribar eventualmente al cdlculo del valor
exacto, optemos por simplificar la expresion matemdtica y ayudarnos ast
a visualizar una estrategia adecuada para seguir.

Recordando que:

At:i

nw
sustituimos esto en la expresion que aproxima a Yy (t)

n

Yo (z+At) = Yo (1 + E)M

Analicemos esta tiltima expresion; estards de acuerdo en que para lograr
llegar al valor exacto necesitamos hacer que el valor de n~ sea cada vez
mayor, produciendo una mayor cantidad de subintervalos. Observa que
a medida que . crece, esto es w —> o con n e N, tenemos que la

t
cantidad At = — tiende a cero, luego es equivalente decir At — 0
que nw —> oo
Fara establecer la igualdad con y (t) lo hacemos en términos del pro-

ceso de limite porque buscamos la tendencia en el comportamiento de los
valores numéricos cuando At — 0 0 n — o

m oy, (1+At) =Llim g0(1+£)v

—0 N —>00 n

y(e) =Lt

La expresion de  y(t) estd definida matemdticamente, pero tenemos
un nuevo problema porque no se trata de una “formula” que podamos
manipular de manera simple.

En el afdn de esclarecer la férmula de y(t) deberemos precisar el
valor del limite, esto es, debemos reconocer la tendencia numérica de la

expresion:
t 43
14—
n

cuando » crece indefinidamente en los niimeros naturales y para cada
valor de t por lo pronto, positivo.



Nuestro tercer propdosito:

Discernir qué pasa con esos valores numéricos, cada vez que un valor de
t esté fijo. Consideremos la expresion:

tVb
Yot +—
n

y pensemos primeramente en el valor al que tiende cuando t =1 De
esta forma, tenemos que:

Y. no depende del limite

~ N

o W

1 1
1)y=Llim y |1+=| = Lim|1+—
y)=tim y. Yolim| i+~

Vale la pena que te des un momento para pensar detenidamente en la
expresion:

. 1
Lim |1+ —
Nn—>00 n

te preguntes: ;qué valor numérico se estard representando con ella?...
¢
Jlo tienes?

La respuesta inmediata puede ser el 1, esa es la mds comiin, pero no
te confies, enseguida haremos un andlisis del comportamiento numérico
representado... puedes esperar algunas sorpresas.

Primeramente utilicemos nuestro recurso computacional de la hoja de
cdlculo para realizar operaciones con diferentes valores de w. Gene-
remos una tabla con los valores de wn en la columna izquierda, y en
la columna derecha los valores de la expresion por analizar. De la tabla

que te presentamos en la siguiente pdgina,es posible observar cierta ten-
dencia en los sucesivos niimeros

1
14 =
n

cuando w es un nimero cada vez mds y mds grande. Fijate en el com-
portamiento de estos niimeros en la columna B y observa que no se acer-

can a 1y tampoco dejan la impresion de estar creciendo indefinidamen-
te... aunque crecen.

[Toma noval
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A B
w
[+
nw
1 2
2 2.25
3 2.3F703703F
4 DA4LI40625
5 2488202
tendencia de Los
) ) valores
29011 2718224981 <Y
n crece 29012 2718234982 (1 v ;)
indefinidamente 29013 2. 718234984
29014 2F18234986
29015 2F1RR249LF
29016 2718234987
Vv

Mads bien pareciera ser que se acercan cada vez mds entre SI como
“amontondndose” en un lugar. El niimero al que tienden los valores de
esa cantidad cuando n — oo se expresa con laletra “€” y es conocido

como el nitmero de Euler.

Observa que con él se informa la tendencia numérica de la sucesion de

= = 4
1 1 1
1+= [2+=| |2+=|
2 i 4
donde al niimero 1 se le suma el reciproco del niimero w, el cual crece

indefinidamente, y el resultado de la suma se eleva a la potencia w, que
crece indefinidamente.

valores

En términos de la teoria formal, estamos ante la presencia de una suce-
sion de niimeros (los de la columna B) que estd creciendo y que estd aco-
tada; es una sucesion convergente. El niimero al que converge la sucesion
lo representamos en forma compacta y exacta como ¢, y tiene una can-
tidad infinita de decimales. Se trata de un niimero real que es irracional,
por tanto, con expansion decimal infinita y no periodica.

Podemos sintetizar esa tendencia respondiendo:

. 1
Lim (1+—I=8
N —>00 "

Jes ésta la respuesta que estabas esperando?...



“ :Sabias que?... D

Toda sucesién de nimeros reales creciente (o decreciente) y acotada es convergente. A

FILM
Este poderoso resultado teérico asegura la existencia de un nimero real al que tienden . . L . ae 8
los términos de la sucesién. A y

El valor numérico al que se acercan es justamente “el limite” de la sucesién.

Asi por ejemplo, puedes estar seguro de afirmaciones como las siguientes:

® Lasucesion 9, .99, .999,...
es una sucesién creciente y acotada cuyo limite es 1, aunque cada elemento de la
sucesién es menor que 1.

» 1 1 1 1
e |asucesiéont1, —, —, —, —...
2 4 5
es una sucesién decreciente y acotada cuyo limite es 0, aunque cada elemento de
la sucesion es mayor que .

® |la sucesidn .3, .33, 323, .2333,...

1

1 . s

~ aunque cada elemento de la sucesién es menor que —
2

es una sucesién creciente y acotada cuyo limite es

W

e lasucesidn 2.0, 3.1, 312, 3125, 3.1250, 3.12500, ...

es una sucesién creciente y acotada cuyo limite es =.125, y a este valor se llega desde el cuarto término de la
sucesion.

e lasucesidont, 1,1, 1,1, -1,...

no es ni creciente ni decreciente, aunque si es acotada. Wj

w . ’
No es convergente, pues LZm (—1)" no existe (no representa un ndmero). w
n—o0 roximacton e
P
W
Tampoco es convergente, L{m — n =oo (no existe, no es un ndimero). %
K W00 SEEFAFLB52

F572

Existen niimeros reales irracionales que han dejado una profunda huella 4709269995

en el pensamiento matemdtico, uno de ellos es ¢, otro que seguramente w
debes de conocer es m De ahora en adelante ya puede |y debe! ser una

respuesta familiar para ti el limite que define al niimero ¢...

ps :Sabias que?... oY

El nimero que conocemos como 7 expresa la relacién que existe entre el perimetro de un circulo y su didmetro.

® lasucesidn -1, -2, -3, 4, -5, -6, ...
es decreciente, pero no es acotada.

Se trata de un ndmero real que es irracional, su expansién decimal es infinita y no es periédica.

Tu calculadora cientifica posee internamente una cantidad de digitos finitos para reconocer y operar con el nimero .

Si en este momento obtienes con ella un ndmero como = .14 1592654 estards
aproximando el nimero exacto 7 con 10 cifras decimales.

[
3

Ciertamente ese nimero no es r, ésta afirmacién la FILM FILM
argumentamos por la igualdad de ese nimero con un AN EENNN)

nimero racional:

O
Qo

2141592654

2.141592654 =
1000000000
El ndmero que la calculadora te da es el cociente de dos enteros; por tanto, no es

7, porque 7 es un nimero irracional y es imposible que sea igual al cociente de
dos enteros (no es nimero racional).

- b, o -.. . L pal
ssssseag

)
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0000008808
&¢"+1=0|

Para que aprendas a reconocer a (¢), visualiza la “manifestacion” de este
nimero tan especial como te proponemos en seguida:

potencia = nimero
que —>

-

1
WAEND
que —> %°

Lim
n—>oo

1+

formas:
2
L, 1
Lim (1 + —J
M0 2m
. 2 )
LLm(i + —) =€
n—»00 "

1

Lim (1+ A)()AX
Ax—0

La problematica
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Lim
n—se0

1

e

o palabro v ciproc

Wmero
que —> o

-

reciproco ole
ninmero
que —> %°

+

L

reciproco ole wimero
que — O

-

WILEYD
que — O

L

n—reo

1+

Si reconociste el patron de comportamiento en el limite anterior, estards
de acuerdo en que podemos reescribir el niimero de Euler en diferentes

/ 1 20
Lim|1+— =€
N —>00 2N

. 1
me(1+—) =¢
n—yco >

o de al

L/ i s
b algo...
Lo diviston de 1 entre gsei 00
W
Reclproco de X - —

—— =10

T pudesapoudc &

W [Tom

_ [Toma B2 —

NoTAl

No todas |g¢ Series Lonvergen,

=
no VE'PVESEVLEH U “iunterp
- Sedice divergents



Regresando a nuestro objetivo de identificar la “formula” para y (t)
podemos decir que al momento hemos calculado  y (1) =¢. Veamos

ahora lo que ocurre para Yy (2):

3(2)=LEM(1+3)A
N —>00 "

Este limite no tiene el patron de comportamiento del limite que define

oma NoTtal

al niimero de Euler por el simple hecho de que falta un 2 dividiendo el

exponente w. 2 habiliclad ey, ol g
. )

Podemos agregar ese 2 sin afectar la cantidad original asi: W

Lim(1+—
Nn—>c0 n

2
y pensando que -

Nn—yo0 n

Viendo esta expresion... a excepcion del exponente 2, reconocemos el nii-

2n
2 T L etrifisiccnn,
2% 4% :
= > (2) podemos expresar —
Lim (1 + EJQ y
V.
t

mero de Euler. Considerando el limite y la expresion dentro del paréntesis M
-

rectangular, tenemos:
) 2) _ . 2 ) Y
LLm(1+—) =Llim (1+—) =¢”

Por lo tanto, y(2)=¢"
De la misma manera es vdlido operar el limite que define Yy (2)

3(3)=L5m(1+§)w
N—>o0 "

al que le falta un = dividiendo al exponente para completar el niimero

de Euler.
2 n
Pensando que — = — (=) hacemos:
2 =
. =) _ . =) _,. =) .
me(1+—) ZLLM(1+—T=LLM (1+—) =¢e
n—yo0 " n—yoo " N —y00 "

Por tanto, y (=) =¢" Yy ya estards esperando que y(4)=¢" y asi
podemos generar el patron de comportamiento en los limites anteriores,

infiriendo que

. t) ) t) _ ; t e
yt)y=Lim yo(1+;) —yDLVLL_)Vob: (1+;J _ﬁ°£:@ (1+;)

N —>o0

Tema 1.6
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Podemos obtener aproximaciones del nimero 7r si consideramos el perimetro de los poligonos regulares con un némero
P P ROl <)

par de lados que estdn inscritos en el circulo de radio unitario. Cada vez que aumentamos el nimero de lados, el

poligono regular “se parece cada vez mas” al circulo. Observa la figura.

Bion

Como el radio del circulo es 1, entonces, su perimetroes ¢ = 2w (radio)=2m (1) = 2.
Aproximaremos entonces la mitad del perimetro para que nuestro acercamiento sea al nimero 7.

Supongamos trazado uno de los lados del poligono inscrito de 2 v lados. Lo llamamos x en la figura que sigue y
trazamos los radios que llegan a sus extremos.

260 120

Observa que si el nimero de lados es 2 1 el dngulo central es grados.

2n n

180 4
L 9rados

Si partimos en 2 el tridngulo isésceles cuyos lados iguales son los dos radios del circulo, estaremos produciendo un
tridngulo rectdngulo con uno de sus dngulos 6 igual a la mitad del dngulo central.

90

De este modo 6 = =— 'y asi calculamos el seno del dngulo 6 al dividir el cateto opuesto entre la hipotenusa.
n

Como el cateto es la mitad de x y la hipotenusa es el radio 1, entonces

28
=< =cen @ ydeahique X=2cen 2°
1 n

Nos falta sumar los lados del poligono para aproximar a 7. Podemos multiplicar por el nimero de lados del poligono,
que es 2, pero como estamos aproximando la mitad del perimetro del circulo, enfonces la multiplicacién la
hacemos por .

De ahi que
Semiperimetro
90

n

poligono =21 sen
(2w lados)

Podemos esperar que a medida que . crece indefinidamente, el valor del nimero

90

QN SEn| =——
nw
se acerque al nimero ... 3serd?

N
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. Sabias c]uc?...

0.5 3.00000000000000
0.3826834322 3.0614 6745892072

0.209016994 2.09016994 374947

0.015865964 21414 6082929197

0.015551812 21414 6600791088
0.00157236804758 3141591359074 02
| oootsrozge
0.00078539808265 3.14159233060775

99000  0.00001586662956 314159265345798
101000  0.00001555243888 314159265234 6315
5511000  0.00000028502927F  2.14159265358975

5512000 0.00000028497756  3.14159265352975
5513000 0.0000002849258F  314159265258975
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Conclusion:
La magnitud y(t) cuya derivada es ella misma, esto es, y'(t) =y (t) y que tiene un valor
inicial 4. donde y, =y (o) esta representada mediante la formula:

Yy&)=yoe
Si en esta expresion consideramos que el valor inicial es Y, =1 yque la variable t se
sustituye por X,. se obtiene la representacion algebraica formal que se identifica como la

formula de la funcién exponencial natural:

Y=fl=e
la cual es una funcién que goza de la peculiar caracteristica de que su derivada. . . jcoincide con

ella mismal!

£ (x)=F (x) =¢*

Este nuevo modelo matemcdtico se une al modelo polinomial para ampliar
el espectro de herramientas matemdticas que tenemos para el estudio de
situaciones donde interesa predecir el valor de una magnitud de la cual
se conoce su razon cambio o se conoce la relacion que guarda la magni-
tud con su razon de cambio.

Solucién de la ecuacion diferencial ' (t) =k y(t)

Hasta ahora hemos encontrado la funcién Y (t) =Y. et que resuel-
ve la ecuacién diferencial 4’ (t) = y(t) con la condici6n inicial
y©)=y.

Esta expresion la hemos construido a través de aplicar el procedimiento
numérico de aproximacién, manteniendo la razén de cambio constante

en intervalos de tiempo cada vez mds pequefios y calculando el cambio
acumulado de la magnitud, lo cual es posible conociendo que

4 —
y &)=yt
Aplicar el proceso de limite representa una nueva forma de pensar, lo que
nos llevé a considerar la efectividad de un proceso infinito de aproxima-
cion para predecir los valores exactos de la magnitud que se comporta de
acuerdo a dicha ecuacion, diferencial.

Es asi que arribamos a la nueva funcién Y (t) =Y. et cuya férmu-
la ya no es como las férmulas de funciones potencia. Aun y cuando se
trata ciertamente de elevar un niimero a una potencia, es notorio que esa
potencia es justamente la variable de la que depende la magnitud; la po-
tencia varia en los nimeros reales.

La variable esta en el exponente... de ahi el nombre de la funcién expo-
nencial. Por su parte, el nimero en la base es tan especial en su naturale-
za, que ha sido reconocido en el medio matematico como el “nimero de
Euler”... de ahf la eleccién “¢£”, y con ello se agrega al nombre de este
modelo la palabra “natural”.
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(Pero qué hay de la ecuacidn diferencial original? En
ella se expresa la proporcionalidad entre la magnitud
y su razoén de cambio:

Yy (&) =k y(t)

Este caso general podemos tratarlo igual, accionando
el procedimiento de aproximacion; salvo que la va-
riante que debemos considerar es incluir una nueva

columna para calcular la razén de cambio, porque
ahora ésta es igual a un miltiplo de la magnitud.

Observa la siguiente tabla donde la nueva informa-
cion la hemos intercalado en la tabla original del

caso y'(t)=y(¢).
Siguiendo las flechas llegaras a darte cuenta que al

final del proceso aparece un factor k multiplicando
a At

Y (&) =ky(t) Ay=y'(t)At

> RyO% lQ\%)At

>ky,(1+kAt)—> ky, (1 +kAt)At

> Vaﬁo(1+nAt)2%R%(1+i@At)2At
QLT RAN —

>Ry, (L+RAE) — ky, (1+RAE) At

> ky (1+RAE) = Ry, (t+kAt) At

PRy, (L+RAE) " ky, (L+RAL) T At

t Y(t)

0O ﬁo

t, y‘l’+h%Atv
—50(1+V<At)

b, (1+VeAt)+l@%(1+RAt)At
=%(1+pAt)(1+v@At)
=\%(1+VQAt)2

t. 5\1’(1+VeAt)Q+R%(1+VeAt)2At
=ﬁo(1+mAt)2(1+mAt)
:y\i(1+V<At)3

t, Yo(1+RAE) +ly, (t+kRAt) At
=y0(1+VeAt)4

b Y (1+kAE)™

L=ty (1+RAE)

Estamos entonces ante la situacion de esclarecer la
tendencia numérica de los valores de

4. (1+rRAE) cuando At — o0

. . t
o de un modo equivalente, haciendo At = — cuan-

. w
do w tiende a 0.

aparece el factor k en A £

El valorde 4 (t) seexpresa como

kRt )
(t)—ﬁb_;ggyo(i+7)

Separando el valor 4. que no depende del limite

tenemos
; et
p(e)= g1+ =)

w
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Después de trabajar anteriormente con el limite que define al nimero de
Euler, es relativamente simple identificar lo que debemos hacer en la ex-
presion para que en ella “aparezca” este nimero...

Algebraicamente es valido escribir

o= BEE M (g
Rt Rkt

y utilizamos esto en la expresion:

et ) ot Yool kot Yee
PRTIRAAIY Ry L =+ +==
mw w w

. kRt . . kRt |et kt
Lim|1+— | =Llim||1+— =¢
n—>o0 n Nn—>o0 n

y asi, finalmente obtenemos:

Por tanto,

g0 =y i+ 58] =y e

SinTESIS:
El lenguaje simbélico en IMlatematicas: Modelo Exponencial

Volvamos a la variable x para sintetizar lo aprendido en el contexto
formal.

Modelo Exponencial
El modelo matematico que cumple la ecuacion diferencial
Y (x) =k y(x) con condicién inicial y(0) =y,

es la funcion exponencial natural:

glx) = g, &%
Su razon de cambio, o derivada, la dicta la misma ecuacién diferencial:

Y(x)=ky(x)=ky, "

La Ultima expresion nos provee de un procedimiento algoritmico para derivar este tipo de

funciones, a saber, multiplicar la misma funcion por kk, el coeficiente de x en el exponente.
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Aspectos visuales de la funcién exponencial

En este apartado haremos uso de un software de graficacion para
caracterizar el comportamiento grafico de la funcién exponencial.
Conviene que

tengas un recurso tecnolégico para graficacion “a la mano”, de modo
que compruebes lo que estaremos obteniendo. Caracteristicas de
Y = ¢ y algunos efectos graficos.

La gréafica de la funcién exponencial la podemos reconocer al utilizar un
software de graficacion cualquiera. Conservando la misma escala en am-
bos ejes, obtenemos:

Vi
Lime® =0
Xx—>o0
y=¢
Llim e* =0
X0
>1>1 1 )(
2

® ¢ >0 entodo x € ® ¢“ =0 wnotlene solucldn
® =1 =
® lim ¢f=+c ¢ Lim ¢"=0
X —> too X—>—0o0
Qi X0 5T Qi Xx <o Fri<h

€ Dominio: R ® magen (O,w)

& crificn creclente & Concavidao hacta arviba

Ligeros cambios de signo en la expresion de la funcidon provocan cambios
en la grifica que se nombran como reflexiones respecto a los ejes coor-
denados.
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reflexion eje y

reflexion eje x

reflexion e x ¢ Yy
(2 caminos)

En la siguiente imagen se pueden identificar las afectaciones que provoca
en la gréfica la presencia del pardmetro e positivo que multiplica al ex-
ponente x en la funcién, expresada como:

ke x
y=¢

Observa la diferencia cuando k > 1 ycuando 0 <k <1

v

El pardmetro k entre © y 1 provoca que la curva exponencial, lla-
mémosla “basica”, ¥ =€° muestre un crecimiento mds lento. En cam-
bio, el pardmetro k mayor que 1, provoca que la curva exponencial
“basica” Y =¢° muestre un crecimiento mds rapido.
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Observa que independientemente del valor de ke, mientras este sea posi-

tivo, tenemos que
Lim %X = oo
X—>o0

Esta expresion sigue mostrando el crecimiento caracteristico del compor-
tamiento exponencial aunque este haya sido “amortiguado” cuando el pa- OMA m'rAl

rdmetro k sea menor que 1.

p En el dice; P
Ademds o dice gup
Lim %% =0 %
 dhioae——

X —>—oo .

L . . . . o aumenty
y esta expresion muestra la existencia de una asintota horizontal en el I
eje x para todas estas curvas. %
_ PowEsehme——

. . . €

Cualquiera de los comportamientos de estas graficas se refiere como “cre- w
cimiento exponencial”. %
S owm——

En cambio, cuando el pardmetro k es negativo k<o en Y= g X

ocurre lo que ocurri6 en la reflexion con respecto al eje ¢, pues realmen-
te el exponente Rk x es menor que o cuando x es positivo, y mayor
que cero cuando x es negativo. La siguiente imagen es una reflexion res-
pecto al eje 4 de las gréficas en la imagen anterior; los exponentes tienen

un signo negativo... observa el comportamiento.

J

s — 54 b

s nekon base _: g =
y= ex+a ﬁ—:?\‘ D>0

o< St afecta con el Parfmetyy
=

/gﬂL/.g_exH
s
T ceofectncon QPAEEET— e >0

W
e e
g : W
W

W
Verticalmenie,
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Similitudes y diferencias entre potencia. Esto se expresa matematicamente a través

— X R de la tendencia de los cocientes siguientes.
y=¢c y y=x
. ) N ) Si observas las siguientes graficas podrds entender

Las funciones potencia natural Y = X también que
crecen indefinidamente cuando x lo hace; eso lo B
observamos en el tema 1.5 anterior. Sin embargo, la Li & .
manera de crecer se diferencia de la manera expo- Koo X"
nencial de crecer. En cierta forma un crecimiento ex-
ponencial “domina” al crecimiento de las funciones para cualquier L € N

J "

. lim — =00
| l x oo x"
e)(
9=

| 4=

- <

i 3 XB

' _

4=
v
- _ &
g g gX g é)(
=L
9=
X

y si observas las siguientes gréficas entenderds que, complementariamente al limite anterior se tiene que

. oox"
Lim — =0
X—>00 e)(

para cualquier n € N.
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Aplicacion: La funcion exponencial en contextos reales

Caso 1. Crecimiento exponencial como modelo del crecimiento
de poblacién

Navegando en internet nos dimos a la tarea de recopilar informacidn acer-
ca de la poblacion mundial en este siglo XXI, preocupados por el panora-
ma que se nos presenta en cuanto a la sobrepoblacion de nuestro plane-
ta. Después de recorrer varias paginas pudimos consensuar la siguiente
tabla:

Ano Poblacion
(millones)
2000 6085
2001 cle2
2002 6239
2003 6315
2004 6291
2005 AT
2006 o544
2007 ce21
2008 6698
2009 eFF5
2010 652

a) Construye un modelo exponencial

g(t) — 5oglzt

que pueda representar algebraicamente el comportamiento numé-
rico que la tabla presenta.

Si los datos se modelan con una funcion del tipo Yy (t) = goﬁm el
valor Y. representa el dato inicial, en nuestro caso, el del afio 2000.
Podemos pensar que ese aiio se asocia con el tiempo t = 0 de modo
que al escribir y(0) =y, =e <52 interpretaremos lo reportado
en el afio 2000.

Ciertamente no es tan directo detectar el valor de la constante R de
proporcionalidad entre Yy (t) y su derivada g' (t), la que aparece
en el modelo Yy (t) = gyﬁm afectado el exponente en la ecuacion
diferencial 3’ (t) =l Y (t) Para llegar a determinar el valor de iz,

vale la pena imaginar los datos en la forma general siguiente:
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2000 6085 g
0

1 2001 e1e2 Y. =yt

2 2002 e2329 y. = 305m2) A
3 2003 6315 Y. = %gms) W

4 2004 6291 Y. =y PR () M
5 2005 c4F Y. =y eR(®) W
5 o z

k(e
& 2006 o544 Y. = goé (@)

g 2008 6698 Y. =y o) ]

I
200 CFFE _ R(9) W
9 29 77 Y, =Y.t == _ _a\_
k(10) * =

10 2010 6852 310 = goe

Observa que al realizar la division de un dato de
poblacion entre el dato anterior se encuentra un
patron de comportamiento:
k(1)
Yo _ YLt ]
Y- Y-
k(=)
& = —(ljoe = 62}’\;’_& = 6b’
k(1)
Y. Yt
k(=)
33 — 506 _ p3k—2k _ ,k
= e ¢ T
Y- Yt
k(4)
& = & = 64R—3K;’ = 6R
k(=)
Y. Y.t
2010 6852 1.011265214
El pa{ron es qge esas divisiones dan igual al mis- 2009 e 1.0114959¢9
mo numero, €.
2008 6698 1.011629663
Estamos identificando que una tabla numérica 2007 oot 1.011766504
re‘ﬂ‘e]'a el tipo de modelo exponenczal. cuando las o o544 1.01190660z
divisiones entre un dato y su anterior resultan
. L ) . 2005 467 1.011891723
iguales o prdcticamente iguales. Es importante
notar que los valores del tiempo donde se captura <ot e391 LoLRo=4e=e
la informacion estdn igualmente espaciados, esta —ite cods 1.012181439
fue una condicion necesaria para que se diera el 2002 6239 1.012495943
patron que hemos identificado. 2001 e162 1.01265406F
Podemos realizar las divisiones con los datos de 2000 clEs
la tabla buscando la regularidad esperada.

244 © Unidad 1 La problematica




b)

Si consideramos que las diferencias obtenidas en las divisiones pue-
den resultar normales en la prdctica, podemos proponer un modelo
exponencial fijando el valor de la columna de divisiones en 1.012.
Hacemos esto optando por =z decimales y habiendo calculado el pro-

medio de los valores en dicha columna.
Proponemos entonces que
e =1.012

y solo falta... despejar k... aunque cabe decir que,
matemdticamente hablando, el modelo puede ser re-
presentado al momento por

Yyt)=ye' = 6252(6‘2)t =cg52(1.012)

La ONU ha expresado que para el afio 2050 la po-
blacién mundial andard entre los ##00 y los 11200
millones de habitantes, donde lo més probable sea una
cantidad cercana a los 9400 millones. Utiliza el mo-
delo construido en el inciso anterior y tu calculadora
cientifica para comparar con estos datos.

Predecir el valor de la poblacion mundial en el aiio
2050 equivale a evaluar el modelo construido en
t =50 estoes,

y(so)y=ecgs52(1.012)"

Toda calculadora cientifica posee una instruccion para
elevar un niimero real a una potencia real; comiinmen-
te se hace mediante una tecla titulada Y~ Utilizando
una calculadora obtenemos el valor

6252(1.8156227229433)
12440.64724982949

(zj(5o):

Podriamosredondearydecirque12,440millonesymedio
es laprediccion para el afio 2050 que resulta de aplicar
el modelo construido. Seguramente estamos de acuerdo
en que en el transcurrir del tiempo aparecerdn facto-
res que alteran lo que el modelo predice.

La estimacion de la ONU no puede basarse en el mo-
delo tan simple que hemos determinado. De hecho, que
el valor que propone la ONU, cercano a 9400 millo-
nes, sea menor que el que nuestro modelo predice, es
motivo de “tranquilidad’... claro, tranquilidad entre
comillas, porque la problemdtica de la sobrepoblacion
del planeta es una realidad mds complicada de lo que
podamos plantear aqui.

:Sabias quc?...

El 11 de julio se ha declarado como el Dia Mundial
de la Poblacién porque tal dia de 1987 la cifra de
habitantes en el mundo llegé a los 5 mil millones.

En 1989 el Programa de las Naciones Unidas para
el Desarrollo (PNUD) propuso la conmemoracién de
este simbdlico dia que recuerda la importancia de
los problemas demogrdficos que nos competen como
humanos responsables de un desarrollo sustentable y
de la promocién de los derechos humanos.

Si piensas que 12 afos después, en 1999, se
alcanzaron los 6 mil millones, y que éste nimero
continla creciendo a un ritmo de 80 millones por afio,
seguramente coincidirds en la necesidad de crear
conciencia de la responsabilidad mutua por la toma de
decisiones sobre nuestro mundo que tenga presentes
las necesidades de todos los que lo habitamos.

Ha habido una disminucién de la mortalidad sin
precedentes; la esperanza de vida al nacer aumenté
de 30 a 67 afios entre los afios 1800 y 2005. Los casi
7000 millones en el 2010 complican los propésitos

de este nuevo milenio de reducir la pobreza, hambre y
enfermedades, y de aumentar el nivel de educacién en
paises en desarrollo.

A juicio de los expertos, las cifras de mortalidad
materna e infantil siguen siendo atn demasiado altas,
y la generacién de personas mayores aumenta en

el futuro. Se ha observado en paises como Noruega
una fuerte tendencia hacia el envejecimiento activo.
La jubilacién parece ser transformada en una “tercera
edad” que llevada “en buena forma” permite a estos
adultos redescubrirse como emprendedores dtiles a la
sociedad.

Estd siendo un factor importante para la salud
de nuestra sociedad, el acceder a un abandono
gradual de la

vida laboral. Esto
puede ser posible

a través del empleo
“institucionalizado”
a tiempo parcial,
para las personas
mayores... pero

la pregunta es...
sestamos preparados

FILM

sssssnss

&n

para ello?

ssssnnag

AV )
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. Sabias c]ue?...

un caso particular de un proble-

a) Relaciona la respuesta a esta pregunta, con el valor numérico conocido como el logaritmo natural de un
nimero.

Primero debemos convencernos de que la pregunta tiene respuesta en los niimeros reales. Para eso considere-
- ., . —_ X

mos la grdfica de la funcion exponencial Y = ¢

Observa que con ella queda determinado un vinico valor numérico Yy

J

correspondiente a la “operacion” de “elevar el niimero ¢ a la poten-

cia x”.

La pregunta ;cudl es el valor de x para qué €* = Y ? sitiene res-

puesta porque podemos “regresar” ese nimero Y positivo con el X

y=r¢ en el eje horizontal del que provino mediante la funcion exponencial
natural. Ahora lo que nos resta es caracterizar aquella “operacion”
que, cuando sea aplicada al valor numérico Y, determine el iinico va-
lor numérico x correspondiente con él mediante la expresion Y = e*
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Para definir esa operacion, es importante observar en la grdfica de la
funcion exponencial dos caracteristicas:

@ Laecuacion ¢ = Y tiene sentido sélo cuando y=>o.

@ Esto se observa porque la grdficade Y = e* se encuentra com-
pletamente contenida en la parte positiva del eje Yy (arriba del
eje x).

@ Paracadavalorde y > o existe un unico valor de x que cumple
con la ecuacion €=y .

@ Esto se observa porque la horizontal punteada que hemos traza-
do a partir del valor arbitrario y > 0, topa con la grdfica en un

tinico punto, desde el cual bajamos la vertical punteada, y queda
sefialado el iinico valor de x correspondiente.

Esas caracteristicas nos permiten identificar visualmente a este tinico
valor de x (tal que £* = y).

Ahora debemos identificar esa operacion algebraicamente con un
nombre especial; se le llama el logaritmo natural de y. La manera
de representarlo es:

)cztmg

Contamos entonces con dos expresiones que representan a la misma
relacion entre las variables X y Y:

<t <zj:e" ——> ul despejar x —> x=lny

sbox=ln y——>al despgjar y ——> y=¢e"

Podemos decir que las expresiones matemdticas
y=¢e" x=lny
expresan exactamente lo mismo:

“x es el exponente al que debe elevarse al niimero € para obtener ...
eso es lo que debemos “leer” en cualquiera de las dos expresiones.

Podemos obtener una expresion algebraica muy iitil al sustituir el va-
lor de x de la segunda expresion en la primera; o bien, al sustituir el
valor de y de la primera expresion en la segunda:
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introducimos
cualauler nimero

Introducimos
cunlauier niumero
positivo

La problematica

Consideramos a ¢~ como el resultado de una “operacion” realiza-
da al niimero x (elevar el niimero £ ala potencia x) y consideramos
a ln y como el resultado de otra “operacion”™ que ha sido realizada al
niimero Yy (calcular el logaritmo natural de 4). Lo que dicen las dos
expresiones anteriores es que ambas operaciones son inversas la una
de la otra (o contrarias) en el sentido de que el efecto que provoca una
de esas operaciones realizada sobre cierto niimero, la otra operacion
lo anula.

Esta afirmacion la puedes comprobar con tu calculadora cientifica:

oprimimos oprimimos
Lo tecla exp la tecla Ln
X > i~ >iln g = x i

colneloe con el
niomero ntoductolo
al tniclo

el nimero en el wimero en
pantalla es pantalla es

oprimimos oprimimos
la tecla ln la tecla ln

colncelde con el
nimero ntoductdo
al tnlelo

el niomero en el niomero en
pantalla es pantalla es

En particular; conviene realizar lo anterior con X=0 'y x=1
para recordar que

® ¢°=1 y lwni=0 expresanlo mismo: que O es el exponente
(logaritmo) al que se eleva ¢ para obtener 1.

® ¢ =¢y lne=1 expresan lo mismo: que 1 es el exponente
(logaritmo) al que se eleva ¢ para obtener €.

@ Las expresiones
X _ "
lne® = x err = x

® generan procedimientos algebraicos en la simplificacion de ex-
presiones en el sentido de que la expresion “complicada” a la
izquierda se simplifica a la derecha. Observa la expresion en se-
guida.



—

Y esto indlependientemente del signo-oe Los valores wuantricos que admite La

También, la expresion “complicada” a la izquierda se simplifica a la derecha. Observa la expresion en seguida.

—
L ) L ,
e A 6 muld

Pero esto siempre Y ouando los valores de ba - [formula] sean positivos.

En el lenguaje formal se dice que las operaciones exponencial y loga-
ritmica son inversas la una de la otra.

b) Despeja x de las ecuaciones siguientes de tal manera que obtengas
sus respectivos valores numéricos exactos y también aproximados con

5 decimales.

1) g = 1.523
2) Fe¥tE 4+ 3 =20
3) g ln 4x-2) +4 =10

Las tres expresiones algebraicas involucran a las funciones logarit-
mo natural Ln 'y exponencial base €. Para despejar, se requiere que
realicemos un proceso algebraico que haga uso del efecto inverso que
ambas funciones poseen entre si.

En la ecuacion 1)
0 =1.52z2

aplicamos logaritmo natural en ambos lados:
lne” ™ =ln 1.523

pero formula
Lnelexd =10 1 x

de donde
O.1x=ln1.52=2
luego
_ln1.53=
o.1

Este ultimo es el valor expresado de manera exacta para x.

oMmA NoTAl

En la
SLmBologia Mmatematicn

Tema 1.6 Valor Exacto del Cambio Acumulado: Modelo Exponencial. ® 249




oma NoTal
W
T R X e
K=,
— eme——

W
Debenos entendey:

250 ° Unidad 1

nw

La problematica

Si calculamos el logaritmo con la calculadora y aproximamos con 5

decimales obtenemos
ln1.522 0.4272=

= = ~4.2723

O.1

X
0.1

y asi hemos encontrado el valor de x que cumple ¢ =1 . 5=z

En la ecuacion 2)
2xtz — 2 o)

Fe

aislemos primero la parte de la funcion exponencial:
20
7

2x+3 _
e =

y ahora, aplicamos logaritmo natural en ambos lados de la igualdad:

2x+=z ZLVLQO

lne
7

Simplificamos la expresion a la izquierda por el efecto inverso

ln e =ox+=

luego

20
2x+z=lne T ==
7

Luego, despejamos x: -

ln—=—23
X = Va
2

y estamos representando el valor exacto de x. Pero si calculamos el
logaritmo en el lado derecho con la calculadora, tomando sélo =

decimales:
1.049282-3
2

X==0.9750%

y asi hemos encontrado el valor numérico x que satisface la ecuacion

FeHTE =20

Por iiltimo, en la ecuacion 3)
eln(4x—2)+4=10
aislamos primeramente la parte de la funcion logaritmo:

gln(4x—-2)=10-4=0¢

Lw(4)<—:z)=é=o.75
g




Aplicamos la funcion exponencial en ambos lados:

em(wc—z) 0.75

=t

Podemos simplificar la expresion a la izquierda por el efecto inverso:

formula
formula
v N
6L/L(4—)< 2) — 4)<_:2
Esto es:
4x—D= 6Lw(4)<72) =075
Luego, despejamos x:
77+ 2
X =
4

y con la calculadora podemos aproximar a 5 decimales

6@.75

+2
X=——"—=1.02925
4

que es el valor numérico que satisface la ecuacion.

CASO 3. Decaimiento exponencial. Farmacologia.

La Farmacologia estudia los procesos de interaccion de una sustancia
con el organismo; como se absorbe, como se distribuye, o qué procesos
quimicos provoca... son algunas de sus interrogantes. La Farmacocinéti-
ca estudia estos procesos para predecir la biodisponibilidad y el tiempo
requerido para la eliminacion de un farmaco. Para la practica de la anes-
tesia general se produce un estado de inconsciencia al administrar cier-
tos farmacos hipnéticos, aboliendo el dolor y produciendo una relajacion
muscular.

Supongamos la situacion en que se inyecte a un paciente 500 miligramos
de un anestésico. Una vez que se encuentra en la sangre del paciente, el
anestésico va siendo eliminado por el organismo, principalmente por la
accion de los rifiones. En la siguiente tabla se muestran algunos datos que
fueron registrados sobre la cantidad de anestésico en la sangre de cierto
paciente conforme pasa el tiempo.

tiempo cantidad de anestésico
(en horas) (en. miligramos)

500
400
220
256
204.8

ST S
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a) Construye el modelo exponencial para representar este comporta-
miento.

Observemos que de los primeros datos sucesivos de la tabla podemos
precisar lo siguiente:

cantidad de anestésico de una hora _ 400 _
cantidad actual de anestésico 500
cantidad en dos horas _320_, .
cantidad en una hora 400 .
cantidad en tres horas _25¢e_, o
cantidad en dos horas 3220 ‘
cantidad en cuatro horas _2o04.8_
cantidad en tres hora 256 ’

El hecho de que estos cdlculos den siempre 0.2 nos muestra que la
cantidad de anestésico decrecio, cada hora, en un factor de 0.2 por-
que la cantidad de anestésico en cierta hora es igual a 0.2 “veces” la
cantidad de anestésico en la hora anterior. Se trata de una progresion
geométrica de modo que al final de cada hora queda el 207 de anes-
tésico que habia al principio de la misma.

Denotemos por y ala cantidad de anestésico y t al niimero de horas
transcurridas a partir de que se le inyectan al paciente los 500 mi-
ligramos de anestésico. Podemos expresar los valores de y para las
horas transcurridas asi:

Qi t=1 entonces y@)=4oo0=500(0.%)
® i t=2 entonces
y(2)==20=400(0.2)=500(0.2)°
® i t == entonces
y(e)=25c=z220(0.2)=500(0.8)
@i t =24 entonces

y(H)=204.2=25¢(0.2)=500(0.2)"

y generalizando, obtenemos
yt)y=so00(o.2)
Ademads, escribiendo

obtenemos que
(O. g)t — (eLwc.g)t — E(Lwo.g)t

por lo tanto

g(t)zgooe(two.g)t
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Esta funcion nos permite predecir la cantidad de anestésico en la
sangre del paciente al haber transcurrido t horas de que le fue apli-
cado.

b) (Cudl serd el valor de la cantidad de anestésico a las 10 horas de ha-
ber sido inyectado al paciente?
A las 10 horas la cantidad de anestésico en la sangre del paciente
serd de:

6(Lwo.g)(io)

y)=500 =53.¢9 miligramos

¢) (En qué instante su valor serd de 10 miligramos?

Si consideramos que Y = 10 miligramos, entonces, al igualar a 10
la expresion obtenemos la ecuacion:

10=500e""" "

esto es

(no.gy _ 10
500

e =0.02

de donde aplicando L~ en ambos lados

Lno.g)t

Lne! =lno.02
simplificando
(lno.g)t=Llno.o2
v asit
lwo.o2 —-3.912
t= = =~17.543

lno.g —0.223
Por tanto, aproximadamente a las 17 horas y media quedardn 10

miligramos de anestésico en la sangre del paciente.

d) Utiliza un software de graficacién para obtener la grafica de la funcién
y(t).
En la siguiente grdfica se muestra como va disminuyendo la cantidad
de anestésico en la sangre del paciente al transcurrir el tiempo.

Y

5 OD\

100 =

—t—t =ttt t

1 l
T T T
2 4 © g 10 12 14 1o 18 20 22 24
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FILM FILM El término vida mitad o semivida ha resultado ser un
(N | !_. ssabd pardmetro fundamental para el estudio de magnitudes que
- van disminuyendo de acuerdo a lo que se conoce como
eliminaciones de primer orden. Esto es, cantidades que
se eliminan en una proporcién constante por unidad de
tiempo.
Tal es el caso de los isétopos radioactivos, donde la vida
> . mitad representa el periodo de tiempo necesario para
z que el material radioactivo se reduzca a la mitad. Esta
..,. (NN N .7A. informacién permite referirse a la velocidad con la que
ocurren las desintegraciones nucleares, ademds, es una
forma de describir la radioactividad de un elemento.

También, en Medicina y Farmacologia, la vida mitad de un medicamento en la sangre es
el tiempo que tarda en eliminarse el 50% de la concentracién plasmdtica alcanzada por
una dosis del mismo, esto es, el lapso de tiempo necesario para que la cantidad del agente
presente en el cuerpo o la sangre se reduzca a la mitad mediante diversos procesos de
eliminacién. Este es un pardmetro dtil para la deferminacién de intervalos de aplicacién del
farmaco.

La vida mitad es un pardmetro que puede ser asociado al comportamiento de estas
magnitudes porque es un dato que no depende de la cantidad inicial de la magnitud bajo
estudio, es decir tarda lo mismo la desintegracién de la mitad de dtomos de carbono 14 de
una muestra de 1 gramo que de una muestra de 100 gramos... {5730 afios!

Nota: El término vida mitad en ocasiones es confundido con el termino vida media.

AN

e :Sabias que?...

Estamos sujetos a exposiciones radioactivas en pequefias cantidades cuando viajamos en
avién, o con las radiografias, tomografias computarizadas y resonancias magnéticas que
requerimos al revisar nuestra salud con un médico.

La exposicién natural a que estamos expuestos varia entre 1y 5 milisierverts (mSv) los cuales
cuantifican la cantidad que absorbe el cuerpo humano. Se conoce que una exposicién de 50
a 100 mSv puede cambiar la quimica sanguinea, y niveles extremos entre 750 y 1000 mSv
provocan desde pérdida de cabello en sélo dos semanas
hasta hemorragias. La dosis méxima anual para un
empleado nuclear es de 100 mSv.

ssssssss

Uno puede considerar que la radiacién es benéfica si se
usa correctamente. Los métodos de radiodiagnéstico y la
radioterapia han salvado y prolongado vidas. Aplicaciones
no médicas como los aceleradores y reactores proponen
avances tecnolégicos en la produccién de energia eléctrica.

En algunos paises la energia nuclear predomina sobre
otras fuentes... pero en ofros no... incluso Alemania y Suiza

anuncian que abandonardn la energia atémica después del ..,. segs .7A.

episodio vivido en Fukishima, Japén en marzo 11 del 2011.

2Cudles son las razones para que esos paises prescindan de ella?

3Cdémo deberiamos reaccionar ante los accidentes nucleares que no hemos podido evitar?

)
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o pasado para el control de plagas en
ctos benéficos ademads de los insectos pla-
0s. Su uso indiscriminado y su mal manejo
o nula biodegradabilidad. Por esta razén, su uso

s y ambientalistas mantienen su atencion en sustancias

<

a) Construye el modelo matemdtico que representa el comportamiento
de la cantidad de DDT en el tiempo ¢ medido en afios.

El comportamiento de esta sustancia con vida mitad de 15 afios nos
expresa que, si por ejemplo consideramos 100 gramos de DDT, en
el lapso de tiempo de 15 aiios se eliminan 50 gramos de los 100
gramos originales... y de esos 50 gramos restantes, en 15 aiios mds
se eliminan 25 gramos... y de esos 25 gramos pasardn 15 arnos
para que resten 12.5 gramos... y asi sucesivamente.

Estamos ante la presencia de una magnitud que obedece un decai-
miento exponencial, pues dismunuye en una proporcion constante por
cada 15 afos. Es por ello que el modelo matemdtico que le repre-
senta es del tipo

y=~f(t)= ye*
donde el pardmetro Ik es negativo'y Y. representa la cantidad
inicial.
El valor de y, no lo tenemos, pero si sabemos que en 15 afios la

cantidad serd Y- la mitad de la original. Esto nos permite determi-
2
nar el valor del pardmetro Ik < o0 el cual no depende de la cantidad

inicial de la sustancia.
Lo que sabemos es que si Yy, es la cantidad inicial y si t =15

entonces Yy
15)=<2
y(r5)==
Sustituimos esto en el modelo propuesto:
y(t)= gy
yas)=yetn =&
2
luego
0615R — &
g 2

de donde, independientemente del valor inicial Yo >0 tenemos

615&20.5

Ahora aplicamos el logaritmo natural en ambos lados de la igualdad

para despejar el exponente :
L 8151Q

=lno.5
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b)

c)

pero

15

lns'®® =15k

luego
15k =lno.5
v despejamos

_lno.5

R =—0.0462

15
Por tanto, el modelo matemdtico que representa el comportamiento de
la cantidad de DDT en el tiempo es

LvLO.St
0.04 62t

yt)=ye = =yt

En Estados Unidos se prohibi6 el uso del pesticida DDT en 1972.
Supongamos que 100 gramos de DDT fueron utilizados en el afio
1950. (Qué cantidad de esos 100 gramos se mantienen aln para el
afio de su prohibicién?

Consideramos Y, = 100 gramos, entonces

lno.5

g(t)=1006 o

donde estamos considerando que en el tiempo t = O tenemos lo ocu-
rrido en 1950, esto es,

lno.5
)

(0)
g(o):iooe 15 =100 =100 gramos

Luego, para conocer la cantidad que resta en el afio de su prohibicion,
en 1972, tendremos que evaluar en t=1972-1950=22
por tanto,

22

Yy(zz)=100e *° ==26.121 7= gramos

Quedan prdcticamente z¢ de los 100 gramos originales.

Supongamos que en un plantio fueron utilizadas grandes cantidades
del pesticida en 1950 y que el nuevo duefio ha decidido que esa tierra
solo volverd a ser sembrada cuando se elimine y quede una décima
parte del pesticida que fue utilizado originalmente ;Cuanto tiempo de-
berd esperarse para ello?

Tenemos que

lno

Yyt =ye

“¢

donde Y, representa la cantidad utilizada en 1950. La décima par-

te de esta cantidad se representa por g luego, buscamos el valor
10
Y-

10

de t para que Y(t)=

Sustituyendo en el modelo matemdtico

lno.5

15t=30

10

yt)=y.¢t



luego

de donde aplicando el logaritmo natural OMA m'rA'

L‘ATAGt
W
perO brmula , 7
s —
lno.5 W
——t=lno.1
15 \5“5\
y despejamos W
lno.1 0.2
t=15-——"—"=49.2229 ]

lno.5

luego

Podemos decir que prdcticamente en 50 aiios han de pasar para
cumplir con el requisito del nuevo dueiio. Si su adquisicion fue en el
2000, el terreno estaba en la condiciones que él requeria para hacer

un buen uso de esa tierra.

CASO 5. Del interés compuesto a la capitalizacion continua.

La conocida férmula de interés compuesto

7%

==, (1 + L)M

representa la utilidad que se recibe en el tiempo ¢ por la inversion de un
capital inicial ¢ sujeto a una tasa de interés anual v que se capitaliza

m veces al afio.

Esto quiere decir que el interés que se obtiene al final de cada periodo de
inversion, favorece la adquisicion de una mayor cantidad de interés en
el periodo siguiente, porque se calcula con el “nuevo” capital, el inicial
sumado con los intereses ganados en el periodo.

Por ejemplo, en una situacion hipotética de un capital de 10,000 pesos,
invertido a 12 periodos al afio y con una tasa de interés del 4 %... al final
del primer afo, obtendriamos

O0.04
it 2

2(1)
0(1):10000(1+ j =~10,407.41543 pEsOs
Por su parte, el término capitalizacién continua plantea la situacion de
estar capitalizando continuamente, esto es, matemdticamente significa
plantear la tendencia de los valores de ¢ (¢) cuando el nimero de perio-
dos crece indefinidamente. En nuestro lenguaje

mt
c(t)=Lim 00(1+L)

M —>o0 L
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a)

b)

Calcula el limite anterior recordando la caracterizacién del nimero de
Euler para obtener el modelo matemético que representa el capital que
se recibe después de ¢ tiempo de inversion de un capital inicial ¢, .

Recordamos que el niimero de Euler se caracteriza mediante el limite

) Y
LLm(1+—) =¢
N —>00 n

donde visualizamos que a la cantidad 1 se le agrega el reciproco de
un nimero w que crece indefinidamente, y esa suma se eleva a la
potencia w . .. que crece indefinidamente.

Con esto en mente, y observando el limite que queremos calcular, po-
demos considerar que

. ol
Lim |1+ — =¢
m —>ee m
v m . .
pues — — 0 yaque w —> oo y — —> o es justo el reciproco del
m v

niimero que se suma al 1.
Arreglamos algebraicamente el limite de la capitalizacion continua
para que aparezca la iiltima expresion que define a ¢é:

mt

v wmt v 7()
c(t)=Ltimc, [1+— =limc, |1+—
m —> oo e m —>oo nm

. ¥
=limC, (1+—) =c, e
m—>oo m

Por tanto, la formula para la capitalizacion continua es una funcion
exponencial

donde r es el pardmetro que representa la tasa de interés anual y C ,
es el capital invertido inicialmente.

Compara la utilidad de la inversiéon de 10,000 pesos aun 4% de in-
terés compuesto a 12 periodos con la que se invierte a capitalizacion
continua durante 2 afios de inversion.

La utilidad capitalizando en 12 periodos es

0.04

12(2)
c(:z)=1oooo(1+ ) =10,€321.429¢

12
y en la capitalizacion continua es

c(2)=10000e" " =10gz0.2707

Observamos que es prdcticamente la misma utilidad en los dos tipos de
inversiones... si ambos se ofrecen con la misma tasa de interés anual...
ahi es donde las instituciones bancarias pueden variar las tasas de
interés para hacer mds atractivo un tipo de inversion que otra.



¢) Encuentra cuinto tiempo debo esperar para que invirtiendo los 10,000
pesos en la capitalizacién continua pueda yo retirar mi utilidad reci-
biendo 12,000 pesos.

Consideramos el modelo igualado a esa cantidad:

Yy(t)y=10000e """ =12000

12000

eOAD*’#t — =1
10000

aplicamos n para simplificar:

0.04t

lneg =ln1t.2
0.04t=lnt1.2
ln1.2
t=—7————

=4 .55¢
0.04

Prdcticamente, cuatro aiios y medio hardn que esos 10,000 pesos se
conviertan en 12,000 pesos.

Caso 6. Vida media en Arqueologia

La tasa de decaimiento del Carbono-14 permite determinar las edades
de rocas y fosiles. Desde que se incorpora a un cristal de mineral en cre-
cimiento, la cantidad original de este is6topo comienza a disminuir a un
ritmo fijo y se crea cierto porcentaje de productos derivados por intervalos
largos de tiempo. Estos hallazgos en las rocas sirven al ge6logo como una
especie de “cronémetro”.

Consideremos que un craneo fue descubierto en una excavacion arqueo-
l6gica y que posee 15% de la cantidad original de Carbono-14. Calcula
su edad tomando en cuenta que la vida media de este is6topo es de 57#=0
anos.

Consideremos que ¢ es la cantidad original de Carbono-14, es
decir, la cantidad que tenia el ser al que pertenecio el crdneo cuando
éste vivia. Entonces, la funcion

c(t)=c, e

da cuenta de la cantidad ¢ de Carbono-14 que queda después de
transcurridos t arfios desde que el ser murio. Como actualmente se
encuentra en el craneo 15% de la cantidad entonces

c(t)y=o0.15¢,
Igualamos estas expresiones obteniendo
0.15¢C,=C, "

lo nos permitird calcular el tiempo que ha transcurrido al despejar t
de la ecuacion anterior.

Cancelamos c,

0.15 =¢**
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aplicamos ln para simplificar

Ln(o.15)=lne* =kt
luego,
ln(o.15)

i
Tenemos el problema de no conocer el valor del pardmetro k en la funcion. Podemos calcularlo ya que

conocemos la vida mitad del Carbono-14; eso haremos en seguida:

t =

C
Tenemos que C(5730)=— ademds c (57z0)=c, pR(5720)
2

luego, igualamos las expresiones para ¢ (57 z0)

C

“o co eh(5730)

2
Aplicamos wn y simplificamos:

lno.5=Llne’”*® =57z20k

luego despejamos

o= Lln(o.5)

57320

Por tanto, determinado el parametro k, volvemos a nuestra expresion para calcular el valor de t que repre-
senta la edad del crdneo:

t_Lm(0.15)_Lm(o.15)_ 0Lm(0.15)
o ln(o.5) ln(o.5)
5730

y finalmente, con ayuda de la calculadora cientifica encontramos que:
t=15,682.813

Por lo tanto, concluimos que la edad del crdneo descubierto es de aproximadamente 15,682 ainos.

. Sabias que?...

-

et

C L e
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Problemas

PROPUESTOSE s = 41112711 m IR B Y, 7 R . —

PRroBLEMA PRoPUESTO 1

La conversion de ciclopropano en propeno en fase gaseosa es una reaccion del tipo de primer orden, lo cual esta-
blece que, la razon con la cual decrece la cantidad  de ciclopropano respecto al tiempo esta dada por

Y (t) =k y(t) moles/minuto
Para esta reaccién a 500 grados centigrados, se tieneque k =—0 .04 02

Supongamos que la reaccion se realiza teniendo esa temperatura y esta actuando sobre 7 mol de la sustancia.

a) Construye la funcién exponencial que satisface la ecuacion diferencial

Yy (t)=ky(t)

para modelar la cantidad de ciclopropano a medida que transcurre el tiempo.

9:(4);7)

:e)sandsay

ITO0+0 00—

1 1 =
b) Calcula el tiempo en que la conversién elimina — demol, — demoly — demol. Aproximaa 5 decimales
en los tres casos. + 2 +

TO0+0 00— +

S6H Sy b =—— =3 [OWap — JpulwiF
(gz0)v1 =
TO0+0 00— z

L b b AT =~ ————— =3 JOW3p — JDUIWIT
(¢)v1 T
Zo¥0 00— +

L2926 T £ ~—0 = 3 [OW3p — JDUIWIF
(£ )v1 :

:eysandsay

¢) Interpreta como disminuye estas cantidades a partir de datos obtenidos en b).

"DQIIID DI2DY DADIUOD A 3)Ud123133p DIYPID NS
"0U3| SPW ZaA bpbd aAnuiWsSip poprubd D "0JUdWND U3 bA oubdoidoja1d [ap 234pd p1IpNd bun Jinujwsip bibd odwal} 3

:eysandsay




’

El accidente nuclear de Japén en el 2011 se ha catalogado al nivel méximo tal como el ocurrido hace 25 afios
en Ucrania (1986).

FILM FILM
No obstante, de la agencia de seguridad nuclear en Japén reportan 8808080008
diferencias entre estos dos eventos trdgicos que hacen pensar que la situacién
en Fukushima no es tan devastadora como la de Chernébil.

Una de ellas es que en Ucrania el nicleo de un reactor sufrié una explosién
incontrolada estando en funcionamiento, mientras que en Japén, las
detonaciones de hidrégeno afectaron el exterior de los reactores, sin lograr
destruir por completo los nicleos.

=l )

| B o T
sssssneg

Los operarios han trabajado para enfriar y estabilizar los reactores, lo que es
posible ya que las emisiones de yodo 131 equivale al 10% de las emitidas
en Cherndbil.

2Cudnto tiempo pasard para que esta cantidad de yodo 131 en Fukushima se desintegre?... podemos estar
seguros que el mismo tiempo que se requiere en Cherndbil... ahi no estd la diferencia.

AN )

ProeBLEMA PRoOPUESTO 2

El Unico is6topo estable del sodio es el sodio-2=, que tiene una vida media de 14.¢ horas. En Medicina es utilizado
para el diagndstico del funcionamiento del sistema circulatorio. Determina la funcion exponencial que modela
la cantidad de sodio-2= en el organismo en funcion del tiempo. Determina ademas la ecuacion diferencial que
satisface dicha funcion.

S T

(4)5’—(9)m

=(2) ﬁ :[pIDUJ3JIp UOIDDNIF

:eysandsay

ProBLEMA PROPUESTO 3

Un empresario decide proceder incrementando el precio de su producto continuamente de modo que cada afio
el incremento sea de un 5%. Esto quiere decir que, si y representa el precio del producto, en pesos, y ¢ el
tiempo en afnos, entonces la razon de cambio del precio respecto al tiempo es proporcional al precio del producto

4
Yyt)y=o.05y(t)
a) Construye la funcién exponencial que modela el comportamiento del precio de su producto.

so0-02005=(3)A

:eysandsay

b) ¢Cudl serd el costo del producto al haber transcurrido = afnos?

sosad ¢3¢ TSS9 = . 2006 = (C)F’)

:e)sandsay
¢) ¢Cuénto tiempo debe pasar para que el costo del producto se haya duplicado?
Q00
soue 93T = =3
v
:e)sandsay
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ProBLEMA PRoOPUESTO 4

Se administra media tableta de 2 miligramos del sedante conocido como Valium (Diazepam), uno de los més len-
tos para eliminar. Desde el momento que se absorbe en la sangre, el organismo comienza a eliminarlo de acuerdo
con el modelo exponencial

_ ,—0.0833¢gt
yt)=¢
donde ¢ se mide en dias.
Calcula la vida mitad, es decir el tiempo en que la cantidad del sedante ha llegado a la mitad.
soIp '8

:eysandsay

. Sabias que?...




PROBLEMA PROPUESTO 5

;Qué porcentaje del capital invertido recibo de intereses después de invertir por un afo un millén de pesos a ca-
pitalizacion continua con una tasa de interés anual del 4.5 %?
‘9% 2+ Soalpjuadiod |3

:eysandsay
PROBLEMA PROPUESTO B

Asumamos que en el afio 2005 la poblacién de Australia era de 20,090,437 habitantes y aumentaba a un ritmo
constante de crecimiento anual de 1.= %, mientras que la poblacién de Camerun era de 1¢,220,005 habitantes y
crecia a un ritmo anual de 1.9 %. Calcula en cuantos afos la poblacion de Camerun sera igual a la de Australia bajo
este modelo de crecimiento.

soup +<

:eysandsay




.Sabias que?...

02 04 Ob 018
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:Sabias que’?...
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Derivada y antiderivada de funciones exponenciales base ¢.

Hasta el momento conocemos la derivada de la funcién exponencial na-
tural:

st <lj=f()<)=€,x entonces 5'=f’(}<):€)(

Pero esto mismo nos da a conocer la antiderivada de la funcién expo-
nencial natural:

entonces | F(x)=ef+C

La constante ¢ se suma a la expresion ¢* porque la derivada de esa
constante ¢ es o0, luego, cualquiera de las funciones de la familia
F(x)=e¢*+c tiene suderivadaiguala £ (x)=¢"

También ya conocemos que una constante multiplicando a la funcién ex-
ponencial natural vuelve a aparecer como factor en su derivada; de he-
cho esa constante representa el valor inicial en la funcion.

Pova Lo dertvada:

st <lj = f(X) = <ljo e* entonces

Yy=1f(x)=y,¢
ypara la antioerivada teventios
St 5 = f(X) = go e*  entonces
F(x)=ypt'+c
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La situacion problema que ha guiado este tema nos dio a conocer ademas
lo que sucede al obtener la derivada cuando una constante multiplica a la
variable x en el exponente, cuando la ecuacion diferencial establece

la proporcionalidad f ’ (x) =k f(Xx)

/M Pora Lo derivada:
vt sy = FAX) = yp € entonces
’ 3% ’ et R
e Y=t (x)=kyse”
W Y st pensanos ahora ew el proceso tnverso del anterior para Lo
C antidertvada:
7 constante : e Yo -
Si Y=F(X)=Yype™™ cnionces F(X) =?e “+C

e
— elvalorlabd@l—"
—[Toma noval

Es simple verificar esto, pues si derivas # (x) al aparecer k como

W factor en el exponente, al derivar se simplifica con la kk que se tiene en el

vt denominador, con lo cual regresas a  (x).

V Ampliemos un poco nuestro conocimiento de estos procesos algebraicos

M de derivar y antiderivar funciones exponenciales, esa es la intencién de

w este ultimo apartado que retroalimentard la habilidad algoritmica en el

célculo de derivadas y antiderivadas que hemos estado desarrollando.
Podemos obtener la derivada de la funcién

!j — f(X) — e@xﬂu

donde agregamos la constante b sumando al exponente, si utilizamos
conocimientos previos de las propiedades de los exponentes.

Expresemos la funcién en la siguiente forma:
kx+b
y=Ff(x)=e""" =% =¢le
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Como ¢" es una constante que aparece como factor que multiplicaa ¢~
al derivar la funcién, aparecerd nuevamente como factor en la derivada:

g/ — f,(X) — eb (GRX)R — Reb (6Q)()
y trabajando nuevamente los exponentes de esta dltima expresion obte-
nemos:

Por lo tanto, hemos mostrado que la derivada de
Rx+b
y=f(x)=¢”

sigue siendo esa misma funcién pero multiplicada por e, el coeficiente
del término x en el exponente.

De una manera general, podemos establecer la regla algoritmica para de-
rivar el tipo de funciones que estamos estudiando:

k x+b

Laderivadade y=+f(x)=y.¢ es
Y =1 (x)=ky, e
La antiderivada de 4y = £ (x) = y, e es

F(x)z%emw f»2

Estas ultimas expresiones sintetizan nuestro conocimiento algoritmico
acerca de los procesos inversos de derivacion y antiderivacion. Estable-
cemos este hecho como lo hicimos anteriormente en un arreglo como el
siguiente:

antioerivamos

derivantos
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Ejercicios

ANIDAD § T ENVIA %

Calcula la derivada y la antiderivada de cada funcion. Observa que en ocasiones deberas realizar algunas sim-
. . . e k x+b .
plificaciones algebraicas en la funcién hasta llevarla ala forma Yy =y, ¢ “™ que es la que sabemos trabajar

algoritmicamente. Podras comprobar tus respuestas al final.

Awntiderivada Awntidertvada

50t+5
f(t)=250¢ ©°

=
Funcldn f(x)y==1¢" Funclon
5

Derivaoa Derivaoa

Awntidertvada Awntiderivada

t

f(t)=10000 g*°e° e

Funcelén f(x)=12 gt pF X

Derivada Derivada

Awntioerivaoa Awntiderivada

Funclbn _ g = Funclbn — —t ,t
£(x)= f(t)=o0.01(e"+e")
2

Derivada Derivada

Awntidertvada Awntiderivada

2xX—3

g ° +2x—23

Funclén Funclén

f(x)=25 ¢ +5

f(x)=

IS

Derivada Derivada
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Awntiderivada

Funciéon f(t)=—+3¢2

Derivada

Awntiderivada

e4)<—2 5

Funcién 2
4x—2
e

—
=
|

0
[Q )
N
>

Derivada

Awntiderivada

£
Funclén g()()=€‘q+%/<

Derivada

Awntiderivada

Funcibn )=—¢ ettt

&
*

Derivada

11.




13

Awntiderivada

Funclén x(t) = gt (6at+ e—at) _ Pty

Derivaoa

14.
Awntiderivada
Funclbn 6K+1=1+i=1+5—x
e~ e~
Derivada
15.

Awntiderivada

Funclén

Derivaoa

.
S
T
N
.
N




—Soluciones=de=Ejercicios

!lk"l!'A‘E--.4A'l'A‘-:_

—

1.
25
Funclbn £(x)= = 5
5
2.
_t
Awntiderivada F(t)=1 0% 10004 o
’ . t
f(t)=1000061000
Derivaoa , _ -
7[ (t) =10 61000
3.

FM.M’LéV\: 7[ (}() — — 3 6—3X+2
2 2




Awntiderivada = (X) =—=25 610_)("' 5x+C

f(}():35610_x+5
£ (x)=—s5e

5.
é E\H_i
Awntiderivada F (t) = g
Funclén 50;:5 -
ft)=250c¢ =250¢
, 5 5
F(e)= i(250) géHﬁ _g=<=
&
6.
—X+10
Awntiderivada F(x)=-12¢ + C

Flx)=126™ "¢ " =10¢
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S50 5

(250) e¢ ¢°+c=300¢e° ¢°+cC



Antiderivada F(t)=o0.01(-¢"+e")+cC

Funeclbn f(t)=o.01(e+¢e")=0.016+0.01¢

Derivada f(t)=-0.01e+0.01¢" =0.01(e°~¢™)

8.
2x—3
5(1) ==
==l ° +x—-3x+cC
2\2
Awntiderivada
2X—32
—¢ ° +x —zx+cC
,4_
2X—3
Funcién —¢ ° +2x—23
2
1 t
Derivada —e '+ 9e®
=2
9.

t
=
n t t
Funcibn ft)=—=+ze>=¢ " +z¢°
e

t
’ — 1 =
f(e)=-=¢ "+ 3(—)63
Derivada =
t
=—z¢ ¢




10.

Awntiderivada

Derivada

11.
£ XQ
Awntiderivada Y (x)=k i+ Z—+c
2k
2 ES
Funcibn g(}()zgh.y_)(:eh + = x
i ke
X
. ’ r - 1
Pertvada Y (x)==¢e*+=—
ko ko
12.
’ ’ 1 —kt I3 t:z
Awntiderivada Y(t) = E e+ttt
2

yt)=—e “+ete
g () =lee " 4
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13.

Awntiderivada

Funclbn

Derivada

14.
Awntiderivada
Funclon
Derivaoa

15.

Awntiderivada

Funclén

Derivaoa

2at

x(t):ie +t+c

X(t) zeat (eat_l_e—at):e:zat + 1

}(,(t) = oa 62!1t

Y(x)=x-e"+c
Y(x)= X:r1=1+€i,<=1+e‘*
Y (x)=—¢"

Y(x)=ae-Be*+cC

a”+B _ ac™”
e~ T e”

B

—+ =
6)(

Y(x)=

Y (x)=ae” — B

at” + B~



1 7 3 Valor Exacto

Situacion ProBLEMA 1.7

Un sistema masa resorte consiste de una masa m
unida a un resorte que su a vez esta fijo en una pa-
red. Suponemos que no hay rozamiento sobre la su-
perficie horizontal de modo que el movimiento que
experimenta la masa oscila continuamente entre dos
valores extremos. Siendo x (t) y v(t) laposicién
y la velocidad en todo tiempo de la masa del sistema
(libre de rozamiento), se tiene que se cumple el si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales:

278 ° Unidad 1

del cambio acumulado.
Modelo trigonomeétrico.

Este tema nuevamente es ocasion para introducir otro modelo matematico. Su surgimiento lo
motiva la problematica de prediccion ubicada ahora en un contexto real donde la caracteristica
de periodicidad plantea diferencias fundamentales con respecto a los modelos polinomiales y
exponenciales. La idea que ha guidado la interaccion con el Calculo en este texto ha consistido
en predecir el comportamiento (cualitativo y cuantitativo) de una magnitud a través de
conocer el comportamiento de su razén de cambio (derivada) o bien, a través de conocer una
relacion entre esta ltima y la magnitud en estudio. Dicha relacion se expresa en lo que hemos
identificado como una ecuacién diferencial. A partir de la informaciéon dada, y realizando
un proceso de aproximaciéon numérico que llevamos a sus ultimas consecuencias a través de
la nocion de limite, podremos identificar en una representacion algebraica el nuevo modelo
matematico que refleje las caracteristicas de la situacion problema bajo analisis; lo que
asegura que el proceso de aproximacion generado es eficaz para el propdsito de modelacion.
Las funciones seno y coseno y el estudio de los efectos graficos ocasionados por parametros
introducidos en su expresion algebraica, promoveran la visualizacion y con ello su aplicacion
en la modelacion de eventos periodicos.

La problemdtica




a) Laley de Hooke establece que la fuerza de resti-

b)

tucién de un resorte es proporcional a su elonga-
cién o compresion, esto es, F =—k x, donde
el signo negativo indica que la fuerza siempre se
opone al movimiento. Utiliza esta expresion para
deducir la segunda de las ecuaciones del sistema.

De acuerdo con la segunda ley de Newton sabe-
mos que la suma de fuerzas en el sistema es igual
al producto de la masa por la aceleracion; en este
caso

—kx(t)=mal(t)
como la aceleracion es la razon de cambio de la

velocidad; esto es, la derivada de la velocidad,
entonces expresamos

Y sustituimos, en nuestra expresion arriba:
—kx(t)=mV(t)
Despejamos V' (t) y obtenemos
V(E) = x(t)
m

Por tanto, se tiene el sistema de ecuaciones dife-
renciales

X (¢) = v(t)

v%ﬂz—%x&)

que rige el comportamiento de las magnitudes
X (t) y \/(t) en el sistema masa resorte.

Completa la siguiente tabla con valores aproxima-
dos de las magnitudes correspondientes a x (¢t )
y v(t) enel caso especial de k=1 m =1

y condiciones iniciales x(0) =0, v(o)=1.
Utiliza el hecho fundamental que nos ha permiti-
do aproximar el cambio de la magnitud M en
un intervalo:

M (tf)z M(t)+AMm I:ti, tf]

M (tf)z M(t)+ M (t)At

donde “(y / representan las palabras “inicial”
y “final”. Utiliza todas las cifras decimales que
aparezcan en el procedimiento.

Para calcular los valores en las celdas de la tabla
utilizamos el hecho fundamental aplicado en el valor
de t correspondiente. Ponemos esos cdlculos numé-
ricos en las celdas utilizando el lenguaje simbolico
apropiado.

Tema 1.7  Valor Exacto del cambio acumulado. Modelo trigonométrico. ® 279




o x(0)=0 v(o)=1 V@)= o) 01
=0
x(0.1)=x(0)+ X' (0)At vio.1)=v(o)+Vv' (o)At
vi(o.1)=-x(0.1)
o1 =x(0)+v(o)(o.1) =v(o)-x(0)(0.1) .
=o+1(0.1)=0.1 =1-(0)(0.1)=1 -
x(0.2)=x(0. 1)+ x"(0.1)A¢t v(io.2)=v(o.1)+v'(0.1)At (6.2) = —x(0.2)
02 — o) e ) o) gy | T e
=0.1+1(0.1)=0.2 =1-(0.1)(0.1)=0.99 T
x(0.2)=x(0.2)+x'(0.2)A¢t v(io.2)=v(o.2)+ Vv (0.2)At , ~
02 =x(0.2)+v(0.2)(0.1) =v(o.2)-x(0.2)(0.1) V(O'B);__z(zg)
=0.2+0.99(0.1)=0.299 =0.99-(0.2)(0.1)=0.97 290
x(0.4)=x(0.2)+x"(0.2)A¢ v(io.4)=v(o.2)+Vv'(0.2)At
i =x(0.2)+v(o.2)(0.1) =v(o.2)-x(0.2)(0.1) |V'(0.4)==x(0.4)
=0.299+0.97(0.1) =0.97-(0.299)(0.1) =-0.29¢
=0.39¢ =0.9401
x(0.5)=x(0.4)+ x"(0.4)A¢t vio.s)=v(o.4)+Vv' (0. 4)At
. =x(0.4)+v(o.4)(0.1) =v(o.4)-x(0.4)(0.1) |V (0.5)=-x(0.5)

=0.296+0.9401(0.1)

=0.49001
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=0.9401-(0.29¢)(0.1)

=0.9005

=-0.49001

[ Rellenamos la tabla con los valores numéricos calculados:

A\ AW

&) &) 1 ) 0.1

o1 o1

0.2 0.2

o200
0.29¢
049001

0.3
o4
0.5

09

299
0.97

0.9005

1 —o0.1
—02
—0270
—0.296
—0.49001

401



¢) Usa en tu computadora una hoja de célculo para implementar el pro-
cedimiento numérico y construir las graficas de x(t) y v(t) para
t entre los valores © y <.3. Hazlo para el caso especial que estamos
considerando, de k =1, m = 1 y el supuesto de que x(0)=0 y
v(o)=1. Utliza At =0.01.

La hoja de cdlculo permite hacer eficiente el procedimiento con las
operaciones numéricas y precision que dispongamos. El valor de
At =0.01 produce una gran cantidad de valores para ambas mag-
nitudes x(t) y v(t). Mostramos enseguida partes de los cdlculos
realizados, recordando con la simbologia matemdtica las operaciones
que el recurso tecnolégico realiza ante nuestra solicitud.

0.0000000000 1.0000000000 0.000000

0.01 0.0100000000 1.0000000000 -0.010000

0.02 0.0200000000 0.9999000000 -0.020000

0.8245582048  0.559F857790 -0.834558

0.84015¢c1626 0.5514401960 -0.840156

0.8456705645 0.5430286343 N -0.845671

0.8511009509 0.5245819287 -0.851101

192 09205917578  -0A401FFGOSHE -0.926592
199 09225729970  -0A4110420054 -0.922574

2.00 0.9184 635769 -0 A202FF453 -0.9184 64

01634049118 -1.001#713130 -0163405

299 01533871987  -1.0034053621 -0.152387

2.00 0.14323531450 -1.0049392341 -0.1433532
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-0.F584333316  -0.68218F249F 0758433

299 -0FE52552041  -0.6F46029164 0765255

4.00 -0.FF200123332 -0.6669503644 0. FF2001

498  -0.98LFCADFF2  0.2F09B0F113 0988764

499  -0.9860549F01  0.2808123541 0.986055

500 _~09832467866  0.290678903% 0982247

-0.3078190752  0.983294 6820 0.207€19

599 -0.2979%61283  0.9%6372Z7LF 0.2979%6

0.2881222996  0.9892527400 0.288122

-0.0035028982 1.0318906151 0.002503

0.0068160080 1.0319256441 -0.006816

0.0171352644 1.0318574840 -0.017135

Las grdficas que el recurso computacional nos ofrece son los siguientes.

Gréfien de posieibn x (t)

1.0

0.0 T T

—1.0

tlempo
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Grofrea de velocldad v ()

1.0

0.0

—1.0

tlewpo

d) lIdentifica las funciones cuyas gréificas se asemejan a las obtenidas
mediante el recurso tecnolégico para X (t) y v(t) . Reconoce ade-
mads las reglas de derivacion para esas funciones a partir del sistema
de ecuaciones diferenciales original del comportamiento del siste-
ma masa-resorte.

Al utilizar los valores de la tabla que fue generada en la hoja de cdlcu-
lo, el trazado de las grdficas de x contra t 'y v contra t nos ofrece
una imagen con la suficiente precision como para reconocer en ellas
el comportamiento de dos funciones trigonométricas:

x(t)=sen ty v(t)=coct

Sabiendo de la primera ecuacion del sistema que

podemos afirmar que la derivada de la funcién
x(t)=csen t

es la funcién x"(t)=v(t)=cos t.

Por otra parte, la segunda ecuacion diferencial en el sistema establece
que

V(t) =—x(t)

lo cual nos afirma que la derivada de la funcié
v(t)=cos ¢t

es la funcién
V(t)=-x(t)

esto es, la derivada de la funcién v(t) =cos t eslafuncién

V(t)=—sen t
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Establecimiento de las funciones seno y
coseno

En este apartado, haremos surgir los modelos conoci-
dos como las funciones trigonométricas seno y cose-
no en estrecha relacion con el andlisis del movimien-
to circular uniforme sobre el circulo unitario cuyo
centro estd en el origen del sistema coordenado.

Una particula 2 se mueve con rapidez constante so-
bre un circulo de radio uno. Su movimiento se realiza
en el sentido contrario al de las manecillas del reloj.
En la siguiente figura mostramos la situacion:

v

(01)

/ P y)

(-1,0) (1,0)

N /

(0,-1)

Observa que, a medida que el tiempo transcurre, las
coordenadas x y 4y que sefialan la posicion de la
particula estdn cambiando. Esto lo podemos repre-
sentar asf:

x=x(t)y y=ylt)

lo que nos expresa que, tanto la variable x (abscisa)
como la variable Y (ordenada), son funciones del
tiempo.

Consideremos que se empieza a medir el tiempo
(t = 0) al pasar la particula por el punto (1, 0).
Ademas, el tiempo transcurrido al pasar la particula
de este punto (1, 0) al punto (—1, o) esde
segundos.

Generando la funcién seno. Analizaremos el com-
portamiento de la variable y en funcién del tiempo,
y= y(t), primeramente en el intervalo de los o

T
alos — segundos.
2

Como la particula recorre la mitad del circulo en

T
segundos, al transcurrir el tiempo de los 0 a los -
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segundos, la particula recorrerd la cuarta parte del
circulo correspondiente al primer cuadrante.

Sabemos entonces que, para el tiempo ¢ = o, la po-
siciér717 de la particula es (<, o), y para el tiempo
t = —, la posicién de la particula esta sefialada por

el punto (O, 1).
La ordenada Y esta creciendo desde el valor o al

. . ™
valor z en el intervalo de tiempo de los © alos —
segundos. =

Pero asegurar si esta ordenada crece cada vez
mas lento o cada vez mds rapido, exige que hagamos
cierta reflexion sobre el movimiento.

v Como la particula se mueve con rapidez constan-
te, eso significa que recorre longitudes iguales en
todo par de intervalos de tiempo iguales; y dado
que se estd moviendo sobre un circulo, podemos
decir que la particula recorre arcos iguales so-
bre el circulo en cualesquier par de intervalos de

tiempo iguales.
po 18 -

V' Si dividimos el intervalo de tiempo de o a -
segundos en cuatro subintervalos de tiempo igua-
les, estos tendrdn una longitud de g segundos
( g dividido entre +). Sabemos que a cada uno

de estos subintervalos de tiempo les deberd co-
rresponder un arco de circulo (recorrido por la
particula) de la misma longitud.

N
/e
m/e
/e
/e
X
Vi alos t=m/2

/a los €= =zm/g
/m los €= m/4

alos €= m/2

—

alos €=0

—




Observa los segmentos verticales en la tltima imagen. Podemos interpre-
tar que representan la cantidad que ha aumentado la ordenada 4 al pasar

la particula de una posicién a otra, sobre el circulo y correspondiendo a

. ) ) ) T T 32T T
los tiempos igualmente distanciados: o, —, —, — y —.
< 4+ < 2

Observando los segmentos verticales en la imagen notamos que éstos son
cada vez menores; luego, agregamos a nuestra informacién que gy estd
creciendo cada vez mds lentamente (pues lo que aumenta g es cada vez
menor). En consecuencia, la grifica de Yy (t) serd creciente y céncava
hacia abajo.

La situacién no es la misma cuando el recorrido de la particula continde

T
después de los > segundos.

Y
t= /2 \
t= 57/2
p— \
t= 2m/4
t= 7m/< _
t=1
\

El comportamiento de fj(t) en el intervalo de tiempo de los 5 se-

gundos a los 7 segundos muestra evidentemente un decrecimiento del
valor 7 al valor o.

Considerando una imagen semejante y observando los segmentos vertica-
les, podemos asegurar que ¢ va decreciendo cada vez mads rapidamente
(pues lo que disminuye 4 es cada vez mayor).

Integremos la informacién obtenida para construir una grafica para Y (t)
que contemple los aspectos cualitativos y cuantitativos con que contamos.

y (t) :creciente

concava hacta abajo (t)
Y J y (&) :decreciente v
1 toncava hacia ab&y’o
0 ™ T ¢
ylo)=o y(m)=o
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y(t)

La grafica anterior la podemos extender a través de un andlisis semejante,
pero correspondiente a los diferentes intervalos de tiempo. Por ejemplo de

2T
los 7 alos - segundos, la particula recorre la cuarta parte del circulo
=2

correspondiente al tercer cuadrante y de los alos 27 segundos,

la particula recorre la cuarta parte del circulo correspondiente al cuarto
cuadrante.

5T
Delos 27 alos — segundos, la particula vuelve a recorrer el arco del

circulo en el primer cuadrante... y asi sucesivamente.

De esta manera, tenemos asignada una posicién de la particula sobre el
circulo para cualquier valor positivo del tiempo y por tanto, un valor nu-
mérico de la ordenada y = y (t) correspondiente a ese tiempo.

El aspecto de la graficade y (t) escomo el siguiente:
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elrenlo de radio uno

am
- t
™ m oy s
2 2 2
Asi como hemos utilizado la variable de referencia
longltud del arco del circulo igual al tiempo ¢, podemos ahora referenciar las
= coordenadas de la posiciéon de la particula sobre el
medida en radiones circulo en términos del dngulo positivo 6 que se
el dnguto® mide a partir de la parte positiva del eje x, en el
sentido del movimiento de la particula (contrario a
las manecillas del reloj). Este dngulo se determina al
trazar el radio del circulo correspondiente a la posi-
X

cion de la particula.

Convenimos en medir los dngulos en radianes, esto
quiere decir que haremos corresponder la medida
de los dngulos con longitudes de arcos en el circulo
unitario. De un modo preciso, la medida en radianes
de un 4ngulo indica la longitud del arco del circulo
unitario que se determina con la abertura del angulo.
Observa la figura.



De este modo podemos identificar que:

¢ alos zco° le corresponden los 27 radianes, que es la longitud
del perimetro del circulo unitario, W
M

¢ alos z&0° corresponden 7 radianes, que es la mitad del perimetro
del circulo unitario,

T
® alos go° corresponden — radianes, que es un cuarto del perime-
del angulp centrgl

tro del circulo unitario, y
CHHVLO{ 6 = o
T . W
¢ en general... cada grado corresponde con radianes. : ) g
180 %
Por lo tanto, para convertir la medida de un angulo de grados a radianes, D
__——S=T7

basta multiplicar la cantidad de grados por el nimero .
180

La siguiente figura muestra la equivalencia de medidas en grados y radia-
nes para los dngulos més conocidos o utilizados; aquéllos que son multi-

plosde 2o y 45 grados.
-—

2 =

l\\

\«l!‘

m/2 radiones = 9o’
m/2 radianes = co”

27/3 radianes = 120 °
T/4 radianes = 45"

3T/4 radianes = 135 °
sm/e radianes = 150° /e radiones = 30"

o radianes = o°

T radianes = 180 °

117/ radianes =330 °

FT/e radianes =210 "

ST/4 radi = 225" , -
/4 ragianes F/4 radiones = 315

4T/3 radianes = 240 ° 5m/3 radianes = 300 °

3m/2 radianes = 270 °

tngulo de /2
radianes

Los 4dngulos en la figura corresponden a una “primera vuelta” sobre el

circulo, sin embargo puede pensarse en sucesivas vueltas e incluso en .
vueltas realizadas en el otro sentido. 3
Se toma el acuerdo que dngulos positivos corresponden con un dngulo
medido “en contra” de las manecillas del reloj, y que dngulos negati-
vos corresponden con un dngulo medido “a favor” de las manecillas del

- Angulo de
—/2 radianes

reloj.
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Relacionemos ahora la medida en radianes de los dngulos con el movi-
miento original de la particula sobre el circulo unitario. Sabemos que
la particula se mueve con rapidez constante e igual a z radidn/segundo,

puesto que recorre medio circulo, cuya longitud es 7, en exactamente 7
segundos.

Con esta informacién, podemos asegurar que la medida del tiempo, ¢
segundos, coincide numéricamente con la medida de la longitud del arco
que recorre la particula sobre el circulo unitario. De este modo, ¢ coincide
con la medida del dngulo central que se sobredetermina con ese mismo
arco; medida que hemos expresado en radianes.

Por lo tanto, la magnitud tiempo ¢ que antes utilizamos para visualizar
el instante en que la particula estd en cierta posicion con ciertas coor-
denadas, ahora la reinterpretamos como la magnitud que nos indica la
medida en radianes del dngulo central que se determina con la posicién
de la particula.

. T .
Tomemos por ejemplo, un valor de ¢ con © <t < — para ilustrar lo
que hemos dicho en una figura: =

poslala’n dela pmﬂcﬂa en

eltiempo t (x(t), y(t)

t re/z)resmta al tiem/bo, Yasuvez, es
la medida en radianes del dngulo
central, Yasuvez, es la lmﬂémd del
arto circular Subtendido.

-
N

(x®,4@)

Ahora bien, si trazamos el tridngulo rectangulo que
se determina con esa posicion, y recordamos nuestro
conocimiento de Trigonometria, podemos observar a
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%y ®
A ]

las coordenadas de la posicion de la particula, xy y,
como catetos en el tridngulo rectdngulo con dngulo
x (&) interno &



De este modo, asignamos a la magnitud 4 el valor que, por Trigonome-
tria, conocemos como el seno del dngulo t:
(lj(t) cateto opuesto

= - =Sen t
1 hngotenmsa

De este modo, la expresion

Y(t)=sen t

representa a la ordenada de la posicion de la particula correspondiente al
tiempo ¢, que a su vez representa el angulo medido en radianes.

Podemos generalizar la situacién del tridngulo en distintos valores del
tiempo, o sea, en distintos valores del dngulo & observa en la figura si-
guiente que el tridngulo que se determina siempre une el punto en el circu-
lo con el eje horizontal, de modo que los primeros =2 valores (en cuadrante
Iy II) son positivos (arriba del eje) y los segundos = valores (en cuadran-
te Il y IV) son negativos (abajo del eje horizontal).

™ ™ 2T =
O<t<— —<t<m7 T<t<— —<t<2om
2 2 2 2

Para utilizar las variables x y 4 en el establecimiento de estas nuevas
funciones, sustituimos x en las anteriores ¢ para representar la medida
en radianes del dngulo central en el circulo unitario, y dejemos la variable
Y pararepresentar el valor trigonométrico seno.

Con la asociacién de tridngulos rectdngulos en cada cuadrante, queda es-
tablecida de manera general la funcién

Y(x)=sen x
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para cualquier valor de x, atin y cuando sea mayor que 27, en una
segunda, tercera, cuarta vuelta... o incluso en el caso en que x sea ne-
gativo, mientras construyamos el tridngulo respectivo, Se¢# x estd bien
definido.

Consideremos un punto situado sobre el circulo unitario con centro (O, o).
La funcién trigonométrica

y=rx)=sen x

esta definida para todos los nimeros reales donde x es la longitud de arco medida sobre el circulo unitario
a partir del eje horizontal positivo; longitud que corresponde con la medida en radianes del angulo central que

subtiende el arco.

éonﬂimd de arco
/wmto “y
7 y’g horizontal
Sen X
[ e
pmﬁeccio’n del punto

Por su parte, el valor de y es el valor del seno trigonomeétrico del angulo x, calculado con el triangulo

rectangulo que se genera al proyectar el punto del circulo sobre el eje horizontal.

Observa que los valores de y se encuentran acotados en el intervalo [—1, 1] que es la imagen de la

funcién seno, trigonomeétrico.

La gréfica de esta funcion la generamos trasladando los catetos que re-
presentan sex x en el valor de la longitud x que ahora se representa
en el eje horizontal. Mostramos en las siguientes figuras, un momento
particular en cada cuadrante.

290 ° Unidad | La problemdtica




X
X
Sen X X
Sen X
X
Sen X
—_—
—_— X
X
X
X
X
—_ N
senx senx
X
Sen X ~
X
? N
Sen X
Tema 1.7

Sen X
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Visualizando la variaciéon de x en sucesivas vueltas, en sentido positivo
y también negativo la grafica de esta funcién queda establecida como se
muestra enseguida, y su dominio son todos los nimeros reales.

\7 g =SeEnX
s
-T2 2 X
_ —am _ T T
27 3 ™ e ) m 2

La problemdtica

Podemos reconocer en esta grafica la forma de la figura que obtuvimos
anteriormente de forma cualitativa y también la que la hoja de cdlculo nos
produjo en la solucién numérica de la situaciéon-problema 1.7.

Generando la funcién coseno. Utilizamos el mismo triangulo rectingu-
lo que se determina con el dngulo central ¢ para generar ahora la funcién
trigonomeétrica coseno.

1 y (&)

Para esto, lo que debemos observar ahora es el comportamiento de la abs-
cisa (coordenada x), que por conocimientos de Trigonometria sabemos:

x(t cateto adyacente
( )= - d =cos t
1 hipotenusa

Luego, establecemos la funcién trigonométrica coseno para la abscisa (la
coordenada x) de la posicidn de la particula sobre el circulo en el tiempo ¢

x(t)=cos t



Ademds, sabemos que t también representa la medida en radianes del
angulo central que se determina con la hipotenusa del tridngulo, que es
radio del circulo.

Para obtener la gréfica del coseno utilizaremos nuevamente las variables
xy Yy, donde x sustituye al tiempo t, y asuvez, y sustituye a x.

Trasladaremos ahora los catetos adyacentes generados con algunas po-
siciones de la particula, pero, por conveniencia, colocaremos el eje
horizontal (que ahora llamaremos x) en la posicion hacia abajo esto es,
lo colocaremos vertical, girdndolo go° a favor de las manecillas del reloj.
Observa las figuras y el tridngulo respectivo en cada cuadrante.

X
X X

N A A }
l g Y l Y l Y
% 2y’

oS X LoS X

LO0S X

i oS X
X

Si volvemos a colocar de modo tradicional los ejes, girando 9o grados en
contra de las manecillas del reloj, para dejar el eje x horizontal y apun-
tando a la derecha, obtenemos la grafica de la funcién coseno, por ahora
restringida a la primera vuelta de la particula sobre el circulo unitario.

g
Y =cosx

~_
N
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Permitiendo la variacién del dngulo a vueltas consecutivas e incluso al
giro para dngulos negativos, obtenemos la grafica siguiente:

|
W
3
|
3
|
3
S
3
W
3

Consideremos un punto situado sobre el circulo unitario con centro (0, 0).

La funcién trigonomeétrica

Y=Ff(x)=cos x
esta definida para todo x numero real, y sus valores y estan acotados en el intervalo [—1, 1].
longltud de arco

/z»mto

ﬁ'e horizontal

oS X

projeccio’n del punto

La variable x representa la medida en radianes del angulo central que es lo mismo que la
longitud de arco medida sobre el circulo unitario a partir del eje horizontal positivo.

El valor de y es el valor del coseno trigonométrico del angulo x, calculado con el triangulo que
se genera al proyectar el punto del circulo sobre el eje horizontal.
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Al observar las graficas de estas dos nuevas funciones y su surgimiento,
es notoria cierta relacion entre ellas donde podriamos hacer que coinci-
dieran con s6lo “mover” una y colocarla encima de la otra. Ese tipo de
movimiento de la grafica es lo que referimos como un “efecto gréafico”, lo
que estudiaremos en el siguiente apartado de este tema.

Antes de ello te sugerimos que observes la siguiente figura para recono-
cer visualmente algunas propiedades que surgen por la manera misma
en que estas nuevas funciones seno y coseno han sido definidas, estas
propiedades las puedes haber conocido anteriormente como identidades
trigonométricas.

sen x Las magwnlitioles
Cos X Yy Sen x
* ~ corvesponden con los catetos de wun tridngulo rectlngulo
R de hipotenusa wno.

Por el Teorevwa de Pitdgoras:

(sen x)2+(cos )()2 =4

i

00 X Ssenx+costx=1

La posicion sobre el clreulo cuando el dngulo x  cambia
a X+ 27 esla misma, pues equivale a haber dado una
vuelta completa al ctreulo.

Por tanto:

sen (x + 2)

R
JH

Sen(x+2m) =sSen x

*
+
N
3
/

cos(x+2m) =cos x

cos(x + 2r)

Por esta ltima propiedact se dice que las funciones semo | coseno son periddicas (con periodo de 27T).
e ahl sw utilidad como funciones apropladas para modelar magnitudes relacionnoas con fendmenos

oscilatorios.
La posicion corvespondiente al dngulo —x se obtiene al givay,
cen X a favor de Las manecillas del reloj, el mismo dngulo x.
. Por tanko, de La stimetria de la fLourn:
\x cos X sen(—x)=—-sen x
4 008 (=X) cos(—x)=cos x
sen(=X)
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fudle sepone &b 2
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cen X Sew
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Efectos graficos en las funciones seno y coseno.

Todas las expresiones del tipo:

4 Yy=Asen x Yy=Acosx

v gzsen%x 3=cosEx

v y=sen(x+c) y=cos(x+c)

AR

4 Yy=Ssen x+0o y=cos x+D

son expresiones que se obtienen de los modelos originales:

Yy=senx, Yy=cosx

a los cuales se les ha agregado algin valor constante, representado por los
pardmetros A, B, ¢ o D. Cadauno de estos pardmetros sefiala una ope-
racién aritmética que deberd realizarse, ya sea al dngulo x, o al valor tri-
gonométrico representado con seno o coseno. Por ejemplo, el pardmetro
D indica la suma de ese nimero al valor trigonométrico seno; en cambio,
el pardmetro ¢ indica la suma de ese nimero al dngulo x para inmedia-
tamente después, calcular el valor trigonométrico seno. A su vez, el pa-
rdmetro A indica el producto de ese nimero por el valor trigonométrico
seno; en cambio, el pardmetro & indica el producto de ese nimero por el
angulo x antes de proceder a calcular el valor trigonométrico seno.

En este apartado, nos concentraremos en identificar y diferenciar cada
uno de los efectos graficos que se determinan por los distintos pardmetros
A, B, C y D en las expresiones originales Y = sen x, Yy=cosx.
Lo haremos utilizando un recurso tecnoldgico para graficacién que nos
permitird interactuar con representaciones graficas y algebraicas.

Situacion Problema Adicional.

En la figura siguiente estan las gréficas de diferentes funciones trigonomé-
tricas que realizamos con ayuda de un software de graficacion al teclear
sus representaciones algebraicas. Hemos agregado a cada gréfica un cir-
culo que las sefiala y en el que deberéds colocar el nimero que corresponde
con la funcién expresada en la siguiente lista.

La problemdtica




1) Yy=csenx

VARES VRN Senx
12 Yy=cenxt2 5 g=gsewx= >

(/3\1 (lj:——+58V\,)( (/6\1 gZSfZVLQX

TN 7N 1 X
(\4!./1 gZQSGVLX (\’Z/l g:sew 5}( :SGV\IE

Consideremos conjuntamente a las funciones trigonométricas sefialadas
como 1, 2y 3:

<lj=$6VLX

(tj=SéVLX+2,

1 1
y=-——tsenx=senx—-—
2 2

La primera de ellas es la grifica de y = sen x. Por otra parte, las dos

funciones restantes se diferencian de ésta porque se estd “sumando” una
constante a su expresion. Decimos “sumando” porque es conveniente en-
globar los dos casos en uno:

gzsew)(+:2

ala ﬂma’o’n seno ..selesuma 2

basica...

ala ﬂmaéo’n seno
basica...

Percibiéndolo de esta manera, podemos intuir cémo serd la grafica de
y=senx +2
pues a los valores originales () que fueron calculados con la formula

sewn x, ahora les estamos sumando 2 unidades. El efecto grafico que

Tema 1.7

oma NoTAl

W
W
W

B canmdip, of caso
sen(x+2)
es clayp.

1
..Selesuma ——
2
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causa esa suma es que los puntos de la grafica original se ven afectados
en el valor de su ordenada y, la cual se “desplaza” hacia arriba 2 uni-
dades.

Andlogamente, al considerar

1
=SeEnx——
g 2

el efecto en las ordenadas de cada punto es que éstas se veran desplazadas
1
en = unidad, pero ahora el desplazamiento es hacia abajo.

Reconocemos entonces las graficas de estas funciones en la figura, donde
el desplazamiento vertical de la grafica seno bdsica ejemplifica un tipo
de transformacién “rigida” de la curva, donde ésta no sufre deformacién
alguna, sino que sélo se desplaza a modo de hacer una “copia” y “pe-
garla” en otra altura manteniendo las mismas posiciones de la abscisa x
siempre. Es como un “arrastrar” la curva verticalmente hasta alcanzar la
nueva altura.

= Sen x g:smz‘(+2

Consideremos ahora conjuntamente a las funciones trigonométricas sefia-
ladas como z, + y =.

(lj=SéVL)<

(Ij=256VLK

1 Senx
=—Senx=—
(lj 2 2

La dos tltimas de estas funciones se diferencian de la primera (la bésica),
porque se estd multiplicando por un niimero positivo el valor original de
sen x. Decimos “multiplicando” para englobar los dos casos en uno:



a la funcion ala ﬁ%@wn
Seno bésica... Seno basica...

"
g=:2$6wx g=—semx
2

o ba multiplicamos la mutiplimmos
POV‘ 2

POV‘ .
2

Percibiéndolo de esta manera, podemos interpretar cudl serd la grafica de
estas dos funciones partiendo de la gréfica original Yy = sen x.

Comencemos con la funcién

yZZZSéVLX

donde el efecto de multiplicar los valores originales de y por 2, novaa
ocasionar un movimiento “rigido” en esas ordenadas, como el que hemos
visto en el caso de sumar la constante.

En el caso que estamos analizando ahora observamos que, por ejemplo,
no resulta lo mismo cuando se multiplica 2 por el nimero o (el produc-
to esigual a ©), que cuando se multiplica = por otro nimero, no cero,

1
digamos e (el producto es igual a 7).

Analizando diferentes casos, podriamos decir que, cada valor de 4 origi-
nal que estaba a la “altura” o, el efecto de multiplicarle por 2 vuelve a
dejarle en esa misma altura, o.

Por otra parte, cada valor de g original, que estaba a la altura 7, conla
multiplicacién por =2, se modifica a la altura =.

A su vez, los valores Y originales con altura -z, se modifican a la nueva
altura -=.

El resto de los puntos van a ocupar un lugar justo a la altura “doble” de
la que ocupaban antes.

Andlogamente, en la funcién

1
=—Séenx
J 2

las  modificaciones producidas en los valores originales de
1
Y =senx reflejan la multiplicacion por S o divisién entre =:

los puntos de ordenada o© quedan en su mismo lugar, los valores
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Y que originalmente tiene altura 2z habrd que bajarlos a la altura

1 1
PR los de altura original -z, habrd que subirlos a la altura — e

Finalmente, el resto de los puntos, habrd que moverlos a la altura que sea
justo “la mitad” de su altura original.

Podemos reconocer entonces las graficas de estas funciones en la figura

siguiente, donde la multiplicacién por =2 produce una especie de “alar-
1
gamiento” en la grafica, mientras que la multiplicacién por . produce

al contrario un “acortamiento’ en sus valores Y- todo esto manteniendo
los puntos de la grifica Yy = sexn x sobre el eje horizontal fijos durante
la transformacion.

4

“l o
3

=T

wl\;lk

4T

w|g
W
3
N

Consideremos finalmente, en forma conjunta, a las graficas de las funcio-
nes trigonométricas sefialadas con 7, ¢ y 7.

gzgﬁl/LX
g:S€VLZZK
1 X
H=SEVL(_K):S6V\,—
2 2

En la expresion Y = S¢xn 22X se estd haciendo de nuevo una multipli-
cacioén, pero ahora ésta se realiza sobre el dngulo x medido en radianes.
Para identificar el efecto grafico de esta multiplicacién, pensemos lo si-
guiente:

Al angulo x se le va a asociar el valor de la ordenada y que la funcion
original asigna, no a x, sino al dngulo “doble de x”, (dngulo 2x). De
este modo, podriamos pensar que el comportamiento de Yy = sen x
“mas lejano” (en 2x) lo estamos “acercando” (en x), de tal manera que
las ondas de la grafica original se estan “contrayendo” al acercarse.



Esta forma de pensarlo, nos permite conjeturar que,
por su parte, la grifica de

1 X
(lj=$6VL — X |=Sen—

2 2

sufrird una “expansion”, porque el valor de la orde-
nada y asignadaa x serd el valor y que la funcién
original “apenas” alcanzaba en un dngulo anterior,
precisamente en el dngulo a la “mitad de x” o sea,

enel dngulo —.
2

Es ttil calcular qué tan largo hay que considerar un
intervalo en el eje x para que la grafica complete un
ciclo (aquél que se repetird sucesivamente); para eso,
notemos que en la grafica original  y = sen x, la
ordenada y toma todos sus valores posibles (entre
2y -1), cuando la abscisa x recorre sus valores
entre © y 2.

Para que la nueva grificade Y = S¢/ 2X recorra
todos sus valores en y que complete su ciclo, nece-
sitarfamos que el dngulo 2x también tome todos los
valores ente © y 2.

Esto es, requerimos que:
O0<2x< 2T
y dividiendo entre dos:
O xS
Efectivamente, como lo habfamos intuido, se produ-
ce una contraccion en Y= sen x, para graficar
Y = senz2x, pues observamos que basta con que

x recorra valores desde o hasta 7 radianes, para
que su grafica haya realizado lo que la gréfica origi-

nal, Yy=senx, realiza de los © hasta los 2
radianes.

Por su parte, para que la grafica de
1

=Séen—X
g 2

recorra todos los valores en  que la grafica original
Y = sen x recorre cuando el dngulo x varia de o

a 27 radianes, necesitaremos que el nuevo dngulo,
X .
i tome esos valores. Esto se expresa matematica-

mente como:

2T

o

IN
0 | x

IN

y multiplicado por dos:
O x <4

Entonces, la gréfica

1
=Séen—X
5 2

realizara, desde los o hasta los <7 radianes, lo
que la funcion original Yy = sen x realiza mas
pronto, de los © alos zw radianes. El efecto gréfi-
co, como lo intuimos antes, es una expansion en la
grafica original.

Reconocemos ahora las graficas de estas funciones
y su relacién con la grafica original en la siguiente
figura donde las palabras contraccidon y expansion
dejan la sensacién de “aplastar” la curva desde sus
extremos o bien “alargarla” como jaldandola de sus
extremos.

SE}
3
8]
18
IN]
el
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GENERALIZACION

Los parametros en las funciones senoidales y cosenoidales

En este apartado identificaremos los efectos gréificos ocasionados por los
pardmetros A, B, C y D en expresiones como:

Y=Acosx y=senbx yYy=cos(x+C) y=cenx+p

Desarrollaremos la habilidad para reconocer el efecto grafico ocasionado
sobre los modelos basicos:

Yy=senx, y=rcosx

al ser éstos afectados por una “combinacién” de efectos, representados
mediante las expresiones:

y=Asene(x+c)+op
y=Acoske(x+c)+p

y nombrados como modelos u ondas senoidales y cosenoidales.

Analicemos primeramente las expresiones:
Yy=Asenx, y=~Acosx

en las cuales, algebraicamente, se ha hecho un cambio con respecto a los va-
lores originalesde se¢xn x o ¢o0S Xx. Este cambio algebraico consiste en
que, a dichos valores, se les multiplica por el nimero seiialado como A.

Esta operacién de multiplicar a la expresion completa “altera” la gréfica,
en el sentido como lo expresamos enseguida:

* aquellosvaloresde Y originalesrepresentadospor S¢xn X0 ¢0s X,
y que valen o, al multiplicarse por A seguirdn manteniéndose
iguales a o. Por tanto, la nueva gréfica se encontrard, por decirlo
de algtiin modo, “anclada” en el eje x tal y como lo estaba la grafica
original. Esto es, ambos tienen los mismos cortes con el eje x.

¢ aquellos valores de Y que originalmente valen z, al multiplicarse
por A (con A # 1), modificardn su valor, ahora valen 4, de modo
que su altura (ordenada ¢) cambia en la nueva grafica, dependien-
do del valor particular del parametro 4. Cada valor 4y tomado en
cierto x, cambiard al valor proporcional A4y en ese mismo x.

En conclusion, este efecto de multiplicar por A provoca que la grifica
original sufra cierto cambio en su aspecto al ser transformada en

ngseVu( 0 5=Acosx.

Para las ondas senoidales y cosenoidales se conoce como un cambio de
amplitud al resultado de dicho efecto que provoca que la imagen de la
nueva funcién ya no sea el intervalo [—1, 1] original sino [— A, A],

y para ilustrarlo, vamos a restringirnos primeramente a que el nimero 4
sea positivo.



Resulta relativamente sencillo diferenciar el caso en que el pardmetro A
sea menor que 1 del caso en que sea mayor que 1. En efecto, los valores
originales de y representados por Sexn x 0 cos X, son valores que
se encuentran entre -1 y 1, independientemente del angulo x conside-
rado. Luego, si a estos valores los multiplicamos por, digamos, A = =,
entonces los nuevos valores de y se encontrardn entre -3 y 3. Sien cam-

bio, multiplicamos por A = —, entonces los nuevos valores de 4 se en-
1 1

contrardnentre —— y .
2 2

Tlustremos lo dicho con la funcién = s ¢ x; veamos grificamente el

1
aspectode y=zsenx yde y=—senx.
3

el /bamémetm
A > 1 aumenta
en la &mellmd

g =38enx
g = Sen x
—4 s TET S —am = _ 7 g * T - om 5w =T s 4ar
2 = = -z = El 2 =

=% _Fmw —=m o = = e i oyt B =1 S 2
= - 2 =z = = 2 =
1 el par&imetm
= — Sen
g 2% O<A<Z1
reduce la amplitud

El efecto del paréametro positivo A en las expresiones
Y=Asenx o Y= Acosx

provoca un cambio en la amplitud de estas graficas de tal manera que la amplitud original, de
valor z, aumenta o se reduce al valor A en las nuevas graficas, dependiendo esto de si el
nimero 4 es un numero mayor que z 0 es un nimero menor que 7, respectivamente.

Por otra parte, el caso de tener un nimero A negativo, vale la pena es-
tudiarlo en forma aislada cuando A = —1 . Es decir, identificaremos el
efecto grafico asociado a las expresiones:

(lj:—SéﬂX O g:—CDSK
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en relacidn con el aspecto original respectivo de

(lj=S£//L)< O <lj=OOS)<

El cambio algebraico es claro; simplemente estamos “cambiando el sig-
no” a los valores originales de 4 de tal modo que, los valores positivos
de y se vuelven negativos, y los valores negativos de y se vuelven
positivos.

De este modo, las nuevas graficas pueden visualizarse como una reflexion
de las gréficas originales sobre el eje horizontal, el eje x. Lo ilustramos

en la figura:
4w ZT im 5T om  ET g T 2N S SR S R R
2 2 2 2 2 2 2 2

w_ _ZT _ —zm _ 5T —am 3T —r - T # 2n on EL =i m P
3 2 ) Pl ] = > )
S SN S S RS Y m a AT ap 5T am T
5] 2 2 2 2 2 2 2
g = LoS X

Si combinamos el efecto de reflexion con el de cambio de amplitud, podemos agregar que, en

las expresiones

5=Asemx 0 5:Acosx

cuando A4 es menor que -7, las nuevas graficas experimentan una reflexion

y un aumento en su amplitud

ycuando 4 estaentre -z y o las nuevas graficas experimentan una reflexion

y una reduccion de su amplitud.
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Englobamos todas las posibilidades en la figura siguiente:

Y =Asenx
A>1 A=1 <a<
-7 o
o< A<z1
A< -1
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En general podemos concluir que las graficas
Yy=Asenx Y= Acosx

son graficas periédicas con periodo 27, lo que nos sefiala que se tiene un ciclo de ellas,
desde x =0 hasta x = 2,y con él basta para determinar su comportamiento repetitivo en
todo x e R.

Ademas estas graficas se encuentran “atrapadas” en una franja horizontal de espesor =24; la
franja que se determina con las rectas horizontales y= Ay y=-A.

En el lenguaje matematico se habla de funciones acotadas... las primeras que conocemos con esa propiedad
ademas de su peculiar periodicidad.

Analizaremos ahora las expresiones

Yy=sen®x, Yy=coskx

en donde, en esta ocasién, la multiplicacién por el pardmetro positivo re-
presentado por & se estd realizando al d&ngulo x (y no al valor del seno
o coseno de ese dngulo, como lo hicimos anteriormente).

Consideremos la expresion

y= Sen B

y notemos que, en primera instancia, su grafica no experimentar cambio
en su amplitud; seguird estando acotada en la franja horizontal determina-
da por las rectas horizontales y=-1y y=1.

Lo que si debera cambiar es el recorrido que debe hacer el angulo x para
que con ese recorrido se tenga un ciclo completo de la grafica de la fun-
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cion, después del cual la grafica se repite sucesivamente. En el lenguaje
matematico, estamos hablando del cambio en el periodo de la nueva gra-
fica.

Las graficas originales
Yy=senx 'y Yy=cosx

tienen un periodo de =7, pues con la variacion del dngulo x entre o
y =2, tenemos el “ciclo completo” de la grafica que se repetird sucesi-
vamente. Observa el “primer ciclo completo” de estas funciones que esta
repintado en la gréfica siguiente:

La problemdtica

g = 0SS 3X

—om . _3W -7 T T - m o s = zm 4
3 )

x>| W

Esta referencia nos permite indagar cudles deben ser los recorridos de las
nuevas graficas

(lj=56J/LE)< y (lj=CDSE~)<

para que tengamos el primer ciclo completo que permita identificar la
gréafica respectiva por repeticion.

Consideremos simultdneamente las graficas

1
=Sen 32X =Sen—X
Y y=sen’

para reconocer y relacionar el comportamiento de estas funciones con el
valor del pardmetro positivo ®&.

Para obtener un ciclo completo de cada una de estas graficas, necesitamos
condicionar al nuevo dngulo para que realice el recorrido original, desde
o hasta =, que es el recorrido que el dngulo original x requiere hacer
para producir su ciclo completo. Analicemos por separado primeramente
la funciéon Yy = sen =,

Paraque 4 = sen=x construya su ciclo, necesitamos que
0<z3x< 2T

Luego, despejando los valores de x tendremos



2T
0< x < —

32

lo cual indica que es suficiente que el dngulo x haga un recorrido menor

para completar un ciclo. Repitiendo sucesivamente el ciclo formado desde

2T
o hasta — completamos su gréfica:

0
3
¥
3
“ig
"
o
3
“
i
3

o
o]

—om a7

Podemos observar en la nueva funcién una reduccion del periodo de la
2

funcién original, de ser 27 pasa a ser

Una alternativa conveniente para reconocer este nuevo periodo es ob-
servando las veces en que la nueva grafica pasa por el eje x. De hecho,
conocer sus intersecciones con el eje x es una gran ayuda en el trazado
de la nueva grafica.

Para conocer dichas intersecciones igualamos g al valor o, y resolve-
mos la ecuacion:

Senzx=0

Notards que para “despejar” x de la ecuacion ya no se trata del simple
juego aritmético de “pasar nimeros al otro lado del signo de igualdad”.
Afortunadamente, podemos resolver esta ecuacién de un modo visual, con
solo recordar la construccion de la gréfica de la funcion Yy = Seéen x:

aq%l

, Sen x = o \7

R{%L 4
Sen x = o

r 4

4T
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Si en esa grafica ubicamos los puntos de ella que estdn sobre el eje x,

M podemos concluir que:
, | P /x:o,w/zw,sﬂ,...

SENX =0 cuando

= -, -2, -3, ...

En otras palabras, la ecuacién trigonométrica, se¢xn x = 0 tiene una in-
finidad de soluciones, y todas ellas podemos representarlas en la forma

x =wnm, donde » representa a cualquier niimero entero.

Para saber en qué puntos pasa por el eje x la grificade y=senzx

debemos resolver la ecuacion:

[Toma noTal
Senzx =0
W Sabemos que para que el valor del seno sea o, el dngulo 3x debe tomar

W los valores:
SCrLOLAtpE:
W 3X = O, 29, 3T, . ..
—_— T s
—
T 3X = -T, 2T, -3T, ...
——
Basta con que tomemos algunos de estos valores consecutivos para que

podamos despejar valores sucesivos de x en los cuales senzx =0,y
por tanto, valores sucesivos donde la grafica de

5=56VL3X

pasa por el eje x.
En efecto, tomemos los tres valores siguientes:

si  =zx = 0, despejando obtenemos X =0
. . 77-
si 2x = m, despejando obtenemos X = .

2T

X =

3

si  =2x = 2w, despejando obtenemos

Si regresamos a la gréfica que trazamos previamente para Yy = sen 2x
y ubicamos estos tres valores de x, podemos darnos cuenta de que cuan-

2
do el d&ngulo x hace el recorridode o a o se obtuvieron los 3 puntos

sobre el eje x que determinan el primer ciclo:
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Considerando ahora la funcién

1
=S8en—X
3 32

sabemos que para que esta grafica construya su primer ciclo se requiere

!

que

1 )
0 —x<2T W
= T —Peque

w
o< x < oT

lo cual indica que el dngulo x deberd hacer un recorrido mayor para ‘w‘- A‘
completar el primer ciclo que se repetird sucesivamente para completar W
la gréfica. -

Tenemos entonces el caso de un aumento del periodo de la funcién ori-
3

ginal, de ser 27 aser <7 en esta nueva grifica.  _-
W

Si indagamos los valores de x donde la nueva grafica pasa por el eje x, ”
. . . .y ‘ 4%
podremos completar en forma sencilla su dibujo. Utilizando nuestra ecua- W
cién trigonométrica para sexn x = 0 podemos asegurar que w
ISy

luego, despejando los valores de x tendremos:

1 1
Sen—X=0 cuando — X =0, T, 2T, 2MT,. ..,

3

Con estos valores basta para despejar x en tres valores sucesivos, y asi
tenemos que: x =0, X =23T Y X = oT.

Esto nos asegura que desde x = o hasta x = cm se completa el ciclo de
la nueva gréifica, y sus intersecciones con el eje x se repetirdn en cada

recorrido de z7r.

5T

)
)

4T 5T
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El efecto del parametro ® > o en las ecuaciones
Y=sen®Bx 0 Y=cosBX
se interpreta en un aumento o reduccion del periodo de la grafica original respectiva
(lj = ST 0] (lj ="C 0 S X

El periodo original es de =w, y para que

se requiere que

lo cual nos determina el nuevo periodo de et

De esta ultima expresion, podemos decir que, cuando ® es mayor que z, el periodo se reduce;
y cuando ® es menor que z, el periodo aumenta en la nueva grafica.

Asociando el periodo con la letra 1, hemos encontrado una expresion que le relaciona con el

: 2w
parametro &, T I

Considerando que la frecuencia es un término que expresa la cantidad de ciclos por unidad de

ak
tiempo”, resulta que f = — Yy por lo tanto o o

o bien, ® = 27f.

Toca analizar el efecto que provoca en las funciones originales Y = sen x
y Y =cosx el reemplazo del dngulo x por la expresion x + C, ob-
teniendo

y=sen(x+c) y=cos(x+c)

Partiendo de la grifica de Yy = s¢x« x, podemos identificar primera-
mente que en el comportamiento de la nueva funcién Yy=sen (x+0)
se conserva la amplitud y el periodo de la funcién bésica.

Por otra parte, sabemos que
Sen X=0 en X=WT, nwel.
entonces,

sen(x+c)=0 en x+C=wnm, nelZ.

Por tanto, los cortes con el eje x de la nueva grafica se producen en los
valores de

X=nmT—C con nwe.
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En particular, el corte originalen x = 0 (cuando w = 0)de Yy = sen x
ahora se mueve a x = —C, lo que provoca una traslaciéon de la grifica
hacia la derecha en el caso de ¢ negativo, ¢ <o (yaque x=-C
seria positivo) o hacia la izquierda en el caso de ¢ positivo, ¢ >0 (ya
que x = —C seria negativo).

Ejemplifiquemos cuando la nueva funcion es

T
gzsen(%——) donde c=—z<o
4 4

. ™ .
entonces, haciendo Sen ( - z) = 0 obtenemos particularmente que
T T )
X = ” =0 yasi X= > En general, todo corte con el eje x de
T

Y= senx setraslada z a la derecha.
a

Imaginando esas acciones de “mover” graficamente esos cortes — ala
4

derecha, podemos observar un comportamiento comtn en el trazado de
todos los otros puntos de la nueva grafica:

De este modo, la grafica original experimenta una traslaciéon horizontal

hacia la derecha de T unidades.

4,
Andlogamente, si la nueva funcién es

T T
gzsen(x+—) donde ¢ =— >0,
4 4

T
entonces haciendo sen ( X+ —j = 0 obtenemos particularmente que
,4,

T T
X+ : =0 yasi X=— Z lo que nos dice que el corte x = o original
. . 7T
se traslada a la izquierdaen X = — Z

En general, todo corte con el eje x de Yy = sen x se traslada a la iz-
a

quierda, y llegaa X = — z

Tema 1.7

Parg e)qzrssw todos
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oS Valores <o esertbe

L= Re) T we g
Porque 2n+1 3 2n=7

epresenta g Lo WLeros Lnpaes
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Moviendo cada corte hacia la izquierda, toda la curva se traslada simulté-
neamente, obteniendo la nueva grafica:

4w _Zm T ew Tz w7 g = 7 o gm T zm T
157 2 azw  um 2 9w wp 2_5T  zw 2 W T 2 ozm =l om  ? 1w 1zw 2 isq
# 7 = B T 7 7 e 7 hm 2 s + T P 7
3 3
™
_ —— |2 = Senx
Yy = senx (X P Vi

A
L
W
3
H
=
3
o
3
[
3
|
W
3
A

Podemos identificar en la expresion

5(x1j
4

a
un efecto de traslacion horizontal hacia la izquierda de o unidades
realizado sobre la grafica basica Yy = sen x

Identificamos en forma general el efecto gréafico de traslacion horizontal.

Este efecto es consecuencia del cambio algebraico en la expresion original ocasionado
al introducir un parametro representado por ¢ que se suma al angulo x, dando lugar
a las expresiones:

y=sen(x+c) y=cos(x+c)

La traslacion es un efecto “rigido” que solo “arrastra” la curva sin cambiar su forma.

Puede darse hacia la derecha o hacia la izquierda, dependiendo de que ¢ sea negativo
0 positivo, respectivamente. Esta traslacion es conocida como el desfase de onda.

Observa que cuando c¢ es multiplo del periodo, la gréfica se desfasa pero queda
superpuesta en la original.

| Expresamos en forma global este comportamiento en la siguiente figura:

e=e Yy=sen(x+c
(Lzquierda)
a4 7?_77 —=T *5_77_ —2TT 77)_77 71 y ‘I_T m c < o =T U 4T
57 L gem w2 om - a2 T T 2 =7 | 1w | 13w 2 15w
A A T e R TR R T Ly (@ereeka) 5T ST AT

> =

NI

3! w 3
B L) L 21 = = o P et o S = - 47
dm T gsm w2 9w gp T bw o em 2w xR 3w om 3 Am o om T oam o ism 2 acw
z T * ~Z k2 4 4 F 7z Z Z 7z Z 4 1
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Aun nos resta identificar un dltimo efecto en la grifica de las funciones
originales Yy =séenx y Yy =cosx, unocon el que ya hemos tenido
contacto previamente en otros modelos matemdticos. Se trata del efecto
que se provoca en la grafica por la suma de una constante > ala expresion
completa de la funcidn.

Analizaremos ahora las expresiones generales

(zj=senx+]>, g=aosx+b

En el caso de que ™ sea un nimero positivo, podemos visualizar que se
estd sumando ese nimero al valor calculado y representado por S¢# X o
cos x. Encasode ser > un nimero negativo, al valor calculado Se¢#n x
0 cos x sele estd sumando un nimero negativo, o lo que es lo mismo,
se le estd restando un nimero positivo.

Visualmente, el efecto que esta suma/resta provoca se refleja en un des-
plazamiento de cada ordenada y hacia arriba/abajo, respectivamente, de
modo que, podemos imaginar que la curva original, sea Y = <sen x o

Y = cos x, experimenta una traslacion vertical, al ser modificada por

el pardmetro D.

El efecto del parametro » en las expresiones
gZSBVLX+D, gZCOSX-l‘D

provoca una traslacion vertical de » unidades hacia arriba si » > o 0 hacia abajo si
D 9.

Se trata de un efecto “rigido” en el sentido de que la curva no pierda su forma, solo se
“arrastra” verticalmente para llegar a una nueva altura.
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Ilustramos esto en las siguientes figuras:

g=cosx+z>,l>>o
=cosx+ = Y =osx

2
=Senx+ — 2
=

1
=SenxX- —
2

Sintesis y Aplicacién de efectos combinados.
Las expresiones:

Yy=Asen®(x+c)+p Yy=AcoskE(x+c)+D

representan una combinacién de los diferentes efectos graficos que hemos
analizado por separado. Nuestra intencion es interpretar cada uno de ellos
de modo que, en el proceso de secuenciarlos adecuadamente, podamos
obtener la grafica que corresponde a la expresion completa como un pro-
ducto final de dicho proceso.

En principio, resulta relativamente sencillo identificar lo siguiente:

Y=AsenB(x+C)+D

Y=Acose(x+C)+D

el pardmetro A provoca. / \ el pardmetro D

un cambio de amplitud... provoca una
Y aLaso... una reflexion translacion vertical
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Ambos efectos se aplican a la grafica “basica” seno o coseno, la cual a su
vez, se ha visto afectada por los otros dos pardmetros ® y C. Para ana-
lizar el efecto de estos tltimos pardmetros resulta importante visualizar
que la expresién ®(x + ) tiene el pardmetro & factorizado y que el
pardmetro C esta sumado a la variable x (y noa ®Bx).

Cuando la expresion cumple con esa factorizacion podemos identificar
lo siguiente:

y=cen[B(x+0)]

y=cos[B(x+c)]

el pardmetro B / \ el pardmetro C

provoca un Lambio provoca una
en el perlodo translacion horizontal

De esta manera, el aprendizaje de los efectos gréficos posibilita que accio-
nemos un proceso visual para graficar:

Yy=Asen®(x+c)+p

que manifiesta una combinacion de efectos.

Te proponemos una estrategia sistemadtica para realizar esa visualizacion
al considerar la secuencia de expresiones siguientes:

nieto =Senx grifien bdsica
g , . P 2T
Primero Yy=senkx combio en el periodo nuevo periodo .
L, . C > 0 lzgulerda
Segundo Yy=senr(x+c) traslacién horizontal 4

C < o derecha

A > 1 alavon

, , o0 < A <1 acortn
cambio en ampLLtud,

oy 1< A<O
Tercero Y=Asen®(x+c) Y acaso también, ,
Lot ol Glo s vefleja y acorta
gJex A< -1
vefleja y alarga
pp . D > 0 arvtba
cuarto Yy=Asen®(x+c)+p traslacion vertical ,
D < oabajo
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|  Podemos sintetizar la secuencia en la siguiente figura:

Primero: Sequndo:

SEnx SsenkBx sevﬂ;x%sevﬂé(x+0)

“cambio de perlodo” “traslacion horizontal”

Y= Asen®(x+C)+D

Tercero:
cuarto:

senilx+ce) Aazdne(x+e)

Bx+ B(x+c)+p
‘cambio de amplitud’, ‘reflexion’ e G ISl (el

“traslacion vertical”

En la siguiente seccion aplicaremos la estrategia de graficacién propuesta
con la secuencia anterior.

316 ° Unidad 1 La problemdtica




Problemas
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ProBLEMA 1.

La gréfica de -
sen (ZZX + )

puede visualizarse como el producto final de una secuencia de efectos graficos aplicados a la grafica base

Yy=senx.
Aplica la secuencia de combinaciéon de efectos que hemos propuesto para obtener su grafica.

Para realizar estos efectos, serd necesario reacomodar algebraicamente la expresion de la siguiente manera:

ar
s@w(2X+)
3

=

y=1+
1 w
PRPRE B (P9
= 2
1 w
5=—56w(2x+—)+1
2 2

1 T
g=—56w2(/(+—)+1
e

=

Primero Yy=senx

Partimos de la grdfica

Problemas complementarios ® 317
B ——




WA\?inwﬂwﬁww”wW_“_z
TR =11 - - o ” b
HEN LI ! I =
s L ﬁ ﬂ.w
& ,“T‘”J‘J“” - A A
ot o ” ” l . ,‘L\\IM_s
‘”W_B\T\”‘”“” \\\\\ \J“ ,‘\T\”‘”‘ﬂw\m
B b,
:urg\\,‘,\ o ” '
el Y o L
AEREE CERRE RN
. J
k| o ‘”m_”g‘ﬁ‘f”\f\ L\r‘”n_,z”
+ BIOE o ‘ L\”L‘,T”\”#.s
- A GAEEE R
N~ o ” , ,
o 0 o AR E
Co 1 1 1 X
M R ”/ h e,‘v‘”\\”#_s
Y] Vw“?”l#%l ‘Ij,_n_, !
f R R DS : ff”llu_g
P IR
D :m_ﬁ L R
' | i ,wr\,\\,.m,ww,
N N N
ERRERE ™ on
\”M,_S\T\,\”\\” . \\,\\”\\”\\”W__EJ
, ,\\,\,\J\\,\\ - Vo
M_Qg ” ”\,\\, - .”.J\\,\,\” ”WA_z
L EREREL
L O ‘,L\”“fﬁw]‘”
NI
S - !
. S B L
¥ 3 | |
S & S NN M
Sm & S X k| o W :
mm S D v ;
SE B .m o 3 .
e © S W S I = .
¥ S S T S ;
Lv) G = = 5 X S :
S S ke S
R ==



Quinto 1 ( .
Yy=—sen 2(}<+—) TF 4
2 2]

Trasladamos hacia arriba

una unidad

Los valores de y se

encuentran acotados entre Y

2 4 e ! N T T T
=Y S O O SO S

Con esta ultima expresion, secuenciamos el orden en los pardmetros:

PRoBLEMA 2.

Realiza de una manera compacta la aplicacion de la secuencia de efectos graficos que es necesaria para visualizar
la gréfica de:

m

g=—2—4cos(£——)
2 4

Primero reacomodemos algebraicamente la expresion:

X a X a
Y= —:2—4(;05(———) = —4005(———)—2
2 4 2 4
. 1 z . .
y factorizando el S en el dngulo para dejar x con coeficiente 1 tenemos que

toost(x-T)-2
=—4cos—|x—— |-
g 2 2

Problemas complementari

F—




De ahi, podemos anticipar su grdfica identificando el orden siguiente:

Segqundlo:
1 1( ﬂ-)
cos—Xx cos—| x-—
2 - 2 2
Primero: - -
1 traslacion de > derecha Quinto:
LoOSX—>C0S— X . ~ . _
: —4cos—|x——|—>—4cos—|x—-—|-2
2 2 2 >

el perlodo aumenta al doble )
traslacion de 2 hacio abﬁyo

N\ N
1 aa
Y= teos—| X—— | =24

TT 2 2

Cuarto: Tercero:
1( 77') 1( 77) 1( 77) 1( 77)
4co0s—|X—— |—>4c0s—| XxX—— cos—|x——|—>4cos—| x——
2 2 2 2 2 2 2 2

reflexidn respecto al ﬁ"f 2 la amplitud anmenta a +

Identificamos los efectos grdficos secuenciados en la siguiente figura realizada en un mismo sistema coordenado
y utilizando un software de graficacion.

. ,—,4‘3r, ,_ﬁ - 7773—7‘7— - ,,5‘
2 2
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Problemas
pROpUESTle ANIDAD— 1 NI %7

PRrosLEMA 1.

La funcion

Yy=-1+3zcos(zx-m)

se graficé en un software de graficaciéon habiendo seguido la secuencia que hemos propuesto.

En las lineas de abajo debes colocar una representacion algebraica que corresponda con el efecto que se

observa en la grafica correspondiente al niimero (con respecto a la grafica anterior), hasta culminar en la
funcién dada en este problema.
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PRroBLEMA 3.

Visualiza las representaciones algebraicas que fueron graficadas, en la siguiente figura hasta llegar a identificar la

que corresponde con la grafica 5.
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Relacion grafica entre funcion y derivada

La situacién problema 1.7 que hemos propuesto en este Tema nos ha
informado que la derivadade Yy = F(x)=senx es f(x)=cosx,

mientras que la derivada de esta dltima funcién es f' ’ (X) =—Senx,
Esta relacion entre ellas repercute en el comportamiento “andlogo” entre
ambas funciones. En la siguiente imagen hemos colocado en el mismo
sistema coordenado a la funcién Yy = £ (x) = sen x y su derivada

Yy =fx)=cosx

_ET -1 _m g ™ T 2 om 2w
2 2 2 2 2T 2
Y=senx

SN PRIN o],
TR O

Y= oS X

INIE]

Concentrémonos en el comportamiento de funcién y derivada en el ciclo
principalde x = 0 a x = 27 que hemos remarcado en la figura.

Visualmente podemos reconocer que cuando 4 = co<sx =0 setienen
los méaximos y minimos (relativos) de 4y = ¢~ x, tal como lo hemos
ya establecido en el Tema 1.4.

Por otra parte, podemos reconocer que en los madximos y minimos (relati-
vos)de 4 =cos x setienen puntos deinflexionpara Yy = sex X, tal
como lo hemos establecido también anteriormente en el Tema 1.5.

La siguiente figura la haremos funcionar a modo de un recordatorio vi-
sual de estos importantes hechos en la relacién grafica de funcién/deri-
vada.

max max p-inf max
1 /
-
. *
*
g + = — + X
e 7 . Ey
Pd 2 2
—17 WL WL




Esta imagen refleja el comportamiento “intimamente” relacionado que
mantiene ¥ (x) = sen x consuderivada £ (x)=cosx.

Ademads de la informacién sobre médximos, minimos y puntos de in-
flexion se puede observar cémo los valores numéricos de maximos
y minimos de la derivada se relacionan con la inclinacién de la curva
y=r=r (x) = sen x, en sus puntos de inflexion.

También en una “imagen” podemos reconocer los procesos algoritmi-
cos para derivar y antiderivar a las funciones trigonométricas seno y

oMUY EEY
T- F(x)=-cosx+cC F(x)=csenx+c |
N antiderivada antiderivada '-
L Fo=4tenx F(x)=cocx
B deriada derivada
Flxy=to3x fx)==senx

Por otra parte, la situacion problema complementaria nos llevé a estable-
cer los modelos senoidal y cosenoidal en una forma general afectada con
pardmetros que modifican la amplitud y periodo de estas gréficas, ademds
de provocar traslaciones horizontales (desfase) y verticales.

Las funciones senoidales y cosenoidales de la forma

f(x)=Asen®(x+C)+D F(x)=AcosB(x+C)+D

permiten modelar diferentes situaciones de variaciéon de magnitudes en
contextos reales donde la periodicidad es una caracteristica intrinseca del
significado que se asocia a la magnitud.

El propésito del presente apartado es dejar establecido el proceso algorit-
mico para derivar y antiderivar estos modelos trigonométricos cuando se
ven afectados por los parametros 4, ®, C, ». Atlny cuando por ahora
daremos una argumentacion visual conveniente, en la siguiente unidad
tendrés la oportunidad de reconocer que estamos utilizando un caso parti-
cular del resultado que en ese momento reconoceremos como Regla de la
Cadena para derivadas.

Por cuestiones de simplicidad en los argumentos, nos conviene considerar
primeramente al pardmetro .
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Es sencillo reconocer que si

F(x)=senx+D entonces F(x)=cosx,

pues la grifica de #(x) es sélo una traslacién vertical “rigida”... y la
derivada de la constante ™ es o. La familia de funciones representada
por f(x)=senx+ D comparten la misma derivada.

Flx)mcenix Dl S e —FAXI=C0EX;

f(X) =cosXtD  entonces f’(X) =—Sen X,

Por otra parte, si consideramos ahora a
F(x)=sen(x+0)

sabemos que el efecto es nuevamente una traslacion “rigida” horizontal,
sea a la derecha o a la izquierda.

Resulta relativamente natural recorrer la grafica del coseno también para
posicionarla justo de la forma en que se preserve la relacién original
(recordatorio visual) entre funcién seno y su derivada coseno. Observa la
figura enseguida.



Estamos  argumentando que al trasladar  horizontalmente
y=cen(x+c), latraslacionde 4y =cocx a Y =cos(x+c)
sigue manifestando la relacién funcién/derivada de modo que:

fix)=sen(x+C) entonees F(x)=cos(x+c)

F(x)=cos(x+C) entonees Fx)=-sen(x+c)

Para considerar el pardmetro A, debemos ahora observar lo que ocu-
rre grificamente con este pardmetro. Sabemos que modifica la amplitud.
Propongamos un valor para guiar nuestros argumentos, sea A =2, y
veamos con detalle simultdneamente

y=senx 'y y=2senx
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Observemos que la relacién entre el grafico nuevo ¢ (x)=2sen x y
el grifico original £ (x) =c<enx se mantienen en cuanto al maximo
y minimo, pues estos se siguen dando en los cortes con el eje horizontal
de la derivada, £ (x)=rcos x.

Sin embargo es notoria otra diferencia del comportamiento entre
f(X) =senX y f(x) =2sewn x, pues esta tltima, en su pun-
to de inflexiéon 7, muestra una “inclinacién mayor” a la que tiene
f(x)=csen x. Esto debe reflejarse en su funcion derivada nece-
sariamente, lo que nos lleva a concluir que no puede coincidir con
f(x)=cosx porque no preserva la relacién numérica (recordatorio
visual) que mantiene y = sewn x con g' =c0s X.

. , _ . .
Pero... jqué le faltaala  (X) =cos X para cumplir con esa relacién
numéricacon f(Xx)=2sen x?

Anteriormente hemos justificado un razonamiento relacionado con el
contexto real del movimiento en linea recta: un “multiplo de la velocidad”
corresponde con un correspondiente “multiplo de la posicién”.

Con esto en mente, es sugerente considerar que la derivada de

f(K)=258|/b)( sea f’(x):lZCOSX,

y con ello se mantiene la relacién visual de funcién y derivada entre estos
nuevos graficos, como se observa enseguida.

+ max

min

froooQoUERAUUUMLUNERY
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SE

=

f(x)=Asenx ontonces F(x)=Acosx

Fx)=Acosx  entonces  FX)=-Asenx




Vamos a considerar ahora lo que deba ocurrir al derivar la funcién
f (x) = sen B x. Consideramos un valor particular de 2 que nos guie
en la argumentacién, sea B = 2.

La grificade f(x)=cen2x comparadaconlade f(x)=senx
la mostramos enseguida.

La derivada de £ (x)=csen2x no puede seguir siendo la mis-
ma derivada de £ (x)=sen x porque los maximos y minimos de
f (x)=sen2x han aumentado en cantidad, por tanto, su deriva-
da debe cortar el eje horizontal mds veces de las que lo hace la funcién

f(x)=cosx.

Sefialemos en la grafica los puntos en el eje x donde la derivada de
f (x) = sen2x debe cruzar.

min min

Es evidente que la derivada de 1 (x)=cen2x debe contemplar el
mismo cambio de periodo... debe estar relacionada con la expresion
c0S2X... pero... jserd igual a ésta?...

Al menos los cruces con el eje x sefialan los valores maximos y minimo,
pero ciertamente, cualquier miultiplode cos2x (Acos2x) también
lo hace.

Observemos la relacion que mantienen las graficasde sewn2x y cos2x
en la siguiente figura.
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Se debe tener una percepcion visual reflexiva para notar que hay un deta-
1le que no corresponde con la relacién original de la funcién

F(x)=sen x ysuderivada £ (x)=cosx

(recordatorio visual), se trata del comportamiento particular de la incli-
nacién de la curva £ (x) =<sen2x en sus puntos de inflexién. En la
gréfica anterior no se percibe la relacién numeérica original que mantienen
las inclinaciones de los puntos de inflexion de f (x)=sewx conla
altura mdxima o minima *21 en su derivada.

Apoyéandonos en el desarrollo de la competencia de visualizacién desa-
rrollada hasta el momento, sugerimos considerar una modificacién en la
amplitud de la funcién ¢ o s 2 x parahacer corresponder sus valores méxi-
mo y minimo con la inclinacién de los puntos de inflexion en la grafica de
F(x)=cenzx.

En la figura enseguida proponemos

f(x)=2co0s2x

para satisfacer esta condicion y considerarle asi como la derivada de

f(x)=sen2x,




f(x)=sew2x entonces f’()()=20052)<

R e N7 e [ e TEY b e 2 AR Y R ol W) 1w P

En sintesis,

reuniendo los cuatro efectos graficos de los parametros 4, &, ¢, y », podemos establecer
que

si la funcién es

f(x)=Asen®(x+c)+D

entonces su derivada es

Filx)=ABcosE(Xx+C)

y si la funcion es

f(x)=Acos®(x+C)+D

entonces su derivada es

Flx)=-ABsen®(x+C)

Sabiendo derivar estos modelos sabemos antiderivarles también. Para pro-
poner la funcién antiderivada, conjeturemos cudl puede ser, y derivémosle
para de este modo verificar que la propuesta conjeturada sea la correcta.
Hacemos explicita la propuesta de antiderivadas enseguida, y reuniendo
ambos procesos algoritmicos en una sola “imagen”.
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F(x)= —gcosB(x+O)+Dx+E

f(x)=Asen®(x+c)+D

antiderivada <

derivada <f’(/<)= ABcoskB(x+C)

F(lx)=—cen®(x+C)+Dx+E
péem’wwéa< B
F(x)=AcosB(x+C)+D

antiderivada \ F(x)=—ABsen®B(x+¢)

ple el siguiente

iento numeérico para visualizar el comportamiento
=1, m = 1 Yy las condiciones iniciales x (0)=0
el caso de las ecuaciones:

y V(&) =-x(¢)




Conocemos la derivada de
f(x)=cen®x gue es f(x)=®Bcoskx

v la derivada de f(x)=cosex que es F(x)=-Bsen®x

Estas reglas nos permiten hacer conjeturas sobre cudles son las funciones

x(¢) y Vv (t) que satisfacen las ecuaciones

K@) =v(e) y vV(e)=-—x(t)

Por ejemplo, a modo de “ensayo y error”, podriamos proponer que la
solucion para X (t) del sistema de ecuaciones diferenciales sea

R
—sent,

x(t) = -

Partiendo de la conjetura hecha, debemos ver ahora que se cumplan las
ecuaciones diferenciales, pero veamos lo que pasa porque, como conjetu-

ra, estd sujeta a ser comprobada...
Por una parte, derivando la funcion x(t) propuesta encontramos la

funcion V(t).

x'(t)=%cost= v (t)

Tenemos entonces declarada la funcién v (t) en base a la conjetura

hecha como
v(t)= Ecost_
m

Si derivamos ahora a V (¥), deberiamos obtener lo que expresa la se-

gunda ecuacion diferencial arriba, a saber, que

v’(t)=—%x(t)

Veamos si esto es as... derivamos V (£):

kR
=——3sent

o0 0 qQUE Ao e
evidente apoydndoce e
ndicipg Y obsek\/aciomes.

notal
 [Toma NOTTZ
//
At
. ¢ .
W
validez ew Lo teovio.

v'(t)=%(—sewt)— -
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/ kR ke
(Pero..es V(£)=——cent=—-—x(¢)?
m m

R
La respuesta es no, porque la x(t) propuesta fue x(t)=—scent,
m

Con esta X(t) la ecuacién diferencial no se satisface, pues por un lado
tenemos

v(t) = —ﬁsewt

y por otro lado tenemos que

k R (k k™
——x(t)=——| —cent|=-——scent,

2% m \ %

que no es igual a v’ (t).

Esta forma de trabajar, conjeturando y comprobando, puede llevarte a
proponer diferentes funciones X (t) donde compruebes si la ecuacion

, ko
diferencial VvV (¢)=- " x(t)  se cumple o no.

Vale la pena que realices este tipo de proceso de pensamiento, muy propio
del “hacer Matemdticas”.

Probablemente después de intentarlo lo suficiente, llegards hasta obser-
var que si bien la primera conjetura que hicimos no fue la correcta, sin
embargo ella misma nos sugiere identificar a la funcion

X(t)=s€w\/§t

como la nueva propuesta que serd la acertada.

Comprobemos que realmente lo es:

si x(t)=sew\/% t entonces
oo (oZ )
z\/gaos\/gtzv(t)

A‘ Tenemos entonces declarada la funcion v (t) ademds de x (¢):

_ [Toma NIV
OM v(t):\/gcos\/gt

/‘F’W y calculamos ahora su derivada:

T ) e

w V()= |2 (_SM = tJ R
m

2 sen X m %5

/s@m%/

—— «— sen |J— t
m N e nm
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Hemos comprobado que con la funcion

X(t)=gew\/§t

si se cumplen las ecuaciones diferenciales del sistema masa resorte, a
kR

saber, X(t)=v(t) y VI(t)=-—x(t).
m

Con esto hemos encontrado la solucion general del sistema masa-resor-
te sin restricciones de friccion y con condiciones iniciales x(0) =0 vy
vio)=1.

Caso 2. Movimiento Armanico Simple (IVIAS)

El movimiento circular uniforme es el movimiento periédico que
describe una particula moviéndose con rapidez constante a lo largo
de una circunferencia.

La proyeccioén del movimiento circular uniforme sobre un didmetro
de la circunferencia es un movimiento (rectilineo) que también es
periddico y se conoce como movimiento arménico simple (MAS).

La importancia de este movimiento es clara por el gran nimero de
magnitudes en contextos reales que experimentan un cambio igual al
que experimenta la posicion de la particula en el movimiento armé-
nico simple, donde se produce un “ir y venir”’ de valores numéricos
acotados entre un minimo y un maximo valor.

Para generar lo que podemos llamar el movimiento arménico simple
“basico” consideremos un punto que se estd moviendo con rapidez
constante de 1 radidn/segundo a lo largo del circulo de radio 1 como
lo muestra la figura.

El punto lo comenzamos a observar a partir de la posiciéon 7 sobre el
circulo y se mueve en la direccion contraria a la de las manecillas del
reloj, llegando al punto 7 nuevamente en 27 segundos.

A medida que el punto se mueve sobre el circulo, pensemos en la
proyeccion de este punto sobre el diametro vertical @< e imagi-
nemos una particula sobre la recta vertical que contiene al didmetro.
Esta particula se estd moviendo de acuerdo a un movimiento armé-
nico simple basico.

AN

:Sabias quc?...

El #érmino analégico se refiere a
magnitudes que varian en forma
continua...en cambio, el término
digital alude a lo discreto...

El tiempo es una magnitud
continua, y tenemos de él una
representacién analégica en el
reloj con manecillas que giran
continuamente midiendo el paso
del tiempo. Pero también usamos
una representacién del tiempo
discreta, en lo relojes con pantalla
digital.

No se trata de una competencia
analégico/digital por la exactitud
pues, al final de cuentas, la
captura de informacién de la
realidad siempre estard sujeta a
limitaciones que llegan incluso a
los limites de nuestra percepcién
por medio de los sentidos.

Se trata més bien de un desarrollo
tecnolégico que permite
aprovechar la capacidad de
almacenamiento de informacién y
de realizacién de tareas con gran
rapidez y mayor precisién.

De este desarrollo disfrutamos
diariamente, basta voltear a
nuestro alrededor y observar,

por ejemplo, laptops, teléfonos,
reproductores de misica y demds
objetos con los que hemos
ganado nitidez en la percepcién
de nuestros sentidos de la vista, el
oido e incluso... el facto.

AT

ssssnsag

)
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onocido como la
da Y(¢) del punto

recta que experimenta la particula sobre el didmetro considera unidades de

La descripcion del movimiento de esta particu- lento hasta que se detiene nuevamente cuando

« Z » 7.
, ; .y
la “MAS bdsica”, versa asi 2T
t = — segundos en la posicion y=—1
2

“Comenzamos a ver la particula en (t = 0)

L o : . ro. E [ ia arri
en la posicion o y se dirigia hacia arriba cada metro. En ese instante vuelve hacia arriba cada

P vez mds rdpidoy a los t = 2m segundos pasa
vez mds lento hasta que se detiene a los t = - nuevamente por la posicion y = oy es cuan-
segundos en la posicion y =1 metro. do iba lo mds rdpido posible hacia arriba... con
la misma velocidad que llevaba justo cuando

Continiia su movimiento hacia abajo de una ma-
comenzamos a observarla.

nera cada vez mds rdpida de modo que al pasar

de nuevo por la posicion o iba lo mds rdpido De ahi en adelante, el movimiento se repite
posible hacia abajo. En ese instante, se tiene integramente tal como sucedid en el inicio de
que t = Yy la particula continia movién- esta descripcion.”

dose hacia abajo pero de modo cada vez mds
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particula
posicion y su
afectada por los

z

os efectos graficos

La primera caracteristica considera el radio del circulo sobre el cual
se da el movimiento circular uniforme asociado al movimiento armoni-
co simple. Se le llama la amplitud del movimiento armonico simple y
usaremos la letra 4 para denotarlo. El doble de la amplitud 24 es
Jjustamente la distancia entre las posiciones minima y mdxima que se al-
canzan en el movimiento.

La amplitud en el “MAS bdsico” es A = 1 'y si variamos el radio, di-
gamos para que la amplitud sea =, pero manteniendo el tiempo que
tarda en volver al origen igual a 21, tendremos una grdfica como la
siguiente.

Podemos identificar esta grdfica como Y(t) = Asent  donde el pa-
rdmetro A se relaciona con el radio del circulo del movimiento circular
que genero al movimiento armonico simple.
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Analicemos ahora la segunda caracteristica de este tipo de movimiento,
que trata sobre la rapidez constante con que se mueve el punto en el
circulo, la que determina cudl va a ser el tiempo minimo T en que el mo-
vimiento se repite integramente. A dicho tiempo T se le llama el periodo
del movimiento arménico simple.

Llamemos v a la rapidez con la cual se mueve el punto sobre el circulo y
r al radio del mismo. Entonces, como T sefiala el tiempo en que el punto
ha dado una vuelta completa sobre el circulo, el producto vT calcula la
distancia recorrida por el punto en su “vuelta completa” por el circulo.
Por otra parte, esa “vuelta completa” es igual al perimetro del circulo,
de modo que:

2TTY

v

VT =27v y asi T =

Podemos reescribir esa ultima igualdad de un modo que parece ser méas
complicado, mas sin embargo, resulta conveniente:

_277

Escrito de ese modo, si llamamos al denominador ® = —
r

2T

el periodo quedard expresado como T =

Asi tenemos relacionados periodo T 'y pardmetro ® para determinar
uno en base al otro mediante esta relacion inversamente proporcional que
mantienen.

Reconozcamos la utilidad de esta iiltima expresion en el andlisis de la si-
tuacion en que el punto se mueve sobre el circulo de radio 1 con rapidez

constante y tarda segundos en llegar de P a r.

Observamos que el movimiento se repite integramente cada 7 segun-
dos, tiempo en que el punto da toda una vuelta al circulo. Si consideramos
dos vueltas al circulo se obtiene la grifica que se muestra enseguida.

ISIE]

INE



Podemos identificar que la grdfica que modela este
MAS es y=sen2t donde el pardmetro ® =2

provocd la reduccion del periodo original 2 en

1
Andlogamente, si consideramos Y =Sew ; t sa-
bemos que el periodo se amplia a 47 lo que ahora

podemos calcular como

2T 21T

T =—=—=477
B 1
2

Hasta este momento hemos analizado la funcion
Yy =Asen®t que modela la posicion de una par-

ticula en movimiento MAS con amplitud A corres-

21T
pondiente al radio del circulo y periodo T = =

correspondiendo con la rapidez que lleva el punto en
) roploez
el circulo. B8 = ———.
radio
Veamos ahora como se modifica el modelo senoi-
dal cuando consideramos que la posicion inicial del
punto en el circulo ya no sea el punto 7 en el eje

horizontal.

Veamos lo que sucede en la funcién por el hecho de
que el movimiento lo empecemos a describir cuando
el punto que estd girando sobre el circulo con rapidez
constante se encuentra en algin lugar intermedio del
circulo.

Consideremos la situacion en que el circulo tiene ra-
dio 2 y comenzamos a observar el movimiento de la
particula en el didmetro a partir del punto € que se

muestra en la figura. El punto en el circulo se mueve
en la direccion contraria a las manecillas del reloj y

tarda segundos en llegar de € a # ;Cudl es

la funcion de posicion de la proyeccion de este punto
sobre el didmetro vertical @s?

Si hubiésemos empezado a observar este movimiento
en el instante cuando el punto sobre el circulo estuvo
justo en la posicion 7, su funcion hubiera sido

g=56vﬂét

donde A =2 por ser la amplitud del movimien-
to,y T = es el periodo del movimiento, luego
2

T

El modelo seria en este caso

y(t)=2cenot

Del cual podemos tener una imagen clara sefialando
el periodo y la amplitud.

v

S

Pero como el movimiento del punto en el circulo, y

por tanto, de la particula en el didmetro, lo observa-

T
mos a partir del punto que € se localiza a z se-

gundos después de t = o0 podemos ver que la curva
que hemos trazado se comenzard a considerar a par-

tir de cierta altura... jcudl?... justo a la mitad entre
T T
t=0y t=— portanto,en t=—.
Yy 2 P o
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Ahi es donde debemos “iniciar” la grdfica.

NER
0y
3

Recordando los efectos grdficos, vemos que se trata de una traslacion

a
hacia la izquierda de < unidades, de modo que la funcion es

T
g=2£6w2(t+—j‘
g

Hemos relacionado el pardmetro C en la expresion

Yy(E)=Acen®e(t+c)

con la posicion inicial del movimiento en consideracion.

Procedemos por uiltimo a considerar el cambio en el sistema de coorde-
nadas de la recta donde se da el movimiento.

Apoyamos nuestro razonamiento
en la situacion en que el punto se
estard moviendo con rapidez cons-
tante a lo largo del circulo de radio
2, ytarda w segundos en llegar
de P a R, la diferencia ahora es
que el centro del circulo se ha reco-
rrido al punto (o,z) ;cudl seria
una funcion de posicion de este mo-
vimiento?

Con esta informacion realizamos la
grdfica de la funcion de posicion de




la proyeccion en la siguiente figura con los datos de amplitud A =2y
periodo T =2, luego B =1.

X
&
s v =m 2ar
@ 2 2
5
4
=
2
s T 7 =m 2ar
2 2
-------- > t

Al observar esta grdfica podemos identificar el efecto de una traslacion
vertical hacia arriba de 3 unidades, lo que nos lleva a expresar la fun-
cion

y(t)=2cent+:=

como el modelo senoidal para el movimiento MAS en cuestion.

El efecto del iiltimo pardmetro D lo hemos relacionado con la traslacion
vertical del grdfico que se construye previamente con la parte de la fun-
cion dada por

Asene(t+c),

y esto en respuesta a la ubicacion del origen del sistema de coordenadas

cuando el movimiento arménico simple se realiza en el didmetro de un
circulo cuyo centro no se encuentra al mismo nivel del eje horizontal del
tiempo.
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En resumen podemos establecer que la funcion de posicion de cualquier movimiento
armonico simple tiene la forma del modelo senoidal

Y(&) = Asen®B(t+C)+D
donde:
¢ 4 Indica la amplitud o radio del circulo.
2T > P ! 1
*B= = 4 siendo T el periodo del movimiento, cuando se completa un ciclo del grafico

¢ ¢ indica el desfasamiento o traslacion horizontal respecto de la grafica de

Yy(E)=Asen®t+Dp

¢ indica la ordenada del centro del circulo o traslacion vertical respecto de la grafica de

Yy(t)=Asen®(t+0)

/

AN

:Sabias quc?...

Hay dos maneras de modular una onda portadora de sefiales eléctricas: modulacién de
amplitud y modulacién de frecuencias.

Como sus nombres lo indican, la primera incide sobre los niveles (superior e inferior) en que
la onda se encuentra contenida, mientras que la segunda, incide sobre el nimero de ciclos
por unidad de tiempo, o con el periodo que la onda posee.

Las sefales de Amplitud Modulada (AM) estén més expuestas a interferencias eléctricas,
las que producen ese ruido que reconocemos como estdtica cuando vamos escuchando el
noticiero en el coche y pasamos debajo de un tendido eléctrico de alta potencia.

Fue precisamente la bisqueda de mayor fidelidad de transmisién lo que motivé a modular
la frecuencia en vez de la amplitud.

Pero si la Frecuencia Modulada (FM) supera en calidad a la Amplitud Modulada, en cuanto a la cobertura sucede al
contrario pues el alcance de la sefial en FM es menor que en AM.

Los radios que transmiten en FM trabajan longitudes pequefias desplazéndose por el espacio en linea recta, y como no
tienen donde “rebotar” se atendan rdpido y recorren distancias no muy grandes, En cambio en AM las longitudes de
onda son largas y las frecuencias bajas, y por su gran amplitud pueden “saltar” los edificios e incluso hasta “rebotar” en
la ionosfera y continuar su desplazamiento.

Por ofra parte, en cuestién de costos, es mds econémico el equipo e instalacién para FM que para AM, pero con eso
aparece otra variable en escena, pues esto provoca la saturacién del espectro de FM y se tienen que buscar opciones
de AM. Eso ademds de agregar las condiciones que el pais o ciudad tengan establecidas para los diferentes tipos de
emisoras.

Como en todo evento en la vida...las variables por considerar para tomar alguna decisién, a veces pueden llevarnos a
cambiar completamente nuestra expectativa inicial.

)

34
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:Sabias cluc?...

El sonido es todo aquello que percibe nuestro oido... pero lo que ocurre fisicamente es FiLta Fitm
que existe una fuente de vibracién mecdnica que provoca variaciones en la presién del ssssgsass
aire (o de un medio eldstico), y esa perturbacién se propaga hasta llegar y producir una Foos X7, %
vibracién similar en nuestro timpano.

Un sonido audible es el que percibimos porque se encuentra en un rango entre 20
vibraciones por segundo hasta 20,000 vibraciones por segundo.

Es entendible que ante este tipo de fenémeno natural, el modelo senoidal ofrezca un modo
cientifico de estudiarle... aunque una onda senoidal pura represente un sonido artificial.
Se dice tono puro al tono con una forma de onda senoidal. Un diapasén que vibra 440
veces por segundo crea un tono que tiene una frecuencia de 440 Hertz, lo que significa
simplemente “ciclos por segundo”.

La nota musical A 440 se ha estandarizado como la frecuencia correspondiente a un tono de afinacién esténdar; el tono
LA en la escala musical...y su representacién matemdtica suena asi:

“
sssnnnag

Y = sen[2m* 4404

AN

Caso 3. Ondas de sonido y Superposicion en Acustica

)

La Musica se hace con sonido, y el sonido con la repeticion de ondas de sonido. La Matemadtica representa estas
ondas con el modelo senoidal de tal modo que el tono musical se hace corresponder con una cierta frecuencia...
que es el reciproco del periodo. La relacion entre Misica y Matematicas estd presente desde la relacion entre las
notas musicales y la frecuencia que caracteriza matematicamente a esas notas. Duplicar la frecuencia produce una
nota una octava mas alta, e inversamente, dividir entre = la frecuencia crea una nota una octava mas baja.

Una misma nota tocada con una flauta y con un violin suena diferente, esta diferencia se distingue musicalmente
por la armonia, que matematicamente, trata de ondas senoidales con frecuencias proporcionales y con amplitudes
inversamente proporcionales. Al tocar con la flauta la nota 4440 hz no sélo se produce ese tono sino ademds
tonos que son armonicos, es decir, no sélo se escucha el tono de 440 hz, sino también el tono s£o hz con la
mitad del volumen, y el tono 7320 hz a un tercio del volumen... y asf hasta el limite de audicidn.

La superposicion de ondas trata de la suma algebraica de ondas senoidales para componer un movimiento musical
complejo. Resulta importante la descomposicion de todo movimiento complejo en una superposicion de distintas
proporciones de movimientos armoénicos. Cuando alguien canta desafinado, es que estd creando armonias para
notas que no existen...pero matematicamente no tendremos este problema al presentarte la siguiente combinacion
de curvas que resultan de la superposicion de ondas senoidales y que sin duda han de representar un movimiento
“complejo’:

Utiliza un software de graficacion para que logres descifrar la descomposicion de los elementos en la imagen an-
terior al realizar sucesivamente las superposiciones que te sefialamos en cada uno de los siguientes incisos.



a) Grafica las dos funciones dadas y obtén su superposicion. Calcula el periodo de esta tltima.

(lj=56|/bt

Yy=sent, y=sent

Periodo 2.

b) Grafica las dos funciones dadas y obtén su superposicion. Calcula el periodo de esta dltima.

gzs@wzt
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(lj=56w:2t, 5=58w3t

Periodo 2 .

¢) Grafica las dos funciones dadas y obtén su superposicién. Calcula el periodo de esta dltima.

gzgsewt
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T
=z2sent, =2sen2 t——)
g g ( +

VAVAVAVY AVAWAVAY/

Periodo 2.
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d) Grafica las tres funciones dadas y obtén su superposicion. Calcula el

periodo de esta tltima.

(lj=:25@wt

y=2sent, y=sent

5=2£6wt, g=sew2t g=gew3t

/ <\\/\\ / <\\/\\

A VeV WAVEY |
) % %

-2
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5zzsewt+sew2t+sew3t

N

iy

\ —

oW

Periodo 2

e) Grafica las tres funciones dadas y obtén su superposicion. Calcula el periodo de esta tdltima.

(lj=:258vn‘:

2 2

1 T
y=256wt, (ljZ—S@w;Z t——

/X /\ 1

)

N |=l

Vi

<
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1 ™
— = —3 t— — — I
y=2sent, Y > €W2( 2) g—sewz.E[t j

1 T T
(lj=256%t+—56w2(t——)+56w3.5 t——
2 2 =

Periodo 4

Nota: La imagen original del problema la obtuvimos graficando las
curvas finales en cada secuencia en el mismo sistema coordenado...
y no es una nota musical.

. Sabias que’?...

ssssssss
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e :Sabias quc?...

Un osciloscopio es un aparato para la visualizacién de sefiales eléctricas en el tiempo
que resulta tan Gtil a un técnico que repara un automévil como a un médico que diagnostica
problemas cardiacos.

Su versatilidad es consecuencia de la creacién de transductores adecuados que convierten
una magnitud fisica en una sefial eléctrica.

Como todo equipo electrénico puede trabajar con variables continuas (analégicos) o con
discretas (digitales).

Un osciloscopio analégico trabaja directamente con la sefial aplicada la cual, al
amplificarse, desvia un haz de electrones con direccién e intensidad controladas que al
incidir sobre la pantalla produce la imagen.

El osciloscopio digital, en cambio, utiliza antes un conversor analégico-digital para almacenar digitalmente la sefial de
entrada y después reconstruye esa informacién en la pantalla.

La preferencia en el uso de uno o el otro depende de los fines, pues mientras que los osciloscopios analégicos permiten
visualizar variaciones répidas de la sefial de entrada en tiempo real, los osciloscopios digitales son preferibles cuando
se estudian eventos no repetitivos o aleatorios.

AV )

AT

Caso 4. Corriente Alterna y Electronica Digital

La corriente alterna que se conoce como onda cuadrada en Electronica Digital, se utiliza para la generacién de
pulsos eléctricos que se usan como sefales (z y o). Esta onda alterna sus valores entre los dos valores extremos
que toma durante un lapso de tiempo, pero sin pasar por los valores intermedios, pues cambia instantdneamente de
polaridad, es decir, cambia abruptamente de su valor maximo a su valor minimo.

En el lenguaje matematico se trata de una funcion con discontinuidades esenciales. Esta es una caracteristica que
le diferencia con respecto a la onda senoidal, la cual toma todos los valores intermedios entre el mdximo y el mi-
nimo, que determinan su amplitud, es decir, es continua.

En el desarrollo de la Matematica han sido variados contextos reales los que han llevado a considerar a las ondas
senoidales; como en el estudio de la musica, de la luz, del sonido, del flujo de calor y temperatura y en el electro-
magnetismo.

La expansion en serie de Fourier para una funcion es un resultado de la teoria formal que viene a evidenciar la
importancia de las ondas senoidales en el estudio de los fendmenos nombrados, y matematicamente plantea el
resultado intrigante de que una serie infinita de funciones continuas puede desarrollar la discontinuidad.

L~

N

Con ayuda de un software de graficacion, obtén las graficas de las funciones senoidales que te son propuestas para
finalmente visualizar su tendencia.



a) Yy=senx

1
b) g:semx+;sew3x

1 ==

[ [ [\ [
S

[ [
i
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1 1 1 1
e) 52sew}(+—sew3x+—sew5x+—sem7~x+—sew 9X
3 5 Va 9 .

[ i e
N o et

1 1 1 1 1
) y=cenx+—csenzx+—sensSx+t—senFXx+—sen 9Xx+—senlix
= 5 7 9 11

P

i
waww o

g) El proceso anterior permite visualizar la tendencia de las funciones senoidales construidas sucesiva-
mente con una funcién constante por intervalos, que matematicamente representa a una onda cuadrada.
Dibuja esta dltima enseguida:

Practica de percepcion visual y conversion.

En esta prictica se desarrolla la habilidad para transitar de la representa-
cion algebraica del modelo senoidal

Yy=Asen®(x+c)+p

a su representacion gréfica... y viceversa.

Con lo visto en este tema, hemos desarrollado una estrategia para producir

una imagen del comportamiento del primer ciclo de una grafica senoidal,
21
el que corresponde con su periodo T = =
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Consideraremos las variables en el contexto formal x e y y nuestro

propdésito es construir la imagen que nos muestra a la funcién

Yy=Ff(x)=Acen®ex

en su primer ciclo.
. . . . i 2
Para realizar la gréfica, fijamos primero el periodode 0 a T = . lo

partimos por la mitad y después en la mitad de cada mitad. De este modo
se obtienen los 5 lugares correspondientes a: inicio, maximo, corte, mini-
mo y corte (final) de la gréafica.

Situamos el mdximo y minimo con la amplitud 4, para lo cual marca-
mos las cotas -A y A en el eje vertical, trazando las rectas horizontales
punteadas Y= + A.

Y
A
amplituo
l X

o .
2B

—A

e P@‘/LOO{D -

En el modelo senoidal Yy = Asen® (x+cC) se incluye la traslaciéon
horizontal ¢, donde C > o se relaciona con traslacion hacia la izquier-
day ¢ <o serelaciona con traslacion hacia la derecha. Mostramos en
la figura enseguida una imagen que muestra esa informacién gréfica para
C positivoy C negativo respectivamente.

Y
A
awmplituot
¢ X
—c U,
2B
—A
periode. ——m
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El efecto del ultimo pardmetro ™ para Y = Asen® ( X+ c) +D se
relaciona con la traslacién vertical del grafico que construimos previa-
mente.

Ilustramos en la siguiente figura un caso particular de los cuatro casos
posibles,donde ¢ <o y »>o0.

Y
A
amptituo[
-c N
£ C c
—A
PeYLOD[O _—

Con esto podrds haber observado que un ciclo principal del modelo se-
noidal

y=AcenB(x+c)+p

siempre estard manifestando un comportamiento contenido en un rectan-
gulo con “largo” igual al periodo y “ancho” igual al doble de su amplitud
y siguiendo la “ruta” de s puntos.

Yy
TA+D
amplitud
\ K
—C L T S 2T _
—A+D 28 B _C W B C
PEV’LOdO _—

Puedes trazar ese rectangulo con el punto 1 en el origen, de modo que has
dibujado



(lj:ASEVL'B)(

e inmediatamente despu€s trasladas el rectangulo segun los valores de ¢
y . Te dejamos pensando en la ubicacién del rectangulo para los 3 casos
restantes: ¢ > Oyod > O0,c < Oyd < O,¢c > Oyd < O.

. Sabias que?...

A

O c:;

i [
ssssnsss
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‘Ejercicios

ANIDAD T ENVIA ' &

PRACTICA DE PERCEPCION VISUAL Y CONVERSION

Aplica la identificacion del primer ciclo de la funcién senoidal para resolver los siguientes = ejercicios.
Utiliza el rectdngulo en que estd contenido el modelo (pardmetros 4 y &) y traslddale segtin lo estable-
cen los pardmetros C y D.

= X v 1
Yy=—sen| =——|+—
4 2 4) 4
Y
1
0 T o =T Zar X
—1
2 22X 1 g
y=—sen|—-—m|+— Yy=-—senz| x+—|+1
=2 =3 2 =3
/)
1 -2
X -1
O m W 3W 2W 5T =T T 4T 9T
2 2 2 2 2 . . B
-1 _m_m o T @ 2w T
2 2 3 2 3
-1
4

|
ola




INIDAD-— I IEevin 17—

ALGORITMIA EN DERIVADAS Y ANTIDERIVADAS.

Calcula la derivada y la antiderivada de cada funcién. Observa que en ocasiones deberds realizar algunas
simplificaciones algebraicas en la funcion hasta llevarla a la forma que sabemos derivar. Podrds comprobar
tus respuestas al final.

Awntidertvada

Awntidertvada

Funcelén f(x)=2sen(ax+2)+2 Funclén

Derivaoa

5.

Awntiderivada

1 mX (0]
Funeibn f(x)= _CDS[_] Funclbn L(w)=2¢e S z0°

Derivada

Derivaoa

Awntiderivada

Derivada

6.
Awntiderivada Awntiderivada
2 1 T cos(z-2t) =z-2t
Funcion £(0)= 77__5@”_[0"‘_} Funcion = +
32 2 2 2 2

Derivada

Derivaoa




Awntiderivada Awntiderivada

Funeclén x(t)=Acen(wt+p) Funcidn g(x)=\/§sew:27r([3—ax)+'y

Derivaoa

Derivada

Awntioerivaoa Awntiderivada

(m) FM-V\:GL[)V\/ y(x) = (xza 0 5277(0‘2 — BQX)

x
e
o+
~
Il
|
o
o
n

Funclén

N

Derivada

Derivada

IlI | IlI |
S

—_
-

Awntiderivada
Funclén

Yx)=zcen(4x+m)-2cos(2x+m)

Derivada

N

Awntiderivada
> > t
Funeién g(t)=o¢cos(w t)+Bsew —=

Derivada
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Awntiderivada

Funcién x(t)=ot—csen(m-—ot)

Derivaoa

14.
Awntiderivada

Functin 0(t)=vecos(a—t)+y(a—¢t)

Derivada

15.

Awntiderivada

Funcidn 0’(‘9)=9+36VL(£)+77005(770)
T

Derivaoa




~— Soluciones=de=Ejercicios

ANIDAD—§ T ENVIA T

ﬁ

1.

Antiderivada f(x)=-cos(2x+2)+2x+cC

2.
1 X
Awntioerivaoa f(x)=—se¢ w(—) +c
T 3
1 X
f(X)=_COS(_)
= 3
0 T TX
e _ESHL(?)
3.

4 1 T
Awntiderivada f(0) =TX——C0S —(0+ —) + e
3 2 2

2 1 T
L6 O)=m——csen —| 6+—
f” o
’ 1 1 o
Derivada £ (8)=—-=cos —(0+ —)
= 2 2
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Awntiderivada

Derivada

5.
o
L t(w)=-ccos—+a0° +C
Awntiderivada =
’ o 2
Funcién Ll(w)=2cen—+z0
z
’ , 2 )
Derivada U(w)="cos—+cw
= =
6.

2

£ g 1 32 t
Antiderivada l—(f)=—zsew(3»2t)+5t—z+c

5 cos(g—:zt)+3—:2t

o 2 2
FuncLon

1 3
—cos(z-2t)+=-t¢
2 2

U(t)=sen(z-2¢)-1




Awntiderivada

Funclbn

Derivada

8.
Awntiderivada
Funcion
Derivada

9.

Awntiderivada

Funclbn

Derivada
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* 0@ — — @

x(t) = —éaos(mt+B)+c

x(t)=Acen(owt+p)

X(t)=Awcos(wt+B)

x(t) = - j_sew(Jm_t)+c

WV

x () = —icos(ﬁt)

X () = %sew(x/;t) = %sew(\/w_t)

Nl

2T

cos2m(B-—ax)+yx+cC

Y(x) =

Yylx)=Jysenam(B-ax)+y

=ycen(2mB-2max)+

Y (x)=-2mafycos2m(B-ax)



10.

(¢4
Antiderivada Y(x) =~ Bt om(a” —px)+C

g(x) =a’cos Qw(of — BQx)
Funeidn = ofzaos(m'roi2 —277[32")
= —a’ (—:277[32)sew .:277'(012 —[32)()

Y (x) = 2maPiscn am(o” ~Bx)

o g(}()=—§aos(4x+ﬂ)—sew(2x+ﬂ')+c
Awntiderivada 4
GHAGYS RGO Gl S i S S )

11.

12.

@ t
Awntiderivada y(t) = m—Qsew(wzt)—wQB aos(m—2)+c

t
0= cos(we) o sen ()
’ , B t
Derivada Yy (¢) = —amisew(wzt)+§cog w—2




L o . 1
Auntiderivada X(t)=;t —;cos(w—wt)+c
X,(t)=w+w005(ﬂ-—wt)
14.
2o o Y,-
: 0(t)=vycos(a—t)+vy(a—t)
R =vyeos(a—t)+ya—vyt
15.
L 1o 0
Awntiderivada ‘ﬂ(@):;H —@ens — +sen(mh)+cC
0
Funelén 0(0)=0+sen|— |+mcos(70)
77
’ 1 9 2
Perivada o' (0)=1+—cos|—|-7" sen(m0)
T 77
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1.8

Nuevos Modelos

Introduccion al tema 1.8. Cuando ya se tiene el conocimiento de las funciones polinomiales,
exponencial natural y seno/coseno, se tiene un amplio panorama del tipo de comportamiento
que experimentan un variado conjunto de magnitudes reales. Sin embargo, es conveniente
conocer y manipular simbélicamente otros modelos que provienen de los anteriores mediante
la realizacion de operaciones como la suma/resta, el producto/cociente de funciones y la
obtencion de la funcion inversa.

Sera de este modo que se presentan en este tema las funciones racionales, con radicales,
las funciones logaritmicas, exponenciales de distinta base, las funciones trigonométricas,
trigonométricas inversas y las funciones hiperbélicas.

A diferencia de los temas anteriores, no sera mediante el conocimiento de la razén de cambio
de estas funciones como las construiremos, sino mas bien nos apoyaremos en las operaciones
realizadas con las funciones que previamente construimos de esa forma. Trataremos con aspectos
del manejo del lenguaje simboélico, la representacion grifica de los modelos introducidos y

algunas aplicaciones.

Funciones RacionALES

Las funciones racionales son el cociente de funcio-
nes polinomiales. Nuevamente la palabra razén nos
indica divisién, y precisamente por causa de esa di-
visidn, en estas funciones aparece la obligacién ma-
tematica de evitar la division entre ©.

La variedad de funciones racionales es muy amplia,
sin pretender cubrir todas las posibilidades, haremos
un recorrido que nos introduzca al nuevo tipo de
comportamiento que estas funciones presentan.

Cuando se dice que una magnitud y es inversa-
mente proporcional a otra, x, el lenguaje mate-
matico expresa esta relacion en la forma

_k
H}(

donde k es la constante de proporcionalidad.

Por ejemplo, si buscamos recorrer una distancia fija,
digamos k kilémetros, con una velocidad constante,
la relacién entre velocidad y tiempo transcurrido es

v ==
t

lo que nos informa que si el tiempo en que se hace el

recorrido es mayor, la velocidad constante requerida

es menor; y si el tiempo en el recorrido es menor, la

velocidad requerida es mayor... de ahi la expresion

inversamente proporcional.

Consideremos la funcién racional “bésica” como el
cociente de la funcién constante 1 (funcién polino-
mial de grado ©) y la funci6n lineal y = x (fun-
cién polinomial de grado 1).

1
éj:f(x):;

Su gréfica, que por cierto, no admite valor de y en
X = 0, es lasiguiente:
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L asintotd £S wna vecka a
gicEnncla enkre oS

pUnkDS de Lo curvat

4 Lo vecta tende a 0.
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Esta gréfica fue realizada con un software de graficacion en el que ajus-
tamos las escalas de los ejes para tener una buena percepcion visual del
comportamiento de esta curva formada por dos partes que se encuentran
“desconectadas”. Estamos ante un primer ejemplo de funcién con una
discontinuidad que no habiamos observado antes, se trata de una discon-
tinuidad esencial infinita, que manifiesta la presencia de una asintota

. . . 1
vertical (el eje ). Esta asintota es la recta a la que la curva y = —

X
se acerca indefinidamente, y lo hace en cada una de sus “ramas” a me-

dida que x se acerca a o, tanto por valores positivos (derecha) como
por valores negativos (izquierdo). El lenguaje matemadtico nos permiti-
rd expresar las particularidades de este comportamiento en la gréifica de

!j:f(x)=;~

st x = 0 porvalores
positivos, y— + oo

astntota

) sl x =0, Yy—0
vertical

por valores positivos

X

astntota

sb X ==, Yy—>0 horizontal

por valores negativos

st x = 0 porvalores

negativos, Y —> — oo



X =0
AV

x>t X

y=o
A H

Observa que el valor o para los limites al infinito (x — ) indicala
presencia de una asintota horizontal en el eje x. A su vez, los limites in-
finitos que se obtienen cuando x se acercaa o, (cuyo resultadoes o)
indican la presencia de la asintota vertical en el eje 4.

:Sabias que?...
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Efectos graficosen y = f(x)= i

Como hemos visto en otros modelos matematicos, el efecto de agregar en
la expresién de la funcion algunos valores constantes (pardimetros) se co-
rresponde con un efecto en la grafica que hemos aprendido a identificar de
manera inmediata. A eso se refiere la siguiente tabla donde te mostramos

. . 1
diferentes modos de alterar la expresiénde y = —.
X

Es recomendable que utilices un recurso tecnolégico de graficacion para
seguir el trazado sucesivo que proponemos.

J

J

CcC >0
zquierda

c <o
derecha

g

=—+D
=%

D >0
arrtba

alejn de la
asintota hortzontal

O0< AL
acevca a la
asintota horizontal
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Observa que en este caso en que se multiplica la funcién por el pardmetro
A, el andlisis del efecto grifico es equivalente al que se tendria si se mul-
tiplica x por el pardmetro ®&, ya que algebraicamente:

o)A (2) o oo

Por otra parte, podemos ademads considerar que el pardmetro A sea
negativo:

[EN

A 1

 —1 1 -1

Identificacion de asintotas para graficacion.

Para el caso de funciones racionales que sean cociente de dos funciones
lineales, se puede visualizar su gréfica a través de la identificacion de las
asintotas y los puntos de interseccidn con los ejes coordenados.

Tlustraremos este procedimiento con la funcién racional

2x+ =
X—1

y=1(x)=

Para aplicar los efectos graficos debemos manipular algebraicamente la
expresion de la funcién, lo hacemos ahora para llegar a su gréfica, aunque
el propésito de este procedimiento es que finalmente lleguemos a identi-
ficar una estrategia que, prescindiendo del trabajo algebraico, nos permita
rdpidamente ubicar las asintotas y graficar.

Observa lo que se puede hacer.

Tema 1.8

g X
AL —1
aleja de La
astntotn

-1 < A<LO
acevea a la
asintota
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Prartlnos ole Y

2x—2+z+2 .:2(x—1 +5
X=1 X=zZ

e Expresada la funcién de esa manera podemos identificar la secuencia de
. p 1
W’ efectos graficos: afectar la grafica y = g por el factor 5, trasladarla 1

W unidad a la derecha y finalmente trasladarla 2 unidades hacia arriba, lo

nb=ba

,ﬂﬁﬂimﬁ-”:f?'

- mostramos enseguida.
2

Observa que la asintota vertical corresponde con el valor x =1 que
es el valor que hace cero al denominador de la funcién; esto es, si en

f(x)=

nemos x = 1 que es justo la ecuacion de la asintota vertical. Esto es de

2 3 . .
Xt = igualamos el denominador a cero, x —1 = 0 obte-
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esperarse porque estando x cercano a 1, el nimero x — 1 es muy pe-
queiio y el cociente entre él crece mds mientras mis cercano esté x a 1.

Observa ademds que la asintota horizontal corresponde con la recta
Yy = 2 y este valor podemos capturarlo considerando el comportamiento
al infinito que ya hemos manejado antes en el Tema 1.5:

Por tanto, la asintota horizontal coincide con la division del coeficiente de
x en el numerador y el coeficiente de x en el denominador.

Las dos observaciones anteriores nos permiten trazar las asintotas que
guian el dibujo de la gréfica y finalmente, encontramos los cortes con el
eje x e y para precisar el trazado:

Corteeje x: y={(x)=0

2x+ 3 32 2
— =0 2x=-3 X=-— Pl-—.0
X—1 2

Corteeje y: x =0

B

lim £(x) =2 - At
X = —oo

X=1

lom £(x) = —oo

x =1
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La grafica de la funcién racional que es el cociente de dos funciones lineales
ax+b
= f(0) =212
#4248 ¢ X+ d

. - bt L o .
tiene la forma de la funcion basica y = — modificada con efectos graficos que
X

producen una asintota vertical cuando ¢ x+d=0, estoes,en x=--—
c

2 : a ; g —
y una asintota horizontal en y = —, que es la division de los coeficientes de .
c

oA NOT . -
/ , Nota: El caso en que las expresiones a x +b y ¢ x+ d sean multiplos
P 2 1 i 1
M una de la otra no corresponde con la forma de = —. En efecto, usa un
W X
W software de graficacion para que compruebes su capacidad al graficar
; 2 Y= ox—1
2 - .
W Ax=2
W= . . 1 1
W Debe verse que grafica la recta horizontal ¢y =— yqueen x=—
= 2 2
tiene un hueco. Este hueco aparece porque al realizar la cancelacién de

T 2x —1 en la funcién:

Y= XL 2x=1 S debe suponerse que 2x—1 # 0O

\ﬁ\ 4x=2 QM 2

i lscomthuuny y esto obliga a que x no tome el valor E.
2

W
W no incluye a este nimero real. En el lenguaje matematico se dice que en
1 . . - .
e x = — se tiene una discontinuidad removible.
2

—
. )

Bolzano (1781-1848) ...intuy4 la continvidad y la formalizé.

Este matemdtico, légico, filésofo, y tedlogo de origen checo, estructuré en una base légica
los conceptos de Célculo de su época, pero partia de considerar la existencia de los nGmeros
reales como un hecho, sin meterse en problemas por aceptar los infinitesimales o los nimeros

El dominio de la funcién

infinitamente grandes.
Antes de él, cuando se hablaba de funcién matemdtica, se consideraba que era continua,

esta propiedad no se la cuestionaban.
Pero Bolzano definié la continuidad al establecer que la diferencia #(x+ A x) = #(x)

puede hacerse tan pequefia como se quiera al escoger el nimero A x  suficientemente

pequeno.
Bolzano “demostré” la continvidad de las funciones polinomiales por vez primera en la historia y lo publicé en una
revista que dificilmente era leida por los matemdticos... y por unos 50 afios nadie supo de su prueba.

Es dificil creer esa falta de comunicacién e informacién en nuestra realidad cibernética... 3no lo crees?

AN
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Ejercicios

ﬁ

1. Grafica“a mano”las siguientes funciones racionales, identificando las asintotas y calculando los cortes con los

ejes coordenados.
_ 2 -z e i -t
) P 4 Y P =72 P ) —x
Y Y Y Y Y
X X X X X
A. V. A. V. A. V. A.V.: A. V.
A.H. A.H. A.H.: A.H.: A.H.:
-t -t S +3 - 32 S +3
g X—32 g X+ = g X g X g X—32
Y Y 7
X X X X X
A V. A V. A. V. A V. A V.
A.H.: A.H.: A.H. A H.: A H.:
X+t 1 _1—-x o oXx—2 _2Xx—-3 _ex+ 9
Y X—1 Y X+ 1 g 2x+ 3 2x—1 2—3x
Y Y 4 4
X X X X X
A.V. A. V. A V. A V.. A. V..
A.H. A.H. A H. A H. A H.
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2. Utiliza un software de graficacién para que calcules los limites al infinito comprobando el comportamiento de
la asintota horizontal de las siguientes funciones racionales.

Lim
X —> too

Lim
X —> +oo

X —> too

Lim
X —> +oo

Lim
X —> too

Lim
X —> +oo

-,

Lim
X —> too

Lim
X —> +oo

1

ox" +1

22X+ 1

ox" +1

ox" +1

22X +1

ox" +1

X" +1

=X +1

ox" +1

=2x" +1

o2x" +1

ox" +1

2x7 +1

oxt +1

=X +1

10

z
o0 ‘oo ‘oo ’; ‘0 ‘0 ‘0 ‘o:seysandsay




3. Con base en tu practica de graficacion usando el software podras inferir y argumentar el valor de los limites
siguientes:

B 2x° + 3
lim ——— =
Xt 2x7 +D2x—1

B 2X° + 3
lim ——— =
X =t 3x° +2x—1

. 2x" —ex T+ =
lim ———— =
Xt 9x + x —5

B x +5x°
Lim E B ==
XDt 4x” +oxX — FX

B 100 — xX° + 4x°
LLm - . =
x =t 2x" + 100

=X +2x—1
Xt DxT+3

£ (=
oz E_ 0w S
T B

4. Concluye una estrategia para calcular limites al infinito de funciones racionales

Lim P(X) =

—_— ?

x>t g(x)

dondeelgradode p(x) es wyelde g(x) es w.

;Qué diferencia habria si fuese el limite cuando x — —o°
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FunCIONES CON RADICALES

En este apartado analizaremos algunos ejemplos de funciones que, a dife-
rencia de las polinomiales y racionales, aceptan la operacién de obtener la
raiz cuadrada, cuibica, cudrtica,... etcétera. Nos restringiremos a analizar
las funciones cuya grafica corresponde con parte de una pardbola horizon-

tal, de un circulo o de una elipse.

En cada uno de estos casos, plantearemos la funcién “bésica” para cada
modelo matemético y la manipularemos con los efectos graficos para de-
sarrollar la competencia de visualizacién y conversion entre representa-

ciones algebraicas y representaciones graficas.

Caso 1. Mitad de parabola horizontal.

La parabola horizontal tiene como ecuaciéon 4y~ = x. Al observar su
grafica es claro que no podemos utilizar ésta como el modelo matematico

para representar el comportamiento de una magnitud real g, pues no es
admisible que la magnitud tome dos valores distintos para un mismo valor

de la magnitud de la que depende.

g

Sin embargo, al despejar la variable
cuadrada en ambos lados de la igualdad y obtenemos que si

Y = x entonces Yy= +x

donde el signo *+
mo x.

Tomando el valor positivo tenemos la raiz cuadrada y = fx)= Jxs

en la ecuacidén extraemos raiz

nos indica los dos valores que acepta y para el mis-

m
en g KX‘PVESLDI/L,

%
\
Por eleywplo, LV
/xj’:ﬂr/
SACOVOS yalz cuadrada
I -y o

y con su reflexién respecto al eje x identificamos la otra funcién como

y=-Jx

y=+x

T
E——

y=—x

Observa que en ambas el dominio (valores de x) es]

en la bdsica 'y (— e, 0| en la reflejada.

y laimagenes O, + o

el intervalo I:O, + oo)
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Nos conviene introducir otro cambio en la expresion bdsica:

de Yy=+x a Y=~-x
Esta tltima expresion indica que la variable x debe tomar valores negati-
vos, para que de este modo —x sea un ndmero positivo.

El efecto del cambio en la expresion altera la grafica basica al reflejarla
con respecto al eje y y andlogamente, podemos reflejar respecto al eje x
la nueva funcién para obtener la graficade y = ——x.

Presentamos en la siguiente figura las 4 graficas que comparten esta for-
ma de “mitad” de pardbola horizontal; las identificaremos como mitades
de pardbolas del tipo 1, 2, 3 y 4, segtn el orden expresado en la figura.

g Y=

/ tipo 1
X

y=—x / y=-Ix

tipo 2

Estas cuatro graficas pueden ser alteradas ademds por pardmetros que mo-
difiquen su ubicacién (traslaciones vertical y horizontal) o su “grado de
abertura” (contraccidén/expansion).

Te proponemos observar la siguiente secuencia de graficas para que reco-
nozcas en ella los efectos graficos que hemos estado manipulando apli-
cados ahora a los cuatro tipos de graficas identificadas. El propdsito es
desarrollar habilidad para convertir representaciones algebraicas en gra-

ficas y viceversa.

[5, 2} [=1—=
e e N T
)

:

—
m.a 2t 00) o5 cprppet

La problemdtica




.....

VX — 1

Y

.....

.....

.....

.....

.....

.....

(—1,

~

1c

.....
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Para el efecto de la multiplicacién por el parametro A o bienel B (que
se pueden resumir en uno sélo) mostramos enseguida las graficas:

= Jx = ol = o Jx 1
o ’ ’ y=Z=2=E

Y Y Y
(1, 1)
1
1} / (t, z
: =
1 X ; T X
=1 ——> =
x y=1= X=1Hg=2 )(:1%&:3
2
Elpunto (1, 1) AL multiplicar por 2 AL multiplicar por
permite diferenciar la altwra de x =1 B
los casos de A > 1 AUMENEA A 2 BGRR L 2SS
la grifiea se “abre” dlsminuye a L Y
2

Yy 0<A<1
la gréfiea se “clerva”

Después de haber observado con detenimiento la tabla anterior podemos
economizar nuestro pensamiento con las siguientes imagenes que resu-

men lo visto.

B >0
tipo1 63 tipo1 62
Yy=AJe(x+c)+D
B <O C >0 D>0

A <O
tipo 26 4 tipo 2 6 4 traslada troaslada
arviba

{zqulreda

y=Ade(x+c)+p

CcC <o
traslaca
derecha

D <O
troslaca
abajo

380 © Unidad 1 La problemdtica




Practica de percepcion visual y conversion

En cada funcién realiza la secuencia de efectos gréficos que te lleven a
su grafica finalmente. Calcula ademads los cortes con el eje x yeje ¢ y
sefidlalos en la grafica. Termina expresando el dominio y la imagen de la
funcién utilizando intervalos.

Procedllmiento algebraico: Secuencia grifiea:

g:21[4’+2)(—3 @5=\/7

=2/2(x+2) - = © =N x
=2 [x+2 - =
(tpor - y=2v2 x+2 -3 ® y=2v2x+2

® 3=:2\/5‘/)<+:2 -z

Corte con gje x: y=o aréfiea

2/4+2x —3=0 Y
2/4+2x =3

Jirax =

4+2x=

D _,-27te_
4

22X =

Corte con eje Y:

y=oftr2(0) =27 -z

=4-z=1
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Secuencla grafiea:

Procedimiento algebraico:

y=-i[Fax -=

<lj=0

Corte con gje x:
1
-—=J4+-2x -z=0
2
1
—= e ==
2

4—-—2x =—06 |Alto!

O l/lag solucldn

Corte con gje Y: X =0

=1 4-2(0) -2
g 2

Domlnlo: (— o, Q:I

lmagew: (— oo, — 3:|

| te eneuentras .\\71—\
v R e

2= japy

%
0
W

isale wna soluciz,. artificial
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Procedimlento algebraico: Secuencia grifiea:

g=_§1'2)<_4+3 ®g=_\/7

Corte con gje x: y=o

_§J3;?Z+3=o

—éJE??Z=—3
Jrx—4 =¢

RX—4 =306

X =40

X =20

Corte con gje Y X=0

5=—§\/m+3

No hay corte. Dominio: |::2,°°)

T
=-—Z2i+s3 :
Y . magen: (—oo,3:|

y=-it+sz

solucidn imaginaria
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Procedimiento algebraico:

y=2[-4-2x += @ y=J-x

y=2J-2(x+2) += @ y=22-x
=22/~ (x+2) +=

Secuencla grifien:

® y=212-(x+2)
g 22 [-(x+2) +=

@ y=242-(x+2) +=

Corte con gje x:

b=e
2«/—4—2;< +z=0
24/—4—2x ==
3 .
J—4—-2x === jAlto!
2

¢positivo = negativo?
No hay corte

Corte con gje Y: X=0

y=2y-4-2(0) +=
=2J-4+z

=41+ 3

Dominio: (—oo, — 2]
No Mag corte

magen: [z, o)

R T N Jo” = 1o  §
ab = W
\_/l '_2_ _ 2 2 =

5 =25 =5 =
W JE5) =Jos=5 e = =
w ino es -5 B
_—— Ne*=g sflocwandoa>o0

-—
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Caso 2. Mitad del circulo

El circulo con centro en el origen y radio 1 tiene ecuacidon x* + y =1
Su gréfica, nuevamente, requiere de ser dividida para poder hablar de una
funcién. Eso haremos al despejar de la ecuacion del circulo a la varia-

ble(zj:
(Ij:,:l_xz 5:i,1—/<2

X:z + ([ji?, =1
Elegimos el signo positivo y asi consideramos la funcién bésica:

y=1fx)=+v1-x

cuya gréfica es la mitad superior del circulo con centro en el origen (0, 0)

y radio 1.

N

—1 1

Observando su grifica visualizamos que su dominio consiste de los nu-
meros reales x enelintervalo [—1, 1] y surango oimagen consiste de

los niimeros reales en el intervalo [0, 1].

Esta gréfica bdsica tiene la condicién de provenir de un circulo de radio
1, pero conviene tomar en cuenta que el tamafio del radio del circulo
funcione como un parametro, y asi podemos considerar valores diferentes
en el radio. Designemos ese valor con la letra = para recordar la palabra
radio.

La ecuacion del circulo con centro en el origen y radio = es:

XQ+<[jQ:R2

Despejando la variable 4 de ella, y eligiendo el valor positivo, tenemos

la funcidn basica
y=flx)=V="-x

cuya grafica es la mitad superior del circulo con centro en el origen y ra-
dio =. Sudominio es el intervalo [—=,=] y suimagen, [0, =].
Para reconocer o identificar algunas graficas que se ajustan al compor-
tamiento de esta funcidn, analizaremos los efectos gréficos rigidos con-
sistentes en traslaciones horizontales y verticales. No obstante, debemos
considerar primeramente el tamafio del radio que nos establecerd la mitad
de circulo por trasladar.
La siguiente figura te guiard en esta identificacion. Es un buen ejercicio el
expresar Dominio e Imagen utilizando intervalos,

Tema 1.8

Los Puntos de| clreulp
(lguat distamneig)
W

La distancia enkre el

’

M
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Caso 3. Mitad de elipse

El caso de la curva que conociste en Geometria Analitica como la elipse,
lo consideramos como un caso particular del efecto grafico producido
sobre el circulo... porque podemos visualizar a la elipse como un circulo
que ha sido “deformado” como mostramos en la figura.

O © (-

El efecto al que nos referimos es consecuencia de la introduccién de un
pardmetro A que multiplica la expresion original. Lo proponemos ense-
guida ejemplificando el caso en que el pardmetro positivo 4 es mayor
que 1 o menor que este nimero:

=

Vale la pena que al observar la figura anterior notes que los puntos del me-
dio circulo que estan sobre el eje x, en x = t1, tienen el valor y=o
e 1 .

y al ser multiplicados por 2, o por — vuelven a tener el mismo valor o,
2

por tanto, no cambiardn su lugar.

Por otra parte, el punto sobre el eje y de la curva basica, donde x = o

. . . 1. 1

tiene asignado el valor y = 1y al ser multiplicado por 2 opor — se
2

moverd mas arriba o mas abajo, respectivamente.

Todos los puntos intermedios del intervalo (—1, 1) al multiplicarse
1 . . .

por 2 opor — adquieren alturas proporcionales a las que poseian en el
2

circulo quedando las curvas que mostramos en la tabla anterior.



Lo mismo ocurre en el caso de tener la mitad inferior del circulo original,
como en la tabla siguiente.

:Sabias c]ue’:’...
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ctreulo elipse

Reuniendo las gréficas que corresponden con mitades de circulos o de
elipses, podemos recordar la combinacién de efectos posibles de la si-
guiente manera:

g=A\/R2—(x+O)Q +D

A=-1
reflexion
ctreulo
A <O
A FE -1
veflexion
elipse

C >0 D >0
traslada traslaca
{zquierda arriba

R = yadio
del clreulo

g=A\/R2—()<+C)2 +D
c<o

traslada
dervecha

D <O
traslaca
abajo

Podriamos dudar de que el efecto del parametro A en

y=F(x)=AyJr = x* deformael circulo y = yR"~ x* y produ-
ce una elipse... las imdgenes lo sugieren... pero verifiquemos que algebrai-

camente podemos argumentar que, efectivamente, si se produce una elipse.

Para ello haremos uso del conocimiento de la ecuacién de la elipse que se
estudia en el curso de Geometria Analitica.
2 2

X Y

+ < =1
a b

donde los valores positivos de # y b indican el lado mayor y el lado
menor de la elipse, segtin cudl de ellos sea el nimero més grande.

En esa ecuacion vamos a despejar 4

390 ° Unidad 1
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:Sabias que?... N

[ F

sa80800808 )P elipse siempre ha sido una curva con gran aceptacién en obras
arquitecténicas monumentales, desde la época de la antigiedad
hasta nuestros dias.

,jl“.’ EEl *13 «, | El Coliseo de Roma es una gran construccién de forma eliptica
HU.L[ b v fabricado con cerca de 100,000 metros cibicos de piedra
LK Ik L. travertina, donde en los afios 70-82 D.C. los romanos ofrecian

a
ssssss . . diversién a todas las clases sociales celebrando la gloria de
Roma. 7

El conocido como “Edificio Lipstick” fue construido en 1986

en Nueva York y tiene una forma eliptica que le destaca de los
demés edificios de su entorno en Manhattan. Es una contribucién
post-moderna de 143 metros de alto y con 4 cilindros elipticos
colocados uno sobre el ofro. Su arquitecto Johnson comenta

que es una reminiscencia de la época barroca en que la forma
eliptica estuvo muy de moda.

)
&
-
. @
-
-
-
)
d

AN

La ultima expresion con su signo positivo tiene la forma que hemos con-

siderado haciendo que A = 0 y R=a
a

ng(x)zA\/Rsz

Esta funcidn corresponde con la mitad superior de una elipse que es verti-
cal u horizontal segtn si el valor del pardmetro A es mayora 1 o menor
que él. El caso del signo negativo atras de la expresion agrega la reflexion
respecto al eje x, correspondiendo a la mitad inferior de la elipse.

La grafica de las funciones cuya representacion algebraica
incluye radicales de la forma

ISHIEY

y=rf(x)=+x=x

‘
b= f()(): B2 X2 =(RQ_X2);
Representan la mitad de una parabola horizontal y
la mitad de un circulo de radio =, repectivamente.

Estas representaciones pueden ser alteradas por parametros 4, ¢ y o
qgue provocan efectos de contraccion/expansion y traslacion
horizontal /vertical, ademas de reflexion respecto al eje .

La contraccion/expansion en la mitad de circulo
produce la grafica de mitad de elipse.
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La funcién logaritmo natural

En el Tema 1.6 conocimos la funcién logaritmo natural en respuesta al
andlisis de un problema de prediccién, donde la magnitud involucrada se
comportaba exponencialmente. Establecimos en ese momento la relacion
inversa que guarda con la funcién exponencial natural de base e.

En este tema lo que haremos es familiarizarnos con su comportamiento
grafico y considerar sus propiedades para la simplificacion de procesos
algebraicos y aplicaciones.

A continuacion aparece la grafica de la funcién y = ¢*

J

g

Podemos visualizar el aspecto que tendrd la gréfica correspondiente al lo-
garitmo natural si realizamos la secuencia de eventos geométricos que te
proponemos enseguida. Estos eventos los hemos pensado con el propésito
de ver la misma grdfica de y = ¢ de tal forma que el eje y tome la
posicion del eje x, yeleje x tome la posicion del eje 4.

Lo comprobaras al realizarlo Yy
fisicamente. Para eso necesitas
calcar la grifica anterior en un
pequeiio pedazo de papel.
y=¢
/ X
Imaginemos que hemos co- Yy A levantar

piado esta grafica en una hoja
transparente 0 en un acetato
que colocamos encima de esta
pagina. Después, levantamos
el acetato y lo volteamos de
modo que lo podamos ver “por /

atras”.




Una vez que lo estamos viendo
“por atrds”, lo colocamos de
nuevo sobre la pdgina obser-
vando cémo las letras estdn al
reveés.

Ahora vamos a girar el acetato
“a favor de las manecillas del
reloj” y permaneciendo sobre
la pagina.

Realicemos este giro o ro-
tacion hasta que logremos
que la flecha del eje x que-
de apuntando hacia arriba y
la flecha del eje y quede
apuntando hacia la derecha.

Esta ultima grafica que obtu-
vimos corresponde a la grafi-
ca que buscamos, con el eje x
ahora en la posicion que tradi-
cionalmente tiene el eje y y a
su vez, el eje y en la posicion
en que tradicionalmente se tie-
neel eje x

Sélo nos hace falta “retocarla” un poco desde este frente:

-
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Lo que hemos hecho nos permite visualizar a la variable x “despejada”,

en el sentido de que logramos colocar la variable x en el eje vertical
(apuntando hacia arriba) y la variable y en el eje horizontal (apuntando

hacia la derecha).

La representacién algebraica, una vez que realizamos la secuencia de
eventos geométricos, sigue expresando y = ¢* aunque también ya sa-
bemos que eso equivale a expresar lwny = x; esto es, la expresion
x =lny corresponde con la misma grafica pero vista desde esta nueva

perspectiva.

Lo que nos esta haciendo falta es regresar a la tradicional notacién donde
Yy representa la magnitud o variable dependiente, y x representa a la
magnitud de la que depende, o variable independiente.

Si renombramos los ejes en la tltima gréfica podremos identificar la “nue-
va” forma gréfica y su “férmula”, correspondiente a la funcién logaritmo

natural.

P
/

Por tanto, concluimos que la gréfica anterior corresponde a la funcién

logaritmo natural

y=1f(x)=Llnx

y ala vez esto equivale a expresar x = ¢¢.

Se observa que la variable x toma valores estrictamente positivos, mien-
tras que la variable 4 toma todos los valores reales. Esto es, el dominio
es (0, + o) mientras que la imagen cubre todos los niimeros reales,

(=0, +e0).

Esperariamos que una calculadora cientifica comtin marque error al solici-
tarle el logaritmo natural de un nimero negativo... ;lo hace la tuya? Ade-
mas, la gréafica informa que el logaritmo de un nimero entre © y 1 es ne-
gativo y el de nimeros mayores a 1 es positivo... en particular, Lne = 1.




Es conveniente que puedas reconocer en un mismo sistema coordenado a

las gréficas de ambas funciones
y=¢ y y=lnx.

Observa con atencién la figura siguiente para notar que la secuencia de
efectos geométricos realizada nos ha llevado a obtener una nueva grafica

que guarda cierta simetria con respecto a la gréafica original.
El eje de simetria es larecta y = x que pasa por el origen y tiene una
inclinacién de 45 e
2 W
y= X '0, W

1

La funcion logaritmo natural
y=7fx)=lnx
Es la inversa de la funcion exponencial natural y = ¢* en el sentido

gue lo expresan los dos hechos siguientes:

LVL&X:X eth:X

El Dominio de la funcién logaritmo natural es la Imagen de la funcion exponencial
natural, esto es, los nimeros positivos exclusivamente, (0, + o).
La grafica de la funcion tiene en el eje y una asintota vertical.
La Imagen de la funcién logaritmo natural es el Dominio de la funcién exponencial
natural, esto es, todos los nimeros reales, (—co, + o)
Las propiedades de esta funcion son un reflejo de que los logaritmos son

exponentes, por eso se heredan de las propiedades de los exponentes:

wagzth+twg

LV\/£=LV\/}<—LVL<Ij
Y

Ln x¢ =gLvu<
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ProBLEMA 1

El Algebra con logaritmos exige el manejo fluido de sus propiedades:
LV\/ ex = x eLw)( = x

Lvu)(g=Lw;<+Lw‘zj LVL£=LVL)<—LVL5 wa‘b’:‘szVL)(

En expresiones matematicas donde aparece la variable en el exponente, tomar el logaritmo en ambos lados de
la igualdad es una accién “equivalente” a la que se realiza cuando se divide entre un mismo nimero en ambos
lados de la igualdad. En las siguientes ecuaciones practicaremos con el dlgebra de logaritmos para despejar la

variable x.
~
1 62)(71:3 2 361—2x:7 3 2% -5 =
£ e
4, 4(3* |-1=0 5 y=2° 6. ¢ =y
14+ x
7. =ln(x*+1 . =ln
y=to(x +1) Y (1_)()

10 L L 11
. =ln——— . =
g 1+ x g 2
e
1.En ¢*" = = aplicamos Ln en ambos lados: W

lne

8= Lrlns i x despejada! -
5 [ e =t

2.En =z¢" % = # podemos primero aislar la expresién exponencial:

= lnz 2x—1=\lnz 2x=1+lnz

y ahora aplicamos L en ambos lados
b= = I Z 4—ox=InZ 1-lnZ =2x -
= = w
Ln x+iw
6Lv»)< eLWH =¢

2
wxXTInY

1_LWZ 1—(Lw7—Lw3) 1—lnr7+lnz
= j x despejadal X

X = 3 = =

2 2) ) /g—/
Nota: Si no hubiésemos despejado primero la expresién exponencial y W
aplicamos directamente L en ambos lados, sélo debemos tener la pre-  ’
caucion de aplicar la propiedad del logaritmo de un producto. W J

Iz +lne ™ =lnz

nze ™ =ln7

lne ™ =lnz—-Llnz 1—2x=lnF—-lnsz

y de ahi obtenemos el mismo valor de x ya obtenido.
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£+1 . .z . é‘”‘
3.En 2° — 5 =0 despejamos la expresion exponencial: 2° =5
_ E——

X

=
y ahora aplicamos Ln enambos lados: Lnw2® =lns

Aplicamos la propiedad del logaritmo de una potencia:

——= T T
ln s

M

x _lns x_lns b
1

 Utampoco 2

e —

— =

(£+1)Lw2=!,w5 — L= ——— =
=2 = ln2 = ln2
ln 5 ln 5 .
XxX=3|——-1|=23—--23 jx despejada!
ln2 ln 2

| =

4.En 4 [32_2J — 1 = 0 despejamos la expresién exponencial: 22 =
4  ,
1 W

£
y aplicamos Ln enamboslados: lnz? =ln
4
W

Aplicamos propiedades de los logaritmos: b
W

X 1

(__QJLWB=LVL_ (f—QJLV\/BZLVLI—LV\/4

2 4 )  ’
X_poTint

L _2|mz=-1 =
> nwa=-—in4 2 ln =
ln4 . L
X = 2(2 = —) ix despejadal! §—2=—w—4
lnz 2 lnz=
) L)
5.En y =2 aplicamos Ln enambos lados: lny =lnz®
y aplicamos propiedades de los logaritmos:
Ln
ng=(£+1]!,w:2 —-I-l:—g
= 3 ln2
X LV\»g Lng ]
L£_Jd_ x =z —< —1| jx despejadal
ln 2

= ln 2
6.En ¢ 7" = y aplicamos directamente Ln en ambos lados:

Lwel_z":ng 1-2x=lny
1 .
2x=1-lny xz;(i—ng) i x despejada!
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7. En =ln(x® + 1) aplicamos ahora exponencial en ambos lados:
Y
X =e9—1 x =+\ed—1

i x despejadal

6y _ 6Lw(x*+1) 65 _ )(2 4o

Lw(i +
e =¢ 1‘*)=1 - e (1-x)=1+x e9—ed x =1+ x

Reunimos términos con x de un lado de la igualdad:

y y PAY F=i
X+ed x =¢e°—1 x(1+e )28 -1 X = 7
1+e

i x despejadal!

2
X . . . . =
aplicamos exponencial y simplificamos T tteecee

1+
9.En y=ln—"—

1+ x
P 14 x

e = ¢ X = —— (1+x)e? =14 X°
1+ x

e+ xe? =1+ x° X — xe9+1—¢Y =0

Reconocemos en la expresion anterior una ecuacion cuadratica de x con
coeficientes n =1, b=—¢? y ¢ =1 —¢?. Luego usando la formula

general:
()] @) s g e
X= 2(1) - 2 m —

vy [y y_ oy
S LEINe FAe oA i x despejada! *’

X
2
2 e . . . L  ’
10. En y=—— trabajaremos primero algebraicamente la expresién

2
Dy =t =t —
Y= o -

obtenemos un comun denominador
2x
T 4L
e luego 2ye” = e+ 1
e}(
Finalmente obtenemos ¢**~ 24¢"+ 1 = 0 donde reconocemos una ecuacion cuadrética pero ahora la varia-

2g=

blees ¢*

() —2y(eX)+1=0
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Identificamos los coeficientes a = 1, b = -2y y ¢ = 1. Usamos la férmula general:

o _2ut|(2g) -+ @@ 2y -+

¢ 2(1) a 5
_2yEytly -1) _eytafy -« e
2 2

Aplicamos Ln en ambos lados:

Lwe"=Lw(5iJ<lf—1) )<=Lw(3iqlgz—1) i x despejadal!

ProBLEMA 2

En el contexto del crecimiento poblacional hemos considerado expresiones que involucran potencias del nimero
de Euler en las cuales resulta importante despejar el exponente para dar respuesta al calculo del tiempo en que la
poblaciéon cumple con determinada condicidn. En situaciones como ésta, el logaritmo natural y sus propiedades
funcionan como una herramienta algebraica para lograr el despeje requerido y asi dar respuesta a las cuestiones
planteadas.

1. Consideremos que una colonia de bacterias crece segun el modelo ex-
ponencial 4(t) = v, ¢"* donde y(t) estd dadaengramosy ¢ en

horas.

Calculamos los valores del tiempo en que la colonia se ha duplicado, tri-
plicado, cuadruplicado... hasta reconocer una expresién general.

La cantidad inicial es y (o) = yoe&(") = yoeo = 4, gramos.

Duplicarle significa que Y (t)==2 Yo igualamos a esto para obtener t:
2y, = y.£*  dividiendoentre vy, # o
2=¢ aplicando Ln. en ambos lados
ln2 =Llne**  yporpropiedad

ln2
ln2 =kt A

k
L
En t = %‘2 horas es el tiempo en que se duplica.

Si la cantidad se triplica, tendriamos <,j(t) =3y, luego

3g0=\708m z=¢"" Inz=lne =kt —— =

ln = . A
En t = I horas es el tiempo en que se triplica.
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Es fdcil reconocer el patrén de comportamiento que se genera, de modo que el tiempo en que la poblacion es

e ln4 L . lns
4 veces la poblacién inicial es t = & y para que sea = veces la inicial el tempoes t = ——

Grdficamente estamos encontrando valores de t en el eje horizontal cuyas alturas mediante y (t) = %e“ estdn
igualmente espaciadas:

agui
tgual
espaciado

/ 71 \\X
ln2 lnz Lﬁ lns  lne

R R I R R

agui se van juntando

2. Un modelo mas realista para el crecimiento de una pobla-
cién de peces admite cierta retroalimentacion negativa.

Consideremos que la poblacidn se modela con la funcién

(t)_ﬂ
g 4 4 ¢°F

donde t se mide en mesesy Y en cientos de peces.

Calcularemos el tiempo en que la poblacién se duplica, tri-
plica, etc.

La poblacion inicial debe corresponder con (o) la calcu-
lamos

40e"®  40¢° _40(1) _ 40

o) = = =
J 446" 4+ 441 5

Originalmente se tienen oo peces.
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Para que la poblacién se duplique debe alcanzar el valor 1¢, asi que igualamos a ese valor Y (¢)

kt
40€e
16=——7 Iuego 1@(4+6Rt)=406m
4+e
de donde, dividiendo entre £ obtenemos
2(4+€)=5¢6" g+ =5 g=s5¢-26 =z
g Rt ; g Rt
luego = y aplicamos Ln: In—=lne" =kt
3 3

1 g . oz
Portanto,en t = = lw—  seduplicala poblacion.
=

Consideremos ahora que se triplique la poblacion, de modo que  y (t) = 24
ket
40¢e ket kt
24 =—— luego 24(4+e")=40e¢
446"t J ( )

dividiendo entre ¢ obtenemos

ket

s(4+e)=5¢ 12+3e =5¢

luego 12 =26 c=¢ Ine=lne =kt

1 -
Por tanto,en t = ELV\/ & setriplica.
Y para que se multiplique por cuatro la poblacién:

40t
2= ———

1
= r: 4(4+e) =5 16=¢"" t==lnic
4 +e R

¢Observas alguin patrén de comportamiento en las expresiones obtenidas?

Consideremos que la poblacidn original se multiplica por 5:

kt
40¢€ |
=W 4+fim=(iM [4=O?

Al parecer, la poblacién nunca llegard a ser = veces la poblacion original.

40€"" i - o
——— paraelvalor k positivo que gustes utilizando un software de graficacion

4+e
y argumenta cudl es el comportamiento que se observara en la poblacidn de peces “a la larga” modelada con

Grafica la funcién y(t) =

esta funcion.
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j (clentos)
50t
4.0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
lim y=40"
eyt
20t
=01 (£) = 406"
y) ==
10+
t
10 20 320 40 50 &0 Fall (0]

La grdfica la hicimos considerando distintos valores de I positivos y observamos el mismo comportamiento que
decidimos mostrar tomando k = 0.2.

Se observa que la poblacion llega prdcticamente a 5 veces la original, es decir 40 (cientos) de peces, valor que
constituye una asintota horizontal de la grdfica.

En general, el comportamiento que obedece al modelo

y(t) = At

=——7 n k>0
B+e

representa un crecimiento que tiende a estabilizarse en un valor numérico... ;jcudl?... el que podemos representar

mediante
. Agtt
Lim = =
t—> +too Bt g

Este limite debe ser A porque en nuestro modelo particular tenemos A = 4 o yla grdfica mostrd su asintota hori-
zontal ahi. Sin embargo, vale la pena ampliar la estrategia de calcular limites al infinito de cocientes de expresiones
donde consideramos el término que “domina” a los valores en numerador y denominador lo ilustramos asi:

) AR ) ARt )
lim ——— = lim —— = lim A=A
t—> o Btg t—>o ¢ t— oo

domina
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Antes de la aparicién de las computadoras, las tablas de valores y las reglas de cdlculo
eran los instrumentos que permitian hacer los cdlculos aritméticos con mayor rapidez.

Al inicio los logaritmos eran importantes porque

wag=wa+Lw(tj,

y de esta forma, la multiplicacién de xy se simplifica al convertirla en una suma del
logaritmo de los nimeros por multiplicar; finalmente se encuentra el nimero cuyo logaritmo
es igual a esa suma, es decir, se calcula el antilogaritmo.

Los matemdticos construyeron tablas de logaritmos que fueron empleadas en los célculos
cientificos desde el Siglo XVII hasta mediados del Siglo XX. El instrumento tipo regla que utilizaba una escala
doblemente logaritmica se inventé y reinvent en varias ocasiones por su agilidad para
realizar operaciones aritméticas incluso de potenciacién y extraccién de raices. Esas
tablas de valores y reglas de célculo formaban parte de los “Utiles universitarios” hasta
en los afios 60-70 del siglo pasado. Pero en 1960 la utilidad de estos instrumentos
se vio rebasada por la agilidad y precisién de las calculadoras y computadoras
electrénicas...para 1980 cesé précticamente la produccién de reglas de célculo.

Los logaritmos siguen siendo parte fundamental en la modelacién de diferentes eventos
que ocurren en la realidad cotidiana; y siendo justos, no es esa la Gnica razén que
justifica su lugar en la Matemdtica. La utilidad de los logaritmos ya fue suficientemente ssssssns
justificada al haber posibilitado el avance de la ciencia en un largo periodo de su . “
desarrollo.

Aunque ciertamente resulta dificil de imaginar, piensa en el tiempo que consumen los célculos cientificos usando
lépiz y papel...gracias a los logaritmos este tiempo fue minimizado permitiendo a los matemdticos ver mas allg del
sélo cdleulo aritmético, logrando desarrollar y a la vez sintetizar ideas y construir teorias.

PRoBLEMA 3

Cuando se tienen datos de una magnitud en un rango muy amplio de la recta numérica, conviene trabajar con
los logaritmos de esos valores porque ofrecen un medio de visualizacidon de los datos al graficarse, dado que el
logaritmo “junta” los datos a un rango mas manejable.

Supongamos datos que satisfacen los modelos matematicos
Y(x)=y.e~ con k # 0
Y(x)=kx" con weZ w#o0

Aplicando logaritmos vamos a transformar estas expresiones para visualizar el comportamiento en una nueva
escala, una escala logaritmica.

Para el primer modelo

Y=yt

Problemas complementarios ® 403
- o, . .




aplicamos Ln en ambos lados de la igualdad y usamos propiedades del logaritmo:

ng=Lwﬁ08m
ng:Lw%HM“
Lwy=twyo+hx
ng=h)<+Lwyo

La expresion que hemos obtenido es una expresion lineal en la variable x. Sillamamos y = Ln y
entonces, al sustituir tenemos Y =kxtln gy,

Podemos reconocer que se trata de una recta de pendiente k en el sistema coordenado x, Yy donde
V= L:/Lg.
De este modo, si en lugar de graficar x con su respectivo ¢, graficamos x con el logaritmo natural de 4, ob-

tenemos a los puntos manifestando un comportamiento de recta: su pendiente es k y su corte con el eje vertical
es lny,.

Y=Lw5 5=Lw3

ngo Y:R)(+Ly\,yo

Y=1Q)(+LV"\70 k<o
kR >o0
ngnl

Esta técnica permite modelar el comportamiento exponencial de valores numéricos positivos al “ajustar” a una
recta el comportamiento del logaritmo natural de esos valores. La pendiente observada sera el parametro k en
el modelo

y(x) = ye~

Por otro lado, para el segundo modelo

g = RKW nw # 0
aplicamos ln en ambos lados de la igualdad y usamos propiedades:
lny =lnkx"
lny=lnk+ Lln x*

ng=Lw|Q+wwa

Lw(/j=VLLV»)<+LVbIQ
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Nuevamente en esta expresion se puede observar un comportamiento de linea recta; es una funcion lineal para

Y=Lng y X=LVL)(

De este modo al sustituir Yy x en la expresion obtenida tenemos

Y =nX+lnk

la cual representa la recta de pendiente w y corte con el eje vertical Lnlk .

Y=y Y =1y
ke Y =nx+lnk
Y =nx+lnk nw <o
nw >0
nk
X = lnx X = lnx

Esta técnica de graficar Lw x contra | Y permite tomar la decision de modelar el comportamiento de valores
numeéricos positivos con una funcién potencia general cuando los puntos graficados se observan en una recta. El
modelo y (x) =k x" se propone en ese caso, donde el valor del exponente « es la pendiente de la recta a la
que se“ajustan”losdatosde Llnx y Ln y v elvalorde k estal que Ln e eselcorte con el eje vertical de
la recta.

Problemas complementari
=,
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Funcion exponencial con base arbitraria

En el Tema 1.6 tuvimos oportunidad de familiarizarnos con funciones
exponenciales de la forma y = ¢“*  toca ahora analizar su relacién
con expresiones del tipo y = 2" donde 2 representa una constante que
se determina por el contexto particular de la situacién de donde surge este

modelo.

Esta situacién se encuentra relacionada con el tipo de variacion que se
propuso inicialmente en el crecimiento poblacional. Por ejemplo, consi-
deremos que una colonia de bacterias duplica su tamafio cada dia, y que
actualmente se tiene una onza de bacterias (1 onza es aproximadamente
2875 gramos).

La siguiente tabla refiere la cantidad 4 de bacterias (en onzas) al trans-
currir el tiempo ¢t (medido en dias).

t (dias) Yy (onzas)
) 1

QA W N R
Q

De ella podemos inferir que la funcién y=rf (t) = 2° puede modelar
el comportamiento del crecimiento de bacterias.

La funcién y=r (t) = 2" es un ejemplo particular de la familia de
funciones cuya representacion algebraica es:

y= a* donde n es una constante positiva.

Es importante constatar que estas funciones corresponden con las funcio-
nes exponenciales Y= e® con k igual a una constante; en efecto, basta
escribir a la variable Yy como:

_(k\t
y=()
y tomar la constante a como 7 = ¢° y asi obtenemos
I t
y= (6'2) =n
O bien, si partimos de  y = 7"y usamos el hecho
0= 6LVW
podemos escribir
ln 2 lna)t
g:atz(g a) ZC( ﬁ) zgk
donde k =lwnn logaritmo que estd bien definido por ser el nimero
g q P
a>o0.



Analicemos graficamente este modelo exponencial general utilizando la

igualdad

donde k =lna, oloqueeslomismo, donde e =a.

Como ya hemos observado con anterioridad, el valor del parametro k pro-
voca cambios en la graficade y = ¢“* los cuales analizaremos relacio-

néndolos ahora con los de la correspondiente a y = a*.

La gréfica de y=r (x) =a* cuando a > 1 corresponde con una fun-
cién Y= ¢“* con ¢ =n>1 (esdecir, k> ©). Usamos un software de

graficacion para visualizar distintos valores de la base a.

— .

Observemos que se trata de funciones crecientes, con concavidad hacia
arriba. Todas cruzan el eje vertical a la altura 1, recordando que todo
nimero (no cero) a la potencia © esigual a 1. Tienen una asintota hori-

zontal en el eje x que se expresa en el limite
Lim a* =0
X —>—00
siendo o > 1 ademds
Lime 0% = oo,

X—>00

Para la grificade y = £ (x)=02" cuando 0 <a <1 aligualar con
y =¢"* consideramos que k <o pues 2 =¢" y asise logra que 7

seamenor a 1.
Ejemplificamos de nuevo, con ayuda de un software de graficacion, el
comportamiento correspondiente a diferentes valores numéricos para la

base a,con o <a<1.

/{M
e

Lo coaaclov

—
— 10"=0

\,
no tleme solucion,
—
orgue 10° >p
]
ISLEvprel

1OV

/Lﬁ/
S
— e —
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Observa en las funciones anteriores que podemos utilizar las reglas de los
exponentes y escribir:

£=i:g*)< E:i:efx i:i:27X
4 g” e e" 2 2"

De este modo, es posible identificar a toda funcion de la forma y = 2*
donde 0 < a < 1 con una funcién exponencial cuya base sea mayor que
1, pero cuyo exponente esté afectado por un signo negativo.

Tal es el caso de la funcion:

1Y .
(2]

. . < 1
la cual es una funcion del tipo y =" con o <a==<1 peroasu
vez, es una funcién del tipo y =2"" con n=¢ > 1

De este modo, podemos identificar en forma general, el comportamiento
gréfico de las funciones exponenciales de diferente base como lo expresa-
mos en la siguiente figura:

Y

— X ="
y =7 g
con O <a<1 con > 1
0 blen
y =a" con a>1 y=1

-1

Antes hablamos de la funcién exponencial natural y = ¢* y de su inver-
sa, la funcion logaritmo natural, 4y =1lwn x Ahora que hemos generali-
zado a la funcién exponencial de base a, podemos hablar también de la
funcién logaritmo en base a .

Las expresiones
y=o x=log, y
dicen exactamente lo mismo:

x es el exponente al que se eleva el nimero positivo 2 para obtener 4.



para obtener

se-obtiene ak gue-elevo

Un logaritmo ampliamente utilizado por razén de nuestro sistema métrico
decimal es log,, x con €l uno puede reconocer la causa por la que ori-

ginalmente se motivo la invencién de los logaritmos, una causa de indole
aritmética.

Como los logaritmos son exponentes, piensa lo familiar que resulta para
nosotros que
10* 10° = 10"
Al realizar la multiplicacién indicada los exponentes se suman
z+e=11

es mds facil sumar que multiplicar, sobre todo si te ubicas en los tiempos
en que la calculadora no formaba parte de nuestras herramientas matema-
ticas cotidianas. También en este contexto resulta mas facil restar que di-
vidir; y por supuesto, es mas facil multiplicar que elevar a una potencia.

Puedes pensar en eso cuando recuerdas las propiedades de los logaritmos,
que nos recuerdan lo que podemos hacer con los exponentes:

acﬁseMMLtL'PL/LGﬂV\/ Loga Kg:Lo@a)(+L0@ag
NWAENDS. . .
ach se dividen

NWAMLEVDS. . .

X
LD@H _=[’09a X_LDQag
Y

ach se eleva winero

Y i
2 x?=ylog, x
a potencia. . . 409

x =1l

\J&z@” g

el exponente al que elevo

i !
L0S Logwttwuos... ison axEowcv»tes

...0ch se suman
Logaritmos

... ach se vestan
Logaritmos

... Dch se multiplica
niwero Y Logaritmo

El logaritmo natural es el que corresponde a la base ¢, el niimero de Euler, esto es:

Yy=lnx=log, x

Puedes encontrar que algunas calculadoras usan la expresion

y=Llogx

para el logaritmo natural, algunas para el logaritmo base 10, pero siempre podrds comprobar a cudl se refiere la
tuya porque si oprimes esa tecla para evaluar Log 10 yteda 1, efectivamente, es el logaritmo base 10.
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Todo lo que haya que decirde y =log, x estidichocon y=1Lln x el
principal. Esto serd un hecho contundente cuando expresemos la relacion
entre estos dos logaritmos. Lo haremos enseguida realizando una simpli-
ficacion algebraica al calcular el logaritmo natural en ambos lados de la

expresion
y==
que nos dice que x=log, y
Aplicando Ln: y=a"
lny =lna”

Aplicando propiedad del logaritmo:
L y=x lna
Despejando x:

Lwy

lna

X =

que, por otra parte, sabemos desde el principio que esiguala x = log, y.

Como acostumbramos llamar x a la variable independiente y ¢ ala
dependiente, cambiamos los nombres de las variables en las dltimas dos
expresiones y escribimos

L x
= — = Loga X
lna
La expresion
L x 1
log, x=—-=—Iln x
lma  Llna

nos relaciona cualquier tipo de logaritmo con el “principal”, el logarit-
mo natural; como vemos, todo logaritmo es simplemente un mdltiplo de
ln x.

Las funciones exponencial base 2 > © ylogaritmo base 2 > o estan relacionadas con la

funcién exponencial natural y logaritmo natural (base ¢) de la siguiente manera:
RIS ) =T e
i
=f(x)=log; x=—1Ln,
Yot Zloorr sy o

(Lwa),

El dominio de la primera funcién, la exponencial, son todos los nimeraos reales, pero su imagen
solo incluye los nimeros positivos, y en consecuencia, con la relacion inversa que mantienen, el
dominio de la segunda funcién, el logaritmo, son sélo los nUmeros reales positivos, mientras que

sean imagenes son todos los nimeraos reales.
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Aplicacion. La funcion logaritmo en contextos reales.

Caso 1. Laley del enfriamiento de Nlewton establece que la razén
de cambio con la que baja la temperatura de un cuerpo es proporcional
a la diferencia que hay entre la temperatura del cuerpo y la temperatura
del medio ambiente en el que se encuentra. Un modelo matemadtico que
cumple con esta “ecuacion diferencial” es

g(t):ga+(go—ga)at con o<a<di
donde la temperatura del medio ambiente la representamos con Y, la
temperatura inicial del objeto con 1,

Diferentes contextos reales pueden ser modelados con esta expresion,
donde interesard ademds “despejar” el tiempo para precisar momentos
importantes de la situacion. Utilizaremos
nuestros conocimientos en las siguientes
situaciones.

1) Una taza con café se calienta hasta
alcanzar una temperatura de £0° C.
Enseguida se expone al medio am-
biente que se encuentra a una tem-
peratura de 20° C. El modelo
exponencial para la temperatura esta
dado por

Y(t)y==20+ @o(oj4)t

donde ¢ se mide en minutos. ;Cudnto
tiempo deberd pasar para que el café se
encuentre en 42 grados?

Igualamos la temperatura a 42° C:

42=20+¢c0(0.94)
22=¢0(0.94)

—=(094)

20

Aqui tenemos la opcion de despejar

11
t = LD@DL94 5

y usar una calculadora cientifica con ese logaritmo, o bien, podemos
trabajar con el logaritmo natural aplicando este en ambos lados de la
igualdad

Lw(£)= LVL(Oﬁ4)t
30
Int1—lnzo=tlno.94

= ln11 —lnzo
[,I/LO._?"F

16.215 minutos.

U
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2) Cuando una persona muere deja de producir calor y la temperatura
que el metabolismo asegura estar en 2° C mientras vivia, comienza
a disminuir. Supongamos que se encuentra el cuerpo de una persona
sin vida a las € de la mafiana en su casa. Se toma su temperatura al-
canzando los 29° Cy la temperatura del cuarto es 20° C. El modelo
para el comportamiento de la temperatura esta dado por

y(t)=20+16(0.594)

donde ¢ se mide en horas. En base a ese modelo... ;a qué hora
muri6?

Debemos igualar la temperatura a los 29° C'y encontrar el valor de ¢:

29=20+1¢(0.594)"

< = (o.5j4)t

Podemos calcular

t= Logo.su i
1o

o bien, aplicar logaritmo natural:

Lw(i) =ln(0.594)

16

ln 9-ln1e=tlno.594

U

‘= lnw 9-lnte
lno.594

1.105 horas

esto equivale a ¢ y medio minutos aproximadamente.

Habian pasado prdcticamente ¢& minutos y medio; por tanto, la perso-
na fallecio a las ¢ de la mafiana con 5= minutos y medio.



Caso 2. Los materiales se desintegran de tal manera que la razén
de cambio con la que su masa decrece es proporcional a la cantidad de
masa presente. El modelo matematico que expresa este comportamiento
es del tipo

. t
!j (t) a Moa

donde Y, representa el valor inicial de la

masay a esunaconstantecon 0 <a<1.

Es comtn que esta expresion se encuentre es-
crita en términos de la “vida mitad” del ma-
terial, esto es, el tiempo en que la cantidad
inicial de masa se ha reducido “a la mitad”.

1) Llamemos t  alavida mitad del elemento radioactivo. Muestra que
t, no depende de la cantidad inicial de masa y expresa la funcion

3(1&) en términos de .

Supongamos el modelo

y(t)=uyn

, . . o 1
asi, la mitad de la cantidad inicial de masa se representa por — Y-
S 4

Igualemos la cantidad de masa a ese valor y al despejar t estaremos
obteniendo el dato de la vida mitad del material radioactivo representado
por la funcion dada.

Y, =y

1
2
1
-
Podemos cancelar V), en la expresion ya que Y, # O 'y asi estamos
mostrando que la vida mitad no depende de la cantidad inicial; esa es

una propiedad que hace iitil la deteccion de estos valores t,  para los
diferentes materiales.

Entonces
n(o0.5)=1lna
In(o.5)=tlnan
de donde
. ln(o.5)
lna

Hemos determinado que para el material modelado por Y(t)= Uo“t se
tiene que la vida mitad es

_ Lw(0.5)

m

Ln a
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Para representar la funcion Yy(t)=uy, o entérminosde t, debemos
“despejar” el valor de a en la expresion anterior:

ln (0.5
wa=2:2)
tVI/L
Aplicando en ambos lados la funcion exponencial natural:
Ln(0.5)
eLwa =¢ £
n(0.5)
n=¢ ™

E 1

a=(e"7)e = (0.5)k

Por tanto, la funcion original queda expresada como

50y = (020 |

y(H) =y (0.5)

Todos los materiales tendrian asociada una funcién exponencial base
n = 0.5 donde el exponente t se divide entre el nlimero que expresa su
vida mitad.

bono 14 comienza

C-14 es la misma en todos los seres vivos al mo-
. Con la muerte disminuye de acuerdo al decaimiento
. Se conoce que la vida mitad del C-14 es 57#=z0 afos.

os que se descubre un f6sil en el que se detecta la tercera
de la proporciéon de C-14 a C-12 que la encontrada en la at-
osfera. Calculemos la edad aproximada del fosil.



Conociendo la vida mitad del C-14 modelamos la situacion mediante
la funcion
t
yt)=y,(0-5)

YE)=y,(0.5)=

Sabiendo que Yy (t) = z Yy, tenemos
2

]

1 _t
—yY, =Y, (0.5)s5=
2 Y. (0.5)

luego
1 _t
- = (0.5)5730
2
Aplicamos In en ambos lados:
1 _t
In==1ln(0.5)52=0
=
nt—lnz= ln(0.5)
57320
lnz ¢
In(o.5) 5730
de donde
t = —m—3(5730) =~ 9081.8225
ln(0.5) J '

El fosil data de aproximadamente 9 02 afios.

Caso 3. En la vida real podemos encontrar diversos contextos donde
una magnitud aumenta, o disminuye, de acuerdo a un cierto porcentaje.
En todos ellos la funcion exponencial de base 2 es el modelo matema-
tico adecuado para representar el comportamiento de la magnitud. A su
vez la funcion logaritmo de base 2 es la funcion que invierte (inversa)
el efecto de elevar la base a una potencia y por tanto, permite predecir
valores de una magnitud modelada exponencialmente.

1) Un bosque tiene actualmente un area de 400 kilometros cuadrados.
Se sabe que su tamafo estd reduciéndose cada afio en un 5%. Nos
interesa predecir en cudnto tiempo el bosque quedard reducido a la
mitad de su tamano.
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Sabemos que la magnitud de interés (el tamafio del bosque) puede ser
modelada en su comportamiento mediante una funcion exponencial. Sea
Yy el tamaiio del bosque (en kilometros cuadrados) y sea t el tiempo (en
anos). Conocemos la condicion inicial Y (0) = Y. =400 lo cual nos
lleva a la informacion que tenemos en la tabla siguiente sobre la reduc-
cion del tamaiio del bosque:

t y®
(anos) (eilowietros cuadrados)
0 400
1 400(0.95)
2 400(0.95) (0.95) = 400(0.95)
2 400(0.95) (0.95) (0.95)*
4 400(0.95) (0.95) (0.95) (0.95)*
5 400(0.95) (0.95) (0.95) (0.95) (0.95)°

De ahi reconocemos

t
Yy=y(t)=400(0.95)
como el modelo exponencial de base n=0.95 para el tamaiio del
bosque.

Para predecir el tiempo que debe pasar para que el tamariio del bosque,
de ser originalmente 400, se vea reducido a la mitad, debemos plantear
la igualdad de la funcion a 200:

t
400(0.95) =200
Buscamos ahora obtener el valor de t al despejar:
t
400(0.95) =200

& 200 1
(0.95) =222 -2
400 2

Sabemos que aquel niimero t que satisface lo anterior es

t=Log,,. (0.5)

Tu calculadora cientifica podria dar el valor numérico si maneja logarit-
mos de cualquier base. Si es asi puedes obtenerlo ahora y concluir que
como t = 12.51 entonces, en aproximadamente 1= aifios y medio el
bosque quedard reducido a la mitad.

Sin embargo, atin sin una calculadora con esa caracteristica siempre po-
demos recurrir al logaritmo natural:



como
(035)t =0.5
Lw(095)t =lno.5
tln(0.95)=lno.5
L

" in(0.95)

y llegamos a la misma respuesta.

Haciendo una tabla con los primeros valores basta para que podamos
visualizar la funcion

y(£)=10(0.2)
e yw

10—-10(0.2)=10(0.%)

10(0.g€)(0.€)=10(0.2)

Para reconocer el tiempo en que quedan 2 miligramos en el cuerpo,
igualamos 3(":) a 2 ydespejamos t:
t

2=10(0.8)
2 t
5 = (08)
0.2=(0.2)

De ahi podemos despejar directamente

ln(0.2)
ln(o.2)

Prdcticamente en # horas 'y 1= minutos el efecto del medicamento ha
desaparecido.

t=1log, . (0.2)= = 7F.212
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3) La inflacion es una estimacion de la pérdida de valor del dinero. Si
un articulo costaba 150 pesos el afio pasado, y este afio cuesta 165
pesos, estamos hablando de
que aumentd su precio en un
10%. Consideremos la situa-
ci6n de mantener un 10%
de inflacién anual constante.
(Cudnto costard en 4 afos
un articulo que este afio cues-
ta 1 50 pesos? jen cuantos
afios podemos asegurar que
ya se duplicé su precio?

Por efecto de la inflacion constante del 107 anual tendremos que el costo
de este articulo se modela con la funcion.

y(t)=1e50(1.1)
lo cual podemos obtener al construir la tabla para los primeros dos
arnos.

t Yy
) 1650
1650+ 1650(0.1)

=1650(1.1)

1650
1650

+1650(2.1)(0.1)
(1+0.1)

(.1)

2

1.1
1.1

1c50(1.1

1.1

(1.1)
(1.1)
(1.1)
(1.1)

1650

Con la funcion calculamos directamente el costo del articulo en 4 aiios:
y(#)=1e50(1.1) = 2415 7¢5
Costard en ese entonces unos 2 415765 pesos.

Para saber en cudntos afios ya se alcanzo a duplicar su precio, iguala-
mos éste a =2 (1 es O) = 2200 Yy despejamos el tiempo con ayuda de
logaritmos:

. t
2300=1650(1.1)

2= (1.1)
de aqui directamente
t=log, 2
o bien
ln2
t=—— = #2725
lm1.1

Pasados 7 aiios el articulo habrd llegado a duplicar su valor.



Caso 4. En el mundo existen fenémenos en los que las magnitudes in-
volucradas varian en rangos enormes. Para su medicion conviene utilizar
por tanto una escala logaritmica, pues, como ya hemos visto, sta permite
tener los datos accesibles. Por otra parte, toda medicién es una compara-
cion; se compara con una “unidad” que, dependiendo del contexto real,
representa un evento del que tenemos una percepcién documentada.

1) Laescala de Richter se utiliza para medir la fuerza de un terremoto. La
expresion utilizada es

donde € es la intensidad de las vibraciones del terremoto medido
por un sismoégrafo, e | es la intensidad de la unidad de un terremoto
estdndar.

En México, el terremoto del 19 de septiembre de 19€5 funciona
como “unidad” que nos ubica a los mexicanos cuando escuchamos de
estos eventos que en ocasiones llegan a ser catastréficos. La escala de
Richter reporté un £.1 en su nivel.

Recientemente, el terremoto del 11 de marzo de 2011 en Japon fue
reportado en la escala de Richter de nivel 9.

Utilicemos la escala de Richter para comparar ambos eventos.

Fara el dato de México tenemos que

E.
€1 =Llog—==LloggE,, —logl,
[ ‘ :
donde €, representa la intensidad de ese terremoto. Para el dato de
Japon tenemos que

€
9=L0@l—"=L0@6}—Log(o

0

donde € | representa la intensidad de este terremoto mds reciente.
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Ambas expresiones contienen el término Log 1, que si logramos anularlo
nos permitird conectar las intensidades €,, y € ,. Procedemos con ese
propdsito calculando la resta siguiente:

9-g.1=log€, —logl, —(logE, —logl,)
0.9=log€, -logE,
e
0.9=log—2
3 =

Ahora aplicamos la funcion exponencial 10" en ambos lados para des-
pejar; esto por ser Log = Log,,

i
log
10°7 =10 °m
EJ
F.94328 = —
3 =

De ahi que la expresion
E,=7.94222€,,

nos permite apreciar que la intensidad del terremoto en Japon ha sido
prdcticamente £ veces mayor a la del terremoto en México... ;lo perci-
bes asi?

Por su puesto, al hacer esta comparacion deberiamos tomar en cuenta
la catdstrofe que siguio al terremoto en Japon con un tsunami cuyas olas
llegaron a mds de # metros de altura, cuyo poder destructivo ocasioné
fallas en los reactores nucleares.

AN

e :Sabias que?... o

En vez de la escala de Richter se estd utilizando una mds reciente, la escala de magnitud de momento que
permite tener informacién que la primera no puede dar.

Esta escala tiene la ventaja de que si permite la distincién entre eventos que rebasan la magnitud 7, valor hasta el cual
ambas escalas estén calibradas. La sola medicién de la escala de Richter dificilmente puede representar el total de
energia emitida por terremotos arriba de este valor.

La escala de Richter mide ondas sismicas que viajan por el subsuelo con frecuencias relativamente altas. Los sismégrafos,
que son delicados instrumentos formados con una balanza y un rollo de papel, registran la amplitud de la onda cuando
la tierra se mueve, y también pueden medir ondas de superficie pero de frecuencias especificas. Sin embargo, los
grandes terremotos emiten su energia en ondas de superficie con frecuencias bajas y se mueven sobre la superficie de la
tierra con una gran fuerza destructiva; su amplitud no representa realmente la energia que liberan.

A través de una gama de sensores ahora es posible tomar en cuenta la distancia a la que se deslizé una falla, el tamafio
de la zona y el material fisico en que tuvo lugar. Utilizando estos datos sismicos se puede tener una representacién
grdfica tridimensional de la cual se calcula la energia total liberada por el terremoto;

esto es lo que representa el nimero emitido en la escala de la magnitud de .F"""'. sess F""".
momento sismico. :

Japén lleva décadas trabajando en medidas antisismicas. La potencia del reciente
terremoto, que por cierto, fue medida en esta nueva escala y no en la de Richter,
seguramente hubiese destruido por completo cualquier ciudad que no haya destinado .
recursos a la prevencién del devenir de estos eventos. Gracias a la ciencia y la S il e
tecnologia Japén se recuperard de esta catdstrofe, ciertamente impresionante, mas no "

misteriosa . . . a fin de cuentas estamos hablando de un fenémeno donde fuerzas de il |
compresién producen una rotura en la corteza terrestre a través de la cual se provoca :

un desplazamiento, y placas por debajo se deslizan hacia arriba, por encima de .-, ae08s8 .-,A'
estratos mds recientes...hecho que resulta completamente natural.
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2) La escala de decibelio es util en la me-
dicién del nivel de potencia acustica
del sonido. Se trata de una escala de
proporcién que relaciona la potencia o
intensidad de sonido con respecto a un
nivel de referencia.

La expresion

N ]
o AR AR

w

o

Calcula el nivel de potencia ™ que permite apreciar la sensacion re-
cibida por un oyente a partir de unidades fisicas medibles (decibeles)
de una fuente sonora. Por su parte, v/ representa la potencia del

. g w L
sonido a estudiar (en —2] y w, es el valor de referencia, igual
1278
e W g
a 10" —— que corresponde aproximadamente con el umbral de
2
audicion en el aire.

Mostraremos que un aumento de 10 veces la potencia w, con res-
pecto a lareferencia w, significa un aumento de 10 decibeles, y que
el aumento al doble de la potencia w, conrespectoa w, significa
un aumento de = decibeles.

Calcularemos ademds la potencia w que se asocia con el umbral
de dolor para el humano con media de aproximadamente 120 deci-
beles.

Para calcular la medida en decibelios al aumentar 10 veces la potencia
w, debemos calcular

p=10log -
w

[

que por las propiedades de Locy podemos separar en

w, w
p=10log(10)|—= | =10|logLo+log—
WQ WC
w, w,
=101 +log— =10+10log
W, w

1]

1

y como el valor de 10log representa la medida en decibelios origi-

nal, antes de haberlo considerado 10 veces la potencia, entonces hemos
mostrado que la medida en decibelios para esta ultima es 10 decibelios
mds que la original, por el niimero 10 que se suma en la expresion ob-
tenida.

De igual manera, si tenemos el aumento del doble de la potencia, para
calcular la medida en decibelios debemos calcular

Tema 1.8
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DP=10 Log(gwl ] =10 Log(:z)(ﬁ]
WO WC

w
=10|log 2+Llog| —
WO

=10(0.201)+ 10 Log(ﬂ)

N

Wﬁ

w,
2+10 Lo@(—*

s

por tanto, la nueva medida del doble de potencia aumenta en = decibe-
lios la medida original.

Finalmente, si el umbral de dolor se considera en 120 db, calculemos la

potencia a que esto equivale al despejar W en la funcion D igualada
a 120.

120=10 Log[iJ: 10(log w—Llog w,)
w

120=10(log w—Llog(1077)) =10(log w—(-12))

120=10(log w+12) =10 log w+120

0=10log w dedonde 0 =logw 'y w=10" =1

w . .
Por tanto, \w =1 —  representa la potencia correspondiente al
278

umbral de dolor en el oido humano.



Las funciones trigonométricas

En el tema 1.7 construimos los modelos trigonométricos seno y coseno ademds de su estrecha relacién, no sélo
por efectos graficos:

T
COS X = S@I/L(X + —)
2
sino también por el comportamiento que hemos evidenciado entre funcién y derivada:
Flx)=cenx y  F(x)=cosx

El propésito de este apartado es reconocer los cuatro modelos trigonométricos restantes de un modo grafico.

En Trigonometria aprendiste que la tangente de un dngulo 6 se calcula en cualquier tridngulo rectdngulo que
tenga a este como uno de sus dngulos internos. Se divide el cateto opuesto entre el cateto adyacente.

EL seno Yy coseno del dngulo 8 en cualouiera de Los tridngulos se caleulan como:

cateto opuesto
sen @ = b cateto

ML‘POtCVLMSa OPMEStO

cateto ad yncente distintos
cos 6 = | |

hipotenusn triangulos

Y la tangente es:
cateto opuesto cateto

COteto opuesto hipotenusn sen 6 adyacente

cateto adyacente  CATELD adyacente e @
hipotenusa

tan @ =

En concordancia con lo anterior, definimos la funcién trigonométrica

Yy=rf(x)=tanx
como el cociente de las funciones seno y coseno
Sen X
cos x

donde x representa la medida en radianes del dngulo central (longitud de arco).

Longitua
del arco
punto
Sen X g\jg
- horlzontal
progecoléw
olel punto

Procedemos a reconocer su grafica a partir de razonar numéricamente sobre los valores que se obtienen de la di-
vision para distintos valores de x. Observa la siguiente imagen con detenimiento y en seguida de ella encontraras
lo que puedes visualizar.
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Habras notado que en la imagen anterior consideramos los cortes con el
eje x de la funcién seno, donde senx=0. Estoes, x=wnmw, n € Z.

Para obtener la tangente en esos x, el numerador es © mientras que el
denominador no lo es, por tanto
Sen X 0

tan x = = =0
cos X COS X # O

y asf la grafica de la tangente cruza por el eje x en los mismos lugares que
lo hace la grafica del seno,en x = w7 con n € Z setiene tan x = ¢

Por otra parte, consideramos los cortes con el eje x de la funcién coseno,

a
donde cosx=o0. Estoes, x=(2n—1)— ne Z
2

Al calcular la tangente se tendria la divisién entre o, lo cual no es posi-
ble... definitivamente esos x no se encuentran en el dominio de la fun-

cién tangente.

Pero siendo que s¢n x # O en ellos podemos analizar el comportamien-
Sen X

to del cociente a medida que nos acercamos a cada uno de los

valores de x = (2n—1)—. Si observas, cada vez que nos acercamos
2

por el eje x a alguno de esos valores se tiene la division de un niimero
que no es o entre un nimero que casi es ©, y por tanto, el cociente crece
indefinidamente. Lo hace a veces por valores positivos y a veces por valo-
res negativos, segun el signodel sew x y cos x que se considere. Cada
uno de estos valores de x da lugar a una asintota vertical, como puede

observarse en la imagen de la pagina anterior.

nte tn@owome’cnca

—eangon e H
W

== AR P
-

— [Towa noTAl

——
Todas ellas con, el mismo
T ouportaumlenty.

T e eaee————
Crecen | se egan”

potAl oiA

QVLO\OM \77-\
M 2

\
SEN X es Posttive

: Low)
LALDS (e W\’-ﬂ’exb e
en L0S ] %

an.
Jente Ne9onometrizy

T
— —
—

w

COS X _eg 1, ative
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Para la funcién secante, obtendremos su grifica razonando numéricamen-
te de nuevo. S6lo que ahora tenemos la definicién de

1

Y= F(x)=csecx =
Los X
La secante es el reciproco de la funcién Yy=rcosx, lo que numérica-
mente manifiesta un patrén de comportamiento peculiar. En efecto, antes
de observar la imagen de abajo, piensa por qué los puntos con y = £1
deben quedarse en su lugar.

Ademads verifica con tu calculadora que si un nimero x estdentre 0oy Z,
+ . 1 . . L, 2
y X =0, sureciproco — — + oo, mientras que si el nimero x estd
X
- . 1
entre —2y o,y X —>0 , sSureciproco —— —oo.

X
Pero una imagen dice mds que mil palabras...

nla
RN
IN]
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cos X

g:

Senx

y:

cot x

5:

tan x

g:

cse X

3:

sec X

3:
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Las funciones trigonométricas inyectivas
y trigonométricas inversas.

En Matematicas es importante considerar la propiedad llamada inyectivi-
dad, que no todas las funciones poseen. Nos referimos a lo que se puede
ilustrar facilmente con la funcién y=sen x donde la pregunta:

enqué x es semx=07?
...tiene una infinidad de respuestas.
La funcion y=sen x no es inyectiva.

La necesidad de emitir una tnica respuesta (para el valor trigonométrico de
un dngulo en este caso) obliga a restringir el dominio de la funcién dejando
que su gréfica sélo consista de un ciclo; y para decidir cudl ciclo dejar, ya
se han tomado acuerdos. Te presentamos en la siguiente imagen las “zo-
nas” en que se ha acordado considerar a las seis funciones trigonométricas
para hacer de ellas funciones trigonométricas inyectivas.

g=COSX

pla

(zj=tavu)< gzcotx

|
pla

pla

I
S~
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Una vez que estamos seguros que serd Unica la respuesta (cuando la haya)
a cualquier pregunta del tipo:

(para cudl x es
SEW X, COS X, tan x, cot x, sec x, O cse X
igual a un numero y dado?

podemos proceder a reconocer las funciones trigonométricas inversas,
que contestan esta pregunta con la respuesta numérica que ahora cualquier
calculadora cientifica (en su modo en radianes) debe dar...

En términos matemadticos, la pregunta equivale a “despejar” x en las
expresiones:

y= Sen X, Yy=rcosx, 3=tawx, (zjzaot)(, 325@)(
y y=cscx
La respuesta consiste simplemente en redactar:

“ x es el dngulo (arco) cuyo seno, coseno, tangente, cotangente, secante,
cosecante... esiguala y 7.

La redaccién entrecomillada tiene su propia simbologia matematica en las
expresiones:

X =0re sen Y, x =arccos y, x:arctawg,

X arccotg, X =arcsecy, y Xx=arccscy

Sélo resta intercambiar el rol de las variables x, 4y por Yy, x de modo
que la variable independiente sea x como es costumbre, y la variable
dependiente, como es costumbre, sea Y-

Para el caso de la funcién inyectiva seno, vamos a ilustrar la forma de
obtener la gréfica de este “despeje” del dngulo medido en radianes que,
como en el caso de la funcién logaritmo natural, corresponde con un efec-
to de invertir el rol de las variables en la funcién exponencial natural para
expresar su funcion inversa.

Griéficamente, el proceso consiste en “recortar la gréafica del papel y vol-
tearla hasta verla por detrds, para después rotarla 90 grados a favor de las
manecillas del reloj logrando con esto colocar el eje 4 en la posicion que
antes tenia el eje x y este Gltimo en la posicién que antes tenia el eje 4.

nia

re a
. Een 5 =sSenxX con X én —— 4
2 2
- _z Y s T = o -
2 2 2 2
*
0] \—/ X
- T T b 3T on
2 2 2

|
nia

nia
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La dltima de estas graficas corresponde con la funcién inversa de la funcién seno, una vez que ésta se ha hecho in-
yectiva. En ocasiones se utiliza la desafortunada notacién del “exponente” —z para denotar a la funcién inversa:
Y=Ffx)=sen” x=arcsen x

y decimos desafortunada porque se presta a confusion con la notacién de exponente, en donde debemos entender

,1 1
SEn - X = ——— = (S X
Sen X

y esto definitivamente no es lo que queremos expresar con la funcién inversa.

En la medida de lo posible vale la pena utilizar la notacidon que hemos introducido de agregar el prefijo “avc” que
a la vez nos recuerda que estamos encontrando el “arco” (medida en radianes de un dngulo) que tiene tal valor
en alguna funcién trigonométrica. De este modo, definimos a la funcién seno inverso o arco seno mediante la

expresion
y=Ffx= sen T X = aresen X

cuya grafica mostramos en seguida y cuyo dominio es el intervalo [—1, 1] , mientras que su rango o imagen es

el intervalo [_ ™ , Zjl .
2 2

nia
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Andlogamente, consideramos las funciones inversas de cada una de las funciones trigonométricas inyectivas ob-
teniendo las graficas que te mostramos en la siguiente imagen. Es importante notar que el dominio de la funcién
inversa es el rango de la funcién inyectiva de la que proviene, y el rango de la funcidén inversa es el dominio de la
funcién inyectiva de la que proviene. Verifica esto en las graficas siguientes:
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Las funciones hiperbélicas

Un ultimo modelo matematico trataremos en este tema, se trata de fun-
ciones que se definen en términos de la funcién exponencial natural y que
surgen en relacién con una de las primeras aplicaciones del Célculo para
entender fendmenos naturales. Preguntarse por la forma de una cadena
que cuelga llevé al reconocimiento de una expresion como la que te pro-
ponemos construir en seguida.

Considera las funciones ; .

e ¢
= — y [
5 2 g 2
en el mismo sistema coordenado. La suma de estas dos funciones es lo

que se conoce como el coseno hiperbdlico.

Y

Esa “suma de graficas” la podemos visualizar si levantamos segmentos en
las partes que se acercan al eje horizontal en ambas curvas y los agregamos
en la parte correspondiente de la otra curva, como lo muestra la figura.

Observa los segmentos en el lado positivo del eje horizontal y luego los
del lado negativo...los colores informan las sumas de las alturas en las
gréificas. A la grifica verde en el lado positivo le “agregamos” los seg-
mentos azules de la otra gréfica, y a la gréfica azul de lado negativo le
“agregamos” los segmentos verdes de la otra grafica.



Observa que esta suma de gréaficas nos informa que la nueva curva se acerca a cada una de las dos curvas originales
manifestando un crecimiento exponencial por ambas zonas, cuando x — —o y cuando x — 4+ . En este
sentido, ambas curvas funcionan como asintotas de la nueva grafica.

Por otra parte, para la funcién que se conoce como funcién seno hiperbélico lo que se hace es la resta de las
funciones exponenciales dadas. Esa “resta de gréficas” podemos verla como “suma de gréficas”, s6lo que previa-
mente introducimos un signo negativo en la grafica azul para reflejarla ...y ahora sumamos alturas positivas con
alturas negativas.

= (zj:sewwc
!j 2

La forma en que se definen estas “nuevas” funciones nos permite identificar sus derivadas, lo haremos como un
ejercicio de algoritmia en derivacioén, dado que sabemos derivar las dos funciones exponenciales que les definen.

, - 1 1
Si y=F(x)=senh x=——=—¢"-—¢
2 2 2
entonces su derivada es , « 1 oX 4 X
F(x)=—e" ——e"(-1)= ——=coshx
2 2 2
i e+~ 1 1,
Si y=F(x)=cosh x=———=—¢"+—¢
2 2 2
entonces su derivada es X -x
e =€
Fx)=—¢e +—e"(-1)= =senh x
2 2 2

Las funciones hiperbélicas se definen en términos de la funcién exponencial natural en la forma:
i 8*)( 6)(_;’_ 6_)(

2 E =S Pot e
g=f()<)=sevm;<=T Yy=Ff(x)=coshx =

El dominio de estas dos funciones son todos los nimeros reales.
El rango o imagen de y = senh x son todos los reales, mientras que el de y = cosh x
es el intervalo [1, oo]
Y en cuanto a sus derivadas:
si y=senhx entonces Yy =coshx y
si Yy =coshx entonces 5’ =cenh x
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En analogia con la funcién trigonométrica tangente, se define la tangente
hiperbdlica como el cociente de seno entre coseno hiperbdlico. Visualizar
la “divisién de graficas” nos permite llegar a la curva que mostramos en
seguida donde es notorio que el dominio son todos los nimeros reales,
ya que se divide entre cosk x 21 (no es ¢ nunca). Ademads, el parecido de
los valores de senk x 'y cosh x para x es muy grande lo que provoca que la

OMA NOT. A' curva se estabilice en la altura 1 y en la altura -1 cuando x — — oo,

Lo d[ﬁrena[ﬁ
Seno Yy ¢ 7
24 0Senp tﬂgorwme'tr[cﬂs
Y 0 Y cosemp h[gerbo’l[cas 2= -
£S L, ¢ ﬂjng g’gw =

Y

gztawhx

Se define

senwhx A

=1

SFA5

y=Ff(x)=tanhx=

cosh x e+ e

X

gzsevm;c

cuyo dominio son todos los numeros reales y y cuyo rango o imagen es el intervalo [—1, 1]

Un ultimo aspecto de visualizacién podemos reafirmar con estas
nuevas funciones. Observa la griaficade y = senh x yladesu
derivada (zj' =cosh x para que confirmes que y =senhx
no tiene maximo ni minimo (su derivada no cruza el eje x pero
si tiene un punto de inflexién en el origen (su derivada tiene un
minimoen x = 0).

A su vez, si observas la graficade y =coshx ylade suderi-
vada g’ = senh x puedes confirmar que y = cosh x tieneun
punto minimo en (0, 1) (suderivadacruzaeleje x de valores
negativos a positivos) y no tiene punto de inflexién (su derivada
no tiene punto maximo ni minimo).
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3'=aosl/|x

g:sewhx

-1 1




g:cosl/\x 3'=sew‘nx

Por tltimo, las asintotas horizontales en y = *1 para la tangente hiper-
bdlica se reconocen en el calculo de los limites al infinito de un cociente,
donde nuestra estrategia visual de mantener el término que “domina” per-
mite determinarlo. Lo mostramos en seguida.

Y

5:tawhx

—1 1
_—

e)(_ —X X
lim ———=1lim —=1Lllm 1=1
X —>oo 6)<+ e*)( X—>00 6)< X —>o0
porque el término €* domina a ambos términos: €= ¢ y £*+ €7 ya
que ¢ es muchisimo més pequefio que ¢° siendo que x — oo.

Andlogamente
€}<_ —-X _p X
Lim ———=Llim =lim —1=—1
X——eo pXyp p7x X—eo  pTX X—>00

porque en este caso en que x — —oo el término ¢ dominaa ¢* pues
este ultimo es muchisimo mas pequefio que el primero, cuyo exponente
—x se vuelve positivo (al ser x negativo).
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