Benjamin Garza Olvera

Geometria
analitica

PEARSON






-
-
& N
-—

Geometria
analitica

Primera edicién

BeENJAMIN GARZA OLVERA

Revision técnica

Matematico. Maximo Pérez Rivas

por la Universidad Nacional Auténoma de México

Matematico. Sergio A. Pérez Ruiz

Instituto Tecnolégico Auténomo de México

Lic. Dulce Anabel Sanchez Torres
Presidenta de Academia
Centro de Bachillerato Tecnoldgico Industrial y de Servicios No. 114
Chihuahua, Chihuahua.

Ing. Juan Ramon Lépez Valdez
Subdirector Académico
Centro de Bachillerato Tecnoldgico No. 157

Colima, Colima.

PEARSON



/ Datos de catalogacion

Autor: Garza, Benjamin.

Geomeiria analifica
Primera edicion

Pearson Educacion de México, 5. A. de C. V., 2014
ISBN: 978-607-32-2777-3

Area: Bachillerato/Matematicas

Formato: 21 x 27 cm Paginas: 376

Geometria analltica
1a. edicion
Libro del estudiante

El proyecio didactico Geometria anallftica, es una cbra colectiva creada por encargo de la editorial Pearson Educacion de
México, 5.A. de C.V, por un equipo de profesionales en distintas dreas, que trabajaron siguiendo los lineamientos y estructuras
establecidos por el departamento padagogico de Pearson Educacidn de México, S.A. de C W

= Direccién general: Phillip De la Vega = Direccion K-12: Santiago Gutiérrez m Gerencia editorial K-12: lorge Luis ifii-
guez m Coordinacion de bachillerato y custom: Lilia Moreno m Edicion sponsor: Berenice Torruco = Coordinacion de
arte y disefio: Monica Galvan = Supervision de arte y disefio: José Hernandez m Edicion de desarrollo: Kenyi Casillas
= Asistencia editorial: Mirna Gonzalez m Correccion de estilo: José Huerta m Lectura de pruebas: Carlos del Razo
= Diseno de portada: Pulso Comunicacion = Diagramacion: Ediciones OVA.

ISBN LIBRO IMPRESQ: 978-607-32-2777-3 D.R. @ 2014 por Pearson Educacion de México, S.A. de C.V.
ISBN E-BOOK: 978-607-32-2778-0 Atlacomulco 500, 5° piso
ISBM E-CHAPTER: 978-607-32-2779-7 Col. Industrial Atoto, C.P. 53519

Maucalpan de Judrez, Edo. de México

Camara Nacional de la Industria Editorial Mexicana Reg.
MNam. 1031

Impreso en México. Printed in Mexico.
1234567890-17161514

PEARSON

Reservados todos los derechos. Ni la totalidad ni parte de esta publicacion pueden reproducirse, registrarse o
transmitirse, por un sistema de recuperacion de informacion en ninguna forma ni por ningln medio, sea electra-
nico, mecanico, fotoguimico, magnético o electrodptico, por fotocopia, grabacién o cualquier otro, sin permiso
previo por escrito del editor.

El préstamo, alquiler o cualguier otra forma de cesion de uso de este ejemplar requerird también la autorizacion
del editor o de sus representantes.

www.pearsonenespanol.com



Unidad 1 Introduccién a la geometria Simeria 41
analitica 1 Simetria respecto ol eje x 41
Simetria respecio dl eje y 42
Evaluacion diagnéstica 2 Simetria respecto al origen 43

Rangos de variacién de las variables o extension
de la curva 43

Antecedentes histéricos 4 Simefria respecto al eje x 44
Simeftria respecio al eje y 44
Simetria respecto ol origen 44

Ejercicio 1 4 Asiniolas 45

Sistema de coordenadas carfesianas 4 Simetria respecto al eje x 48
Simetrio respecto al eje y 48

Introduccién a la geometria analitica 3

Concepto de geomefria analitica 4

Sistema de coordenadas ractangulares 4 o _
Simetria respecio dl origen 48

Bercicio 2 5 Simetria respecio dl eje x 50
Simetria respacio dl eje y 50
Simetria respecio of crigen 50
Representacion grafica de los puntos & Simetria respecio dl eje x 52

Fercicio 3 8 Simetria respecio dl eje y 52
Simelria respacto al origen 52

Localizacién de puntos en el plano cartesiano 6

Distancia entre dos puntos @
P Ecuaciones factorizables 54
Eercicio 4 18
Infersecciones de curvas. 54

Division de un segmento en una razén dada 20 ;
Las curvas de los matemdticos 57

feorema 21 Curvas algebraicas 57

Corolario 22 Curvas frascendentes 58

Calculo de la razén cuando un segmenio se divide en Represeniacion de una ecuacién diferencial 58
n partes iguales 22 las curvas monstuosas 58

las curvas de los malematicos 59

Criterios de aplicacion 23
Ejercicio 7 60

Division de un segmento lineal 29
Criterios de aplicacion 20 Awutoevaluacion 64

Ljercicio 5 32
Area de un poligono en funcién de las coordenadas de Unidad 2 La linea recta 65
sus vértices 34 Evaluacion diagndstica 66

Area de una regién friangular 34

Perimetro 36

La linea recta 67
Semiperimelio 36 Pendiente y dngulo de inclinacién 68
Fjercicio 6 38 Angulo de inclinacién 68
; ) i Pendienie de una recta 68
Grdfica de una ecuacién y lugares geométricos 40

Criterios de aplicacion sobre la pendienie 68

Lugar geomérico o grafica de una ecuacion 40
leorema 68

Andlisis de una ecuacion 40 Demostracién del leorema 69

Interseccion con los ejes coordenados 40 Valor del angulo de inclinacién 69



CONIENDO

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad 72
Hercicio 8 75
Determinacién de la ecuacién de la recta 77

linea recta 7/

Ecuacion punto-pendiente para construir la ecuacién
de una recia 77

Tecrema 77
Demaostracion 77

Ecuacion pendiente-ordenada en el origen de una
recia 79

Tecrema 79

Ecuacion de la recla que pasa por dos puntos
dados 80

Teorema BO
Demaosiracidn 81

Ecuacion simétrica o candnica de la recta 82
Tecrema B3

Ecuacién de la recta en su forma general 84
Caso 1 84

Coso 2 85
Tecrema BS

Distintas formas de la ecuacion de la recla 87
Ejercicio @ 93

Ecuacién de la recta en la forma normal 96

Forma normal de la ecuacion de la recla 96
Tecrema 28

Reduccion de la forma general de la ecuacion de una
recta a la forma normal 101

Teorema 102

Ejercicio 10 108

Ecuacién de la recta en la forma polar 110
Sistema de coordenadas polares 110

Conversion de coordenadas polares a rectangulares
yviceversa 112

Teorema 112

Distancia enfre dos puntos en coordenadas
polares 115

Area de un tidngulo en coordenadas polares 119

Ecuacion de la recla en coordenadas polares 120

Teorema 121

Bercicio 11 125

Angulo entre dos rectas 127

Caso ] 128
Caso 2 128
Teorema 129

Deduccidn de las condiciones de paralelismo
y perpendicularidad de dos rectas 129

Posiciones relativas de dos recias 133
jercicio 12 138

Familias de rectas 139

Familia de recias que pasan por la inlerseccion de
dos rectas dadas 143

Ejercicio 13 145
Aplicaciones de la forma normal de la ecuacién de la

recta 146

Distancia de un punto a una recta 146

Determinacion de las ecuaciones de las bisectrices de
los angulos suplementarios formados por dos rectas
dadas que se cortian 153

Bercicio 14 158

Rectas y puntos notables de un friangulo 160

Ecuacién como lugar geomélrico de la bisectriz de un
angulo 160

Incentro 161

Ecuacidn de la medialriz de un segmenio como lugar
geoméirico 162

Circuncentro 163
Ecuacion y longitud de las alturas de un triangule 163
Oriocentro 164

Ecuacion y longitud de las medianas de un
triangulo 165

Gravicentro, baricentro o centro de gravedad 165
Bercicio 15 174

Avtoevaluacién 178

Unidad 3 Las cénicas 179
Evaluacién diagnéstica 180

Las conicas 181



COMNTENDD

Introduccion a las conicas 182
Seccion conica 182
Formacion de las cualro conicas basicas 182
Cénicas degeneradas 183
Ejercicio 16 184
Determinacién de la ecuacién de la circunferencia
y su gréfica 184
Definicién de circunferencia 184

Ecuacién de la circunferencia con centro en el origen
yradior 184

Ecuacion de la circunferencia con centro fuera
del origen o de forma ordinaria 187

Forma general de la ecuacién de la
circunferencia 191

Eercicio 17 198
Discusidn acerca de si una ecuacion de la forma
x4y + D, + E + F= 0 representa
o no una circunferencia; en caso afirmativo,
determinacién de su centro y su radio 200

Ejercicio 18 205
Determinacién de la ecuacién de la circunferencia a
partir de tres condiciones dadas 206
Circunferencias que satisfacen fres condiciones 206
Ejercicio 19 212
Determinacién de los diferentes casos de relacién entre la
circunferencia y la recta 213

Definicién de tangente a una curva 213

Ecuacién de la tangente a una curva dada, en un
punto parficular de la misma 214

longiludes de tangente, normal, subtangente vy
subnormal 215

Tangente a una circunferencia 216
Elercicio 20 221

Posicién relativa de dos circunferencias 223
Familias de circunferencias 223
Eje radical 227

Demosiracion de que el eje radical de dos
circunferencias cualesquiera es perpendicular a su
recta de los cenfros 228

Longitud de la fangente frazada desde un punto
exterior a una circunferencia dada 228

Ejercicio 21 232

Circunferencia 234
Determinacién de la ecuacién de la pardabola
y su gréfica 235

Definicion 235

Elemenios de una parabola 235

Ecuacion de la parabola con vértice en el origen v eje
focal sobre alguno de los ejes coordenados 235

Ecuacion de la parabola con vérice fuera del
origen y eje de simefria paralelo a uno de los ejes
coordenados 243

Forma general de la ecuacién de la pardbola 246
Ejercicio 22 251
Discusion acerca de si una ecuacién de la forma
A2+ Dx+ Ey+ F=00C2 +Dx+ Ey+ F=0

representa o no una pardbola; en caso afirmative,
deferminacién de sus elementos 253

Determinacién de la ecuacidn de la pardbela a partir
de fres condiciones dadas 256

Relacién de la ecuacién de la pardbola con la
ecuacion general de segundo grado con dos
variables 259

Ejercicio 23 263
Ecuaciones de la fangente y la normal a una
pardabola 264

Didmetro de la pardbola 268

Ejercicio 24 270
Determinacién de la ecuacion de la elipse y su
grdfica 274

Definicion 274

Elementos de una elipse 274

Ecuacion de la elipse de centro en el origen y ejes de
coordenadas de los ejes de la elipse 274

Ecuacion de la elipse con cenfro fuera del origen y eje
focal paralelo o uno de los ejes coordenados 281

Forma general de la ecuacién de la elipse 285
Ljercicio 25 289



CONIENDO

Discusién acerca de si una ecuacion de la forma

Ax? 4 G + Dx + Ey + F=0 representa o no una elipse;
en caso afirmativo, determinacién de sus elementos
correspondientes 291

Ejercicio 26 298

Ecuacién de la tangente y normal a una elipse 299
Dicimelro de la elipse 303
Ejercicio 27 304
Elipse 306
Determinacién de la ecuacién de la hipérbola
y su grdfica 308
Definicion 308
Elementos de una hipérbola 308
Primera ecuacion ordinaria de la hipérbola 309
Segunda ecuacion ordinaria de la hipérbola 313
Forma general de la ecuacion de la hipérbola 318
Ejercicio 28 321
Determinacién de la ecuacién de las asintotas de la
hipérbola 322
Definicion de asinfola 322
Asinfolas de la hipérbola 322
Demosfracion 323

vi

Hipérbola equilatera o reclangular 326
Hipérbolas conjugadas 327
Bjercicio 29 332
Discusién acerca de si una ecuacién de la forma
Ax? + G2 + Dx + Ey + F= 0 represenfa o no una

hipérbola; en caso afirmativo, deferminacién de sus
elementos correspondientes 333

Ejercicio 30 335

Feuaciones de la tangente y la normal a una
hipérbola 336

Didmeiro de la hipérbola 340

Bjercicio 31 342

Hipérbola 343

Forma polar de las conicas 345

Ecuacion de una circunferencia en coordenadas
polares 345

Ecuacion general de las conicas en coordenadas
polares 346

Ejercicio 32 350
Avutoevaluacién 352

Respuestas de algunos reactivos
de los distintos ejercicios propuestos 353



Presentacion

ste libro se escribié pensando en estudiantes que cursan el tercer semestre de bachillerato

tecnologico. El objetivo principal, fue escribir un libro que ustedes los estudiantes pudieran leer,

entender y disfrutar. A lo largo del libro se utiliza un lenguaje claro y preciso que propicia la
generacion de conocimientos que, por lo general, resultan dificiles de entender v aprender. Se utilizan
oraciones corlas, explicaciones claras y muchos cjemplos resueltos a detalle. Por tal motivo, en
geometria analitica se plantearon los principales conceptos y definiciones mediante el uso de grificas
con ejemplos desarrollados paso a paso, uso de formulas y simbolos comunes que permitan comprender
correctamente dichos conceptos y definiciones, asi como, los contextos de problemas. planteamientos,
soluciones y trazado grifico de resultados. Asi, la didictica que se desarrolla en el texto se fundamenta
en una exposicion de conceptos introductorios y ejemplos demostrativos, asi como, una diversificacion en
el planteamiento del problema. Las técnicas empleadas en la solucidn tienen por objeto desarrollar el
razonamiento reflexivo y la destreza en el estudiante. Los problemas y ejercicios que se desarrollan a lo
largo de las tres unidades que presenta el libro, utilizan distintos tipos de reactivos, lo cual permite tener
una evaluacion continua del proceso ensefianza-aprendizaje. Se hace énfasis en el incremento gradual
de la complejidad de cada ejercicio hasta lograr el cambio de la memorizacién por un razonamiento més
analilico en el planicamiento y desarrollo del proceso de solucién de un problema determinado.

Es importante recalcar que la consecucion de los temas tratados en el libro dependera del trabajo
estrecho entre docente y alumnos, de manera tal que el libro sea sdlo un apoyo para reforzar lo que se
trabaja en el salon de clases.

Agradezco el apoyo de mis compaieros de la Academia Local, Estatal y Nacional, asi como a lodas
las Autoridades Educativas que confiaron en mi esfuerzo y dedicacion para lograr contenidos de calidad:
lambién al editor por su esmerada alencion a la realizacion de esta obra.

Por dltimo, a mis ex alumnos y, en especial, a mi familia a quienes distingo con este mensaje fi-
losdfico: *La creatividad de [os seres humanos es tan vasta como un ecéano, pues se alimenta de todos
los rios de la sabiduria, en donde el camine andado se fortalece por la experiencia diaria de la vida;
triunfar no es fdcil cuando las virtudes propias no logran borrar los defectos del qué dirdn”.

EL AUTOR
Q.1. y Lic. Benjamin Garza Olvera
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Metodologia para el trabajo con este material

El material estd dividido en tres unidades, en las cuales se desarrollan los contenidos actuales del programa general de bachillerato
tecnoldgico. Cada unidad cuenta con una evaluacion diagnéstica, el desarrollo de los diversos temas v una autoevaluacion.

Evaluacion diagnéstica

Es una serie de ejercicios que sirven como repaso operativo, pero en general se busca desarrollar habilidades de légica, aritmética y dlgebra.

Cuadros de competencias genéricas y disciplinares

Se localiza en cada una de las actividades que favorecen el logro de competencias; en este apartado el alumno, con la mediacién del
maestro, deberd determinar cudles son las compelencias genéricas y las competencias disciplinares que estd desarrollando y escribir en
el cuadro las que sean pertinentes.

Autoevaluacioén

Es una coleccion de ejercicios que ayudan a reforzar el trabajo desarrollado a lo largo de la unidad.

Competencias genéricas

1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los objetivos que
. persigue.

Si:li]dlz‘:ﬁ:u:?mna 2. Es sensible al arie y participa en la apreciacion e interpretacion de sus expresiones en distintos
2 ’ géneros.

3. Elige y practica esiilos de vida saludables.
Se expresa y se 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la utilizacion
comunica de medios, cédigos y herramientas apropiados.

. - 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos establecidos.
Piensa critica y 2 5 : 3
3 6. Suslenta una postura personal sobre lemas de interés y relevancia general, considerando otros
reflexivamente : s :
puntos de vista de manera critica y reflexiva.

Aprende de forma 7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
auténoma
Trabaja en forma 8. Participa y colabora de manera efectiva en diversos equipos.
colaborativa

9. Participa con una conciencia civica y ética en la vida de su comunidad, regidn, México y el
Participa con mundo.
responsabilidad en la 10. Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad de creencias, valores,
sociedad ideas y pricticas sociales.

11. Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica con acciones responsables.

vili
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Evaluacién diagnéstica

Realiza lo que se indica en cada caso.

1. Con ayuda de un globo terrdqueo contesta qué son los paralelos y los meridianos.

2. Localiza los siguientes puntos en el plano cartesiano A(— 5.3), B(7.11) y C4, - 5).

3. 5i la distancia entre dos puntos es 7 y uno de los puntos es M( - 13), determina el otro punto.

4. Encuentra la distancia entre los puntos P(3.6) y Q(8.3).

5. Determina el punto medio del segmento cuyos extremos son (3.5.4.1) y (6.4,10).



Introduccién

a la geometria analitica

Propésito de la unidad Competencias disciplinares

Que el estudiante: I. Construye e interpreta modelos matemiticos
« Identifique Ibs 6bjetosBisicos deTh Beomelria. mediante la aplicacion de procedimientos aril-
« PlanteeConjeturas@dravésdel Hazonamiento méticos, Beométricos ¥ Zariacionales, paraTall
inductivo.C comprension y andlisis de situaciones.

« CombineTécnicasdelAlgebraydalgeomeltriall 2.0Formulay Tesuelveproblemas matemédlicos, T
para estudiar situaciones. aplicando diferenies enfoques.

»0 Identifique s Blementosdel planoCartesiano. 3. Explica e interpreta los resultados obienidos

=7 IdentifiqueyCalculedbsElementos Basicos e mediante procedimientos maleméticos y los
unpoligono, Thles ComoIbs Angulos nleriores, [ contrasta con modelos establecidos o situa-
dngulosBxieriores, [perimetro ¥ Hrea. ciones reales.

«1 Comprendaque sl Tenguaje Geomélricole per- 8.0 InterpretaThblas, EBrdficas, apas. Diagramas ¥ 0
milemodelardiversasSituaciones.O textos Hon Eimbolos Tateméticos ¥ Tientificos.

Contenidos que aborda la unidad

AntecedentesBistdricos.

SistemadeBoordenadas Tartesianas.

Localizacidnde puntos En’el[plano.

DistanciaEntre dospuntos.”

Divisionde linSegmento Bn Tina’tarondada.

ArealeTinPoligono EnTunciénDe Tas Toordenadas de Sus Férlices.
Grificalde nna@cuacion ¥ Mugares geomélricos.

Contenidos
conceptuales

« Realizariinferencias ¥ deducciones Al Lsar 8] ixonamiento Inductivo, En CombinacionZ
conEusConocimientos previos deHAlgebra.

Identificard@iversas Bstructuras@eométricas ¥ Tas Empleard parafiacer Gonjeturas.
Interpretard Tesultados G partir de Thodelos atemdlicos En TinContexto e geometria.
UtilizardTerminologia¥ Dolacidnatemdticapropiade TaFeometria.

Elaborard¥ lisard Bstrategiasde Tesolucion de problemas Bomo: Bacer iagramas, Hacer”
conjeturas, dividir Bnproblema®n Eubproblemas ds Sencillos, MevarTin problemai’
uno ya conocido.

Confenidos
procedimentales

Colaborard €on Sus©ompafieros &l Tesolver problemas.

RespetloEl Trabajar Bn Glase.
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AprenderdiaNalorarBlTrabajo deSus Compaiieros.

Contribuye ©onTdeasdeManeraCrilicay Hcciones Tesponsables i TaTiorade Trabajar”
en equipo.

Contenidos
actitudinales




1 UNIDAD

GEOMETRLA ANALTICA

Antecedentes histéricos

La historia de las matematicas considera a René Descartes ¢l fundador del primer sistema matemético moderno
¥, por lo lanto, el padre de la geomelria analitica.

Descartes propuso hacer una matemtica sistematizada y severa, partiendo tinicamente de bases y conceplos
estrictos en la verdad, con lenguaje sencillo, claro y preciso. Asimismo, sustituye las palabras enleras, abreviaturas
y notaciones por un simbolismo puro, que se ha conservado casi integro hasta nucstros dias.

En 1637, Descartes publicd Geometria, en la cual considera al segmento como una unidad o como un niimero,
con la que establece una sélida relacion entre la geometria y el dlgebra, dando lugar a la geometria analitica; de
igual forma explica como la suma, resta, multiplicacion y division de segmentos da lugar a otro segmento. Descartes
relaciona a los nimeros con las mismas operaciones, enfrenlando problemas puramente algebraicos, ya que lodos
los problemas geométricos de cardcler lineal y cuadrdtico pueden resolverse con regla y compas al conside-
rarlos como problemas del plano. Descartes quiere resolver grificamente ecuaciones de grado mayor por curvas
algebraicas engendradas paso a paso por mecanismos lineales del movimiento, usando elementos de referencia
en posiciones especiales, de igual forma, resuelve el problema de las normales a las curvas algebraicas evilando
operaciones infinitesimales. Entre sus ejemplos figuran la concoide y el llamado ovalo de Descartes.

Descaries y Fermal son los creadores de la geometria sobre ¢jes de coordenadas, donde el dlgebra y la
geometria se retinen en el trazo de grificas de ecuaciones y desigualdades. El cdlculo y la geomelria analitica
marcan ¢l comienzo de las matemditicas modernas en el siglo xvin.

Concepto de geometria andlitica

Estudia las figuras geométricas a partir de un sistema coordenado, el cual, establece que a cada punto en un
plano le corresponde un par ordenado de nimeros y a cada par ordenado de nimeros le corresponde un punto
en un plano. La geomelria analitica aprovecha esta correspondencia para aplicar los métodos del dlgebra y el
andlisis al estudio de la geometria.

Fjercicio 1

I. Contesta las siguientes preguntas.
1. ;Cémo se llama el fundador de la geometria analitica?
2. ;Cual fue el primer descubrimiento matematico de Descartes?
3. [ Qué relacidn hay entre el dlgebra y la geometria, realizada por Descartes?
4. ;Cudl es el concepto de geometria analitica?
5. jCuales son los contenidos principales de la obra de Descartes, Geometria, publicada en 16377

Q‘Ihriﬁ:ahlsmu]tadnsmlnnﬂiéndampmtﬂs:nrruipbn:lianto......................................

Sistema de coordenadas cartesianas

Sistema de coordenadas rectangulares

Este sistema lambién se denomina cartesiano en honor a René Descarles. Consla de dos reclas dirigidas, per-
pendiculares entre si, llamadas ejes de coordenadas. La recta horizontal se llama eje x o de lay abscisas, la

4



UnipAD

Infroduccion a la geometria andlifica

recta vertical se llama eje v o de las ordenadas. El punto en el que se intersecan las rectas () se llama origen
del sistema (ver figura 1.1).

Estos ejes de coordenadas dividen al plano cartesiano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, las cuales se
ordenan en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. Por ejemplo, todo punto P del plano cartesiano
puede ser localizado por medio del sistema rectangular; es decir, se localiza Q. el pie de 1a perpendicular FQ al
¢je x. y R, el pie de la perpendicular PR al eje v, la longitud del segmento dirigido OQ se llama abscisa de P y se
representa por x: la longitud del segmento OR se llama ordenada de P y se representa por v. Los niimeros reales
x vy yse llaman coordenadas rectangulares de P y se representan como P(x.y). La localizacién de un punto por
medio de sus coordenadas se llama trazado del punto.

Las abscisas medidas sobre el eje x a la derecha del origen son positivas y a la izquierda del origen
son negativas: las ordenadas medidas sobre el eje y hacia arriba del origen son positivas y hacia abajo del
origen son negativas.

¥{eje y)
Ri+) [(+}
i I SRS i Lo | Px.y)
I 3 | !
s
3 |
(—) Abscisa | (+)
{—) 0 Q (+) Xigje x)
I v
(—) (=)

Figura 1.1 Sistema coordenado reciangular.

EJERCICIO 2

|. Contesta las siguientes preguntas.
1. ;Cuil es la razdn por la que el sistema de coordenadas rectangulares se denomina también cartesiano?

. Como estd conformado el sistema de coordenadas rectangulares?

il

;Como se ordenan los cuadrantes del sistema de coordenadas rectangulares?

;Cudndo son posilivas las abscisas y las ordenadas?

Hos

;Cudndo son negativas las abscisas y las ordenadas?
i Cual es la representacion de las coordenadas de un punto de manera general?

i Cuil es el proceso para trazar un punto?

go H I

Construye una representacion grifica del sistema de coordenadas rectangulares.
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Localizacién de puntos en el plano cartesiano

Cuando nos encontramos en una gran ciudad, podemos localizar cualquier esquina al mencionar dos datos, el
nombre de la calle y el nombre de la avenida que la cruza.

En un salon de clases se puede localizar cualquier asienlo con lan solo mencionar dos datos, el nimero de
la fila y el nimero de 1a hilera.

Los anteriores son ejemplos de 1a localizacion de puntos en el plano coordenado.

Representacion grdfica de los punios

En el sistema de coordenadas rectangulares hay una relacién que establece que a cada par de niimeros reales
{x.y) le corresponde un punto definido del plano, y a cada punto del plano le corresponde un par tinico de coor-
denadas (x.y).

Para localizar un punto sobre el plano se considera los signos de las coordenadas para que se ubique en el
cuadrante correspondiente.

EAEMPLDS °
g

_Ef ,'W *- Localiza en el plano cartesiano los puntos B(2.5) y G(—3.—4).
LU

m i

& Solucién

2 ®e:Localizaenel plano cartesiano los puntos M(0,-2) y N(—2.0).

Solucién

N(-2,) @ &

M0, —2)
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3 es:Localizaen el plano cartesiano los puntos P(3,-5), Q[—%%] y R(1.75,0.53).

Solucién

. R(1.75,0.5)

PGB

4 ®e. Representa grificamente el tridgngulo formado por los puntos; A(2.3), B(-34) y C(- 5. 7).

Solucion

A(2.3)

C(—=5.—7)



1 UNIDAD

GEOMETRLA ANALTICA

5 e@e:-Elaborala grifica del poligono cuyos vértices se encuentran en 1as coordenadas: A(5,1), B(2,-3), C(—-3,-1),
D(-24) y E(1.5).
Solucien
¥
E(1.5)
B{—24)
A(5.1)
) X
C3.-1)
B(2.-3)
EJERCICIO 3
: I. Realiza lo que se indica en cada caso.
5 1. ;Como se localizan los puntos en el plano cartesiano, en forma prictica y con lenguaje comin?
E 2. ;[ Como se relacionan las coordenadas y los puntos en el plano?
E 3. ;En qué cuadrante se localizan los siguientes puntos?
p a) M(0,3) ) S5(—-4.9,-2.7)
: b) N(-50) i) T(3.1,-6.5)
; c) N(3.3) : 9 3
: » ”[?‘5]
. d)y 0(-2,-4)
: e) P(-15) k) v[—E,E
: 51
" f 00.-6)
. W 13 7
; ¢ R(253.8) ¥ Whe—3
. 4. Representa graficamente los siguientes puntos:
. a) AG4),B(-2,1),C(-5, 2)
. 3 o
reeepe by C(1.3), M(0,-4), R(-6,6)
it sl ) S(1.6), T(2,-5), L(~7.2)
ot d) M(-10),NG5,-7),N3.2)
QENENCas
: e) B(22), G(74), O(—8.10)
as
disciplinares J} L(—9.-3), F(—3,1).1(4.0)
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5. Represenla grificamente los siguientes tridngulos formados por las coordenadas de sus vértices:

a) A(4,5), B(—3.2)yC(2,-5)

By A-2D.B(—0,- 1)y C(—4.-3)
c) A(0,6). B(-3.0) y C(4.0)

d) A@®6,-1).B(1.-4HyC5.-T)
e) A(-3.2), B(2,-8)y C(5.-2)
) A0, B), B(—4,-2)y C(4,- 2)

6. Elabora la grifica del poligono cuyos vérlices se encuentran en las coordenadas:

a) A(-4.2), B(—2,-3).C(1,-6) y D(0.4)
b) A(-2,-5),B(5.-2),C(1.2), D(1.5) y E(—4.2)
) A(4.2), B(2,6),C(—4,-5).D(—1.2) y E(—1,8)

Q Verifica tus resultados en la seccion de respuestas correspondiente. . « « «

Distancia entre dos puntos

------- & % % B E B B S E ® B E E S E S B EESEE

La distancia entre dos puntos se puede presentar en las siguientes tres formas:

1. Sean Py(x..y,) ¥ Ps(x:.y;) dos puntos localizados de manera general en un plano y que pertenecen a una
misma recla horizontal (paralela al eje x), la distancia dirigida entre los puntos es:

Py, ¥, Piix.y)

Formulas de la distancia
dirigida de P, a P, o de
PZ'Pl:I[_-tz P13P|.

F.'R=L—J.’.

La formula de la distancia no dirigida es:

|HP2| =|I2 _«Tll =|-’-'1 _I2|
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2. Sean P,(x,,y;) y Pa(x,y;) dos puntos pertenecientes a una misma recta vertical (paralela al eje v), la distancia
dirigida entre los dos puntos es:

¥
Py
PP =y —y F'ot.‘m.ul:as de la distancia
dirigida de P, a P, o de
i) - PR=vww—Yy. P,aP,.
La formula de la distancia no dirigida es:
Pyxyy,) |APs|=]y2— 3| =¥ — 2|

3. Sean Py(x,.v,) y Piix,.y;) dos puntos distinios que no se encuentran sobre una misma recta horizontal o
vertical, se traza una recta que pasa por P,, paralela a uno de los ejes coordenados y olra recta que pasa por
el punto P, paralela al otro eje. estas rectas se intersecardn en un punto Q(x,.y,) formando asi un tridgngulo
P;QF,, en el que se pueden identificar los siguientes elementos:

hipotenusa = |P\P,| =d
calelo = P,Q = (x; — x;)
cateto = OP, = (¥, — V1)
Pyxpyp

Aplicando el teorema de Pitdgoras, se liene:

(RP) =(ROY +(QR)
RP, =(ROY +(0R)

RP =\[(I2 —X }1 +0r—n)

2

La distancia no dirigida entre dos puntos se representa por:

'ff:\f(—"z 5P+ —n)

EJEMPLOS :

T?n(} i @ Calcula la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son:

E

= a) Py (-7.2)y P:(82) b) PA(~2.4)y PA—2,—6)
Sclucién

@) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene:

¥4

P(-7.2) P,8.2)

10
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Se¢ observa que los dos puntos pertenecen a una misma recta horizontal, por lanto, la distancia dirigida entre los
dos puntos es:

d=PP=x—x d=P,Pi=x,—x;
d=PP=38—-(-T) d=PP=-T—38
d=PP=8+7 d=PP,=—-15

d=PP,=15

b) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se liene:

i
’ Se observa que los dos puntos pertenecen a

Pi—24) una misma recta vertical, por tanto, la distancia
dirigida entre los dos puntos es:

d=PPy=y; — ¥ d=P,Pi=¥, — ¥

g x d=PPy=-6-4 d=PP =4 (-6
d=P[P-2= ]D d=PEP1=4I6
d=P2P]=]D

Py —2.—6)

2 ®e:(Calcula la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son:

a) A(-6,3) y B(2. 3)
b) A(6.1)y B( 4. 2)
¢) P52y Py 1.7)
d) P(—3,—-1)y Po7,-3)

a) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene:
Y Se observa que los puntos no pertenecen a
una misma recta horizontal o vertical, por tan-

A(-63) lo, su distancia se determina por la [ormula:

d=\J(x;—x)* +(y2 —W)?

Y X
N

B(2.-3)

Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuacion, resulta:

d — JI:IE __I| }2 +{_}"'_' = }1| }2

d = J(2+6)2 +(—3—3) = J(8)2 +(—6)

d=64+36 =4/100

I d=10

11



1 UNIDAD

GEOMETRLA ANALTICA

#) Al ubicar los puntos en el plano carlesiano se liene:

¥ Se observa que los puntos no perle-
nccen a una misma recta horizontal o
vertical, por lanto, su distancia se de-
termina por la formula:

A(b.1) d= Vlrf-xl —% )2 +f'l"2 —y )2

0// X

/

B(—4.-2)

Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuacion, resulta:

d =J(12 — )+ —n)
d = J(—4—6) +(—2—1)* =[(—10)* +(=3)?

d =100+9 =109
d = 10.44

¢) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene:

P—17) ¥ Se observa que los puntos no perie-
necen a una misma recta horizontal o
vertical, por lanto, su distancia se de-

termina por la formula:

d:\)":xg —x)? +(v2 __'|"|:'2

o \

P(5-2)

Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuacion, resulta:

d= J[xg —x ) +{y2—w )

d=J(—1-52 +(T+2)? = J(—62 + (9

d=J36+81=.117
d =~ 10.8166

12
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) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se liene:

¥ Se observa que los puntos, no perienecen a
una misma recta horizontal o vertical, por tan-
to, su distancia se determina por la fGrmula:

i} X

d= Jl:xf_r —.1']':'2 +{_\’12 _}"| }1
PI{—B..—N

PUT.—5)

Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuacion, resulta:

d=Jx;—x )P +(2—n )

d =100+ 16 =4/116
d =10.77

3 ®e-Demuestra que la distancia dirigida del punto P,(5.4) al punto P(x.4) es x — 5 cualquiera que sea el valor
de x, calcula la distancia entre los dos puntos.

Solucién

Al ubicar los puntos en el plano car-
P(54) lesiano, se observa que éstos perte-
* necen a una misma recta horizontal,
por lanto, la distancia dirigida del P,
al Pyes:

d=P|P3=I] _IJ
0 X (.r:PlP!:I 5

=5i el valor de x es mayor a cinco, la distancia de P a P, es siempre positiva; es decir, P, se ubica a la
derecha de P,.

*78i el valor de x es menor a cinco, la dislancia dirigida de P, a P es siempre negativa: es decir, P; se
ubica a la izquierda de P,.

13
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4 ®e-Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud igual a d = /13 es el punto A( 1.

S

Mediante la [6rmula de distancia entre dos puntos que no pertenecen a una misma recla horizontal o vertical,

s¢ puede comparar que:

d=RP=J0u—xF+(: W)

d=PP =J(x—52 +(4—4)2 = /(x5 +(0)°

d=RP—=Jx-5)?

d=PP=x—5

La distancia dirigidade P, a P, es:

d=PgP]=.r|
d=P3.P|=5

Xz

X

si x < 5 la distancia es positiva.

del otro extremo es 2, calcula su ordenada.

Solucién

} si x = 5 la distancia es negativa.

Sustituyendo los datos en la formula de distancia entre dos puntos, resulta:

d :JU-': 5P+ —n )
VB =2+ +(y+52

5i elevamos al cuadrado ambos miembros de Ia ecuacion se liene:

(Vi3) =(Jer+o+37)
13=9+y+10y+25
Y +10y+34-13=0

fl!ﬂyer:O}

Ecuacion de segundo grado
con una incognila o cuadralica.

La ecuacion anterior puede resolverse por los siguientes métodos:

Formula general

- —bB>—4ac

2a
_ —10-£(10)* —4(1)(21)
21)
. —10+/100—84
' 2
- —10+16  —10+4
: 2 2
—6

v :—:—3
B 2
“.‘2 :__M:—?
' 2

Factorizacion

Y2+ 10y +21=0
¥Y+3IHy+NH=0
yv+7=0

y+3=0
¥=—3

14
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7

5). si la abscisa
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Al ubicar los puntos y los resultados en el plano cartesiano se tiene:

¥

2 B(2,—3)
EL/

Al— l,—5}<
L \

"

B'{2.-T)

Las ordenadas de los extremos 30 7,
ya que ambos valores satisfacen la condicion del problema.

5' ®¢-Demuesira que los punlos A(—3.4), B(3.2) y €(6.1) son colineales.
Solucion

Al graficar los puntos en el plano cartesiano se tiene:

¥ Al calcular la distancia entre los puntos se
liene:
A(—3 4 e
\ B(32) d=\f(x2—x,}3 +(y2 —w )
\ C6.1) dAB=\(3+3) +(2—4)7 = J(6) +(-2)?
dAB—36+3
a x e J-E
dBC =/(6-3 +(1-2) dAC = J(6+3)2 +(1—4)°
dBC = BRI IF =971 43T = JOF T(3F = JBTT9
dBC =10 dAC =90

dAC =dAB+dBC

V90 = 40 + /10
J9(10) = J4(10) ++/10
310 = 34/10

Los puntos son colineales.

15
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& @e:Dos de los vérlices de un triangulo equilitero son los puntos A(—3,1) y B(1.1), calcula las coordenadas del
lercer vértice.

Solucién

Por definicidn un tridngulo equildlero es el que tiene sus tres lados iguales, es decir:
dAB=dAC =dBC

Al determinar la distancia del lado AB, se tene:

d=J(x;—x )2+, —n )
dAB=.JU+32 +(1—1)F
dAB = (47 1+ (0)* =16

dAB=4
dAC = J(x+37 +(y—1) dBC = J(x—1* +(y—1)
2 2
(4=Jx+3r+r—17) (4=Ja—r+y-12)
16 =(x+3)2+(y—1)? 16 =(x—1)2 +(y—1)
16 =27 +6x+9+¥ —2y+1 16=x—2x+1+y —2y+1
16=x"+6x+y*—2y+10 16=x—2x+y*—2y+2

Como d AC = dﬁ; se igualan las ecuaciones, entonces:

T H6x+ Y — 2 +10= 0 —2x+ Y — 29 +2

6x+2x=2-10

8x=-8
—3
X == —
8
x=—1

Al suslituir el valor de x en cualquiera de las ecuaciones, resulla:

le=xf6x+y 2y 110
le=(-1P+6(-1)+y -2y +10
16=1-6+y -2y +10
¥=2y—-5+16=0

¥ -2y—-11=0 } Ecuacion cuadritica o de segundo grado.

16
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Dado que es una ecuacién cuadritica, se resuelve por [Grmula general, asi:

—b+,/b* —4dac

}‘:

2a
. 24+,/(=2) —4(1)Y=11)
’ 2(1)
. 2+4+44 2448 246928
: 2 2 2
2 2
i 2+6928 8928 4464
2 2
= —4.92
= 2-6.928 4928 5464
: 2 2
Las coordenadas del tercer vértice son:
Cl 1446y C' (1. 2.464)
La representacion grifica es:
¥4
C
A B
X
C‘f

7/ ®e-Calcula las coordenadas del punto que pertenece al eje X y que equidista de los puntos A(—2,-7) y B(1,5).

Solucion

Equidistar en geometria significa que dos puntos se encuentran a igual distancia de un tercero.
Como el punto que se busca pertenece al eje x, lenemos P(x.0). La distancia entre los puntos dados con su

punto equidistante es:

d=\[(x2—x P +(y2—n)’

dAP =G+ 27 +(0+7) dBP =\(x—1) +(0—5)
dAP = I||t2+4x+4+49 dﬁ:ﬁ;{l—b:—i-l—l-?ﬁ
| dA_ﬁz 'II2+4I+53 dﬁ:-..'xz—Qx—i-Zﬁ

17
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|

Como d AP =d BP se igualan las ecuaciones, entonces:

Jei4+4x+53 =2 —2x+26

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, tenemos:

(Vi¥ T 4x 53 =¥ —2x+26) 6x——27
FE 44X +53= 2% —2x+126 x=%=_§
4x+2x=26-53 x=—45

Las coordenadas del punto que pertenecen al eje x y que equidista de los puntos
A(—2,—T)y B(1,5), es P(—4.5,0).

La representacion grifica es:

B(1.5)

P(—4.50)

A(—2.-T)

EIERCICIO 4

I. Calcula la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son:
1. A(-25)yB4,-3) 4 S27NyT(-3-8)
2. A(6.-2)yB(-17,-2) 5. Li04) yBO.-2)
. o2l ym|--] 6. U[E,_E]yv[ﬂ,_i]
3 2 2’ 4 5 4

18
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Calcula la abscisa del punto B, si se conocen la abscisa del punto Ay la distancia entre dos puntos (todos
los problemas presentan doble solucién).

. A(8):dAB=dBA=3 3. A(-1);dAB=dBA=5
2. A(-5);dAB=dBA=4 4. A(-10): dAB=dBA =8
Resuelve los siguientes problemas.

. Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud igual a 17 es el punto A(1, - 11); si la ordenada
del otro extremo es 4, calcula su abscisa.

2. Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud igual a4 es el punto P(2, - 2): si la abscisa del
otro extremo es 2, calcula su ordenada.

3. Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud igual a 10 es el punto B(—3,6): si la abscisa
del otro extremo es 3, calcula su ordenada.

4. Unode los extremos de un segmento rectilineo de longitud igual a 4 es el punto A(4.1); si la ordenada del
otro extremo es — 2, calcula su abscisa.

5. Uno de los extremos de un segmento reclilineo de longitud igual a Jﬁ es el punto A(—6,2); si la ordenada
del otro extremo es — 1, calcula su abscisa.

Demuestra, mediante la férmula de la distancia, que los siguientes puntos son colineales.

. A(-34),B(5.T)y C(11,9) 3.0 AC L -2)LBG. 10y C(-4.4)
2. A(10,1). B(6,-1) y C(2.-3) 4. A(-4.2). B4.0)y C(8.8)
Demuestra que los siguientes puntos son los vértices de un tridngulo isésceles.

. A(-22),BB1DyC(—1,-6) 3. A(-6.-6),B(-22)y(C(2,-2)
2. A(-2,-4).B(—5.-1)y C(-6,—-3) 4. A(-64).B(-5 -3HyC(-1.-1)
Demuestra que los siguientes puntos son los vértices de un tridngulo rectangulo.

1. A(32), B(-2.-3)y C(0,—4) 3. K(3,5), L(7,2) y M(4.-2)

2. P(-2.-8),0(-6,~1)y R0, 4) 4. X(2.5), Y(B.-1)yZ(-2.1)

Resuelve los siguientes problemas.

1. Demuestra que la distancia dirigida del punto A(2,3) al punto B(x,3) es x — 2 cualquiera que sea el valor
de x.

e

Demuestra que la distancia dirigida del punto P,(8.4) al punto P(8,y) es v — 4 cualquiera que sea el valor
dey.

3. Calcula las coordenadas del punto que se encuentra sobre el eje x, que es equidistante de los puntos
A(14,-2) y B(-4.6).

4. La ordenada de cierto punto P es el doble de su abscisa. Dicho punto equidista de M(—3.1) y N(8.—2):
encuentra sus coordenadas.

5. Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud igual a 23 esel punto A(1.0); si la ordenada
del otro extremo es — 3, calcula su abscisa.

6. Dos de los vértices de un tridngulo equilitero son los puntos A( - 5,2) y B(— 5, 7), calcula las coordenadas
del tercer vértice.

19
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7. Dos de los vértices de un tridgngulo equildtero son los puntos A(7.2) y B(2,2), calcula las coordenadas
del tercer vértice.

8. Demuestra que los puntos siguientes son los vértices de un paralelogramo.
a) A(4.2), B(2,6), C(6.8) y IX8.4)
b) A(1.5), B(—2,-1),C(—1,-5)y D(2.1)
9. Calecula las coordenadas del punto que equidista de los siguientes puntos fijos.
a) A(8.2), B(—3.-3),C(—6,-2)
b) A(3.8).B(-2.-7).C(—4-3)
c) A(2.3), B(4.-1), C(5.2)
d) A(4.2), B(—3,-2), C(2.3)

10. Sean A(0,0), B(3.0), C(4.2) y D(1.2) los vértices de un paralelogramo: calcula la longitud de sus dos
diagonales.

Q Verifica tus resultados en la seccion de respuestas correspondiente.. « s s s s s s s s s st s s s s s s s e s s s anama e

Divisién de un segmento en una razén dada

Para determinar las coordenadas de un punto P que divide a un segmento cuyos extremos son Pi(x,.v,) y

AP
Ps(x3.y5), en larazon r = " se aplica el siguiente procedimiento.
¥
R(0.5,)
R(0.Y)
R (0N
el 0 0,(x.0) 0(x.0) 0,500 x

*Por los puntos Py, Py P se lrazan perpendiculares a los ejes coordenados; como las rectas paralelas
P,0,, PO y P,0Q; inlersecan segmentos proporcionales sobre las dos transversales PPy y 0,0,. Por lo

PP_00Q

PP, Q@

*1as coordenadas de los puntos trazados sobre el eje x son: 0,(x,.0), Q(x,0) y O5(x,,0) y sobre el eje v
son: R(0.y,), R(O.Y) ¥ Ry(0,y,).

*1a distancia dirigida de los segmentos 0,0 =x — x; y Q0. = &, — x s suslituye en la ecuacion de la
razon, asi:

tanto, la razon es r =

_RP_00 x-x _

PR, 00, x-—x

20
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Despejando para x, resulta:

X x=rx x

X I. = -'-IZ rx

Xtrx=x+1+1rx
xl+n=x+m

X+
r=——

1+r

donde r=—1

»Tl as rectas paralelas PR, PR y P,R; inlersecan segmentos proporcionales sobre las dos transversales
AP RR
P,P,y R\R,. Por o tanto, larazénes r=——=——.
PP RR,

»Tla distancia dirigida de los segmentos R,R =y — v, y RR; = ¥, — v. se susliluye en la ecuacion de la

razon, asi:
L

r= = =
PP, RR, y,—y

Despejando para y, resulta:
y—=¥i=Ak—¥

Y=-n=ry:—ry
Y+ =N:T ¥
Yi+n=y +n;
Wt
T4

donde r = —1

Teorema

Las coordenadas de un punto P que divide a un segmento cuyos extremos son P (x,.v,) v Ps(x,,v;) en la razon

RP
r=——som;
PP
Xy + X I+ TV
p=r L }‘=J"—'2 donde r= — 1
1+r 1+r

5i P(x.v) es el punto medio del segmento PP, la razon es igual a la unidad (r = 1), es decir:

¥y

2]
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. AP
Si r=—— y como P\P = PP,, resulla:
PPR

L __RP_RP PP _
PR, RP PR

Al sustituir el valor de la razon (r = 1) en las siguientes ecuaciones, se tiene que:

X+ rx; Yy +1ya
r=— V=
14r ’ 14r
X Ix y I
e 1+ (D, ‘|=}|+f}}‘2
141 ’ 141
X YNi+W
= — Y=
2 : 2

Corolario

Las coordenadas de un punto P, que es el punto medio de un segmento, cuyos extremos son Py(xi.y) y
Py(x;.v,) en la razon r =1 son:

X +x Yi+¥
. 2 y—J Yz

2 . 2

Célculo de la razén cuando un segmento
se divide en n partes iguales

51 un segmento se divide en n partes iguales, la razon para delerminar las coordenadas de cada punto que divide
a dicho segmento. se calcula de la siguiente manera:

a) Siel segmento AB se triseca (dividir en tres partes iguales), la razén para cada punto es:
Para el punto P, se liene:

_ AR 1 —— unsegmento
BB 2 —= dossegmentos

Para el punto P;:

AR 2
i e

BB 1

b) Siel segmento AB se divide en cuatro partes iguales, la razdn para cada punto es:

A
Parael punto P,: R T
PB 3
Para el punto P it 1.y
ara el punto Py: a3 5
'%
Para el punto P5: r=ﬁ='_=3
BB

2l
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¢) Siel segmento AB se divide en cinco partes iguales, la razon para cada punto es:

Para ¢l punto Bz # =1
ae Puﬂﬂ 1 _ﬂ3_4
Pk p s 2
P " BB 3
LTy "
ara ¢ 'pl.lﬂﬂ 3 _HB_Z
AP, 4

Para el punto Py; r=—2———4
ra el punto P, PB 1

Criterios de aplicacién
Los siguientes criterios ayudaran a comprender la posicion del punto que se busca en el segmento dado.
1. Cuando la razon es posiliva, el punto que se busca estard situado entre los puntos dados del segmento.

Ejemplo

Segmento AB, P punto que se busca. La
A razon es positiva.

2. Cuando la razdn es negativa, el punto buscado estard situado fuera de los puntos dados del segmento.

Ejemplo

A i
A / : Segmento AB, P punto que se

. busca. La razon es negaliva.

23
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EJEMPI.QS_ .
o sl
o ,.%0 Determina las coordenadas del punto P que divide al segmento acotado por A(8,2), B(-5.7) en la razdn
E 3
L p —
4
Solucion

Se suslituyen los datos del problema en las siguienles [ormulas, asi:

P - g
T 14r Y
3 3
3+[Z](—5) . 2*[1]”) .
14+= 14—
4 4
Las coordenadas del punto buscado son P [%,2—_‘? .
La representacion grifica es:
¥
B
! | (17 29}
\ P[_,_
| | N 0 5 A
A
o x

2 ®@e-E] extremo del didmetro de una circunferencia de centro P(7, 6) es P5(2.2); determina las coordenadas
P(x.y) del otro extremo.

¥ P22}

Solucion
Al ubicar los puntos en el plano =
cartesiano, se observa que Py PP,
son de sentido opuesto la relacidn r debe
ser negaliva, asi:

1

PP 2
PxYy)
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Se sustituyen los datos del problemas en las siguientes [ormulas, asi:

Lt v__"'1+-"'}'2
T dtr =7 14r
?+[——](z) —a+[—l](z)
y=
1+[ 4 1+[ 3

r=12 [ .

Las coordenadas del punto buscado son P(12, - 14).

3 ®e-Encuentra las coordenadas de los puntos que trisecan (dividir un segmento en tres partes iguales) al segmento
formado por A(2,-4) y B(8,12) y determina el punto medio del segmento.

Solucion

Al ubicar los puntos en ¢l plano cartesiano, se observa que:

¥ B(8.12)
Para determinar P (x,,v,), la razon es:

_AR |

PB 2

Al sustituir los datos del problema en las si-
cuientes formulas, resulta:

_ Xt ‘.‘='vl+’}12
T 14r ) I+
2+[]]{3} —4+[ ]{12}
_ 2 =
e =gl
142 b
=4 4
0 x ¥=3
A2
Para determinar P5(x,.y). la razon es:
RB
Al sustituir los dalos del problema en las siguientes [6rmulas, resulta:
X +.F'I: Yi = ryz
= Y =
1+r ’ I+r
_ 24(2)(8) v_—4+(2}(]2)
142 : 1+2
x=60 s 20
-3

25
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Para determinar el punto medio. Pm, se sustituyen los dalos dados en las siguientes [ormulas, asi:

i+
x=I|+_r2 )l‘:'l r
) 2
—4 412
x=2+8=5 = _4
2 2

Las coordenadas del punto que trisecan al segmento dado son A [4,%] ¥ 5[6.2—3 : las coordenadas del punto

medio del segmento dado son Pm(5.4).

AI, ®e-Los extremos de un segmento son los puntos P(7.4) y Po(— 1.—4}): encuentra el punto P(x,y) que divide a dicho
segmento en dos partes tales que AP : PR =-3.

Solucién
PP
Sear z}? = —3, de tal forma que, las coordenadas de P, son:
1
Abscisa Ordenada
—3:1:_11:," _'_].zu:r
n—x _‘T] — y

y—yr=r(n—y)

I—X; =r(x—x)

X—X;=r% —71x YYo= —1y
I+rx=rx+x; Yt+rv=m+Y,
x(1+r)=rx, +x; Y(l4+r)=m+y
Bty L. +¥

I+r : 1+r

Sustituyendo los datos del problema en las ecuaciones anteriores, resulta:

_EIMHED A H4)
T 14(=3) o 14(-3)
e S=L poslrd
2 g

Las coordenadas del punto buscado son P(11.8).
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Al ubicar los puntos en el plano carlesiano, se observa que:
P(11.8)

You
P(74)
Como la razon es negaliva, el
punto que se busca debe quedar
) fuera del segmento P P,.
X
Pi-1-4) /]
5 ®e:Los puntos medios de los lados de un tridgngulo son (1.1), (4.2) y (2.5); encuentra las coordenadas de los tres
veértices.
Solucion
Al elaborar la grafica correspondiente, se liene:
¥y
1B
o /
S
A ] i (2.5) '.'
L3 £
“"\l\l-]) ;II";42)
\ /
O k" fll o
\, 1
K

A, By C como los vértices del tridngulo, para determinar sus coordenadas se emplean las fGrmulas para las

coordenadas del punto medio, asi:
Paracl Pmde AB
_ Lt ,*,__'."J‘i‘_\'z
2 ’ 2
Xyt Xp 5 YA + ¥a
B
10=y,+ys (2)

2=
)

4=x,+xp (1)

2T
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Para el Pm de AC

X tx Wt
2 2
| XatXe 1= Yatye
2 2
2=x,4+% (3) 2=Y.+¥Yc @)
Para ¢l Pm de BC
x=-r:+12 ,',:_Vr +¥
2 E 2
4=-‘£+1¢? 2=3’B+_'F'C
2 2
B=xz+x: (5) 4=¥g+¥c (6)
Al resolver las ecuaciones (1) y (3), resulta:
4=_I,1-I .rg ‘I]
2=x, +x (3) al multiplicar por (1), se tiene:
4=,rj’+13 (1)
—F=—3 —%: (3)
2=Ia _xc

Al despejar x- de la ecuacion anterior y sustituir en (5), resulta:

B=xpt 1 (5)

8=xp+ (xzg—2)
2xp=8+2
Xg=235

Al sustituir el valor de xz en la ecuacion (1}, se tiene:

4=IA + Xg (1)
4=Iﬁ IS

_TC_.‘ = I
Al sustituir el valor de x, en la ecuacion (3), resulta:

2=x:+x- (3)
2=' I. +'.rc'

_rc'=3
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Al multiplicar la ecuacién (4) por —1 y resolver simultineamente con la ecuacion (2). resulta:

10=y{ +vs (2)
2=—y -V @)
S:_\rs—_\.‘{.

Al despejar v~ de la ecuacion anlerior y sustituir en (6),

4=y +¥c (6)
d=vg +(vg — 8)
2vp=8+4
yg=6

Al sustituir el valor de yz en la ecuacidn (2), se liene:

”J:}".‘ Vg (2)
0=y, | 6

ya=4

Al sustituir el valor de v, en la ecuacion (4), resulta:

2=_V‘4 | Yc (4}
2:4 f}'t—

Ye=-2

Por lo tanto, las coordenadas de los vértices del tridngulo son:

A(-1.4). B(5.6) y C(3.-2).

Divisién de un segmento lineal

Determinar las coordenadas de un punto P(x.y) que se encuentra sobre un segmento P, P,, de manera que el
segmento PP sea una fraccion dada del segmento total P\ P,. En la grifica siguiente, se observa que P,(x,.v,)

¥y Psix;.v;) son los extremos del segmento PP, asi F(x.y) es un punto de dicho segmento que se ubicaen la

RP

relacion K = . donde £ es un nimero real cualquiera.

=2

AP
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Sk P _x—x
; : AR, x—x
0,(0.5) g SRl S e
I Pixy) Rixy) Rixy) x-x=kx,—x)

/ I:I[+k{]—2_l—]}

Sik— 8 __ 3= Formulas para determinar las coordena-
AP va—w das de un punto P(x,y) que se encuentraa
y=—wi=ky:—wm) PP
Y=+ k(¥ —y) k= PP, de un segmento Py P,.

Criterios de aplicacién

Si0 < k< =1, Pseencuentra sobre el segmento A 5.

2. §i k=0, Pcoincide en el extremo P,.
3. Sik=1. Pcoincide en el extremo P,.
4. Sik > 1, Pseencuentra sobre BP;, pero no sobre el segmento PP,
5. Sik < 0, P se encuentra sobre BB, pero no sobre el segmento P P,. En esle caso los segmentos dirigidos
P.P y PP, lienen signos diferentes.
EJEMPLOS

g
=2 e
E’L:i @s-Determina las coordenadas del punto P(x,y) que se encuentra a los % a parlir del segmento A(—9.6) hacia
08
i B(1.-2).

Solucién

Al ubicar las coordenadas en el plano cartesiano resulta:

A(—9.6)

o Pry) x

\H
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Al sustituir los datos del problema en las siguientes formas, se liene:

r=x+k(x;—x) y=n+k(¥.—n)
4 4
x=—9+§{?+9} }r=6+g(—2—6)
o4 32
I=—9+— ' =0——
5 y=6—¢%
XZE "r:_g
; TS

Por lo lanto, las coordenadas del punto buscado son P[%—E]

2 ®@e-Determina las coordenadas del punto P que se encuentra a los 2 a parlir del punto A(3,-5) hacia B(6,10) y
comprueba el resultado mediante la formula de la razdn. 4

Solucién

Al representar grificamente se liene: Al sustituir los datos dados en las
siguienles [ormulas, resulta:

¥ x=x +k(x—x)
B(6,10) 3
x=3+=(6-3)
4
3
x=3+=(3)
Pixy 4
¥ x=525
y=y+k(y—w)
3
y=—-5+-(10+5)
A
3
7] S y=—5+5{15)

y=6.25

A(3.-5)

Por lo tanto, las coordenadas del punto buscado son P(3.25,6.25).

Para comprobar los resultados por la férmula de la razdn, se sabe que:

AP 3

Fe p—
FB 1
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Al sustituir los puntos del problema en las siguientes formulas, resulla:

o T T g T
14 ’ 14r
3-+(3)(6) —5+(3)(10)
B —— =——
143 : 143
x=5325 y=6.25

Por lo tanto, se comprueba que las coordenadas son P(5.25,6.25).

EJERCICIO 5

Escribe los mimeros
comespondientes
(brr'qehm:im
genencas

discipl ssuiiag

I. Con ayuda de tu profesor, resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el proceso de solucion.

Encuentra las coordenadas de un punto P(x,y) que divida al segmento acotado por P(—2.5) y P5(10,-2)

v 2
en la relacion r = o

Si el punto P(8,-4) divide al segmento acolado por los puntos Pi(14.—12) y Pa(x5.¥2) en la relacion
r = 2, encuentra las coordenadas de Ps.

. Encuentra las coordenadas de los puntos que trisecan al segmento A(3,—-5) y B(6.10) y delermina su punto

medio.

Los extremos del didmetro de una circunferencia son A(3,—2) y B(5.6), encuentira las coordenadas del centro.

5. Encuentra las coordenadas del punto P(x.y) que divide al segmento acotado por los puntos A(2. 1) y B(7.3)

enlarazon r= 3.

El extremo del diametro de una circunferencia de centro C(6,2) es A(2.4), encuentra las coordenadas
B(x.y) del otro extremo.

Determina la ecuacion algebraica que expresa el hecho de que el punto P(x.v) equidisia de los dos puntos
A(2.2) y B(9.9), encuentra las coordenadas de dicho punto.

Los extremos de un segmento son los puntos A(— 3, 1) y B(3.7), encuentra el punto P{x.y) que divide a
este segmento en dos partes, tal que, BP:PA = 2.

En los siguientes ejercicios se dan los puntos medios de los lados de un tridngulo, encuentra las coordenadas
de sus tres vértices.

@) (2.-3).(52)y(-21) A (6.-1D.G3)y (1.3
B) (5.-4).(-1.-2)y(32) d) (80).(-47y 1)

5
Determina las coordenadas del punto P{x.y) que se encuentra a los ? a parlir del segmento A(2.4) hacia
E(8, 4.

. Encuentra las coordenadas de los puntos que dividen al segmenlto acotado por A(9,—3) y B(—2.7) en cualro

partes iguales.

Encuentra las coordenadas del punto P(x.y). tal que, &k = % . para los siguientes casos:
3 3

a) A4,-2).B(128)yk =i4— ) A(-21),B64)y k= —'5

B) A(L1), B(-2,-3)yk=2 d) A(-2.5),B(10.1)y x:%
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e) AG.—6).B(-52)y k:% f AQG). BG, g,ykz_%

. Comprueba los resultados del problema anterior, aplicando la fGrmula de la razon.

Encuentra las coordenadas del punto medio para cada uno de los siguientes segmentos, cuyos extremos
S0

a) A(5v2.—243) y B(—242.—3) ¢) A25)yB@®,-1)
b) A(-4.6)yB(3,-2) d) A(-2.1)y B(3.-5)

Encuentra las coordenadas del punto P que se encuentra a % a partir del punto A(—6.4) hacia B(2.-8):
comprueba el resultado por la formula de la razon.

Los vértices de un tridngulo rectidngulo son A(2,-2). B(—8.4) y €(5.3). demuestra que el punto medio
de la hipotenusa equidista de los tres vértices.

Los vértices de un tridngulo son A(2, - 1), B( - 4.7) y C(8.,0), encuentra para cada una de las medianas,
¢l punto de Lriseccion mas cercano al punto medio del lado correspondiente. Demuestra que este punto
es el mismo para cada una de las medianas y, por lo tanto, que las medianas concurren en un punto que
se denomina centro de gravedad o baricentro del tridngulo.

Los extremos de un segmento son los puntos P( 10, -4) y P,(2,6), encuentra la razon “PF I -P—P; en
que el punto P(—3, %] divide al segmento.

Tres de los vértices de un paralelogramo son A(1.1), B(9.2) y C(11.6), encuentra las coordenadas del
cuarto vértice D, si sabe que es opuesto a B.

Encuentra las coordenadas del punto P(x,y) que divide a cada uno de los siguientes segmentos, en la
razén dada.

a)  A(5, ]JyB(l],S}E.‘I‘lr:% d) A(l 2)yB(4,I}enr=%
. 2 . 3
b) A(23)y B9, 4}cnr=—§ e) A(-2,-3)y B(0,0)en rz;
. 5 3
c) Al 3,4Jy3(&2]cnr=—§ N A(L-2)y B(4,—1)en r=Z

El extremo de un segmento es el punto A(2.—7) y su punto medio es (—2.-3)., encuentra las coordenadas
del otro extremo.

Determina la ecuacion algebraica que exprese que el punto P(x,y) equidista de los dos puntos A(—1.2)
y B4, 1).

. Determina las coordenadas del punto P(x,v) que divide al segmento A en la razon k = 3, en los ex-

tremos del segmenlo A(— 2, 5) hacia B(6,9).
Una recta esta delerminada por los puntos A(2,3), B(6.3) y P es un punto que divide al segmento en la

razon K. Si la abscisa de P[;] ;jcudl es el valor de &7

Encuenira las coordenadas del punto P que son iguales, y equidistan de los puntos A(—6,4) y B(2,- 8).

cVcﬁﬁ:atusmultadonnnln;miéndomspuutasmrmpondinm.............-..............-..-......
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Area de un poligono en funcién de las coordenadas de sus vértices

Area de una regién triangular

Sean Py(x.v) Palx:.x0) ¥ Pslxs.va) los vértices de un tridngulo, su drea se puede oblener sumando las dreas de
los trapecios O, Q5 Ps P y Q5 0, P, P; y restando el drea del trapecio Q) 0. P, Py. Dichas dreas de los trapecios
se forman trazando perpendiculares de los vértices del tridngulo al eje x. Es decir,

Plxs.¥5)

G Q,(x,.0) Q(x,.0) Q,(x,.0) &

El area de un trapecio es igual al producto de su altura por la semisuma de sus bases (lados paralelos); por
lo lanto, el drea del tridngulo P, P P es:

A = drea del trapecio Q; Q. Ps P, | drea del trapecio Q5 Q, P, Py — drea del trapecio Q) 0, P, P,.

A=(x3—1x }[%](_"I +y3)+ (0 — -ﬁ}[é](}'}- +w)-(n—x }E%]{‘"I +¥:)
A= EI{IL‘F: T+ XY XY — Y —Xa)s _-Tz_‘l’l)

El drea resultante puede expresarse en una forma més sencilla para recordar, es decir:

(-
7
\-fl Ly 7] 7(—)
' s K_ﬁ (-) Esla [6rmula también se emplea
A= _< 2}(‘ 3 }’i para determinar el drea de cualquier
2 /I’X}-‘\, (+) poligono.
b . \“"{—F)
b ~
()

Considera gue el primer rengldn se repite al final con el fin de facilitar la operacion.
Si los vértices se ordenan en la formula en sentido contrario al de las manecillas del reloj, el drea resullante
es de signo positivo: en caso contrario serd negaliva,
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EJEMPLOS
3 4 I=

..5]-

Solucién

AG2)

B(7.4)

A = 11 unidades cuadradas

A=—(12+435—-4-15+8—-14)=—
2( ) 2

Infroduccion a la geometria andlifica

+ Encuentra el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(3.2), B(74) y C( 2.5).

Al sustituir los datos en la formula
anterior, resulla:

22

b

¥z
s

Vi

ta | —

~] tu

tad

A =%{(3}(4)+(7)(51+t—2){21—{3}(5)—(-1}(4) —(1)(2)]

b =

2 ®e-Encuentra el drea del poligono cuyos vértices son los puntos A(—7,-3), B(—4.6), C(2.8), D(6,2) y E(3,-3).

Solucién

Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene:

A partir de la grifica, los vértices
se ordenan en ¢l determinante en el
senlido contrario de las manecillas

del reloj, es decir:

Xa
Xg
1| *o
2| x¢

Xg

Xa

¥a

Ve

Yo
Ye
¥s

Ya

A(—T7,

35

=

C{2.8)
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N
/ N
/ \\ ;
/ I, M
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/ /
/
| % HHM‘H‘““-—-H_H ,’ |
=




1 UNIDAD

GEOMETRLA ANALTICA

Al sustituir los datos en la formula anterior, resulta:

= =3

3 -5
g=3 & 2
3 2 £
-4 6

=

A =%[(—?}(—5}+(3}(2]+{6)(3}+{2}(6}+{—4){—3}—{—7)(6)—{—4}{8}—(2}{2)—{6}(—5)—(3}{—3J]

22
A= %{;35+ﬁ+48+12+12+42 +32-4430+9)= % =111 unidades cuadradas

Por lo tanto, el drea del poligono son 111 unidades cuadradas.

Perimetro

Es la suma de las longitudes de los lados de una figura plana, malemdilicamente se representa por la letra P
(maytscula).

Semiperimetro

Es la milad del perimetro que se representa por la letra p (mindscula) y matematicamente se hace notar por

i
=

EJEMPLOS .

T e - Encuentra el drea, perimetro y semiperimetro del poligono cuyos vértices son: A(—8.2), B(—1.5), C(7.- 1)

K-
E{x

A
@ y D{—2,—6),
wr /
Solucién
Al ubicar los vértices en el plano carlesiano se liene:
¥
B(—1.5)
A(—82
0 Cl—1 %
IL—JJ D(=2,-6)
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A partir de la grafica, los vértices se ordenan en el determinante en sentido contrario al de las manecillas del
reloj, es decir:

Xa VYa -8 2

In Mo -2 -6

A= ‘1 X ¥ A= l 7 —1
2 2

Xp Vg —1 3

Xa Ya -8 2

A= %[{—3)(—6} F (2D H(DEIH (D2 —(—8)E) —(— (1) —(TH—6)—(—2)(2)]
1 168 ;
A= 5(48 +2435-2+40—-1+42+4)= T = 84 unidades cuadradas

Para determinar el perimetro, se calculan las longitudes de los lados del polizono dado. es decir:

dAB=+(—1+8) +(5—2) dBC =7 +1} +(~1-5)
dAB =+/49 + 9 ~ 7616 dBC =./64+36=10
dCD=\(—2—7 +(-6+1) dAD =(—2+87 +(-6-—2)
dCD = J81+25 10296 dDA=./36+64 =10

El perimetro del poligono es:
P=dAB+dBC+dCD+dDA
P=T76164+10+10.296 410
F = 37.912 unidades de longitud

El semiperimetro del poligono es:

P 37912

=

= 18.956 unidades de longitud

2 @#-as coordenadas de los vértices de un tridngulo son A(—4.2), B( -2, -3) y C(6.4), encuentra el drea, perimetro
y semiperimetro.

Solucién

Al ubicar los vértices en el plano cartesiano se liene:

Y — Al sustituir los datos de cada punto en la
; formula del drea, resulta:
A(=42) X, X, 4 g
T/ A—l Xg Vi _l -2 =3
o7 % ~3 ¥ Ve[| & 4
X, Ya -4 2

B(-2.-3)

= 7
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A=%{]2—B+]2+]6+18+4}=

Las longitudes de los lados son:

d AB=\(—2+4) +(-3-2)
d AB = /41125 ~5.385

= —;-[(—4}(—3)+(—2){4}+(6){2}— (—4)(4)— (6)(=3) = (~2)(2)]
54

5 = 27 unidades cuadradas

d BC =(6+2) +(4+43)
d BC = /64 +49 =~ 10.63

Perimetro:

P=d AB+d BC+d AC
P=35385+10.63+10.198
P ~=26.213 unidades de longitud

d AC = J(6+4) +(4—2)
d AC =./100+4 ~10.198

Semiperimetro:
P 26213
B=3= 3

p == 13.1065 unidades de longitud

EJERCICIO 6
q I. En equipo encuentren el drea, perimetro y semiperimetro para los siguientes tridngulos cuyos vértices son:
E 1. A3.—4).B(5.2)y C(—-7.-3) 4. AM49), B(-2.1)y C(—-3.3)
. 2. A(-4.2), B4 y C(8,-5) 5. A(7,-3).B(-22)y C(64)
3. AC4-D.B(-2.-6)yC(5,-2) 6. A(14).B(3.-9)yC(-52)

: L A(-5,-2), B(2,-4), C(5,1), D(2,T) y E(—2,5)

. 2. A(-33).B(4.2).C(1,7)y D(-16)

3. A(-3.-2),B(—.1), C(-2,8), (1.5 y E(6.3)

4. A(-4.1), B(2.,6). C(6,— 1)y D(—1,-5)

5. A(-5,1), B(—4.6), C(3,5), D(1,2) y E(2,—4)

38
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Resuelve los siguientes problemas.

1.

=]

;. Para qué valores de ordenada v tendrd el siguiente tridngulo de vértices A(—3.4), B(6,1) y C(4,y) una
drea de 25 unidades cuadradas?

Demuestra que las rectas que unen los puntos medios de los lados del tridngulo cuyos vértices son
A(-1.5), B(—4.-6)y C(— 8, 2); dividen a dicho tridngulo en cuatro tridngulos de dreas iguales.

11 1 3
Los puntos medios de los lados de un tridngulo son [_E .E].[l. _E] Y [—5,—3} encuentra las coor-

denadas de sus vértices. el drea, perimetro y semiperimetro.

Encuentra el drea, perimetro y semiperimetro del paralelogramo que se forma al unir los puntos medios
de los lados de un cuadrilatero cuyos vértices son: A(4,1), B(3.4), C(0.3) y D(— 3, 1).

Encuentra el drea del tridngulo cuyos vértices son A(0,0), B(1.2), y C(3,—4). y comprueba el resultado
por la férmula de Heron para el drea del triangulo en funcion de sus lados.

Los vértices de un triangulo son A(3,8). B(2Z,- 1) y C(6.— 1): si D{x.y) es el punto medio del lado BC,
calcula el drea del tridgngulo ADC.

Encuentra el drea del tridngulo cuyos vértices son A(2, - 2), B(— 8.4) y €(5.3). y comprueba ¢l resultado
por la férmula A = M

Encuentra el drea del triingulo cuyos vértices son A(1,-3), B(3.3) y C(6.— 1), y comprueba el resultado
por la formula de Heron.

Los vértices de un reclingulo son A(4.8), B(8.0), C(6,2) y D(24):
a) Determina el drea del tridngulo ABC.

b) Demuestra analilicamenie que el punio medio de la hipolenusa del triingulo ABC es equidistante
de cada uno de los tres vértices.

¢) Demuestra que el drea del rectingulo es el doble que la del tridngulo ABC.

. Dado el triangulo A(2,3). B(5.7) y C(—3.4), calcula la longitud de la base BC. la longitud de la altura

que pasa por A y el drea del tridngulo.

. Determina el irea del paralelogramo, tres de cuyos vértices son los puntos A(—2.3), B(4.-5) y

C(-3.1).

Dados los vértices consecutivos de una limina homogénea pentagonal A(2.3), B(0,6), C({—1.5),
D(0.1) y E(1.1), determina el area.

. El drea de un paralelogramo son 12 unidades cuadradas, dos de sus vértices son A(—1.3) y B(-2.4).

Si el punto de interseccion de sus diagonales estd situado en el eje x, encuentra los vértices faltantes.

. El drea de un tridngulo son tres unidades cuadradas. dos de sus vértices son A(3,1) y B(1,-3). Si el

lercer vértice estd situado en el gje v, encuentra las coordenadas del vértice C.

OVcﬁﬁ:atusmultadonnnln;miéndomspuutasmrmpondinm.............-..............-..-......
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EJEMPLO
=]

IJ|—I.I

Gréfica de una ecuacién y lugares geométricos

En el estudio de la geomeltria analilica, se presentan dos problemas bisicos que son inversos entre si.

1. Dada una ecuacion, determina el lugar geomélrico que representa, es decir, traza la grafica correspon-
diente.
2. Dado un lugar geomélrico definido por determinadas condiciones, establece su ecuacion matematica.

Lugar geométrico o gréfica de una ecuacién

5i tenemos una ecuacion de dos variables en la forma f (x,v) = 0. normalmente una infinidad de pares (x.y)
salisfacen dicha ecuacidn, los cuales se representan como puntos del plano cuya coordenada es (x,y).

El conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacidn, se llama grifica de la ecuacidn, o bien,
su lugar geométrico.

Otra definicion importante eslablece: si las coordenadas de un punto satisfacen una ecuacion, dicho punto
pertenece a la grifica de la ecuacion, o si un punto estd sobre la grifica de una ecuacidn, sus coordenadas sa-
tisfacen la ecuacion.

Para trazar la grifica de una ecuacion dada, debemos conocer algunas de sus propiedades, como son: inter-
secciones con los ejes. simetrias, rango de valores de las variables o extension de la curva, asintolas, elcélera.

Andlisis de una ecuacién

Consiste en conocer cierlas propiedades de la ecuacion antes de trazar su grifica.

Interseccién con los ejes coordenados

La interseccion de una curva con el eje x es la abscisa del punto de interseccion de la curva con el eje x, asi, la
coordenada de ese punto es (x,0).

La interseccién de una curva con el eje v es la ordenada del punto de interseccidn de la curva con el eje y;
la coordenada de ese punto es (0.y).

Para determinar la interseccion de la grifica con el eje x, debe sustiluirse ¥y = 0 en la ecuacion y resolver
para la variable x, los valores resultantes dan los puntos de las abscisas, donde 1a curva corta al eje x. De manera
similar, cuando se hace x = 0 en la ecuacidn, los valores resullantes de v dan los puntos de las ordenadas, donde
la curva corla al eje y.

*c-Sca Ia ecuacion x* + 2y = 4. determina las intersecciones con los ¢jes coordenados.

Solucién

Al hacer y = 0, se liene: ¥’ = 4 } Al despejar x resulta:

Jxi =4
Ixi=2
T=+2

Por lo tanto, las intersecciones con ¢l eje x son (2,0) y (—2.0).
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Cuando x = 0, se liene: 2y =4 } Al despejar y resulia:

}T:

b o | 4=

}T:

Por lo tanto, la interseccion con el eje y es (0,2).

Simetria

Se refiere a la posibilidad de que alguno de los ejes coordenados sea eje de simetria o que el origen sea el centro
de simetria de la curva.

Dos puntos son simétricos respeclo a una recla si dicha recta es perpendicular al segmento que los une en
su punto medio.

La recta respecto a la cual los dos puntos son simétricos se denomina eje de simetria.

M 3

Los dos puntos Py Q son simélricos res-
pecto al eje de simetria M, siempre que
P g la recta M sea perpendicular al segmento
PQ en su punto medio.

Dos puntos son simélricos respecto a un punto @, si O, es el punto medio del segmento que los une.

P 0 Los dos puntos Py @ son simétricos
¥ respecto al centro de Ta simetria O siem-
? pre que O sea el punto medio del segmen-
to PQ.

*Se dice que una curva es simétrica respecio a un eje de simeltria cuando para cada punlo de la curva hay
un punto correspondiente, también de la curva. tal que eslos dos puntos son simétricos respecto al eje.

*Se dice que una curva es simétrica respecto a un centro de simetria O cuando para cada punto de
la curva hay un punto correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos son simélricos
respecioa 0.

Simetria respecto al eje x

Si la ecuacion de una curva no se altera cuando Ia variable y es reemplazada por —v, se establece que la curva
es simétrica respecto al eje x. Para todo valor de x en esta ecuacion le corresponden dos valores numéricamente
iguales de v en valor absoluto pero de signos contrarios.
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Ejemplo

Sea A(x.y) un punto cualquiera de una paribola, si la curva es simélrica al eje x, existe otro punto A'(a.b)
sobre la curva, donde el segmento AA" queda dividido perpendicularmente por el eje x y si el punto medio
del segmento AA’ es C(x,0), entonces al aplicar las formulas del punto medio, se liene:

Alxy)
"

Cx.0)

Simetria respacio al eje y

X+a
2
2x=1x+a
a=2x—x
a—=x

D s
2
2=y +b
y+b=0
b=-y
Alle—»

Si la ecuacién de una curva no se altera cuando Ia variable x es reemplazada por —x, se establece que las curva
es simélrica respecto al eje y. Para todo valor de x en esta ecuacion le corresponden dos valores numéricamente

iguales de x en valor absoluto pero de signos contrarios.

Ejemplo

Sea B(x.y) un punto cualquiera de una parabola: si la curva es simétrica al eje v, existe otro punto B'(a.b)
sobre la curva, donde el segmento BB’ queda dividido perpendicularmente por el eje y y si el punto medio
del segmento BB’ es C(0,y). entonces al aplicar las formulas del punto medio, se tiene:

v

B{a.b)

C0y)

0=x+a G:ﬂ
2 2
2 =x+a 2y=y+b
xta=>0 b=2y —y
a= b=y

B'(—xy)

La simetria respecto al eje x y respecto al eje v, establece: una curva es simélrica respecto a un centro de
¢je de simetria cuando cada punto de la curva liene un punto correspondiente, lal que, estos dos puntos son

simétricos respeclo al eje.
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Simetria respecto al origen

5Si la ecuacion de una curva no se altera al reemplazar x por —xy v por —¥, se establece que la curva es simélrica
respecto al origen y reciprocamente.

Ejemplo

Sea A(x,y) un punto cualquiera de una circunferencia si la curva es simétrica al origen O, existe otro punto

A'(a.b) sobre la curva, tal que, O sea el punto medio del segmento AA’ , entonces al aplicar las [6rmulas
del punto medio, se liene:

¥ i
Alry) 0= I;“ [;-:_-"”;’
. 20 =x+ta 200=vy+ b
>
7 o xta=0 y+b5=0
a=-—x y=-"b
Alla.b)
A(-x,-y)

La simetria respecto al origen establece: una curva es simélrica respecto a un centro de simetria O, cuando
cada punto de la curva liene un punto correspondiente. tal que, estos dos puntos son simétricos respecto a 0.

Rangos de variacién de las variables o extensién de la curva

El tercer punto a considerar en el andlisis de una ecuacion, es el estudio de la extension de la curva. Con este
lérmino se identifican los intervalos, en donde, se encuentran los valores de x y v de la grifica completa. el cual
cual es ttil por dos razones:

1. Indica la ubicacion general de la curva en el sistema coordenado.
2. Describe si la curva es cerrada o de extension indefinida (abierta).

EgEMPLO »
g{ ,1 _“';',':-1._-- Dada la ecuacidn x* — y* = 0, a partir de las intersecciones, simetria y la extension de la curva, traza la grifica
;%
= correspondiente.
Solucion
@) Interseccion con los ejes coordenados
Sea x* = y%: cuando y = 0, se liene: Sea y? = x%; cuando x = 0, se liene:
= (0py ¥ = (0y
x=0 y=0
||— El linico punto de interseccion es el origen O(0.0).
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by Simetria
Simeiria respecio al eje x. Al sustituir en la ecuacidén y por v, resulta:

r=y
=0
x*={(-¥) Sihay cambio.

No hay simetria respecto al eje x.

Simetria respecio al eje y. Al sustituir en la ecuacion x por —x. resulta:

P=y
( x}!_vi‘.

x> =% No hay cambio.

Si hay simetria respecto al eje y.

Simetria respecto al origen. Al sustituir en la ecuacién v por - v y x por —x, resulla:
2=y
(—x ={(—~yP
1= -y Si hay cambio.
La curva no es simétrica respecto al origen.

¢) Extension de la curva

Despejando x en funcion de y, se tiene:

=

I
et
)

;
9%

|x

X

+./9°

Si y es negativa y* también lo es, asi, los valores resultantes para x son nimeros complejos no reales;
por lo tanto, todos los valores negalivos de v quedan excluidos. Lo anterior significa que ninguna parte de
la curva estd hacia abajo del eje x.

Despejando v en funcidn de x, resulta:

-
Il
P

3 }r-‘

i

Il
=
bd

=
|
»
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Sin importar el signo de x, los valores de y son posilivos. Lo anlerior significa que 1a curva se extiende
indefinidamente hacia arriba del ¢je x y @ ambos lados de ¢ste. es decir, 1a curva no es cerrada ni acotada
(no forma una circunferencia).

d) Trarado de la curva

Sea x= i\fy_-‘

Al dar valores a y se liene:

¥

0 0

1 11

2 42.82

3| 4519

- 48

5| 11118 0 !
Asintotas

Si para una curva dada existe una recta tal que a medida que un punto de 1a curva se aleja indefinidamente del origen,
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y liende a cero, dicha recta se llama asintota de la curva.
Lo anterior da lugar a las siguientes conclusiones:

. Cuando una curva liene una asintota se exticnde indefinidamente.
2. Lacurva se aproxima a la asintota, lanlo como ¢sla se extienda en el plano coordenado.

Siendo la asintola una linea recta, puede tener cualquiera de las siguientes posiciones:

a) Asintota horizental. Cuando es paralela o coincide con el gje x.
b) Asintota vertical. Cuando es paralela o coincide con el eje v.
¢) Asintota oblicua. Cuando no es paralela a ninguno de los ejes coordenados.

Una curva puede tener una o més asintotas. o incluse no presentar ninguna. la determinacion de la asintota
para una curva nos ayuda en el trazado de la misma.

Una forma de oblener las asintotas horizontales y verticales consiste en despejar una de las variables y analizar
para qué valores de la olra variable la expresion queda indefinida. Asi. para obtener la ecuacion de la asinlota
horizontal se despeja la variable x y se encuentran los valores de y para los cuales la expresion queda indefinida.
De modo similar, para la asintota vertical, se despeja v y se analiza la variable x.

Para enconlrar las asintotas oblicuas que se presenlan en la curva llamada hipérbela cuya ecuacion es
bx? - a®' = a*b*; se usa la expresion b2 — a®y? = 0, que en forma factorizada queda (bx |+ av)(bx — ay) =0,
de donde se deduce que bx + ay =0y bx — ay = 0 son las ecuaciones de las asintotas oblicuas.
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EA‘_:'_ APLOS *

_g/- ~_®e:Determina las asintototas horizontales y verticales de la curva cuya ecuacionesxy — x 1= 0.
e gl

i.t‘!-*" Solucion

Despejando x en funcion de y. se liene:

y==1=4
x(y—-1)=1
I
X=——r
Al dar valores a y resulta: y—1
jd O 0.2 64 05 0.6 0.8 0.9 1 -1 -2 -3 —4 -5

by -1 125 166 -2, 25 -5  -10 0o —05 033 -025 -02 -016

Dada la tabla anlerior, cuando y = | el denominador y — 1 se hace cero, es decir, la expresion para x queda
indefinida.

La asintota horizontal es v = 1.

Ahora, se despeja a y en [uncion de x, es decir:

—x—-1=0

wy=x+l1

x+1

P=—

X
Al dar valores a x resulta:
x 0 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 0.9 1 Z 3 4 5

y oo & 35 2 2.66 2.25 21 2 1.5 1.33 1.25 1.2

Dada la tabla anterior. cuando x = 0, ¢l denominador x se hace cero, es decir, la expresion para y queda indefinida.
La asinlota vertical es x = 0.

Representacion grifica:

El gje v es la asintola
vertical x = 0.

La asintota horizontal
y=1

e

o
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2 ®e:Determina las asintolas oblicuas de la curva cuya ecuacion es 4x2 — 9y — 36 =0.
Solucién
La ecuacion 41 — 9y — 36 = 0 se escribe en la forma 4x* — 9y* = 0y se facloriza, quedando:
Zx+3y=0 2x—3y=0
Al elaborar la grifica correspondiente resulta:
¥
I+ 3v=0 2Zr—3y=0
S3 -3
B )
[ N\
o| o o| o Al
1 |
1| = 1 *
0.66 0.66 H \\
s |G 3 7 \\
=¥ 0.56 A =055 \
—3 2 -3 | =2
J._
LI .
EJEMPLOS -
= ; ’ ~ En cada uno de los siguientes ¢jercicios, delermina las intersecciones, simelria, extension, asintolas y traza la
E* [ ;. grifica correspondiente de 1a ecuacion dada.
—_—

E;

-

1 @322 32— 10=0
Solucién
@) Interseccion con los ejes coordenados

Siy = 0. se tiene:
32+ 3 - 10=0

I+ 307 =10

=10
. 10
3

=4 Jg:ﬂ: 1.82

Las intersecciones con el eje x son (1.82,0) y (— 1.82,0).
Si x =0, sc ticne:
32+ 3 - 10=0
0P + W =10

- pall
- 3
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10
y= ﬂ:E:i 1.82

Las intersecciones con el eje y son (0,1.82) y (0.—1.82).
b Simetria

Simetria respecto al eje x. Al sustituir en la ecuacién vy por —v resulta:

3+ 3y - 10=0
324 3(—y)— 10=0
32 + 3y — 10=0 No hay cambio.
Si hay simetria respecto al eje x.
Simetria respecio al gje y. Al sustituir en la ecuacién x por —x, resulta:

343y - 10=0
(0 +3*—-10=0
3x? + 3y2 - 10=0 No hay cambio.
Si hay simetria respecto al gje v.

Simeiria respecto al origen. Al suslituir en la ecuacién y por -y y x por —x, resula:

W+ 32— 10=0
3(-X2+ 3y 10=0
3x* + 3y~ 10=0 No hay cambio.

Si hay simetria respecto al origen.

¢) Extension
Al despejar x en funcidn de v, se liene:

32+ 3 10=0
2 =10 3y

B PP
Izzm -y
3

JID—S 5
x=% =¥
3

La expresion para x queda indefinida cuando el radicando es negativo, es decir, si 10 — 3y? < 0. Por

lo tanto, la extension se reduce a la banda vertical — f%g <y < ‘Jlg .
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Al despejar v en funcidn de x, resulta:

32 +% —10=0

HW=10—-3x"
2 DR
' 3

[10—3x2
=y [e—
J 3

De manera similar al caso anterior, la expresién para v queda indefinida si 10 — 3x* << 0, lo que indica

que la extension se reduce a la banda horizontal — fE <x < JE .
3 3

La curva es cerrada, es decir, de extension acolada y dadas las simetrias que presenta respecto a
ambos ejes y al origen, se deduce que se trata de una circunferencia con centro en el origen.

d) Asintotas

Por definicion. las curvas cerradas no lienen asintota.

¢) Trarado de la curva

_’;2 _1.2
— 10 —3x § = 10 —3y

3 3

Al dar valores a x resulta:

¥
0 11.82

1 4-1.52
2 i
—1 +1.52
X
=] i o
41.82 0
+1.52 1

2 ®ey=x 1 -9xr -9

Solucion

a) Interseccion con los ejes coordenados

Siy =0, se liene:
P+ -9x-9=0
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Al lactorizar, resulta:
@2 -9x+ 1H=0

E+3Hx -+ 1)=0

L
[

X+ 0 x—3=0 I+ 1=0
=13

3 x=-1

H
|
=

Las intersecciones con el eje x son: (—3.0) (—1,0) y (3.0).
Si x =0, se licne:

y=a+2— 9% —9
y= (034 0F 9% -9
y=-9

La interseccion con el eje v es (0,-9).
b) Simetria
Simeiria respecio al eje x. Al sustituir en la ecuacidén y por —y, resulta:
y=2r+a-9-9
y=x* -9 -9 5ihaycambio.
No hay simetria respecto al eje x.
Simetria respecio al eje y. Al sustituir en la ecuacion x por —x, resulta:

y=x +—9%—9
y=0=2P +{=2P - 9= -9

y=—-x+x*+9x — 9 Sihay cambio.
No hay simetria respecto al eje v.
Simefria respecio al origen. Al sustituir en la ecuacion y por —y y x por —x, resulta:
y=a =% -9
Y=(=2 4+ (=2 — =2} -9
y=—x'+x>+9x —9 Sihay cambio.
No hay simetria respecto al origen.

¢) Extension

En la ecuacion dada, y es funcidn de x. Se observa que cualquier valor real dado a x produce un valor real
de y. Por lo tanto, 1a curva se extiende sin limite arriba y abajo del eje x, y a izquierda y derecha del eje y.
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d) Asinlolas

En la ecuacidn dada no hay posibilidad de indefinicién de la variable y y tampoco de la variable x, puesto
que liene una polencia impar, por lo que la curva no liene asinlotas.

e) Trazado de la curva
y=2+22-9% -9

Al dar valores a x resulta:

0] -9
1118
2115
3 0
4| 35 X
-1 0
—2
-3
=41 -2

3 e’y 4y t+x=0
Solucién

a) Interseccion con los ejes coordenados

Haciendo vy =0, lenemos: x% — 4v + x=0 Haciendo x = 0, lenemos: 2%y — 4y + x=0
(0) —4(0) +x=0 0Py -4y +0=0

x=0 4y=0

y=0

La interseccidon con los ejes se da dnicamente en el origen.
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by Simetria
Simetria respecio al eje x. Al susliluir en la ecuacion y por —y. resulla:
Xy -4y +x=0

-y -46W+x=0

X%y +4y + x=0 Si hay cambio.

No hay simetria respecto al eje x.
Simetria respecio al eje y. Al sustituir en la ecuacién x por —x. resulta:

Yy -4y +x=0
(—xPy -4y +(—x3=0
x%y — 4y — x=0 58i hay cambio.

No hay simetria respecto al eje v

Simetria respecto al origen. Al sustituir en la ecuacién y y x por —v por —y y X por:

y—4y+x=0

(20— — 4N+ (x0n=0
2y +4y—x=0
Al multiplicar por —1, se liene:

x*y — 4y + x=0 No hay cambio.

La curva es simétrica respecto al origen.

¢) Exlension

Al ordenar los términos de la ecuacion, se puede observar la equivalencia con una ecuacion de segundo

erado, asi:
wtx—4y=0

ax* +bx+c=0
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Aplicando la férmula general para ecuaciones de segundo grado resulta:

b+ —dac

X

2a
o —144J(17 —4(¥)(—4y)
2(y)
—14+/1+16)2
YL, N1 B
2y

Se observa que la variable x puede definirse para cualquier valor de v, excepto cuando y = 0, por lo que
la extension vertical de la grafica es todo el plano, a excepcion del eje x.
Si despejamos y en funcion de x lenemos:

xy—4y+x=0

xly—4y=—x
y(x?—4)=—x
—X x
:\J:

X—4 _{x+2}(x—2)

Se observa que la variable v no puede definirse cuando x = +2, es decir, la curva se extiende indefi-
nidamente hacia arriba y abajo del eje x; también se extiende indefinidamente a la derecha de la recla
vertical x = 2 y a la izquierda de x = —2, pero también se encuentra en la banda vertical -2 << x <2,

d) Asinlotas

—14,/1+16y

= se observa que para y = 0, el denominador se anula, por lo que x
v

De la ecuacién x =
se hace infinita.

La curva liene una asintola horizontal en y = 0.

;e X .
De la ecvuacion ¥y = ————— se observa que para x = £2 el denominador se anula, por lo
(x+2)(x-2)
que y se hace infinita.
La curva tiene dos asintotas verticalesenx=2yx= 2.

¢) Trazado de la curva

De la ecuacion y=— . resulla:

X
(x+2)(x—2)

|
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Asinlota vertical Asintola vertical
4 r=-2 5 =12
8] 0 : d

1 03
-1 |03
15| 09
-15| 08
42 )
25 |—13
oy 1 il N 7 . o
3 |-06
-3 0.6
4 |03
—4 03

EJEMPLOS

emplo

L

Ecuaciones factorizables

Si todos los érminos de una ecuacion, que se iguala a cero, se retinen en uno solo en forma factorizada, es decir,
como producto de dos 0 mas factores variables, al igualar a cero cada uno de ellos, se obticnen los puntos de
inlerseccion con el eje x.

Intersecciones de curvas

Si dos curvas se corlan en uno o méds puntos, denominados puntos de interseccion, las coordenadas de cada
punto conuin deben satisfacer ambas ecuaciones dadas de las curvas.

Para determinar los puntos de interseccion entre dos curvas, se resuelve el sistema formado por las dos
ecuaciones. Si el sistema de ecuaciones es incompalible, es decir, no liene solucion, las curvas no se corlan.

'Facloriza la ecuacion x* — ¥y — xy + ¥* = 0y traza su grifica.

1 4

Solucién

Al Factorizar x la ecuacion, resulla:
-y -yx-y=0
(X —yx—-—y=0

Al despejar x se tiene:
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Al despejar v y dar valores a x, se oblienen las siguientes tablas:

Bl 0 11 42 13 14 45
y==x
M o 1 4 9 16 25

Al representar grificamente las ecuaciones anteriores, resulta:

Se observa que la curva y = 2% y la recta
v = x se intersecan en los puntos O(0,0) y A(1.1).
2 ®e-Encuentra analitica y graficamente los puntos de interseccion para las curvas de las ecuaciones x* + V¥ =8 yy? =2x.

Solucien

Sean las ecuaciones dadas:
2+y =8 {)

yY=2r (2)
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Se multiplica a (2) por -1 y se resuelve el sistema de ecuaciones:

8 (1)
. —2x (2)
x2=—2x+48

xzjv_v’f
7‘?’[

Se iguala a cero la ecuacidn anterior:
©4+2x—8=0
Al resolver por factorizacion, resulta:

x+4)x—2)=0

x+4=0 x
x]= 4

|I:‘l'1 I3
[l
[ ]

Se sustituyen los valores de x; ¥ x; en las ecuaciones originales, asi:

Parax, = —4en (2) Parax, =2en (2)
_1;3:2,1' J’lzzzx
Y =2(-4) y =202
y==+J-8 y==+/4
y=i y==32

Por lo tanto, las curvas se inlersecan en los puntos A(2.2) y B(2,-2).

Al despejar a v y dar valores a x, se oblienen las siguientes tablas:

x24y2=§ ¥ =2x
v =8§—-x y:iﬁ

y=1v8—x*
a

]
~=

1282 0 0
41 | 1264 T | a1
49 |4 4=z
9% | 4932 3| 24
43 i 4 | +2.82
5 4£3.16

Para valores negativos de x, la
variable v se hace imaginaria.
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Al representar griaficamente las ecuaciones anteriores, resulta:

A(2.2)

Se observa que las curvasx* + V¥ =8y y =2x
se intersecan en los puntos A(2.2) y B(2,-2).

Las curvas de los matemdticos

A conlinuacion se representan varias curvas que los estudiantes deben conocer para el estudio y comprension
de las matematicas.

Curvas algebraicas. Son aquellas que representan funciones algebraicas de dos variables x y v, es decir, son
funciones conslituidas por polinomios de coeficientes racionales.

Segundo orden

1.
Z

Circunferencia. Lugar geométrico de puntos equidistantes a un punto dado llamado centro.

Elipse. Lugar geoméltrico de todos los puntos de un plano tales que la suma de sus distancias a otros dos
puntos fijos, llamados focos, es constante.

Hipérbola. Lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de sus distancias a dos puntos fijos,
llamados focos, es constante.

Pardbola. Lugar geométrico de los puntos de un plano cuyas distancias a una recta dada, llamada directriz,
y de un punto exterior a ella, llamado foco, son iguales.

Tercer orden

b I

Treébol equilitero.

Ciibica de Agnesi o Versiera o Bruja.

Trisectriz de Mac Laurin, contribuyd a la solucidén grifica del problema de la triseccion del dngulo.
Tridente de Newton.

Paribola divergente.
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Cuarto orden

10. Bicorne.

11. Caracol de Pascal: Curva concoide de un circulo dado.

12. Cardioide. Lugar de las proyecciones del origen sobre las tangentes a un circulo que pasa por ese origen
(podaria).

13. Lemniscata de Bernoulli. Lugar geométrico de los puntos tales que el producto de cuyas distancias respecto
de dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

14. Cudrtica piriforme.

15. Alforjas.

16. Trifolium.

17. Hipocicloide de tres alabeos. Lugar geométrico del punto de un circulo en el interior de un circulo tres veces
mayor.

18. Ovalo de Descartes. Lugar de los puntos cuyas distancias r y r' respecto de dos puntos fijos estdn ligadas
por una relacion de la forma ar + br' =c.

19. Curva del Diablo.

Sexte orden
20. Curva de Talbot, antipodaria de la elipse.

Octavo orden
21. Toroide.

Trigésimo octavo orden
22. Curva de Morilz.

Curvas frascendentes. Son aquellas que representan funciones trascendentes (no algebraicas), tales como aque-
llas en las cuales las variables se manifiestan en lineas trigonoméfricas, en exponentes, en logaritmos, etcétera.

23. Sinusoide.
24. Espiral de Arquimedes.
25. Espiral de Fermal.

Representacion de una ecuacion diferencial. El interés que se liene sobre esta familia de curvas se debe a
lo maravilloso que resulta su representacion grifica.

26. Ecuacion diferencial.

Las curvas monstruosas. Son aquellas que los mateméticos imaginaron y que resultan de sus muy particulares
curiosidades, por ejemplo, 1a curva de cristal de nieve y la curva de Peano.
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las curvas de los matematicos

I~ N[~

o0 | *
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"' \/F\,f
et b
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-
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S
H/

X X
17 18 19 20
y Y v
¥
S @
Q
21 23 25
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26 Curva cristal de nieve

]

|
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|
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| l
:??EE
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=1
=

e

|
|
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|
é 5
=5
:
e

|

|

|
e
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I_|
'_J
I_|
—

EJErCiCiO 7

I. Discute las siguientes ecuaciones, analiza las intersecciones con los ejes coordenados asi como, |a simetria,
la extension de la curva, las asintotas y traza la grafica correspondiente.

Escribe los nimerns [ SRS § e BE (tc g, || g | 10. 2+ —4y+4=0
A ; ] 2
: 2. S —25—225=0 Il ¥ +yxx=0
fFees : . )
genéricas 3. 4x2—y=0 12 y—Jy—x=0
Competencias 4. *—y'=16 13. ¥ -4 —-y=0
disciplinares i B
5. r=»+y¥ -9 -9 M4 P2+ +y¥+2x—2y=1
6 12y —x=0 15. 2 —xy+35y=0
7. ¥—y—x=08 6. ¥ —x2+3y +2x +3y=0
8. x v 192=0 17. xy —2x 3=0
9. Y6y +2=0 18. xy 2y 1=0

Il. Factoriza las siguientes ecuaciones y traza la grifica correspondiente.

L. XF 48— $ D+ =0 4. 9 -1'=0
2. 2+2y+y=1 5. 42 -9=0
3. ¥ —4x=0 6. X+ +202+27 —4x—-4=0

lll. Encuentra analitica y graficamente los puntos de interseccion para las siguientes curvas.
. 6xr—4y+12=0;2y" + By + 2x + 14=0
2. X+y-—53=0;3x+3y+7=0
3. +y=42-y=1
4. 2 +¥y=13x=6
5. 24y - 4r-6y+8=0;3x—y-8=0

o\'ori'ﬁcatu:reﬂﬂtadusanlnm:iéndﬂmpmtascorrupﬂndiﬂnto.-.............-.a....................
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» PROBLEMAS DE APLICACION
1 ®e-Un agricultor quiere dividir un campo rectangular cuyas coordenadas de sus vértices son: A (—1,2),

B(7.2). C(—1,-4)y IN7.-4) en ocho parcelas triangulares iguales, pero no sabe como hacerlo. Su sobrino
Escribe los

] le dice. que una manera de lograrlo es unir los puntos medios de los lados opuestos y trazar las diagonales
del rectangulo.

@) Traza el rectingulo y comprueba gue es correcto el consejo del sobrino.

s b) Calcula el perimetro de cada una de las parcelas. si se sabe que ¢l centro del campo es el punto P(3.—1).
disciplinares ¢} ;Cudnto mide el drea de cada una de las parcelas?
¢l) ;Cudntlo mide el drea tolal del campo?

2 ®e: Un papalote disefiado sobre un plano cartesiano liene por coordenadas A[—I,B]. B{—E, —5]. C [EI] y
DO, - 11). < < .

Carriio Hilo

Papel

Es necesario conocer:

a) La cantidad de carrizo necesaria para la estructura.
by Lalongitud de hilo para los contornos sin considerar los amarres.
¢} Lacantidad de papel para la cara plana del papalote.

3 ®e: En un almacén se deben colocar tubos de drenaje de 2 metros de didmetro los cuales se apilan formando un
trigngulo equilitero, como se muestra en fa siguiente figura y cuyos vértices de la base son A(2.2) y B(10,2).

Az ' B(10.2)

@) ;Qué altura debe tener el almacén?

B) ;Cudles son las coordenadas del punto C?

¢} ;Cudnto mide del triangulo rectingulo de la figura?
¢l) ;Cudntos tubos se apilan en total?
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4 ®@e: Dos personas, dcspués de hablar por teléfono, deciden encontrarse en la puerta de un restaurante R(—2.7). Si
el que vive en A(3.3) sizue el camino ACR siendo C(2.0) y el que vive en B{ -7.—2) lo hace por el camino
BR. Suponemos que ambos salen al mismo liempo y que caminan a la misma velocidad.

a) ;Cudl de las dos personas llegard primero?
b} Siel que vive en A hubiera seguido el camino AR, ;qué distancia recorreria?
¢) Encuentra el drea de los triangulos ACR y BCR.

5 w®e- Siun jardinero derecho lanza 1a pelota desde el punto A(280,20) a la lercera base que se ubica sobre el eje x en
el punto B(0,90). Si se sabe que la barda del jardin derecho que se ubica sobre el eje x en el punto IX325.0),
también se encuentra la primera base en el punto C(90.0): 1o anterior es vilido si el sislema de coordenadas
tiene en home su origen.

a) ;Qué distancia recorric la pelota de A hacia B?
by ;Qué distancia recorre la pelota de 8 hacia C?
c) ;Qué distancia recorre la pelola de D hacia B?
d) ;Cudnto mide el perimetro del tridngulo ABC?

-

L

& ®e: Un campo de futbol suele medir 100 yardas de largo y 60 de ancho. Supdn que el sistema coordenado se
asigna a los esquemas del campo como se muestra en la igura.

B(0.60)

C{ L0H,60)

D{100.0)

a) ;Cudles son las coordenadas del centro del campo?
by ;Cudnto mide el drea total del campo?
¢) ;Cudnto mide el drea del tridngulo APE?

7/ ®e-Supdn que D. E'y F son puntos medios. Si la d AB = 4 metros, en d AC = 5 metros ylad BC = 6 metros,
determina d DE + d EF + d DF.
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8 ®e- Para el tendido de cable elécirico sobre un lerreno montafoso se requieren cinco postes, los cuales deben
eslar separados a iguales distancias. Si uno de los extremos del cable es el punto A(9.5) y el otro extremo
es B(—13,1), encuentra las coordenadas de los puntos donde deben colocarse los 5 postes desde B hacia A.

Q@ ®@e- Los propietarios de un condominio han observado que uno de los dos cables de su anlena colectiva de Lelevision
se ha roto. Haciendo uso de los puntos de amarre A(5.1), B(0.10) y C(—6,—1), determina:

a) Lalongitud del cable que se ha de reponer.
by Laaltura que tiene el mastil de 1a antena desde Ia base al punto B.
¢) El area total del tridngulo ABC.

10 ®e- Determina las asintotas horizontales y verticales de la curva cuya ecuacion es: xy — 2y = 8.

11 ®e- Encuentra analitica y grificamente los puntos de interseccion para las curvas dadas por las ecuaciones:
y=xyx—j==-2

12 ®e- Encuentra analitica y grificamente los puntos de interseccion para las curvas dadas por las ecuaciones:
x+y—-7=0yxy-6=0.
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1.0 ; En[ué Cuadrante Se Ibealizan Tos puntos[P(—3, - 2), [0 —5.6),[B(2.4),5(—7,-6)NIT(3.-9)?

2.0 EncuentraTas Coordenadasdel puntoediodel Segmentodeterminado PorTos puntos M(5.6)3 C
N(—8,-2).

J.0UnEvioniajaEndincaecta, Se Bncuentra @R00Emdel puntode partidalfuyalfoordenada@s”
A(7,2)§E350Em e SudestinoCon CoordenadaT( 8, —4).JCudles SonTas Soordenadas el Sitio T
donde SeEncuentraBl@vion?

4.0 DeterminaTos posibles Nalores e XEi &l puntoDx, - 4) SeEncuentrala Tinadistancia e B del puntoC
{32},
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Evaluacién diagnéstica

Realiza lo que se indica en cada caso.

!\J

Explica cudndo dos rectas son paralelas y cudndo son perpendiculares.

Un nifio con bicicleta desciende por un camino recto cuya pendiente es del 11%. si el nifio ha
descendido una distancia de 600 m. ; Cudl es el cambio en la distancia original?

Si la pendiente de una recta es 2, calcula su dngulo de inclinacitn.

Explica qué son las coordenadas polares.

Sefiala la diferencia entre pendiente y dngulo de inclinacidn.
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La linea recta

Propésito de la unidad Competencias disciplinares

Que el estudiante: I. Construye ¢ interpreta modelos mateméticos mediante

la aplicacidn de procedimientos aritméticos, algebrai-
estudiar situaciones. cos, geométricos y variacionales, para la comprension

= Identifique los elementos de la linea recta. y andlisis de situaciones reales, hipolélicas o formales.

« [dentifique y calcule los elementos de una linea 3. Explica e inlerpreta los resultados oblenidos mediante
recta, determine la pendiente y su ecuacion, asi procedimientos matemilicos y los contrasta con mo-
como los dngulos entre dos reclas. delos establecidos o siluaciones reales.

» Identifique y calcule los elementos bisicos de un 4. Argumenta la solucion obienida de un problema con
triingulo, tales como los dngulos interiores, dngu- metodos numéricos, graficos, analiticos o variaciona-
los exteriores, perimetro y drea. les, mediante lenguaje verbal, matemitico y el uso de

= Comprenda que el lenguaje geomélrico le permite las tecnologias de la informacion y la comunicacion.
modelar diversas situaciones. 7. Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el
estudio de un proceso o fendmeno, y argumenta su
pertinencia.

8. Interpreta tablas, prificas, mapas, diagramas y texios

* Combine técnicas del dlgebra y la geomelria para

Contenidos que aborda la unidad

con simbolos malemadlicos y cientificos.

Conlenidos Conceplo de pendiente v dngulo de inclinacion. Definicion del dngulo de interseccion entre
conceptuales Determinacién de la ecuacién de la recta. dos rectas.
Definicion de la ecuacion de la recta en la Familias de reclas.
forma normal. Aplicaciones de la forma normal de la ecua-
Definicidn de la ecuacién de la recta en la cion de la recta.
forma polar. Rectas y punios notables de un tridngulo.
Conlaniisg Identificard diversas estructuras geométricas blemas mis sencillos, llevar un problema a

procedimentales

Contenidos
aclitudinales

y las empleard para hacer conjeturas.
Interpretard resultados a partir de modelos
matematicos en un contexto de geometria.
Utilizara lerminologia y nolacion matematica
propia de la geometria.

Elaborard y usari estralegias de resolucion
de problemas como: hacer diagramas, hacer
conjeturas, dividir un problema en subpro-

uno ya conocido.

Aprenderad a deducir las formas de 1a ecuacion
de una recta y sus transformaciones.

Usari la interseccion y relacion de rectas a la
hora de resolver problemas de aplicacion.
Usard diversas estralegias de resolucion de pro-
blemas y formulara respuestas a traves de la
interpretacion de representaciones graficas.

Colaborard con sus compafieros al resolver
problemas.

Respeto al trabajar en clase.
Responsabilidad en el proceso ensefianza-
aprendizaje.

Aprendera a valorar el trabajo de sus compa-
feros

Contribuye con ideas de manera critica y
acciones responsables a la hora de trabajar

€n equipo.
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Pendiente y dngulo de inclinacién

Angulo de inclinacién

Sea € una recta no paralela al eje x y que inlerseca a éste en el punto A.
¥ ¢

La direccion de la recta con relacion a los

gjes coordenados puede indicarse si se co-

noce el dngulo # < 1807 que se obtiene al

0 girar la semirrecta AX en sentido contrario

x a las manecillas del reloj hasta coincidir con

la recta €. Por lo tanto, este dngulo # se
denomina inclinacion de la recta £.

o

Pendiente de una recta

5S¢ denomina pendiente o coeficiente angular de una recta a la tangente de su dngulo de inclinacion. La notacidn
de pendiente es la letra m y de acuerdo a la definicion se expresa como m = tan ¢,

Criterios de aplicacion sobre la pendiente

Como el dngulo # de inclinacion de la recta puede tomar cualquier valor entre 0% < # < 1807, por lo que los
siguientes criterios [acilitan la comprension del comportamiento de la pendiente en el sistema de coordenadas

rectangulares.

@) mes un nimero positivo, si 0° < # < 90°.

b) m es un nimero negativo, si 907 < # < 180°.
¢) m=0,s50=0°

d) m= oo, sif=90"

La pendiente se define matemdticamente por el siguiente:
Teorema

Sean P(x,v;) ¥ Ps{x;,¥,) dos puntos diferentes cualesquiera de una recta, la pendiente de dicha recta es:

Yi— Va2
m=——>-=—, donde x, = x,.
X —X
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Demostracion del tecrema

Al considerar la recta € que se determina por los puntos P (x,,v,) ¥ Ps(x,,¥,), donde # es su dngulo de inclina-

cion, se tiene:
"l

%

=+ ol o )

Sipor Py y P, trazamos perpendiculares al eje x (P,Q, y P.0,) y por P se traza una paralela al eje x que corta
al segmento P, @, en K. Sea # el dngulo formado por PP, R y por rigonometria, resulla:

Opuesto ~ RR

m=tan f = =
Adyacente FAR

Las coordenadas de los puntos @,(x.,0). Q:(x,.0) y R(x;,¥;), por lo tanto: RP;, = (y, Vil ¥
PiR = (0,0, = (x| — x,); suslituyendo los valores anleriores en la ecuacion de la pendiente, se demuesira el
leorema, es decir:

RE W— ¥

i — bin B — 1_Nh—¥

AR x—x;
Y- — W
m=——"
X —X

Valor del éngule de inclinacién

A partir de la ecuacion m = lan #, se despeja # para conocer el dngulo de inclinacion, es decir:

! = arclan m

EAEMPLOS .

O

‘E“; ‘F(*"Encucntra la pendiente y el dngulo de inclinacion de la recta que se forma con los puntos A(—6.—4) y B(8.3).
lﬂ} 3 rl 'i.

o Solucién

Al elaborar la grifica de los puntos dados, se liene:

¥

B(8.3)

Al sustituir los dalos en la [érmula
=X de 1a pendiente, resulta:

Yi—% —4-% =7
I|_IZ _6_8 _14

|
| A{—6,—4) m= 5
69
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Para determinar ¢l dngulo de inclinacidn, se utiliza la siguiente ecuacion:

0 = arctan m
0= aﬂ:{aﬂi2 = arctan (0.5)

6 =26°33'54"

Como m es positiva, el dngulo # es mayor que 0° pero menor que 907,

2 ®e-Encuentra la pendiente y ¢l dngulo de inclinacion de la recta que une a los puntos A(12.—5) y B(2.).

Solucién

Al elaborar la grifica de los puntos dados, se tiene:

B(2,1)

A(12.25)

Al sustituir los datos en la formula de la pendiente, resulta:

mz}H_}‘: __5_]___6

x—x; 12—32 10
3
m=—=
5

Para determinar el angulo de inclinacion, se uliliza la siguiente ecuacion:

f = arctan m

# = arctan m[—%] = arctan (—0.6)

 =—30°5" 49"

Como m es negaliva, el dngulo # es mayor que 90° pero menor que 1807, por lo que el Angulo encontrado

deberi restarse a 180°.
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4
3 ®e-Traza la recta que pasa por el punto A(—3,-2) y que tiene una pendiente igual a 5

Solucién

De la definicion de pendiente, se liene:

m=tan{
4 Opuesto [E]
5 Adyacente lx

Dado que la pendiente es positiva, el dngulo de inclinacion de la recta es:
0° <0<

Al graficar el punto dado y la pendiente, se delerminan las coordenadas del punto B que tambi€n pertenece
a la recta. Asi,

B(13)
W o
1 T T ﬁ g
| /4 & 1.,
// 0 (4)
A | | e
Adyacente

Por lo tanto, el punto B(2.2) es un cilculo geomélrico.

4 ®e-Unarecta de pendiente igual a 2 pasa por el punto A(S,—2); la abscisa de otro punto de la recta es 1. Encuentra

su ordenada.
Solucién
Sea B(1,y) el otro punto de la recta dada, enlonces, al sustituir los datos dados en la fdrmula de la pendiente,
resulla:
AR = =%
I| _12
. —2-y
5-1 Las coordenadas del otro
e —2—y punto son B(1,6).
4
—8=-2—y%
y=—2+8
y==6

/1
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.

Al elaborar la grifica de los datos y resultados, se tiene:

B{1.6)

0

o]
-

LA(5.=2)

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad

1. Si dos rectas son paralelas. sus pendientes son iguales. Dos rectas €, y £, son paralelas s6lo si sus inclinaciones son
idénticas: si las pendientes de las reclas son m, ¥ m,. la condicion de paralelismo establece que m; = m..

f}_;’ﬂ

;“; Como {, y £, son paralelas sus inclinaciones #, y #, son
;;’;_ o iguales, es decir, #; = , y en consecuencia tan ), = lan ;.
O por lo tanto, m; = m,.

2. Dos rectas son perpendiculares enltre si si la pendiente de una de las rectas es reciproca y de signo contrario a la pendiente

de la otra recta.

Sean £, y €, dos reclas perpendiculares, donde una
excede de la otra en 907, es decir, en cualquiera de los
casos ) =6, + 90° o 8, =, + 90°, por lo tanlo:

laﬂ g| =—CO[ {;2 _L

my
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tan #, = m, y tan #, = m,_entonces:

De igual forma, dos reclas son perpendiculares entre si, cuando el producto de sus pendientes es igual a — L.
m"_l = ]

3. Toda recta perpendicular al eje x no liene pendiente, es decir, la pendiente de una recta paralela al eje y es
indefinida.

¥4

= 180° =07
e [

~, 0=90°

Dos rectas paralelas respectivamente a los ejes x y v, son, por supuesto, perpendiculares. Se hace notar que
la pendiente de la recta paralela al eje x es cero, puesio que tan 07 = tan 1807 = 0; en lanto, la pendiente de la
otra recta paralela al eje v es indefinida.

EJEMPLOS 5
O L
'T:{ If 8e: Demuestra por medio de pendientes, que los puntos A(3,-6), B(11,-5), C(9.2) y D(1.1) son vértices de un
_E‘.E 4 " paralelogramo.
o
Solucién
Al elaborar Ia grafica los puntos dados. se tiene: ¥
(9.2}
e
b,y | | AT -
2 \
\ \ ;
0 \"Il I".\
\
Se determina la pendiente de los lados del \ \
paralelogramo, es decir: ; \';
\‘. \
el | W, oo B | \ HHE
X, —Xg 3—-11 -8 Y T B(11,-5)
— 1 .
__ 8
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J’]’!..B_C="B_1lr"'“__:}_zz_—.;Ir ch Ye— Vb 2—'_

Xg—X¢ 11-=9 2 " T Xe—Xn 9-1 B
O o

mBC =1 e =
2 8

mAB = =8k =1 mAB = mCD
Xs—3Xp 3—1 2

— 7 mBC =mAD

Se demuestra que dos reclas son paralelas si sus pendientes son iguales.

Un paralelogramo se define como un cuadrilitero de lados opuestos paralelos,
por lo que se demuestra que AE CD y AD BC.

2 ®s-Unarecta £, pasa por los puntos P(5,3) y O(- 6,4); otra recta £, pasa por ¢l punto A(—3.4) y el punto B cuya
abscisa es 4. Encuenlra la ordenada de B, si se sabe que {, es perpendicular a {.

Solucion
Si £, es perpendicular a £, se establece que sus pendientes son reciprocas y de signo conlrario, por tanto, al
determinar la pendiente de £, se tiene:

—Yo - 3t+4 . T

mpg=2r_Ye 77
Xp—Xp 3+6 11

La pendiente de €, se determina por la condicién de perpendicularidad, es decir:

—_— I
mAB=— MmAB=——
7 7

Al aplicar la ecuacidn de la pendiente, se determina la ordenada del punto B.
Su representacion grifica es:

A=34 & y
Ap_Ya " ¥e N L
mAB_ I_,‘ —_TB \\\ //‘P(S.?l}
e ' 0=loor
—H: 4 ‘. \\ it heg .—-’/
7 =34 o x
: Q-
L N
1 =3 =000 | N
(—11’;;(7’;"}24_)J 7 e
Q—6-4) \
N=4-y 3
y=4-11 N
y=—7 st

Las coordenadas del punto B son (4. 7).
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Esercicio 8
I. Calcula la pendiente y el angulo de inclinacién para las rectas que se forman con los siguientes puntos:

1.

]

3.

la linea recia

A(-5,-2)y B(1.5) 4. P(3,-4)yPs(2) Escribe los nimeros
correspondientes
A(-84) vy Bi4,-2) 3. M(T.8)yN4.3) i
)y y Competencias
A03)y B(11,-1) 6. P(74)y0(l.-2) genéricas
Il. Demuestra, por medio de las pendientes, que los siguientes puntos son colineales. ml
2
A( 2.3).3[;4}:;(“(6& 3) 3. K( 4.?}.L(2.2):,rm{5.—%]
A(7,-9). B(2.-2) y C(—3.5) 4. Q2.7). RA3) y 5(6.-1)

2.

lll. Resuelve los siguientes problemas.

Una recla de pendiente 5 pasa por el punto A(3.2); la abscisa de otro punto B de la recta es —4; calcula
su ordenada. L

2
Una recta de pendiente =g pasa por el punto A(—2.5): la ordenada de otro punto B de la recta es uno,
calcula su abscisa.

Una recta de pendiente —g pasa por el punto P(3,—3) y por los puntos A y B. §i la ordenada de A es -2
y la abscisa de B es — 2. jcudl es la abscisa de A y cudl la ordenada de B?

Una recta pasa por los dos puntos A(1.4) y B(4.5). Si un punto P de abscisa — 5 pertenece a la recta, j cudl
s su ordenada?

Construye la ecuacion a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x,y) que pertenezca a la recta que pasa
por los punios A(—7.1) y B(1.-6).

Demuestra por pendientes que los puntos A(—2,1), B(2.5) y C(8.—1) son los vértices de un tridngulo rec-
tingulo, encuentra su drea y perimetro.
Determina la pendienle de las siguienles rectas cuya inclinacion es:
3w T T
-— by 120° ) — d) 60° e — 30°
y: ) 5 ) ) T D
Determina el dngulo de inclinacion para las siguientes reclas cuya pendiente es:
1

a) —— b c) 0 d) 2.144506 ¢) 1428148
) NE ) oo ) ) )

Los vértices de un triangulo son P(7,-2), O( -2, -8) y R(1.6); encuentra la pendiente de cada lado y la
pendiente de cada una de las tres medianas de dicho tridngulo.

a)

Calcula la ecuacion a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x,y). que perlenezca a la recta que pasa por
¢l punto A(3,- 1) y que tiene una pendiente igual a 4.

. Dadas las siguienles rectas que pasan por los puntos A y B, asi como las definidas por los puntos M y N;

delermina si son paralelas o perpendiculares entre si.
a) A, B(—2.5) y M(3.7), N(—L.1)

b) A(-T7.1), B(1,-6) y M(—4,-6), N(3,2)

c) AQ24), B(6,-2)y M(1,-1), N(7.3)
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[2:

Escribe los mimeros
comespondientes 18.

Competencias 19.
genericas

o, 20.
disciplinares

d) A(2.2). B(9.9) y M(6.5). N(5.6)
€) A(0,-2), B(5.2) y M( 3,I),N[o~l_:]

Traza las siguientes rectas que pasan por ¢l punto dado y cuya pendiente se indica:

3 4
A(6,-2 == ) L(—2.3 ==
a) A(6,-2yym 3 e) L(-23)ym 5
b) P(E,l]ymzi f)A40) ym= -3
Z
c) Qi3.4}ym=§ g) A(0S5)ym=2
d)R2.-Tyym= 4 h) M(73)y m= %

. Demuesira, por medio de pendientes, que los puntos dados son los vérlices de un paralelogramo.

a) A(4,6), B(2,-2), C(—11,- )y D{(-3,-9)
by A(2A4). B(6.2), C(8, 6) y D(4.8)
¢) K(—1,-2), L(0,1), M(—3,2) y N(—4.1)

Demuestra que los puntos dados son los vértices de un rombo, y que sus diagonales son perpendiculares
¥ se cortan en su punto medio.

a) A(6.5) B(9.9), ((5.6) y D(2.2)
by A(-L1). B(3.D). C(1.446) y D(l.-2.46)

¢) K(5.0), L(0.2), M(—5.0) y M0, -2)

. Demuestra que los puntos dados son los vértices de un cuadrado, y que sus diagonales son perpendiculares

y se dividen mutuamente en partes iguales.
a) A(24), B(7.3), C(6,—2) y D(1,-1)

b K(4.-2), L(7.2), M(3.5) y N(0.1)

c) Pl—aa), Qlaa), Rla.—a)y 5(—a,—a)

Una recta €, pasa por los puntos A(3.2) y B(—4,-6); otra recta £, pasa por el punto P(7.1) y el punto @
cuya ordenada es 6. Encuentra la abscisa del punto @, si se sabe que €, es perpendicular a {.

. Demuestra que el punto A{—3.3) estd sobre 1a mediatriz del segmento cuyos extremos son P(2,5) y

o(—3.,—4).
Encuentra la pendiente de la recla perpendicular a la recta formada por los puntos A(L3) y B(2.4).
Encuentra la pendiente de la recta paralela a la recta formada por los puntos A(2,1) y B{ -4.-3).

Representa graficamente la recta que pasa por el origen y s perpendicular a la recta formada por los puntos
A(6,-2)y B(—4.5).

o‘h'uri'ﬁcatl.umtdtndosnnlnuc:iéndnrn:puutas:nrrupnndientﬂ......-.......-..............-..-.....
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Determinaciéon de la ecuacion de la recta

Linea recta

Se define como la distancia mis corta entre dos puntos. Analiticamente es una ecuacion de primer grado con
dos variables que graficamente se define como el lugar geométrico de la sucesion de puntos, lales que tomados dos
puntos cualesquiera diferentes Py(x,.v,) ¥ Pa(x..y,) del lugar, el valor de la pendiente, m, es siempre constante.

Ecuacién punto-pendiente para construir la ecuacién de una recta

La recta se determina cuando se conoce uno de sus puntos y su direccidn; analiticamente, la ecuacidn de la recta
se determina cuando se conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su dngulo de inclinacidn o pendiente.

Teorema

La recta que pasa por el punto P,(x,.y,) cuya pendiente es m. satisface la [ormula:
Y-rn=mx—x)

De la cual, se obtiene la ecuacicén de la recta:
y=mx—z)+n

Demaostracion

Sean P(x.y) y Py(x;.v;) un punto cualquiera y el punio dado, respectivamente, de una recta.
Al elaborar la grafica, se lienc:

4 Pixy) La pendiente de la recta PP, es:
J ._-'f'f--
_.-)"'_—-— "I-' — .\’.l
______;-" | '}' - _\.' m—=—
P 1 | | | £k
== T (x—x) al eliminar el denominador, resulta;
e Ll
= X Y —"w= mix _Tl}
o

EJEMPLOS @
i

|_‘_||_.

O e
:E_i "; 3&" Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, - 4) cuya pendiente es igual a
. Solucion
Al sustituir los datos dados en la ecuacion punto-pendiente de Ia recta. resulta:
y=—n=mx—x)
y+4= —%{I—Z]

y+4)=—1x—2)
3y+12=—x+2
x+3y+12-2=0
X+3y+10=0

i
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Al representar la griafica correspondiente, se liene:

\ >

m

Solucién

3
Como Tﬂ- = 1357, a partir de la definicion de pendiente. se tiene:

m=lan

m = tan 135°

m=-—1
Al sustituir en la ecuacién punto-pendiente Al elaborar 1a griafica correspondiente, se tiene:
de la recla, resulta:
¥
y-y=mx—x) -
A(—5.2)
2=—lx+¥3
y x5 0 = 135°
¥—2=—t-—3
x
X+y—2+45=0 0
x+y+3=0

=

2 ®e-Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(-5,2) y liene un dngulo de inclinacién igual a fr
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Ecuacién pendiente-ordenada en el origen de una recta

Al aplicar la ecuacion punto-pendiente para una recta €, cuya pendiente es m y pasa por el punto B(0.b). se liene:
Y-y =mx—x)

y-—b=mx-0) b 4
xX—b=mx ¢
y=mx+b

B0
A(xy)
7] \

Esta forma de la ecuacion de la recla es la ecuacion punto-pendiente, tambicn se le denomina forma comiin o
ecuacion de la recta en forma simplificada.

Teorema

La ecuacion de la recta cuya pendiente es m. liene su ordenada en el origen b, es:
y=mx+b

Una recla paralela al eje v no tiene ordenada en el origen,
por lo anterior, la ecuacion no se aplica, en este caso, su ecuacion es:

X=a

EJEMPLOS
w

O e
oy i 2

E’F,fy &-Encucntm la ecuacion de la recta que tiene una pendiente igual a — cuya interseccion con el eje y es 3.
.08y

Ll -
Solucién

Al sustituir los datos dados en la ecuacion pendiente-ordenada en el origen de la recta, resulta:

v=mx+b
) 2
_'y=—?r+3
. —Zx+23
=
Ty=—2x+21

E 2x+7y—21=0
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Al elaborar la grafica, se tiene:

x B(0.3)

0 [ S |

2 ®e:-Encuentra la ecuacion de la recta que tiene una pendiente igual a 2 cuya interseccion con el eje y es g

Solucion
Al sustituir los datos dados en la ecuacion pendiente-ordenada en el origen de la recta, resulta:

Al elaborar la grifica, se liene:

y=mx+b

y=2x—— ¥

v_-fifJi:—S

== 9

2y=4x—5 e

Vi
lﬁj /

Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados

Por geometria, la recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de sus puntos; analiticamente,
la ecuacidn de una recta también queda perfectamente determinada cuando se conocen las coordenadas de dos

cualesquiera de sus puntos.

Teorema
La ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados Pi(x,.y,) ¥ Pa(x2.y2) es:
h—¥

Y=n =['
Xy — Az

(Xx—1x)

A esta forma de la ecuacion de la recta, también se le denomina cartesiana.
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Demostracion
Sean P(x,.y,) ¥ Pa(x,.y,) dos puntos cualesquiera de una recta, cuya pendiente es:
¥
Pix.y)
m= u (_'-I.—] = Iz )
X —X;
0 X
! Pz'“r?g)
Al sustituir m en la ecuacion punto-pendienie de la recta, resulta:
_ "I‘
v-y=|2"Blx)
Ay — s
Six; = x5, 12 ecuacién anterior no se puede aplicar,
como la recta es paralela al eje v, su ecuacion es:
X=a
EJEMPLOS
O sl
_E{' ,um‘ﬁm Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(- 3, - 1) y B(3.2).
=1 4
i) Solucion
Al sustituir los datos dados en la ecuacion Al elaborar la grafica, se tiene:
de la recta que pasa por dos puntos
dados, resulta:
Vi % ¥
¥ =h=]|° ; X—X
B b G0
= 1=
y+1l= 5](1 +3)
4 . _ _
y+l= _,]{x+3) B(5.2)

—8(y+1)=3(x+3) =
—8y—8=—3xr—9 /
1‘11(_3-—1}
Ix—8y—8+9=0 .
3xr—8y+1=0
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2 ®e.Unarecta pasa por el punto A(7,8) y es paralela a la recta formada por los puntos P(—2.2) y O(3,~4). Encuenlra
su ecuacion.

Solucién

Sean €, la recta que pasa por ¢l punto A y £, la recla que contiene los puntos Py @, como ambas rectas son
paralelas, sus pendientes son iguales (mf, = md{,).

Al sustituir los valores de P( -2.2), Q(3,—4) Al elaborar la grifica, se liene:
en la ecuacion de la recta que pasa por
dos punlos dados, resulla: ¥
3 £
Yi — V2
-\_1 _Fl — ["Ii""J(x __rl} \
5 -5
2—(—4)
y —2=|———=lx— (-2
_ — 5 |x—(2)
y—2= Lk x—(x+2)
—3 A(7.8)
6 12
B A
Y 5] 5 f:z
6] 12 10 3
y=|——=|x—+— \\
’ 5 - 5 al
6 2 Pl'—Z.—E'J’\\
_v = —g X _E E‘j ] \"'r
Por lo tanto, la ecuacion de la recta £, es \"«.\
6 2 dient 6 "\‘Q{l—'-‘l)
y = |—=|x—= vy su pendienle m, s ——. N
: )t s s \

Al usar la ecuacion de punto-pendiente, resulta:

y-y=mx _II}

6
y—8=|—|(x—7
_ 37
6 42 La ecuacién de larecta £, es y = [ 6]1—1—82 Y su
y=|-=|x+—+8 ’ S 3
3 3 pendiente m; es igual a la pendiente m, de la recta £,
6 82
Y= |—=|x+—
- 5 S

Ecuacién simétrica o canénica de la recta
Sea £ una recta que inlerseca a los ejes coordenados x, y en los puntos A{a.0) y B(0.b), respectivamente:

¥ Al determinar la pendiente de
la recta dada. se tiene:

Yi— V2
N aos) (!

_I[ - 1—2
0—fh
m=
Aal) ";0
[7] [ o — 2
ia
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Al sustituir los datos en la ecuacidn punto-pendiente de la recta, resulta:
Y= =mx—x)

_\?—D=—E{x—a}
i

ay =—bx+ab
bx +ay=ab
Al dividir la ecuacion enfre ab, se liene:
b by _ab
ap @b ab
a b

A esta lorma ecuacion de la recta, lambién se le denomina reducida
o abscisa-ordenada en el origen.

Teorema
La ecuacion de la recta que interseca a los ejes coordenados x, y en los puntos (a.0) y (0.b), respectivamente es:
r v
i1 a=0yb=0
a b
Sia = 0. enlonces también b = 0 y la ecuacion de la forma simétrica no se puede aplicar: en esle caso, no se

conoce un punto del sistema coordenado ni el valor de Ia pendiente por lo que la informacion no es suficiente
para determinar la ecuacion de la recta.

EAEMPLOS -
-
Tl.;' bk | ﬁ-- Las inlersecciones que una recta determina sobre los ejes x, v son P(4.0) y O(0, - 7) respectivamente, determina
S.: ] 1 su ecuacion.
e
Solucién
Al suslituir los datos dados en la ecuacion Al elaborar la grifica, se liene:

simétrica de la recta, resulia: ¥4

X x

a b

2. I3 Pia.0) %
4 7 o

?1—4}'_]

28

Txr—4y=28

Tx—4y—-28=0

| i
]
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2 ®e:-Los segmentos de una recla sobre los ejes x, ¥ son A(—6.0) y B(0.—2). Determina su ecuacion.

Solucién

Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene: Al sustituir los datos dados en la ecua-
cion simétrica de la recla, resulla:

3

2
b
¥ .
2

\A'_ﬁ_n‘] ; % =1

a
—2x—6y=12
| | Ba,-2) 2x+6y+12=0

X
a
X
6

Ecuacién de la recta en su forma general

La ecuacion lineal en dos variables x, y de la forma:
Ax By + C=0

se denomina forma general de la ecu acion de la recta; donde los coeficientes A, B y Cson nimeros reales. con
la condicion de que A o B debe ser diferente de cero y € puede o no ser igual a cero.

Para saber si la ecuacion Ax By + € = O represenla siempre una linea recta, es necesario analizar su
comportamiento para cuando el coeficiente de v es igual o diferente de cero.

Caso |

5i B =0, entonces A = 0, por tanto, la ecuacion Ax + By + C =0, se reduce a:

Ax + By + €=0
Ax 4 (0)y + C=0
Ax + €=0

Esta forma corresponde a la ecuacidn de una recta paralela al eje v, es decir:

Ax+C=0
Ax=-C
L ; .
= A (abscisa en el origen)
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Caso 2

5i B = 0, al dividir la ecuacion Ax + By + C = 0 entre B, resulta:

Ax+By+C=0

Ax

B FE B

Ax C

—+y+—=0

B
. AE E
B B

Esla forma corresponde a la ecuacion de una rectla de pendiente con ordenada en el origen, es decir,
¥y =mx | b, donde:

C
m= —% Pendiente de la recta b= 3 Ordenada en el origen

Por lo anterior, se concluye en que la ecuacion Ax + By + € = 0, representa una recta.
Teorema

La ecuacion lineal en las variables x, v, denotada por Ax + By + € = (., representa una recta y reciprocamente.

EJEMPLOS °
o

%Q’HT #* Delermina la ecuacion de la recta, calculando los coeficientes de la forma general, que pasa por el punto
£V

\

Fy

3
IL_h A( 1.4 y tiene una pendiente igual a —'5.

Solucién
Al sustituir los datos dados en la ecuacion punto-pendiente de la recta, resulta:

Y=y =mx—x) Por lo tanto, los coeficientes

3 de la ecuacion, son:

A=3
2y—-8=—3x-3 B=7
C==3

3x+2y—-5=0 } Ecuacién de la recta
Ax+By+C=0 en su forma general.

Para graficar la ecuacidn de la recta anterior, se determina la abscisa y ordenada en el origen, es decir:

_ C —5
B g B P
A~ 3 B
5
P y=2=125
3 .
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Al elaborar 1a grafica correspondiente. se liene:

Al=14)

P(0.2.5)

39
<

X

2

2 ®e-Delermina la ecuacion de una recta en su forma general, si sus intersecciones son A( —8.0) y B(0.3) y transfor-
mala a la forma comun.

Solucién

Al elaborar la grifica, se tiene: Al suslituir los datos dados en la ecuacion candnica

de la recla, resulta:

¥ i B E =1
a b
x v
B(0.5) g b
—5x+ By '
40
—3x+8y =40 } Ecuacion de la recta
5 Sx—8y+40=0 en su forma general.
///Ek&m 9

Transformando la ecuacion general a la forma comiin, resulta:

5x—8y+40=0

8y=>5x+40
s Sx+40
. 8
5 } Ecuacion de 1a recla
y=—x+35 -
I T8 en su forma comun.
1
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3 ®e-;Cuil s la pendiente y la interseccion con el eje y de la recta cuya ecuacion es 3x — 7y — 21 =07

Solucion

La ecuacion de la recta dada esia escrila en la forma general, cuyos coeficientes son:

x Ty -21=0 La pendiente de 1a recta La interseccion de la recla
Ak Bv LC=0 se determina por: con el eje y es:
' A c
A=3 m=— vV=h=—
B : B
o i b2
C=-21 = =7
3 h=-3
H=—
7
Para representar grificamente la ecuacion de la Al elaborar grifica, se tiene:

recla se determina la inlerseccion con
¢l eje x, es decir:

Distintas formas de la ecuacién de la recta

La ecuacion de la recta se presenta hasta el momento en las siguientes formas:
1. Ecuacion de la recta en su lorma general:

Ax+ By +C=0

2. Ecuacién pendiente-ordenada en el origen de una recta. también se le denomina de forma comtin:

y=mx+b
3. Ecuacion simétrica o candnica de la recta. también se le denomina de forma reducida o de abscisa-ordenada
en el origen:
X ¥
a b
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4. Ecuacion punto-pendiente de una recta:

¥y—y=mx-—x)

5. Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados, también se le denomina de forma cartesiana:

F—J’=[—F‘_}'“ (x—x)

H—x5

&
-

EJEMPLOS

- Jpp—
E{:‘"_ ' &i-Detcr‘mina la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—5.2) cuya pendiente es l escribe en la forma ge-
f?é y neral, comin y canonica. 3

Solucién

Al sustituir los datos dados en la ecuacion punto-pendiente de la recta, resulta:

y—n=mx—x) Six—3y+11=0, seliene:

| —3y=x—
y—2=—(x+5) A=k=
3 =
3y—6=x+5 Y=—"7
x—3y+11=0 1
y y=typp U
T30 3

Ecuacion de la recta.

Ecuacion de la recta,
en la forma general.

en la forma comdn.

Los coeficientes de Ia forma general de la ecuacion de larectason: A =1, 8 =

3y C=11. Al determinar las
intersecciones de la recta con los gjes x, v se tiene:

x v
a b
_£+l=] 0 —i E:
11 ' 11 TR
3
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La forma canonica, lambién se puede determinar de la siguiente manera:
Six—3y+11=0 se divide la ecuacidn entre 3, entonces:

3 X 3

Ecuacion de la recta en su forma candnica.

Al elaborar la grafica correspondiente., se liene:

A(—5.2)

la linea recia

/—{—ll_ﬂj o

2 @®@#-Calcula la pendiente, el dngulo de inclinacion y las intersecciones con los ejes coordenados, para la recla que

pasa por el punto A(4.—5) y es perpendicular a la recta 4x —7y + 36 = (), determina la ecuacion en su forma

general, comin y simétrica.

Solucion

Sea £, la recta que pasa por el punto A y €5 1a recta cuya ecuacién es 4x — 7y + 36 = 0. Si las rectas son perpen-

diculares, sus pendientes son reciprocas y de signo contrario.
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A partir de ¢, se liene: La m paralarecta £, es:

4x—Ty+36=0 1
o Pop—.

A My

My =——

2 B . _l

m, = - - E

1= 5 7

4 )

T— - m ———

s - i 1

Al aplicar la ecuacidn de punto-pendiente de la recta,
resulta:

Y=Y =mx—x)
T
S)=—1(x — 4
(v+3) 4(1 }

4(yv+5)=—T(x—4)
4y+20=—Tx+28
Tx+4y—8=0

Si7Tx+4y—8=0

S —T+8y
T
7 } Ecuacion de larecta €, en
y=——1x+2 .
z 4 forma comidn.

Al elaborar la griafica
correspondiente, se tliene:

El dngulo de inclinacion para latecta £, es:
f} = arctan m
= 3rclan[— E]
4
f=—6015"18"
si 180° =179 59" 60"

—60°15' 18"
0 = 11994442

La interseccion de la recta £, con los gjes
coordenados, es:

I=ﬂ=—£ }»—,\‘_}:-E
A B
ﬂ:—__B {;a:___a
7 <
8 b=2
f=—
7

Al aplicar la ecuacion simétrica de la recta, para los valores obtenidos, resulta:

+

Ecuacidn de la recta £, en

y
]
v
2 forma siméltrica.

.

3
a
Tx
8

(0.2)

\‘%: 1197447607
> X

90
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3 @e-Unarecla pasa por los puntos P(—1.3) y Q(5.4), escribe su ecuacion en forma de delerminanie y transformala
a la forma general, comiin y simétrica.

Solucion
La ecuacion de la recla que pasa por los dos puntos dados P,(x,.v,) ¥ P2(x5.,). escrita en forma de determi-
nante, es:

x y 1

xoy 1= (x)wm) (D)) + (20 )02 D)) — 0y XD — () (y)1) =0

X oy 1

Al sustituir los datos dados en la ecuacion anterior, resulta:

|
o

1
1= (x)3)1) + GHD) + (= D)D) — BN — 4N — (— Dy =0
1

x+5y—4—-15-4x+y=0
x4+ 6y - 19=0
x—6y+19=0 } Ecuacion de la recta en su forma general.

Con el fin de comprobar el resultado obtenido. se sustiluyen los datos dados en la ecuacion de la recta que
pasa por dos puntos dados. es decir:

¥y
X —X; P—13) | oG58
3_4 =
, [_]_5]: )
v—?—[_—i][.r—i-]]
R (' 7 %
—6+18=—x—1
x—6y+19=0

Six — 6v + 19 =0, se despeja a y, es decir:

—6y=—x—19
—x—19
V=
’ —6
1 19 } Ecuacion de la recta
V=—X+— .
: 6 6 en su forma comin.

21
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Six — 6y + 19 =10, se puede escribir como: x — 6y = — 19, asi. al dividir la ecuacion entre —19, resulta:
.
19 -19 -—19
x ¥ 3%
——+-==1 Ecuacion de la recta
19 19

6 en su forma simétrica.

7
4 ®e:Determina la ecuacién de la recta cuya pendiente es 3 ¥ que pasa por el punto de interseccion de las reclas
13x —y —45=0y 11x — 5y —9 =0, escribe la ecuacién en la forma general y comiin.

Solucién
Al resolver ¢l sistema de ecuaciones dadas, se determina el punto de interseccion, es decir:
Bx -y - 45=01(1)
llx — 5y -9=0 (2}
Al multiplicar la ecuacion (1) por —3, se liene:
—5(13x—y—45=0)
—65+ Fy+225=0

1x—8y—9=0
—54x+216=0
—54x =216
—216
I=—
~54
r=4

Al sustituir el valor de x en (2). resulta:

llIx — 5y —9=0
(I4) — 5y —9=0
4 — 5y —9=0

=5y + 35=0
—5y=-35
_ =3
=3

y=1

El punio de interseccion entre las rectas dadas es A(4,7).

Al aplicar la ecuacion punto-pendiente de la recla, resulta:
y—wn=mx —x)
7
y—T=—(x — 4
1 3( )

3y—21=—7x428

Tx+3y-49=0 } Ecuacién de la recta

en su forma general.
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Si 7x + 3y — 49 =0, se despeja y, es decir:
3y=—Tx+49
_ —Tx+49
= Tan, 49 | Ecuacion de la recla
C 3 en su forma simplificada.
Intersecciones con los ejes: Al elaborar la grifica, se licne:
Bx —y—-45=0 (1 b
Tx+3y-49=0 "7 Br-y-45-0
g e e N\ T
A 13 o 0 /
: T N | Hx+5y—9=0
1':——:——2—45 'II --’
B —1 N s+ | yd
N a0 4 II'I /"
B /
1lx—35y—9=0 (2) ANG"? T
m[. |l|'I .’, 4
_[:—E:—__gziﬁ[}.gl T \\/Rﬂ:#'?':
A ol i r — vt ; —
C _9 g i 20 0 ! I, m 3o
\'=—E_——S_—§_—IB _lﬂ)“ "l \
i ol | :
/J [
3}“:I ,
Tx+3y—-49=0 (3 A / N,
- / &
I -
Fy 50 e
I=_£=__—4'9=? l“llfl"
A 7 ol
\r:-E:—.__qg.:w]ﬁjj Joo |
5 B 3
LS
Eiercicio 9

. AG9)ym=3
: 2
. 2. B(-65)ym= ;
: ! 1
3. C33)ym= =

1. A(74) yt=60"

2. B(5,-2)y=T1"33"54"

4. PADym=

dalua wWloe

5. 002)ym=

6. RGB.l)ym= -2

3. PER-T)yo=135°
4. Q- 1L.1)y#=61"36"25"

93

|. Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto dado y tiene la pendiente que se indica.

Il. Determina la ecuacién de |a recta que pasa por el punto dado y tiene el angulo de inclinacion que se indica.



2 UnipAD

CSEOMETRIA AMALIICA

lll. Determina la ecuacion de la recta que tiene la pendiente dada y su interseccién con el eje y que se indica.

: 1.

2.

3.

3. Y- 1. -
m= 3 inlerseccion en —3 4. m= -5 interseccion en 3
. . | . .. B
m= —3, inlerseccion en 2 3. m= E interseccion en _E
; - 6 y -
m =4, inlerseccion en ; 6. m= -2, interseccion en 1

IV. Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados.

Escribe los nimeros
comespondientes 1.
chrj:_e{encius 9.
genenoas

ias 3.

A2y B(-7.5) 4. P(-65)yQO9.1)
P(-3,-2)y Q(5.5) 5. R(0.2)yS(7.3)
M(—13) y N(2,6) 6. M(5.-4)y NQ2.T)

V. Determina la ecuacidn de la recta cuyas intersecciones con los ejes x, ¥ se indican respectivamente.

E 1. A(—50)yB(0,—-2) 4. P[%*D] y Q[ﬂ,%]

2. M(3,0)yNQO.1) 5. A(7.0)y BO,-5)

3. K(-4.0)y L0.2) 6. C(-1.0)yDO.T)

E VI. Resuelve los siguientes problemas.

E 1. Los vértices de un cuadrildtero son A(—2.1), B(4,7), C(5.2) y D(3.-2), encuentra las ecuaciones de las
E rectas que corresponden a sus lados.

: 2. Unarecta pasa por los puntos P(7.4) y Q(3.-6). encuentra su ecuacion en la forma candnica.

. 3. Determina la ecuacion en la forma general y simétrica, de unarecta cuya pendiente X ¥ que pasa por
: el punto A(—2.6). 2

E 4. Determinar la ecuacion de la mediatriz del segmento M( - 1.7) y N(5. - 2). en la forma general y comiin.

— = )

]
o}

5. Una recla interseca a los ejes x, v en 3 y 5 respeclivamente, encuentra la ecuacion de la recta paralela

. 8
a la recta anterior que pasa por el punto A [—;,0}.

. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(5.-3) y que corta al eje yen 7.

. Demuestra que los puntos P(2, -6), Q( 3, 1)y R( - 5.1) son colineales, es decir, encuentra la ecuacion

de la recta que pasa por dos de ellos y verifica que el tercero pertenezca a la recta.

. Encuentra la ecuacion de la mediatriz dada larectax — v + 5 =0.

. Encuentra las ecuaciones de las rectas definidas por los lados del tridangulo cuyos vértices son A(2.4),

B(6,7) y C(7.1).

. Encuentra el drea del tridangulo rectingulo formado por los ejes coordenados y la recta cuya ecuacion

esir —2y—6=0.

4
. El punto A de abscisa —4 estd sobre la recta cuya pendiente es ~5 ¥ que pasa por el punto

B(1.-3). calcula la ordenada de A.

2. Los vértices de un tridngulo son A(2,3), B(5,7) y C(—3.4), encuentra la ecuacion de la recta que pasa

por el vértice A y es paralela al lado opueslo BC.
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20.

21.

22,

[
[¥%}

25.

26.

27.

28.

29,

30.

la linea recia

. Los vértices de un tridgngulo son A(—3.4), B(9.0) y C(1, - 8), determina las ecuaciones de las rectas que

pasan por el vértice A y trisecan al lado opuesto BC.

Los vértices de un tridngulo son A(3.2), B{ 1, 2) y C(5. 4). encuentra los vértices del tridngulo
formado por las rectas que pasan por los vértices A, B y C, siendo paralelas a los lados opuestos.

Determina el valor de los coeficientes A y B de la ecuacion Ax + By — 38 = 0 de una recla, si debe
pasar por los puntos A(4,2) y B(—5.7).

Una recta pasa por los puntos A( - 3.4) y B(1,-2), escribe su ecuacion en forma de determinante y
transformala a la forma general, comin y simélrica.

Encuentra la ecuacion de la recta que es perpendicular a la recta 5x — 3y — 15 =0 y pasa por el punto
A{=3.2).

Encuentra la pendienle e inlersecciones con los ejes coordenados para larecta4x + 3y + 13=0.
Determina la pendiente, dngulo de inclinacion y las intersecciones con los ejes coordenados, para la

recla que pasa por el punto A(3, - 4) y es paralela a la recta 3x — 4y | 11 = 0; escribela en las formas
general, comin y simétrica.

Encuentra los valores de & para que larecta 4x + 3y + & = 0 forme con los ejes coordenados un tridn-

gulo rectdngulo cuya drea sea 2 de unidades cuadradas.
2

Demuestra que la recta que pasa por los puntos A(-7.2) y B(—4. 1), biseca al segmento de extremos
M(—B8,—3) y N4.-3).

Demuestraque lasrectas 2y —y -1 =0,x - 8y + 37=0,2x -y 16 =0y x — 8y + 7=0, forman
un paralelogramo y determina las ecuaciones de sus diagonales.

. Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por el punto de inlerseccion de las rectas 5x + 6y — 4 =0

yx—3y+2=0yqueesparalelaalarectadr +y+7=0.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1.2) y por ¢l punto de interseccion de las
rectasx + 5y - 4=0y2x - 3y=0.

Los vértices de un tridngulo son A(2.6), B(8,—4) y C(—3,-5). Encuentra las ecuaciones de las rectas
que pasan por el vértice A, si una es paralela y la olra es perpendicular al lado BC.

Determina la ecuacidn de la recta que pasa por el punto M(8, -3) y es perpendicular a la recta

y= [2] x+2
’ 3
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el origen del sislema coordenado y es paralela a larecta
)
Cl N
2

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por ¢l punto A(4,-6) y es perpendicular a 1a recta
y=—-3x+2

La pendienle de una recla escrita en su forma general Ax + By + C =0 es 7. Encuentra el valor de los
coeficientes A, B y C si la recta pasa por el punto K(1,—6).

Aplicando la forma de determinante para la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados; escribela
en su forma general, comin y simétrica.
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a) A(-8,5)yB(0.2) ¢) K(-24)yL6,-3)

0,3]

b)) P6.0)y Q(—3.3) d) R[—E.—%J}'S 5

31. Determina los valores de k para que larecta 2x - 3y + k = 0 forme con los ejes coordenados un tridn-
gulo de drea igual a 27 unidades cuadradas.

32. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, -3} y es perpendicular a la recla que une
los puntos P(4.4) y O( 2.8).

33. Encuentra la ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos M(9.4) y N(—3,-2).
34. Encuentra el valor de & para que la recta 3x + 4ky — 24 = 0 pase por el punto A(—8.3).
35. Encuentra el valor de & de 1al manera que:

a) S5kx -+ 3y 4 k— 4 =0 pase por el punto P(—3.6).
b) 6x — kv — 11 =0 tenga como pendiente a %

c) kx -3y =6k —12 lenga abscisa al origen a 4.

o‘iﬂriﬁcatl.mmultado:nnlauc:iéndnm:pmtascunupnndiant&...............-..........a...-........

Ecuacién de la recta en la forma normal

Forma normal de la ecuacién de la recta

Sea OP, un segmenlo de longitud p. donde uno de sus extremos es siempre el origen del sislema coordenado.

La posicion precisa de dicho segmento de recta en el plano coordenado esta determinada por el dngulo w,
cuyo valor posilivo se obliene al girar el radio vector OP, alrededor del ori gen en sentido contrario al de las
manecillas del reloj, con base en lo anterior la longitud p es siempre positiva, sin importar cudl es su posicion
ya que el valor del dngulo w puede ser:

0° < w < 360°

Para cualquier valor de p y w, la recta € trazada por el punto Py(x,,y,) v perpendicular al segmento OP,, se
determina perfectamente al aplicar Ia ecuacidn punto-pendiente de la recta: tambi€én por trigonometria, para
cualquier posicion de la recta { es: x; = p cos w, ¥, = p sen w; por lo que las coordenadas del punto P, son:
(p cos w. p sen w).

Grificamente, se tiene:

Ya
£,
b ¥
Y
¥
\-.
N Py
- r_éj:.“r FEAS
psenw=y, ey
/.—‘ w .'| N
L & x
0 X, =pcos w \
N
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la linea recia

En las siguienies figuras para las posiciones en el primero y segundo cuadrantes, respectivamenle, se observa
que el angulo de inclinacion del segmento OP, se representa por w, por tanto, su pendiente es m tan w.

Posicion en el primer cuadrante.

y
Vi
A
/; =
Pixyy o~
AN
\.
// P 5,

/ \\ e
o
.r'/

! N
7

=X
0

Posicion en el segundo cuadrante.

En las siguientes figuras, para las posiciones en el lercero y cuarto cuadrantes, respectivamente, se observa
que el dngulo de inclinacion del segmento OF, se representa por o, por lanto, su pendiente es m lan o

pendiente es m = tan w.

Como lan w = lan (180° + ) = tan o, se establece que para lodas las posiciones del segmento OP,, la

¥ A
f\\ /,'
. 4
e
¥ T
™ o
.\I\\ /‘f
I’P
Tis 29 NI

Posicion en el tercer cuadrante.

97

s AR

Fof

|
P )
/./

|

Posicidn en el cuarto cuadrante.



2 UnipAD

CSEOMETRIA AMALIICA

Como larecta f es perpendicular al segmento OP,.su pendiente es reciproca y de signo contrario, es decir:

mf =—
Mg,
1
mf =—
fan w
COS W
mf=—colw=—
sen w

Como la recta € pasa por el punto P, (p cos w,p sen w) se aplica la ecuacion punto-pendiente de la recta,
lenemos:

Y-y =mx-x)

DOSM{ )
- psen w=— X— pcos
N sen BERE,

senw(y — psenw) = —Ccosw (X — pcos w)
ysenw — psen’ w= —Xcosw + poostw
¥coswtysenw — psen’w — peos’w=20

Xcosw +ysenw — plsen® w + costw) =10
Aplicando la identidad trigonométrica, sen® w + cos® w = 1, resulta:

xcosw-+vsenw - p(1)=0

xcosw+ysenw-p=10

Teorema

La ecuacién de larecta en la forma normal es x cos w + vsenw — p = 0, donde p es un niimero positivo, numé-
ricamente igual a la longitud de la recta normal trazada desde el origen que se representa por w y que se mide
a parlir de la parte posiliva del eje x hacia la recta normal; dicho dngulo puede tener valores entre 07 y 3607, es
decir, 0° < w < 360°.

Si la recla € pasa por el origen, el valor de p es cero en la forma normal de la ecuacién. Al suponer que la
recta normal estd dirigida siempre hacia arriba del origen, el valor del dngulo w estd dado entre 0° y 1807,

EJEMPLOS =

= =

oy L : . . by

g *Determina la ecuacion de la recta en su forma normal. siw=—yp=4.
D 6

W

Solucién

Al suslituir los datos dados en la ecuacion de la recta en su forma normal, resulla:
xcoswtysenw—p=0
w o
xcos—tysen——4=0
6 6

x cos 30° + ysen 30°—4=0
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Graficamente, lenemos:

x[—“?]+y[%]—4=o . f<

31 | | A
o ol dls £
2 2 ' o
5
{1 I I ]
Ecuacion de la recta en | A .
su forma normal. *c-_.:;
| - 4
ﬁx—l—y—ﬂ_ﬂ | L
2 5 =3 x
Vix+y-8=0 :

Ecuacidn de la recta en
su forma general.

2 ®e-Dado un circulo cuyo centro estd en el origen y radio igual a 7; determina la ecuacién de la recta langente en su
forma normal, si el punto de langencia es A[—4.—J§-§ I

Solucién

Al elaborar la grifica con los datos dados, se liene:
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Por trigonomelria, se liene:

or —J33 J33
Sen w — — —F
HIP 7 7
DY —4 4
S Ww=——=—=—-
HIP 7 7

Al aplicar los resultados en la ecuacidn de la recta en su forma normal, se liene:

X cos wtysenw—p=0

7
—ix = -@v—‘? 0
7 7

Transformando 1a ecuacion de la recta en su forma normal a la forma general, resulta:

—4x—+/33y-49
— ==
4x+33y+49=0

0

Para graficar 1a ecuacién de la recta tangente a la circunferencia, se determina la interseccion con los ejes
coordenados, es decir:

x=—S_ P 595 -_.-=—£=—£:——49 ~—8.52
A 4 : B 4 33

@#:a ecuacion de una recla en la forma normal es x cos w + v sen w —6 = 0; determina el valor de w para que el
p para g
punio de la recla mas cercano al origen sea k{—3,3+/3).

Solucién

Al elaborar la grifica de los datos dados, se tiene:

A w=120°
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De la ecuacion x cos w + y senw — 6 = 0, se sabe que p = 6. Enlonces por lrigonomelria, se tiene:

_OP 33 3
T R i
ADY -3 1

COS W= T —— e
HIP 2

w = arctan (—/3)
w=—arclan (ﬁ)
w=—60°

Dado que el punlo se encuentra en el segundo cuadrante, se liene:

w=180"-60"=120"

La ecuacion de la recta en su forma normal es: La ecuacion de la recta en su forma general es:

xcos wtsenw— p=0

—x+3y-12_
x cos 120°+-ysen 120°— 6=0 2 B
3 —x+43y—12=0
1) o |
20 2 x—3y+12=0
1 3

——I+£\"— 6=0
2 7

Para graficar la ecuacidn de la recta, se determina la interseccion con los ejes coordenados, es decir:

_.r:_%:_%z_u }r=—-€=——]%—m6.923

B 3

Reduccién de la forma general de la ecuacién de una recta a la forma normal

Si las ecuaciones Ax + By + C=0yxcosw + ysenw — p =0, representan la misma recta en su forma general
y normal, respeclivamente. Los coeficientes de ambas ecuaciones deben ser iguales o proporcionales, es decir:

cos w = kA sen w = kB p=kC

Donde £ es la constante de proporcionalidad. Si elevamos al cuadrado las expresiones. cos w = kA ¥
sen w = kB, se lendrd que cos® w = k2 A? y sen” w = k* B2, asi, al sumar ambas expreciones, resulta:

cos? w=k242
+ sen? w= k282

cos? w+sen® w—k*A? + k28?2

cos?wsen? w=k2(A2+BY)
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Al aplicar la identidad trigonomélrica, cos® w-+sen’w =1, en la ecuacion anterior, resulta:

cos? w+sen‘w=k (A2 + B?)
1=k (A2 4+ BY)
2 |
(AT BY)
k:é.don«de A4+B =0

+J A+ B?
Al sustituir el valor de k en las siguientes expresiones, se liene:
Ccos w= kA sen w= kB —p=kC

1 I ] |
— A ThremlE  —P=|—p——(C
iJAHB“—] AT+ B ¢ [i A1+Bi]
A

[ &3
oS =————— 0N w =

B
AR /A 1 B2 o

ms;,g:[ SCHLU=[

La recta definida por la ecuacion Ax + By + C = 0en la forma general, liene por ecuacion en la forma normal:

C —

A B
-t y+ =
+.JA? + B2 +JA2 4+ B2 AT+ B?

Se hace notar que el radical r =+ A* + B* no puede usar al mismo tiempo ambos signos, ya que el valor
. c
+JA?+B?
negaliva, lo que significa que el radical y A* + B* debe tomarse con signo contrario al signo del coeficiente C.

Si la recta pasa por el origen del sistema coordenado, en la ecuacion de 1a recla de forma general el valor de
C es cero; es la ecuacion de la recta en forma normal el valor de p lambien es cero y el dngulo w liene valores
comprendidos entre 07 y 180°.

del dngulo no seria (nico. Se debe recordar que p es una constante posiliva, por lanlo, —p = es

Para dicho intervalo de w la funcion sen es posiliva, por lo que establecemos que K y B deben ser del mismo
signo, siempre y cuando el coeficiente B sea diferente de cero: por lo lanto, el radical debe tener el mismo
signo del coeficiente B.

En caso de que el coeficiente B sea igual a cero, la funcion sen w = 0, es decir, el dngulo w = 07 por lo que
se eslablece que la funcion cos w =1 y por lo lanlo, K y el coeficiente A deben de tener signos iguales, es decir:
Si el coeficiente A es diferente de cero el radical debe tener el mismo signo que A.

Teorema

La ecuacion de 1a recta en su forma general Ax + By + C = 0. puede reducirse a la forma normal
xcos w -+ ysen wp = 0, al dividir cada lérmino de Ax + By + C = 0 entre el radical r =4+ A* + B*, donde el
signo que precede al radical se selecciona de acuerdo con las siguientes condiciones:

Si C =0, el radical es de signo contrario a C.

1.
2. SiC=0yAB=0,elradical y B tienen el mismo signo.
3. SiC=B=0yA=0clradical y A ticnen el mismo signo.

102



Unipap Q

la linea recia

EJEMPLOS s

TEx{ % o *La ecuacion de una recla es 3x — 4y — 24 = 0. reduce su ecuacion a la forma normal y delermina los valores
S " depyuw
- i

Soluciéon

La ecuacion de la recta 3x — 4y — 24 = 0 esld escrita en su forma general, por lanto, sus coeficientes son
A=38B= 4yC= 24
Al conocer los valores de los coeficientes, se determina el valor y signo del radical, es decir:

r=+JA?+B?
r=+J03)72 4 (—42 =+,/9+16 = +J25

} Como C es negativo, el signo
del radical debe ser contrario a C.
=0

La recta definida por la forma general Ax + By + C =0, liene por ecuacion en la forma normal:

A B &4

i+ v+ -0
AT B AR At R

Al suslituir los datos encontrados, resulta:

3 4 24 } Ecuacion de la recta

e 'Pr_ —_—
5 i 3 en su forma normal.

El valor de p es:

c
=Tt
+J A"+ B°
- —24
3
- 24
P=7s
El valor del angulo wes:
COS W = A sen w = 5
+JA? + B? +\JA2+ B
CDS&J=§=U.6 scnw:—i=—0.8
5 3

Se hace notar que la funcion seno es de signo negalivo y la funcion coseno es posiliva, por lo que se deduce
que el dngulo w se ubica en el cuarto cuadrante del sistema coordenado.

w = arccos (0.6) w = arcsen {—0.8)
w =33 07" 48" w=—33° 07 48"
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Restando a 3607 se determina el valor preciso de w.

3607 = 359° 59' 60"
53°07" 48"
w=7306" 52" 12"

Graficamente, se liene:

¥
A\ ADY =3 A
. U 530077487 |
w=306°52'12" i o
<lopl_4 |87
’S‘Elu T q\\} - R 5
& EP ¥ P |
AT LW
] e
i “
CABS)
%

2 ®e:Calcula la distancia del origen a larecta4x + 3v + 13=0.

Solucién

De la ecuacion dada, se determina su pendienie y las intersecciones con los ejes x, v, es decir:

Graficamente, se lene:
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La distancia del origen a la recta dada se mide sobre una recla perpendicular, cuya pendienle es reciproca
y de signo contrario.

Simé, = —;, la reciproca y de signo contrario es:

Al aplicar la ecuacion punio-pendiente de la recta. resulla:
Y=n=mx—x)
3 .
y—0=={x—0)
’ <
4y =3x

x—-4y=0 } Ecuacion de la recta (€,) perpendicular a (£;)

Al resolver el sistema entre £, y £,, se determina su interseccidn, es decir:

dx+3y+13=0 (€)
Se multiplica €, por 4 y £, por 3, asi:
44x + 3y + 13=0) —_— 16x+ My+52=0
33x —dy=0) Ox — My=0
25x +52=0
25x=—52
—52 52
A= —
25 25
Al sustituir el valor de x en £, se determina el valor de y. es decir:
3x—4y=0
52
3|-=|-4y=0
[+
156 . s .
————4y=0 El punto de interseccion entre £, y €5 es:
_4 =1§E A _E _E
25 25 25
156
25
y==—
4
156 _ 3
100 25

|

105



2 UnipAD

CSEOMETRIA AMALIICA

Se determina ahora la distancia entre el origen y el punto de interseccion, es decir:

d=J(x, — P +(n -y, P d = \[4.3264 124336

J[n+—] [n+— d = +/6.76
. 27n4+|521 e
TV 625 625 T

La distancia del origen a la recta 4x + 3y + 13 =0, es 2.6 unidades.

Otro mélodo mas facil para calcular la distancia del origen a larecta4x + 3y 13 =0; consisle en determinar
el valor de p, ya que es el radio vector de dicha recta.

Sean los coeficientes de la ecuacion dada: A =4, B =3 y C = 13. Se defermina el valor y signo del radical,
s decir:

rzztm
r=+J4)2+ 3P =+J/16+9
r==+J25

r=43

Como C es posilivo, el signo del radical debe ser contrario a C. Asi,

r=-=>5
El valor de p es:
+y/ A2+ B?
13
—p=—=-26
4 —5
p=26

Se confirma que la distancia del origen a la recta
4x + 3y + 13 =0 es 2.6 unidades.

3 ®@e-Deiermina la ecuacion de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el punto A( -7, 1).
Solucién
Una de las rectas que pasa por el punto A(—-7.-1) es:
y—y=mx—-x)
y+Hl=mx+T7)
¥+ 1=mx+Tm
mr—y+Tm—1=0

mx—y+(Tm —1)=0 } Ecuacion de la recta en su forma general.
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Los coeficientes de la recta, escrita en su forma general son: A =m. B= 1y C=T7m — 1. Asi, ¢l radical es:

r=+JA'+ B?

r=4Jm?+(—172 =t Jm? +1
r=a4ym2+1

El signo del radical queda indefinido porque el signo de C se desconoce. ya que depende del valor de la
pendiente.
La forma general Ax + By + C =0, transformada a la forma normal es:

A B C
—Xx+—y+—=0
r r r

Al sustituir los valores de los coeficientes y el radical, resulta:-

m 1 Tm—1
x4 v -
+fmr+1 Em?P 1T S mP

C
Si la dislancia al origen es p = 5. y como — P = ———— resulla:
g P y +JA2 4+ B?

Tm—1

s g S
+ym* +1

Elevando al cuadrado ambos iﬁm =Tm—1

miembros de la ecuacion, resulta:
(symZ1) =(Tm—1)?
25m* +25=49m* —14m+1
25m* +25—49m*> —14m—1=0
—24m* +14m+24=10
24m* —14m—24=0

Al aplicar la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, resulta:

o —bEND? —dac 144147 —4024)(-24)

2a 2(24)
12 +196+2304 14442500 14450
N 48 a 48 48
14+50 64 4
m|= T e———
48 48 3

14-50 36 3

m2 e
48 48 4+
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4 g
Para m= ; s¢ liene:

mx—y+(im—1)=0

Para las condiciones dadas, se encontraron dos rectas que pasan por el punto A(—7,
diente. Al sustiluir estos valores en la forma general, resulta:

3 ,
Para m= —Z,sc liene:

mx—y+(Tm—1)=0

|

4 4 3 [ 3]
=x—y+H{Tj=|-1|=0 ——=Xx—y+|7|—|—1|=0
3" ”I 5 ] R J
4 28—-3 3 —21—4]
—x—V =0 —=E =y =0
ey P
4 25 3 25
—X—yt—= —=X—y——=0
3x _\+3 0 ria
: s —3r— -
41—3}+23=u x—4y 25_n
3 4
4x—3y+25=0 —3x—4y—25=0
3x+4y+25=0
Al elaborar la grafica correspondiente. se liene:
.‘f'ﬂ/
f
7/
‘:rC
fai
A
W
\ &
X
Al—7.—13 o
Iy e
x‘ﬁ- t'd’
x
'\.‘j‘\
T

Eiercicio 10

correspondiente.

. T

5 = = —
: 1. P Yw P

! 2. p=5Syw=I120°
5 3. p:ﬁyw:q'—:r
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I. Determina la ecuacién de la recta en la forma normal, para los siguientes valores de py w; traza la grafica

m
4_ =4 w = —
5 p=Tyw=45°

6. p=2yw=225

1) con diferente pen-
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Resuelve los siguientes problemas.

. Determina la ecuacion de la tangente en forma normal de una recta tangenle a un circulo de centro en
el origen y radio igual a 5; cuyo punto de tangencia es (—3.—-4).

2. Un circulo liene centro en el origen y radio 4/ 74, encuentra la ecuacidn de su recta langente en el punto
A(3,—T7).

3. Laecuacion de una recla en la forma normal es x cos w | ¥ sen w —3 = 0. Encuentra el valor de w
para que la recla pase por el punlo A(Z, = \"3}

4. La ecuacion de una recta en la forma normal es x cos w + y sen w —2 = 0. Encuentra el valor de w
para que la recta pase por el punto Al:— li= -.ﬁ)

En equipo, reduce las siguientes ecuaciones a la forma normal y determina los valores de py w.

. x-y-4=0 6. 4x + 5y + 10=0 Escribe los niimeros
. . L
2. 2x+3y—8=0 7. 4x + 3y — 18 =0 - :
2¢+ 3y X+ 3y -
3. 3x 42y 7=0 8. 3x 4y +11=0 i
4. x+2y 13=0 9. 5x 3y 15=0 df"'implﬂ""’im"’"““’
5. Sx—4y+19=0 10. x—y—9=0

Encuentra la distancia del origen a cada una de las siguientes rectas.

. 5x—Ty—11=0 3. 2x -3y 49=0
2. 3x 14y 25=0 4. 3x 14y 10=0

Reduce las siguientes ecuaciones a la forma normal y determina los valores de py w.

4 17
1. V=—X1+— 4 £+E=|
8 K 1's
2. y=2-3 5 £ 2.
2 33
e v 6 %+3:|

Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados.
1. Encuentra la ecuacion de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el punto A(1,7).

2. Eldngulo de inclinacion de una recta es de 135, encuentra su ecuacion si su distancia del origen es 4.

4

4
3. La pendiente de una recta es 7 - encuentra su ecuacion si su distancia del origen es 5

4. Encuentra la forma normal de la ecuacion de la recla que pasa por los puntos A(7.4) y B(—1.—-4).

5. Encuenira la forma normal de la ecuacidn de la recla que es paralelaalarectax + v — 5 =0y que
pasa por el punto A(—3,-3).
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6.
¥

10.

14,
ES.

Determina la ecuacion de la recta que es paralela a 6x + 4y — 18 = 0 y cuya distancia al origen ¢s 8.

Encuentra la forma normal de la ecuacidn de la recta que es perpendiculara larecta2x — 3y +7=10
y determina sobre el eje x un segmento orientado de longidad 9.

. Encuentra la distancia al origen de las rectas paralelas 3x — 4y + 12=0y3x — 4y — 16 =0 eindica

cudil es la distancia entre las dos rectas.

Encuenira la distancia al origen de las rectas paralelas 4x+ 5y — 33 =0y 4x + 5y + 35 =0y calcula
la distancia entre las dos rectas.

La ecuacidn de una rectaes x + y — 6 = 0 y las coordenadas de un punto M son (3,3). Encuentra la
ecuacion de la recla que pasa por M y que es paralela a la recta dada, y determina la distancia del punto
M ala recta dada.

. Encuentra la forma normal de la ecuacion de la recla que es paralela a larecta 12x — 5y - 52 =10

¥ que pasa por el punto A{—2.4).

Encuentra las ecuaciones de las reclas que pasan por el punto A(4.2) y distan dos unidades del origen.

. Los vértices de un tridngulo son A(—4.2), B( - 1.5) y C(2.- 1), determina las ecuaciones de sus lados

en la forma normal.

. . o ’ ; . V26
La pendiente de una recta es —35, determina su ecuacion si su distancia al origen es 5
Encuentra la distancia al origen de las siguientes rectas:

a) 3x+2y-7=0 b) Bx+4 15y - 24=0 €) 6x- 8y +5=0

Encuentra la ecuacion de la recla que es paralelaa 12x — 5y — 15 =0, cuya distancia al origen es :—z-

. Encuentra la ecuacidn de la recta que es perpendicular a 2x — v+ 4 = 0y, cuya distancia al origen

es 0.

. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(3,-3) y distan 3 unidades del origen.

Determina el valor de & para que la distancia del origen alarectax + ky — 16 =0 seal.

Las intersecciones de una recta con los ejes x, y son 5 y 12 respectivamente. Determina la ecuacion de
dicha recta en su forma normal, asi como, su distancia al origen.

o\feriﬁcatu:r“ultndn:mlanc:iéndampmtas:orrospondiento.........................4....-.......

Ecuacién de la recta en la forma polar

Sistema de coordenadas polares

Para ubicar un punto cualquiera en el plano, el sistema de coordenadas rectangulares lo fija con referencia a los
ejes x, ¥ que son rectas perpendiculares entre si.

En el sistema de coordenadas polares, dicho punto precisa su posicion con referencia a una recta fijay aun
punio fijo de la misma recla. La recta fija se denomina eje polar y el punto fijo pole.
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En la grifica anlerior, la recta horizontal OA es el eje polar y el punto O el polo. Si P es un punto cualguiera en
¢l plano coordenado. al trazar el segmento OP, 1a distancia se representa por ry el dngulo AOP por #.

La ubicacion del punto P respecto al eje polar y al polo, queda determinada cuando se conocen ry f, que se
denominan coerdenadas polares del punto P; especificamente r se llama radio vector y # dngulo polar, angulo
vectorial o argumento de P.

El radio vector r es positivo cuando se mide desde el polo al punto P, y negativo cuando se mide del punto
P al polo: el angulo polar # es positivo cuando se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

Las coordenadas de P se denotan por (r.6) v la linea recta que pasa por el polo que es perpendicular al ¢je
polar se denomina el eje a 90°.

Para trazar un punto en el sistema de coordenadas polares. se recomienda el uso del papel coordenado polar,
el cual se caracteriza por una seric de circunferencias concéntricas, es decir, tienen su centro comiin en el polo
y sus radios son miltiplos del que se considera como unidad patrén de medida; también est formado por rectas
concurrentes que pasan por ¢l polo, los dngulos entre las rectas son iguales.

Ejemplo

|17 o
ST
1I¢::= ‘:\‘“""{’ ':’ ww

{7
N7

W
N7

I
TR

9% 3

"l;'i'ﬂ l“:“f‘
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Conversién de coordenadas polares a rectangulares y viceversa

Para un lugar geométrico determinado es necesario conocer el proceso de conversion de las coordenadas polares
arectangulares y viceversa.

Las relaciones sencillas para la conversion se facilitan cuando el polo y el eje polar se hacen coincidir con
¢l origen y la parte positiva del eje x del sistema polar al sistema reclangular.

Graficamente, se Hene:

Px.y)
P(r.th

)

Si P es un punto cualquiera que tiene por coordenadas rectangulares (x,v) y por coordenadas polares (r.#),
y basdndonos en la grifica anterior, se hacen las siguientes deducciones:

a) x=rcosf e) gz;m;mﬂ-_'
x

b) y=rsend

f) send = :I:w-———
o) ¥+y=r ‘\'I +y
2 2 =) = L
d r=+Jx’+y ) cchﬂ—:l:ﬁ
Jxi+y
Para realizar 1a conversion de coordenadas polares a reclangulares y viceversa, debe lenerse presente ¢l

siguiente:
Teorema

5i el polo y el gje polar de un sistema de coordenadas polares coinciden, respectivamente. con el origen y la
parte positiva del eje x del sistema de coordenadas rectangulares, la conversion de uno a otro de estos sistemas
debe efectuarse por medio de las siguientes relaciones de trasformacion:

x=rcosﬂ',}r=rscn9,_x?+}'2 =yrEip=dfat =y

X

0= arclan— senfl=+———, cosfi=+
2 P

112



Unipap Q

la linea recia

EJEMPLOS s

Y
g

A *ﬁ- Encuentra las coordenadas reclangulares del punto P cuyas coordenadas polares son (6,1507).

o
lﬂ )K .
WP Solucion

Las coordenadas polares del punto P son r =6y ¢/ = 150",
Al aplicar las férmulas de transformacion, resulta:

x=rcost vy=rsenf
x =6 cos 150° y=6sen 150°
3! 1
B y=of}
2 2
x=-33 y=3

Las coordenadas del punto P en el sistema de coordenadas

reclangulares son (—343.3).

Griaficamente, se tiene:

§—150°

]
=

2 ®@e=-Delermina las coordenadas polares del punto A cuyas coordenadas reclangulares son (4, 7).

Solucion

Las coordenadas rectangulares del punto A sonx= -4yy= 7.
Al aplicar las formulas de transformacion, resulta:

r=%x+y? § = arctan >
x
r=+J(22 1 (1)

X
r=+J/16149 £'="’“E’““'[__4]

r=+65 f = arctan (1.75)
El punto dado se ubica en el lercer #=60"15"18"
cuadrante, por lo que:
et f= 180" + 60°15"18"

f=240"15'18"

Las coordenadas del punto A en el sistema de coordenadas polares son (\E.ZAH}“!S'I 8”}.
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Graficamente, se tiene:

¥ 4 90°
ﬂ=m°|5’ia”‘/ﬁ\
x4 o -
y=7
r=+J65)
A

3 ®e-Delermina la ecuacidn polar de la curva cuya ecuacion rectangular es 4x? + 4y* — 2x — 16y + 13 =10.

Solucién

La ecuacion dada puede escribirse como 4(x* { ) — 2x — 16y | 13=0.
Al aplicar y reemplazar las siguientes férmulas de transformacién: 2 + y*=rf, x=rcos yy=rsent;
en la ecuacion anterior, resulla:

4 +y) - 2x— 16y + 13=0
Hry 2rcos®) — 16(rsend) + 13=0

Asi, Ia ecuacion de la curva en su forma polar es:

Hr*) —2rcosf) — 16(rsend) + 13=0

4 ®e-Encuentra la ecuacidn rectangular del lugar geomélrico cuya ecuacion es r= T
—2sen

Solucién

Reescribiendo la ecuacion dada, se liene:

Ml —2senf) =1
r—2rsenf@=1
r=1+42rsen@

Al aplicar y reemplazar las siguientes férmulas de transformacion: r = =+,/x* + v?* y y=r sen; en la ecua-
cion anlerior, resulla:

r=I1+2rsenf
Al elevar al cuadrado, se tiene: Ny =142y

(Y2 +y? }2 =(1+2y)
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2+y=1+4y+ 4
2y -4 4y - 1=0

Asi, la ecuacion de la curva en su forma rectangular es:

P -4y-1=0

Distancia entre dos puntos en coordenadas polares

Sean Py(r.6) y Pa(r.6:) dos puntos cualesquiera. Para determinar la distancia entre los puntos dados d =|F]P3 Z
se utiliza el par principal de coordenadas de P, y P,. Grificamente, se liene:

o Py(r,.0,)

Figura 2.1
Pofrydh)
\d=|RP)

F Py 0y

Figura 2.2

Al lomar como base la figura 2.1, se observa que con los radios veclores (ry y 72) y el polo, se forma el tridn-
culo OP,P;: el angulo P,OP; es igual (#;— #,) que se obtiene de la relacion < rory =6, — #h.
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Se aplico la ley de los cosenos, ya que se conocen dos lados (ry y r3) y el angule comprendido (), — #,)
entre dichos lados, es decir:

&L =ri+r-2rrcos{d, — 0,

d=\,frf +r3 —2rrcos(f —6,)

Al tomar como base 1a figura 2.2, se observa que con los radios veclores (ry y r;) y el polo, se forma el tridn-
gulo OP,P: el dngulo P,OP, es igual a (f, — #)) que se obtiene de la relacion < ryry =6, — 0.

Se aplica la ley de los cosenos, ya que se conocen dos lados (r; y r2) y el dngulo comprendido (¢, — #,) entre
dichos lados, es decir:

B =r]+r] —2rirycos{d;— 8,

dz\,fr? +r3—2npcos(f, —&)

Ambas formulas se denominan formula de la distancia entre dos puntos en coordenadas polares y debera
aplicarse aquella que corresponde a un giro contrario a las manecillas del reloj para recorrer el dngulo entre los
dos radios polares, es decir, si un dngulo se recorre de ry a > se aplica la férmula que contiene cos (#; — 6,); si
¢l recorrido es de ry a r, se aplica la formula que contiene cos (#; — #).

EJEMPLOS a
gy~
algay &_ : . T T
E‘- ] *Encuentra la distancia entre los puntos cuyas coordenadas polares son A 6.? yB S.T
w0 )
Solucién
Al elaborar la grafica, los datos dados, se tiene:
gﬂﬂ
A{ﬁ.ll
3
&y
. | d=|AB
ﬁf'@ | Se hace notar que E,:Ezﬁ{]"yﬁ'g:E:BIS“.
i : 3 4
o (os° = A Para usar la diferencia #, — # = 315° — 60° = 255°
f, = 315° § el recorrido del Angulo serd en el sentido de las manecillas
! del reloj.
f
; Tx
T a2
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Al sustituir los datos dados en la férmula de la distancia que corresponde, se liene:

d= Jr‘,l +r" —2nrcos (6, —8)

d = \J(6)> +(8)° —2(6)(8)cos (315°—60%)
d = /36 + 64 —9600s255°

d = /100 + 24.8466 =~ \/124.8466
d~11.1734

La distancia entre A y B es d = 11.1734 unidades.

2 ®@e-Demuestra que los puntos A (v2,45°), B(\34,30°57'49") y €(4/52,326°18/36") son los vértices de un tridngulo

|

isdsceles.
Solucién

Al elaborar la grifica los datos dados, se liene:

o0

B Un tridngulo isdsceles se caracleriza porque
dos de sus lados tienen la misma longitud. Por
lo tanto, se determinan las longitudes de los seg-
mentos AC y BC.

o A Se usard la [érmula:

d= Jrﬁ +r? —2nr cos (8, — ;)

Para la longitud de AC se liene:

d|AC| = J(\ﬁf +(32)" — 2(v2)(J32)cos (45° — 326°18/36")
d|AC| = \[2+52—20.396¢0s (—281°18'36")

d|AC| ~ \[54—20.396(0.1961)

d|AC| = 54 —4 = /50 = 7.071

Para la longitud de BC se tiene:
d|BC = (V32) +(J32)" — 2(J33)(/52)cos(30°57'49" — 326°18'36")
d|BCl = /34 +52 —84.0951 cos (—295°20'47")

d|BC| = /36 —84.0951(0.4280)
d|BC| == 86— 36 = /50 =~ 7.071

Como las distancias de los segmenlos dim = d;m son iguales,
se concluye que el tridngulo ABC es isosceles.
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3 @e-Calcula el perimetro del poligono cuyos vértices son A(/29,68°11'54"), B(/50,8°07'48"), C (5, 306°52/12") y
D(J13,123°41'25").

Solucién

Al elaborar la grifica de los puntos dados, se tiene:

Ly
4

Para detlerminar las longitudes de los lados
B del poligono, se usard la siguiente [6rmula:

d= \frlz +r —2nrcos (6, —8)

Para la longitud de AB se tiene:

dlAB = J(y29) +(J50) —2(v29)(+/30) cos 68(30°1154" —§°07'48")
d[AB| = 29+ 50 — 76.1577 cos (60°04'06")

d|AB| = JT9 —76.1577(0.4989)

dIAB ~ J79 — 38 = V41 ~ 6.4031

Para la longitud de BC se tiene:

dBC = (V50" + (57 — 2(J/30)(5)cos (8°07'48" — 306°52'12")
d|BCl = /50 + 25 — 70.7106 cos (—298°44'24")

d|BCl = /75— 70.7106 (0.4808)

d|BC| 2 75— 34 = /41 ~ 6.4031

Para la longitud de CD se tiene:

dlEDl = (57 +(13) —2(5)(V13)cos (306°52'12" — 123°41'25")
d|CD| = /25 4+ 13— 36.0555 cos (183°1047")

d|CD| = \[38 —36.0555 (—0.9984)

d|CD| = /38 + 35.9999 = /73.9999 ~ 8.6023

Para la longitud de AD se tiene:

d|AD| = (v25)" +(VT3) — 2(V29)(\/13) cos (68°11'54" — 123°41'25")
d|AD| = /29 + 13— 38.8329cos (—55°2931")

d|AD| = /42 —38.8329 (0.5665)

d|AD| = 42 —21.9996 = /20.0004 =~ 4.4721
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El perimetro se obtiene al sumar las longitudes de los lados del poligono dado, es decir:

P =d|AB +d|BCl + d|CD| + d| ADI
P =6.4031+6.4031+8.6023 +4.4721
P — 258806

Area de un trigngulo en coordenadas polares

El drea del tridngulo OP,\ P, donde O(0,0%), Py(r.0,) y P{r.,0,), puede calcularse al aplicar la f6rmula:
|
= Er]rz sen (6, — ;)

Para demosirar la [Grmula anlerior, se elabora la grafica de los puntos dados, es decir:

90° FIt [eS ﬂzj
i"l h

Pylry )
5]

0,07}

El drea de un tridngulo se define como el producto de su base por su altura, todo sobre dos, es decir:

b
A=—
2

=

La base del tridngulo estd dada por el segmento OP,=r, y su altura por i = ry sen (fh — #)).
Por lo tanto, al sustituir direclamente, resulla;

A==
2

A=?Il'-"1-'2 sen (6 — ;)

Dicha formula se deriva del teorema que establece que: el drea de un tridngule es ipual al semiproducto de
dos de los lados por el seno del dngulo comprendido. Matemdlicamente se expresa como:

A =lﬂb sen O
2
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EE’IEMPLD .

o
E"-’m? u"-Calcula el drea del triangulo cuyos vértices son los puntos P(0.0%), A [6%] y P_r[
e |

s Solucién

Al elaborar la grafica de los punlos dados, se tiene:

90°
Sw
Pl[u.-—]
|
£
=
/% i ?
Q[
ry
A
P(0,07)

Al sustituir en la férmula del area, se liene:

-’q=%"'|f2 sen (6, —6,)

= _‘%(6}{9) sen (50°—20°) = 27 sen 30°

| A =13.5 unidades de superficie

S
“18)

Ecuacién de la recta en coordenadas polares

La recta que pasa por ¢l polo liene por ecuacion polar la forma ¢ = k, siendo & una constlante que denota el an-
gulo polar de uno de los puntos de la recta. Como & puede tomar un nimero infinito de valores. para una recta

especifica, se hace necesario delimitar k para valores positivos menores de 180°.

Si la recta no pasa por el polo, entonces, se Lraza una recta perpendicular normal desde el polo a la recta
t, cuyo par principal de coordenadas polares de 1a recta normal serd N{p.w), donde el radio vector p es siempre

positivo y la variacidn de los valores para el dngulo wes 07 < w < 3607,

90"
£ h
Pird)
£
N{p.aw)
00—,
P
w
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Sea P(r.f) un punto cualquiera de la recta €, al tomar como base el tridgngulo rectiangulo OPN. se ticne:
reos (0 —w)y=p) } Ecuacidn polar de la recla {.

Como p es el radio vector y w el dngulo de variacion de la normal. 1a ecuacion polar rcos (6 — w)=pesla
ecuacion equivalente de la recta cuya ecuacion normal es x cos w + y sen w p = 0 en coordenadas reclangulares.

En los casos en que la rectla { sea perpendicular al eje polar o paralela a dicho eje, se oblienen formas espe-
ciales de la ecuacion r cos (# — w) = p. Lo anlerior da lugar a lo siguienle.

Teorema

Sea P(p.w) el par principal de coordenadas polares del pie de una perpendicular (normal) trazada desde el polo
a cualquier recta en el plano de coordenadas polares, donde la recta presenta como ecuacion en forma polar a:

reos(f —w)=p
cuando la recta pasa por el polo, la ecuacion polar de la recta es # = k., donde £ es una conslanie que se limita

para valores positivos menores a 180°,

Cuando la recla es perpendicular al eje polar y se encuentra p unidades del polo, la ecuacion polar de la recla
es r cos {f = =+ p siempre que p sea mayor a cero y que la recla lenga como signo positivo o negalivo segiin se
ubique a la derecha o a la izquierda del polo, respectivamente.

gﬁﬂ
i ¢

P+ ; (r.
L\" -
H Grafica de una recla

r I z =
i perpendicular al eje polar.
o

'\.III 0
o P A

Cuando la recta es paralela al eje polar y se encuentra a p unidades de dicho eje, la ecuacion polar de la recta
es rsen § = + p, siempre que p es mayor a cero y que la recla lenga como signo posilive o negalivo seglin se
ubique arriba o abajo del eje polar, respectivamente.

%U
f
rsenff==+p ir.thy

Grafica de una recla

" : r |
: paralela al eje polar.
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EJEMPLDS a
,I n’ Encuentra la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto R(6.607) y que es perpendicular al radio vector de R.
A

pJo

E

o Solucion

Al graficar los datos dados, se liene:

gﬂl“
£
\\“ Pir.ih
A R(E’fmo}
."\3I e
By
]
L, =607
[ \"\_ A
Grificamenle se considera un punto cualquicra P(r.#) sobre la recta, £; basindonos en ¢l tridngulo rectingulo
ORP, resulla:
u:l:lsf(rf?—w}=+}!‘£=E
HIP r

cos q’tS'—E.lI]"):E
r

Asi, la ecuacidn de la recta £ en su forma polar, es:

rcos(f — 60" =6
2 ®e-Transforma la ecuacion rectangular de la recta 4x — 5y + 20 = 0 a la forma polar.

Solucién

La ecuacion de la recta 4x — 5y + 20 = 0 esli escrita en su forma general, por tanto, sus coeficientes son:
Al conocer los valores de los coeficientes, se determina el valor y signo del radical r =+ A* + B*, es decir:

r=+J(4)2 +(—5%) =HJ15+ 25 =+/41

Como C es posilivo, el signo del radical debe ser contrario a C.

r=—41

Para determinar el valor de p. que indica la distancia del polo a la recla, se tiene:

'
= m
20
K
20
=
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El valor del dngulo w es:

A B
LSt = m————— senw=

+JA2 + B +JA2+B?

4
cos w=———~=—0.6246 Sen w =
NES

: = (1.7808

Se hace notar que la [uncion seno es de signo posilivo y 1a funcion coseno es negativa, por lo que se deduce
que el dngulo w se ubica en el segundo cuadrante del sistema coordenado. Es decir,

w == arccos (—0.6246) w == arcsen (0.7808) al restarse a 1807, se liene:
w e 128°39735% w = 51°20725" 179°59'60"
51°2075"

was 128°39' 357

Otra forma de obtener el dngulo w es mediante el cdlculo de la pendiente. Dado que se liene como recta a
4x —5y + 20 = 0, entonces:

La distancia del polo a la recla dada, forma una linea recta perpendicular, por la que sus pendientes deben
ser reciprocas y de signo contrario, es decir:

: 4 y : y
Sim= 5 Sureciprocay de signo contrario es:

S 1 1 S
’ m, f 4
5
Al aplicar la ecuacion w = arclan m,, se liene:
w= Eu'{:la.rl[— E]
4
w = arclan (—1.23)
O bien, wre —51°20' 257 paro el cuarto cuadrante.

w =180° —51°20"25"

w = 128° 39/35% paro el segundo cuadrante.
La ecuacion de la recta en su forma polar normal es:
recos(f —w)=p

Al sustituir los datos encontrados, resulta:

20
reos(f—128°3935" = —
) NET]
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Griaficamente se liene:

/E’

P(rfl) o

N — 128°39/35"

(1}

—\ ’I
/ 0 A

La ecuacion de la recta 4x — 5y + 20 = 0 en su forma polar es:

20
rcos(f —128°39'35M = ——
Y41

3 ee-Encuentra la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto A(8,120°) y es perpendicular al eje polar.

Solucién

La ecuacion de la recia perpendicular al eje polar, se expresa como:

rcosfl==xp
Al sustituir los datos dados, se licne:
8cos120°=p
1
8 —_——=
i

La ecuacion de la recta perpendicular al eje polar es:

rcosfl=—4
Grificamente, se tiene:

£ Y4007

A(BL1207) P

S

=
4= 1200
p=-40 .
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4 ®e-Encuentra la ecuacion polar de la recla que pasa por el punto K (542.135°) y es paralela al eje polar.
Solucién
La ecuacion de la recta paralela al eje polar, se expresa como:
rsenfl==4p
Al sustituir los datos dados, se tiene:
5\1'2_5011 135°=p
1
o)
2 P
3=p

La ecuacion de la recla paralela al eje polar es:

rsenfl=35
Graficamenle, se liene:
¥ 4 ope
K(5J2.135%)
{
N
1 Jo
f#—135°
F
“\ .

0 A

Eiercicio 11

. I. Transforma las siguientes coordenadas polares a coordenadas rectangulares.
Escribe los mimeros
CHeS———— I. A(8.457) 3. o(3v2.150°) 5. G(442,2257)
genéricas 2. B(1,90°) 4. R(—4.3307) 6.  H(7,300%)
Il. Transforma las siguientes coordenadas rectangulares a coordenadas polares.
disciplinares
. N(—5,-12) 3. B(-069) 5. 1,4
: 2. L4 4. G(-7.-5) 6. 09T

lll. Encuentra la ecuacion polar de las siguientes curvas, cuya ecuacion rectangular se indica.

l. Sx— 4y {20=0 4. xy=8
2. 61 62 4x 2y + 18=0 5. x4y - 4=0
: 3.2 yP=16 6. 3 4y +25=0
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7. xcosw+ysenw-—p=0 9. V=4px
8 Sx—Ty—11=0 10. (2 + Y = 2 xy

IV. Encuentra la ecuacién rectangular de los siguientes lugares geométricos, cuya ecuacién polar se indica.

l. Scosf=r 3. #=315° 5. r=3senf
‘:‘

2. 1—2cosf=r 4, rcosf=9 6. r=———

3—cosf

V. Encuentra la distancia entre los siguientes pares de puntos dados.
L. A[?,g]y 3[3,2] 3. €(5.30° y D(5.-90°)
2. K(-9,-1207) y L{6.1507) 4. G(5.75%) y H(—2.2707)
VI. Encuentra el drea, perimetro y semiperimetro para los siguientes poligonos.
L. A(0.07), B(4.60%) y C(3.135%)
2. P(4.120°) Q(6, 60°) y R(2.30%)
3. K(0.207), L(1.607), M(2.45%) y N(3.07)
5

4. A0,07), B[B,g], C[IZ'E] y D{4.,120%)

VIl. Determina la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto dado y es perpendicular al radio vector
de dicho punto.

1. K(2.60%) 3. J(8.157) 5. G(6457)
2. M(4.1207%) 4. A4.1507) 6. L(1.55%)

WIII. Transforma las siguientes ecuaciones rectangulares de rectas a la forma polar

. x—y-3=0 4. Sx+12y+26=0
2. Tx 12y - 56=0 5. 2 y{3=0
3. 4x 13y 10=0 6. 2 y=0

IX. Determina la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto dado y es perpendicular al eje polar.
L. A(6,150%) 3. K(5.25%) 5. P(245%)
2. B(542.135°) 4. L(7.240°) 6. ©(7.3.165°)

X. Determina la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto dado y es paralela al eje polar.
1. G(6.135%) 3. A(3.507) 3. Q(1.857)
2. H(8210°) 4. K(7,140%) 6. M(8v2,150°)

Xl. Determina la ecuacion polar de la recta que pasa por los siguientes pares de puntos dados.
1. P(3.207) y O(8.1357) 2. M(6,30%) y N (3,1207)

Xll. Resuelve los siguientes problemas.

1. Loslados de un cuadrado miden 4 unidades, dicho cuadrado tiene su centro en el polo y dos de sus
lados son paralelos al eje polar; determina el par principal de coordenadas polares de cada uno de
Sus cuatro vértices.
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Un hexdgono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al eje polar: si la longitud de un
lado es de 3 unidades, determina el par principal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vértices.

Dos de los vértices de un tridngulo equilitero son A(0,07) y B(4.0°), encuentra el par principal de
coordenadas polares del tercer vértice.

Determina la ecuacion polar de 1a recta paralela al eje polar que estd situada a 5 unidades por debajo
del eje.

Demuestra por coordenadas polares que los siguientes puntos A(—1.1). B(3.1) y C(1,4.46) son los
vertices de un tridngulo equilitero y determina su drea.

Demuestra por coordenadas polares que los siguientes puntos A( - 3.0), B(0.2) y (0, - 2) son los vértices
de un tridngulo isosceles y determina su drea.

Demuestra por medio de distancias que los puntos dados A(3.307). B [Nr— 6{)] y C(3,90°) son colineales.

Encuentra el drea, perimetro y semiperimetro para un tridngulo cuyos vértices son el polo y los puntos
(2.60%) y R(1,135%).

Demuestra que las ecuaciones polares de las reclas que son perpendiculares y paralelas al ¢je polar se
expresan en la forma r = + p sec # y r = + p csc f, respectivamente, donde p es la distancia del polo
a la recta.

Determina la ecuacion polar de Ia recta que pasa por el punto A(5,60°) y forma un dngulo de 1207 con
el eje polar.

. Encuentra la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto Q(4,120%) y por el polo.

. Determina la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto M 2,% y es perpendicular a la recta

que une el polo con dicho punto.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto K(7,207) y forma un dngulo de 1407 con el eje
polar.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto R(4,120%) y es perpendicular a la que une al
polo con dicho punto.

')'
. Dos de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(3.-80%) y B[ I:] si el punto de interseccion

de sus diagonales es el polo, encuentra las coordenadas de los otros dos vértices del paralelogramo.

QVqﬁﬁ:atusmultado;nnInsmiéndom;pums:urrupandinm.........................--..........-

Angulo entre dos rectas

Sean £, y €, dos rectas que se cortan en el punto Py que cortan al eje x en los puntos Q y R: las cuales forman
con ¢l eje x angulos oy ¥ oy, de tal forma que sus pendientes son = lan « ¥ M, = 1an a,, donde o y o, SO0

diferentes de % :

Al corlarse, las rectas [orman dos dngulos suplementarios, uno de ellos es el dngulo €, cuya relacidn con las
reclas se muestra en los siguientes casos.
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Caso 1

Grificamente. se liene:

o o 2N =

Los principios bisicos de la geometria establecen que un dngulo exterior de un Lridngulo es igual a la suma
de los dos dngulos inleriores opuestos, es decir:

r=ux + 0
De 1al forma, que el dngulo entre 1as reclas es:

0=y —

; 3 ; st Lan o, — lan oy .
Al aplicar la formula trigonoméltrica: an (o; —oy) = ———— se liene:
l+ tan LA 53 Lan 4]

tan o — an oy

lan9=—
]:I:I.m.'lﬂ: la.“ft]

Al sustituir m, = tan M, = tan o resulta:

iz — iy
tan § = ———, para m,m, =—1.
+ maimy
Caso 2
Grilicamente, se liene:
¥ £,
v
i -
»
et
0 2
.—-'/
P
//
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Por geometria elemental, se tiene que:
= + (1807 — axy)

180° + = v, — o
180° — =0, — 5

Al aplicar la misma formula trigonométrica del caso anterior para las tangentes, resulla:

lan oy — Lan 8]

tan (180° - )= ———  —
1 4 tan o Lan o,
Por la formula trigonomélrica: tan (1807 — #) = —tan f, se tiene:
lan ey —tan e, tan o — lan
BTN e . = lanﬂz—u—-&‘ o
]‘!‘tﬁ"ﬂltﬂnﬂz ]+ta"|’1| [EI.'I'I(I:

Al sustituir m; = tan ¢ ¥ m; = tan o, resulia:

mz_

tan # = e , para myn, = —1.

14 mym,

Teorema

Sean £, y {; dos rectas que lienen pendientes m; y ma. respeclivamente; si # es el dngulo dirigido de €, a €5, s¢
cslablece que:

My —m,
tan # = ———— para mym, = —1.
14 mym,

Para saber cudl de los dos dngulos se va determinar (Caso | o Caso |l) se debe considerar que el ngulo se
mide girando en el sentido contrario a las manecillas del reloj, por lo que la recta £, serd la que corresponde al
lado inicial del dngulo y la recta €; 1a que corresponde al lado final.

Deduccién de las condiciones de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas

Cuando dos rectas son paralelas, el dngulo que se forma entre ellas es de 07 o de 1807, Al aplicar la formula para
determinar el dngulo de dos rectas, resulta:

Para 8 = 0° Para # = 180°
tati e iy = Ty
14 mym, 1+ mym,
[an{]“:u lan ]Buu:u
1+ myiis |+ mm,
= mz_m] = m:—m|
l+m|mg ]+m’|m2

my—my =10 My —my =0

m;r:.f!h mzz."ﬂ]
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Por el caracter simétrico o reciproco de la igualdad. se tiene que m; = ma. Por consecuencia, se eslablece:

si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales.
Cuando dos rectas son perpendiculares, el dngulo que se forma entre ellas es de 90°, entonces, al aplicar la

formula para determinar el dngulo de dos rectas, resulta:

M, —m

tan f——2 1.
1+ mym;

m, —m
tan 90° = ———L
1+ mym;

Como tan 90° = oo, la ecuacidn anterior no apoya el principio que se desea demostrar, por lo que es necesario

emplear la siguiente identidad:

1
col f=-——
tand
Al sustituir en la expresion anlerior, resulia:
1
colff=—
Mz —my
1+ mym;,
1+m
P I Bl i}
My —my
ﬂ‘ — 1 + iy
.’ﬂg - fﬂ'
I +mm, =0
mym,; =—1

Por consecuencia, se establece: dos rectas son perpendiculares entre si, cuando el producto de sus pen-

dientes es igual a —L.
También de la ecuacion m, m, = — 1, se liene:

Lo que da lugar al siguiente crilerio equivalente: dos rectas son perpendiculares si sus pendienfes son reci-

procas v de signos contrarios.
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EJEMPLOS
2 ; e ®- Determina los dngulos interiores del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(—2.1), B(3.4) y C(5.- 2) y com-
f_,.h ) 'l prueba los resultados.

i

Solucion

Al elaborar la grifica de los puntos dados, se tiene:

¥

wan Y I =4 -3 3
Xy—Xg —2-3 =5 5

mBC_Ys =Y _A4+2 6 .,
IH_I( 3_5 _2

mAc_Ya—¥ 142 3 3

m, —m
Al aplicar 1a formula lan § = —2 " resulla:

14 mym;
Parael < a Paracl < b Parael 9 ¢
lan a = Map — Mac tan b= Mpc — M tan ¢ = —2€ Msc
1+ mgemyg I+ mogmge I+ mgams
3 3 3 3
N By
tan a 5 3?q tan b= 3 3 tan ¢ = —L~ 3
fii [__][-_] 1 +['—]l—3} 1 +{—3][—'—]
TS5 5
21+15 —18 —34+21
5 _z el
“’ma—gj_g lanb_s_g tanc = 719
35 7 7
a0 a— 0 — 13846 b= = tanc=15 —1.125
26 —4 16
< @ = arctan (1.3846) < b= arctan (4.5) < ¢ =arctan (1.125)
4 a=54°09'44" g bh=77°28"16" g c=48"21'59"
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Como los dngulos interiores de todo tridngulo suman 1807, se tiene una aproximacién por redondeo:

Tat+4Lb+ Lc=180°

54°00'44" | 77°28'16" | 48°21'59" = 180°

179°59'59" =~ 180°

2 ®e-Dos reclas se cortan formando un dngulo de 45°, 1a recta inicial pasa por los puntos A(—2,1) y B(9,7) y la recta
final pasa por el punto P(3,9) y por el punlo @, cuya abscisa es — 2; delermina la ordenada de Q.

Solucién

De acuerdo con los datos dados, es necesario determinar las pendientes de las rectas inicial y final, dado que se

conoce el dngulo entre 1as dos reclas, se liene:

_‘r‘,‘__va_ I_? _6 '6

"TI' —

X, %z 29 11 11
Yo—Yo 99—y _ 9-y

ﬂ‘lf=

Al sustituir en la formula del dngulo de dos rectas, resulta:

i B me—m;
I+mm;
Py &

a 5 3!
4y =— 22
" o=

11 5
118 — v) —(3)(6)
o__ 55
tan 45° = —] N 54—6y
35
99—11y—30
I 55
lan 45 —m
55

- 69—11y

109—6y

1(109—6y) =69 —11y
109 —6y+11y =69

S5y=69 109
—40
V=—
5
y=-8

La ordenada del punto Qes — 8.

Griaficamenle, se liene:

y

I
i

O(—2.—8)
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Posiciones relativas de dos rectas

A conlinuacion discutiremos las condiciones analiticas de las posiciones relativas de dos rectas, cuyas ecuaciones
se expresan en las formas generales Ax + By + C=0yA'x + B'y + €' =0, bajo las cuales estas dos rectas son:

A
Paralelas. De larecta Ax By + C =0, su pendiente es m:—E.pamB::U:pamlarcctaA’_t +B'y+C' =0,
su pendiente es m' = —-g;, para B’ = 0.

Con base en el principio que establece que si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales, se
[ /

tiene que: .. ——, 0 bien, 8. 31; Esta expresion puede escribirse como:
B B B B
AB'=A'B

Al dividir Ia igualdad entre A'B’, resulta:

AR A'B

.4.!3! = A rBr
A B Eslo indica que los coeficientes de x y ¥
A B deben ser proporcionales.

La expresion anlerior s6lo se aplica cuando A’ = 0y B' = 0. §i A" = 0, la recta es paralela al eje x, de
esta forma, ambas rectas serdn horizontales; cuando B’ = 0, la recia es parclala al eje v, entonces, ambas
reclas serdn verticales.

Entonces, la relacién equivalente AB' = A'B es verdadera para cualquier caso.

Perpendiculares. Con base en el principio que establece que si dos rectas son perpendiculares entre si,
el producto de sus pendientes es igual a 1, se tiene que:

De tal forma que:
5l 5
e | R —=1
BI\ B

Lo anterior da lugar a la relacion AA’ + BB' = 0, sca verdadera para cualquier caso, siempre que las
reclas sean perpendiculares.

Coinciden. Cuando dos rectas tienen todos los puntos comunes y la misma pendiente, se dice que son coin-
cidentes.

Dadas las rectas Ax + By + C =0y Ax + By + € =0, su interseccién con el eje x, serd el punto de
abscisa, es decir:

iy E
=" X= —e=
A A
C.l
Por lo anterior, se establece que —— = 2 lo que da lugar a la siguiente relacion:
A C
AT
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f A B
Como las pendientes son iguales, se tiene que — A — _f_. o la relacion: — = —;. Al relacionar ambos
B f A B
s A B € 3 e ; . .
crilerios, queda: —— = — = —_ es decir, dos rectas son coincidentes, si sus coeficientes correspondientes
A B €

son proporcionales.

Lo anterior es verdadero so0lo si todos los coeficienles son diferentes de cero. Las relaciones equivalenles
A =FkA" B=kB'y C=kC', para alguna constante &, caraclerizan a dos rectas coincidentes cualquier caso.

4. Secortan en uno y solamente un punto. Dos rectas no paralelas, por geomelria, se cortan en uno y solamente
en un punto; analiticamente, se deduce que sus pendientes no son iguales, por 1o que sus coeficientes no son
proporcionales, es decir:

% - %. o bien, AB'— A'B =0,
E“J‘EMPLDS )
0
_:El{ 71 ®#-[aecuacion de unarecta es 3x — 2y — 6 = 0; delermina la ecuacion que representa a lodas las reclas paralelas
V|

S/l a la recta dada. A partir de esta ltima ecuacion encuentra la ecuacién de la recta paralela a la recta dada y que
i pasa por el punto A(—3.5).

Solucién
La ecuacion de la recta que representa a todas las rectas paralelas a la ecuacion 3x — 2y — 6 =0, es:
Ax + By +C=0

La condicion de paralelismo establece que:

A A B
— =— &8 decir, — =—
A B 3 -2
B__EA
L |

Al sustituir en la ecuacion Ax + By + C = 0, se liene:
24
Ax +[—T]_\"+C =

3x - 24y 4 3C=0

Al dividir entre A, resulta:

Al hacer k= % s¢ tiene:

3
Ix— 2}‘+T =0 Ecuacion que representa a todas las
3x—2y+k=0 rectas paralelasa3x — 2y - 6=0
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Especificamente, la recta paralela a la recta dada debe pasar por el punto A(—3.5), es decir:

-2yt k=0
3(-3)-28)+&=0
09— 10+ k=0
k=19

La ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3.5) y que
cs paralela a larectadadaes 3x -2y + 19 =0.

Graficamenle, se liene:

> X

2 ®e-Demuestra que las rectas 3x — 15y — 21 =0y x — 5y — 7 = 0, son coincidentes.
Solucién

La condicion que establece la coincidencia, indica que dos rectas tienen Lodos los puntos comunes y la misma
pendiente, es decir:

3 1 A

ﬂilz——z——z— mlz——z—

1
15 5 B -5

1
5

Como las pendientes son iguales, se debe cumplir la siguiente relacion:

A B
A F
Al suslituir los coeficientes de las ecuaciones en la relacion, se liene:
3 _ = 15
1 -5
I 3=3
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La interseccidn de las rectas dadas con el eje x son:

xl=_£=_—'_21=? _]:1=—_—T=?

A 3 l
Como ambas rectas lienen el mismo punlo en comiin, se debe cumplir la siguiente relacidn:

A C

A

Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relacion, se liene

3. =21
I =
3=3
El principio de rectas coincidenles establece que:
A B C
[

Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relacion, se tiene:

_—15_-21
I
=3F=3

= | W

Por lo lanto, se demuestra que las dos rectas dadas son coincidentes.

Grificamente, se tiene:

3 ®e-Demuestra que las rectas 3x + 4y — 12 =0y 5x + 12y — 60 = 0, se cortan en uno y solamente en un punto;
q i b ] Y P
determina las coordenadas del punto de inlerseccion.

Solucién

La condicion que establece la inlerseccion en uno y solamente un punto, indica que las dos rectas no lienen
pendientes iguales y sus coeficientes no son proporcionales, es decir:

m, = m,
mE_—i:—E mlz—i:—i # 3 5
B 4 B 12 _II_E

S
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Como las pendientes no son iguales, se debe cumplir la siguiente relacion:

-ﬁ-_,z-g; 0 AR —A'B=0

Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relacion, se tiene:

34
St 3)(12) — (5)(4) =0
st o (3)(12) — (5)(4) =

0666...=0333... 16=0

Por lo anlerior, se demuestra que las dos reclas dadas
se cortan en uno y solamenle en un punto.

Al resolver el sistema de ecuaciones dadas. se tiene:

x+4y—-12=0 (1)
x+12y-60=0 (2)

Al multiplicar la ecuacion (1) por —3, resulta:
33x+4y -12)=0

B —

—9x— 12§ +36=0

5x+ 12 —60=0

—4x—-24=0
—A4x=24
24
F=""
—4
x=-—6

Al sustituir el valor de x en la ecuacion (1):

5(—6)+12y—60=0
—30+12y—-60=0

12y—90=0
12y =90

90

y=—o
12
y=1735

Las cordenadas del punto de inlerseccion de las rectas dadas son (—6,7.5).

Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene:
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Esercicio 12

iici;ﬂimn'&:] :

® e ww e E R R EE R

I. Determina los angulos interiores de los siguientes tridngulos cuyos vértices son los puntos que a conti-

(=2 ST A nuacion se indican y comprueba los resultados.
comespondientes

&mlp_ehncias
genéricas

Competenc

L
2.
3.

A(-2.00, B(5,—-3) y C(3.7) 4 P18, Q9.0 yR(-34)
A2, Bie.0)yy C(74) 3. K(—5.-4), L(9.-2)y M(1.6)
K(2.5), L(—3,-2) y M(4.2) 6 A(-23)L B4y C(-3.-1)

Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el procedimiento de solucion.

16.

Dos rectas se cortan formando un dngulo de 1357; si la recta inicial pasa por los puntos A(—4.5) y B(3,9), y
la recta final pasa por los puntos K(—2.4) y L{x.1), determina la abscisa de L.

La recta €, forma un dngulo de 30° con la recta £,; si la pendiente de €, es 243, calcula la pendiente de
€.

. Dos rectas se corlan formando un dngulo de 45°; si la recta (inal pasa por los puntos A(5.3) y B(2.— 1),

determina la pendiente de la recta inicial.

Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(4.5) y forma un dngulo de 135” con la recta
-2y +2=0.

Determina el dngulo que se forma entre lasreclas 2y — 6y + 12=0y2x -y + 1 =0.

i ; : ; 2 i
El angulo formado entre dos rectas es de 457: si una de las rectas tiene por pendiente 7 delermina la
pendiente de la otra recta. -

. Determina los dngulos interiores del paralelogramo cuyos vértices son A(4.8), B(8.6), C(6.2) y D(2.4};

comprueba los resultados,
Encuentra el dngulo obtuso del paralelogramo cuyos vértices son K(7.3), L{10.7), M(1.5 ) y N(—2.1).

Demuestra que los tres puntos A(6.-5), B(3,2) y C(10.53) son los vértices de un tridngulo rectangulo y
determina sus dngulos agudos.

. Encuentra el drea del tridangulo cuyos vértices son A(2, - 4), B8(4.4) y C(7.-2); emplea la [Grmula

Azlabscnf.'.
2

. El angulo entre dos rectas es de 60; si la pendiente de la recta final es —5, determina la pendiente de la

recta inicial.

. Encuentra el dngulo que se formaentre lasrectas 2x +y - 8=0y3x 2y + 9=0.

1
. Aplica la formula A =Eﬂb sen C y determina el drea del tridangulo cuyos vértices son A(—8,-2),

B(-4,-6)y C(-—1.5).

. Encuentra los dngulos inleriores del cuadrilitero de vértices A(0.0), B(2.4), C(6.7) y (8. 1); comprueba

los resultados.

. Laecuacidn de una reclaes x + 6y + 16 = 0, escribe la ecuacion que representa a todas las rectas para-

lelas a la recta dada y determina especificamente la ecuacion de la recta paralela a la dada que pasa por
A(2,-3).

Demuesira que las rectas 3x + 2v =0y 2x — 3y + 6 = 0 satisfacen la condicion de perpendicularidad.
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Escribe los
commespondientes

Canp!alaﬁus

= E s EEE

L B I B A A

Determina si las siguientes rectas 3x + 4y + 8=0y 5x + 12y

la linea recia

15 = 0 se inlersecan; en caso afirma-

Llivo, encuentra las coordenadas del punto de interseccion.

. Dadas las ecuaciones 4x + 3y

6x — 5y
20.

12=0y 3x | 6y — 24 = (), demuestra que son rectas coincidentes.

La recta £, pasa por el origen y por el punto A(4,3): larecta € pasa por A y es perpendicular a la recta
16 = 0: determina los dngulos formados por €, y €5

Traza una recta que pase por P y que sea perpendicular a QR del tridngulo cuyos vértices son P(2.6),
Q(8.2) y R(—2,—8): encuentra el dngulo formado por dicha recta y el lado PO del tridqngulo.

Dados los siguientes pares de ecuaciones, elabora |a grafica y demuestra las condiciones analiticas

[ para el paralelismo, perpendicularidad, coincidencia e interseccion en uno y solamente un punto

genericas

disciplinares

EJEMPLOS

L -
=/ .
£V ﬂ'
T Jﬁl.
i

o Verifica tus resultados on la seccion de respuestas correspondiente. «

(determina las coordenadas del punto de interseccion).

l. 5x Ty - 6=0 4. 3x Ty +3=0 7. 2x-y-1=0
Sx—-Ty+18=0 4x + 2y - 13=0 4 -2y - 2=0

2. x—y+1=0 50 x4y 12=0 8. Ix 12y 5=0
x—y—5=10 9x 12y + 36 =0 3x4+2y4+15=0

3 3x-y+3=0 6. Tx+5y—-27=0 9. Sx+4y-20=0
2x—-y+4=0 x—Ty+9=0 -9+ 11=0

IV. Determina los angulos suplementarios que se forman entre las dos rectas dadas.

. x+y—5=0 3. 3x-5+8=0 3. Xx+y-2=0
x-57+5=0 ty-3=0 10x — 12y — 29 =0

2. 3x-9y+33=0 4. 5x -9y 38=0 6. 4x — 5y +17=0
5x+3y-15=0 6r + S5y - 82=0 x-3y411=0

Familias de rectas

-------------------

La ecuacidn de una recta se determina por completo si se conocen dos condiciones independientes, es decir,
dos de sus puntos o uno de sus puntos y su pendiente. Una recta que cumple solamente una condicion no es una
recla dnica, por lo que existen una infinidad de rectas que satisfacen dicha condicion y tienen una propiedad
en comiin. Por Lanto, la totalidad de las rectas que cumplen con una dnica condicion geométrica, se denominan

familias de lineas rectas o haz de rectas.

&
&

#-Delermina la familia de rectas cuya pendiente sea 7. si la ordenada al origen es igual a0.2 y —3.

Solucion

Al aplicar la ecuacion pendienle-ordenada en el origen de la recta, se tiene:

y=mx-+b

y=Tx+k

Dado que & es una constante arbitraria, a la que se le asigna cualquier valor real, que representa el segmento

que la recta determina sobre el eje v.

139



2 UnipAD

CSEOMETRIA AMALIICA

Al sustituir los valores de la ordenada, se obtiene la ecuacion de cualquiera de las rectas que forman la
familia, es decir:

Para k=0 Para k=2 Para k=-3
y=7x+10 y=7x+2 ¥="Tx—-3
Tx—y=0 Tx—y+2=0 Tx—y—-3=0

Griaficamente, se tiene:

Al considerar que Lodas las rectas pasan por el punio A(—4.3); se aplica la ecuacion punto-pendiente de la
recla, es decir:

Y- yi=mx —x)

y— 3=kix+4)

En este caso. k representa la pendiente dada.
De tal forma que si k esigual a 0.2 y — 1. resulta:

Para k=0 Para k=2 Para k=—1

¥y —3=0(x+4) y—3=2(x+4) y-3=—1x+4)

)=3=0 y—-3=2x+8 y—F=-x-14
x-y+11=0 i+y+1=0

La familia de rectas obtenidas se denomina haz de rectas de vértice A( - 4.3).
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Al elaborar la grafica correspondiente, se liene:

o\

Por lodo lo anterior, se observa que una recta de una familia de rectas, se determina al asignar un valor
especifico a la constante k, que se denomina parimetro de la familia.

La definicion de familia o haz de rectas s lil para encontrar la ecuacion de una recta en particular. El
proceso consta de dos pasos:

I. Seaplica la forma de la ecuacion que satisfaga la condicidén dada, describiendo la familia o haz de rectas.

2. Dada otra condicitn, se determina el valor del parimetro de la familia o haz de reclas.

2 ®e-Encuenira la ecuacion de la recla que pasa por el A(—3.5) tal que la suma algebraica de los segmentos que de-
lermina sobre los ejes coordenados es igual a 4.

Solucion
Se aplica la forma simétrica de la ecuacion de la recta, ya que satisface la condicion dada, es decir:

X

S0
a b
Como a + b =4, se puede tomara =ky b=4 — k, se liene:

LN I r——
I k' 4—k
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Como la recta pasa por el Al resolver la ecuacion de segundo anterior se
punto A(—3,3), se tiene que: obtiene el valor del parimetro k:
= . 4+(4) —40)(-12)
k 44—k k= =
—3(4—k)+5k
— i f
A—K) k— 4+ 2]lf:n+48
— 1243k +3k =k(4—k)
 —4+.64 448
—12+8k =4k —k? k= > ==
k*+8k—4k—12=0 i 448 4 "
k2 4+4k—12=0 g g
: 2 2
Al sustituir los valores del paramelro £ en la ecuacion original, se tiene:
Parak =2 Para k=—6
LI LA,
kK 4—k k 4-—k
X v X ¥y
i e =1 S e —
2 4-2 —6 4+6
X,y X
=== ——+-=—=1
2 2 6 10
+y_, —i0x+6}'_]
2 60
x+y=2 —10x+6y=060
x+y—2=0 —10x+6y—-60=0

Sx—3y+30=0

De esta forma se determinaron dos reclas que lienen como propiedad pasar por el punto A(— 3,3) que satisfacen
la condicion dada de que Ia suma algebraica de los segmentos sobre los ejes coordenados sea igual a 4.

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

/
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Familia de rectas que pasan por la interseccién de dos rectas dadas

Sean Ax + By + C=0y A'x + B'y + €' = 0 dos rectas que se cortan en el punto Py(x,.y,). La expresion:
kfAx + By + O) + ky(A'x + B'y + C)=0
donde k, y &, son constantes arbilrarias ambas distintas de cero, corresponde a la ecuacion de una tercera recla
que pasa también por el punto Py(x,.y,) ya que al sustituir x por x,, y v por y,, se liene:
ki(Ax, + By, + ©O) + ka(A'x, + By + CY =0

lo cual es cierto porque Ax; | By, + C=0yA'x; + By, + C'=0.

Como k, = 0, Ia ecuacion de esta tercera recla se puede dividir entre esta constante para oblener la siguiente
expresion:

ks
Ax+By+C +k—'(A'_r+B’y+CJ=0
1

Si definimos %: k. 1a ecuacion puede escribirse en la forma equivalente:
1
Ax + By + C+ kA'x + B'y + C)=0.
donde k£ es una constanle arbitraria. Dependiendo del valor que tome la constante £, la recta podrd variar su
pendiente pero sigue pasando por el punto Py(x,,v;). De esta forma se Line la ecuacion general de una familia de
rectas que pasan por la interseccion de dos rectas, dadas, aun sin conocer dicho punto.

&
-

‘1 ~ @ Delermina la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas 3x + v —16 =0y
" 4x Ty 13 =0y porel punio P(-2.4).

Solucién

La familia de rectas que pasan por ¢l punto de interseccion de las reclas dadas, se representa por la siguienle
ecuacion:

Ax + By + CH+ k(Ax+ By + CY=0
x4y -6+ kidx-Ty-13)=0
Como la recta que se busca debe pasar por el punto P{—2.4), al sustituir, resulta:

3(-2) +4 16 + k4(-2) ~T(4) —13] =0
6+4-16+k(-8—-28-13)=0

I8 49k=0
49k =18
g I3

—49

18

k=——

49
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De tal forma que la ecuacion:
Ix+ v—]ﬁ—EMx—?'_.'— 13 =0
] 19 B
Al realizar las operaciones, se liene:

3x+y—16 72x—126y-234

0
1 49
147x +49y— 784 —T72x+126y+234 0
49
T5x+173y—550=0
3x+7y—-22=0
Al elaborar la grafica correspondiente, se liene:
¥
3
o 0
P(—24) == B
Cad
> / \ “\\\ )
PPy

2 ®e:Describe la propiedad que tienen en comiin todas las rectas de cada una de las siguientes familias:

a) 4x 5y k=0 c) y—l=4k&x+3)
b) y=kx+5 d) i;-+%=l, para k =0
Solucién

@) Con base en la ecuacion dada. las rectas de la familia deben tener como propiedad comiin, el valor de
su pendiente, es decir:

b) Con base en la ecuacion dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad comin el segmento
que determinan sobre el eje v sea 5 (ordenada en ¢l origen 5).

¢) Con base en la ecuacion dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad comin pasar por ¢l
punto A(—3.1).

i) Con base en la ecuacion dada, las rectas de Ia familia deben tener como propiedad comiin el segmento
que determinan sobre el eje x sea 7 (abscisa en el origen 7).
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Esercicio 13

E I. Escribe la ecuacion que representa la familia de rectas que son paralelas a las siguientes rectas dadas;
traza para cada caso tres elementos de la familia e indica el valor del parametro.
comespondientes
Gapelncis | 1. Bx—11ly—58=0 4. 242
genéricas 1 2
2. Tx+8y+41=0 )=
Com = i 3. ¥ 3x—2
disciplinares 3. 4x—5y—10=0 6. y=-5x+27
. Il. Escribe la ecuacién que representa la familia de rectas que son perpendiculares a las siguientes rectas
: dadas; traza para cada caso tres elementos de la familia e indica el valor del pardmetro.
: . x+y-5=0 4, x+2-13=0
. 2. 3x—4y+4 18=0 5. Sx-y-6=0
é 3. x 6y 19=0 6. 2u§3y 8=0
. lll. Describe la propiedad comun que tienen todas las rectas de cada una de las siguientes familias.
E L 3x+2y—&k=0 6. y+35=kix+2)
p 2. dx+y—k=0 :
; 7. Z42o
: 3. y=hkx+2 3.k
: 4. y=kx—8 :
- B L1
. 50 v l=kix 4 kK 3

IV. Resuelve los siguientes problemas y discute tus resultados con &l resto del grupo.

i 1. Encuentra el valor del pardmetro &£ de manera que la recta de la familia kx — v | 3 =0 que le corresponda
. pase por ¢l punto A(2,7). Determina la ecuacion de la recta.

. 2. Encuenira el valor del parimelro k de manera que la recta de la familia 4x — ky — 15 = 0 que le corres-
ponda sea perpendicular a la recta x 3y — 13 = 0. Determina la ecuacion de la recta.

. 3. Laecuacion de una familia de rectas es 4x + 3v — k& = 0: el producto de los segmentos de una recta de la
familia sobre los ejes coordenados es 48. Determina l1a ecuacion de la recta.

. 4. Aplica el método del parimetro y determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto M(4,-1) y es
paralela a la recta 3x — 4y + 12 =0.

. 5. Una recta pasa por el punto P(2.3) y por la interseccion de las rectas 2x + 3y - 5=0y6x — v — 25=0.
Determina su ecuacion sin calcular el punto de inlerseccion.

4 6. Unarecta pasa por el origen y por la inlerseccion de lasrectasx + 3y — 9=0y 3x | y + 5 =0. Determina
su ecuacion sin calcular el punto de interseccion.

i 7. Unarecla pasa por la interseccion de las rectas 2x — 9y — 5=0y 3x + 2y + 8 =0. Determina su ecuacidn
si ¢sla es perpendicular alarectax | 3y | 23=0.

g 8. Una recta pasa por la interseccion de lasrectas 5x — v —4=0yx -y -4 =0yes paralelaalarectax
3y — 6 = 0. Delermina su ecuacicn.

. 9. Encuentra la ecuacion de la recla que pasa por la interseccion de las rectas 3x — 4y =0y 2x — Sy + 7=0
; y por el punto A(7.—1).
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10.

1.

12.

13.

14

Una recta pasa por el punto de inlerseccion de lasdosreclasx — 3y + 7=0y4dx vy - 11 =0,y
también por la interseccion de las rectas 3x — 5y + 11 =0y 2x + 3y + 1 = 0; determina la ecuacion
de la recla, sin calcular los puntos de interseccion.

Demuestra que las lres reclas dadas por sus ecuaciones 7x + 3y + 1 =0,2x —y - 9=0y
3x 4 4y + 14 =0 son concurrentes; no calcules el punto de interseccion.

Encuentra los valores de &; y &, para las ecuaciones kix — 7y + 18 =0y Bx — kv ++ 9% = 0 sean
coincidentes.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por ¢l punto A(2,4) y cuyas coordenadas en el origen
suman — 3.

Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccion de lasrectas 3x — 5y + 9=0y
4x + 7y — 28 = 0 que salisface las siguientes condiciones:

@) Pasa por el punto A(2.4).

by Pasa por el punto P(—5,—-3).

c) Esparalelaalarecta2x + 3y — 9=0.

) Es perpendicular a la recta 4x + 5y — 17 =0.

e) lguoales coordenadas en el origen.

15. Encuentra la ecuacion de la familia de rectas que satisfacen las siguientes condiciones:

a) Pendiente iguala —3.

b) Pasa porel punto Q(6.4).

¢) Pasa porel origen.

d) Tenga abscisa en el origen — 4.

¢) Lasuma de coordenadas en el origen sea 12.

f) Laordenada en el origen sea el triple que la abscisa en el origen.

£)  Una de las coordenadas en ¢l origen sea el doble de 1a otra.

fr)y Seaparalelaalarecta3x 4y — 10=0.

i} Pase por lainlerseccionde lasrectas 2x — 5y + 3=0yx— 3y - 7=0.

f) Sea perpendicular alarecta 8x — 15y + 34 =0.

Q\feri'ﬁcatl.lsmultadoimlnmc:iéndampmta::nrrcspondianto..---u....--.--..---u....'--.-..-.--o-

Aplicaciones de la forma normal de la ecuacién de la recta

Distancia de un punto a una recta

Dados una recta € y un punto P(x,. y,), no necesarimente dentro de la recta. La distancia dirigida d de la recta
al punio puede presentarse en alguno de los siguientes casos.
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Sea €' la recla paralela a €' que pasa por el punto P,. Las distancias dirigidas del origen a € ya € son,py
p + d. respectivamente. A conlinuacion se escriben las ecuaciones normales a cada recla.

Para la recta € de las figuras 2.3 a 2.8 es: xcos wtysenw—p=0

Para la recta £ de las figuras 2.3 y 2.4 es: xcos wtysenw—(p+d)=0
Para la recla €' de las figuras 2.5 y 2.6 ¢s: xcos wtysenw—(p—d)=0
Para la recta €' de la figura 2.7 es: xcos(w+m)+ysen(w+m)—(d—p)=0
Para la recta £ de 1a figura 2.8 es: xcos(w—m)+ysen(w—m)—(d—p)=0

En todos los casus*ﬁf es la normal a la recta £, es decir, la semirecta que parte del origen hacia € en direc-
¢ién perpendicular a €ésla y forma un dngulo w con el eje positivo de x.

En los casos correspondientes a las hguras 2.7 y 2.8, los dngulos asociados con las normales de las rectas
£ y € difieren entre si 180° que equivalen a w radianes; sin embargo, sc sabe que cos{w =+ )= —cos w y que
sen(w =+ )= —sen w, por lo que las ecuaciones normales de £’ se pueden escribir de la siguiente forma.

Para la recta €' de las figuras 2.3 y 2.4 es: Xxcos wtysenw—p—d=0
Para la recta {* de las figuras 2.5 y 2.6 es: xcos wtysenw—p+d=0
Para la recta €' de las figuras 2.7 y 2.8 es: —xcos w—ysenw+p—d =0

Al despejar d, para cada situacion, y al considerar que €' pasa por el punto P =(x,.y, ). resulta:

Para las figuras 2.3 y 2.4 es: d=xcos wH+y senw—p e (n
Para las figuras 2.5 y 2.6 es: —d=xco8s wty senw—p ... (10
Para las figuras 2.7 y 2.8 es: —d=x,008 wty senw—p S {11 4]

Al reducir la ecuacion de una recta, escrita en su forma general Ax+ By+C =0 a la forma normal, se liene:

8 i B g €
JAALBEY  JALBT A B

De tal forma que:
A A —€

ﬁ eN w=—F——= —

SCN w =

JA+ B ey

Al sustituir los valores anteriores en las expresiones (1), (11) y (I11), resulta:

Ax, By, c
+d = S = = = =
JAA+B AT+ B JA 4+ B
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O bien,
_Ax, + By +C

+JA+ B?

Para encontrar la distancia dirigida, el signo de 4 se escoge aplicando las siguientes reglas:

d

1. §i C = 0. el signo del radical es conltrario al signo de C.
2. 85iC=0y B=0,clsigno del radical es el signo de B.
3. SiB=C=0,pero A =0, el signo del radical es el signo de A.

Por otro lado, segtin sea la posicion relativa de las rectas entre si y con el origen, como se ilustran en las
figuras 4 a 9, se reconocen los siguientes principios:

¢t) Si la recta dada no pasa por el origen, la distancia serd posiliva cuando el punto dado y el origen se
encuentran en lados opuestos de Ia recta, y serd negativa si el punto y el origen se encuentran del mismo
lado de la recta.

b) Si la recta dada pasa por el origen, la distancia serd positiva si el punto dado se encuentra arriba de la
recta, y serd negaliva si el punlo se encuentra abajo de la recta.

Si se desea conocer la distancia absoluta, es decir como cantidad positiva, deberd usarse la fdrmula

L |Ax By +Q

1+ AT+ B

EJEMPLOS .
O ol

'E{;Fﬁll'mlemina la distancia de larecla 5x 4y + 15 = 0 al punto A(24).
.

b Solucién

Al elaborar la grifica de los datos dados, se liene:

A(2.4)

La distancia se considera
absolula, es decir, es no dirigida.
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Al sustituir los datos dados en la ecuacion para distancia absoluta, resulta:
|Axi + By +C |

d="—

VAT + B2
d:|5x+4}f+ IS|
(5)* +(4y
Al susutituir las coordenadas del punto A(2.4), se liene:
[5(2) +4(4) +15]

d=="_ 2

25+16

d_||0+lﬁ+15
— Jm
L T

Ja 4
d =41

Por lo tanto, la distancia de larecta 5x + 4y 15 =0al punto A(2.4)es d = NETH

2 ®e-Determina la distancia comprendida entre las rectas paralelas 6x — 8y — 24 =0y 3x — 4y + 12=0.

Solucién

Al elaborar la grifica los datos dados, se liene:

¥

Al determinar la distancia de cada recta al ori-
gen, se obliene d, y d,. por lo que su suma, per-
milird conocer la distancia comprendida entre
las rectas dadas.

Al determinar la distancia de la recla Al delerminar la distancia de la recla
3x — 4y + 12 = 0 al origen, se liene: 6x — By — 24 = 0 al origen, se tiene:
ﬂr_|,c!u|Jm‘ij.r,JrC[ d_|A1+By+C|
VAT + B JA?+ B
” |3x—4y+12| d=|ﬁx—8_‘.r+241
- (3)2 +(—4)? \J'fﬁlz +(—8)?
|3(0)—4(0)+12] g |60 —8(0) 24
BT ore
12 12 424 712 12
h="%=7 10 5 s
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Al sustituir los valores de d, y d; en la expresion d = d; + d,, resulta:

d:E+E
5 5

a2 _2
5 ]

Si se considera la distancia dirigida, el tratamiento es distinto, se debe recordar que la distancia al origen serd
positiva cuando el origen esta por encima de la recta y negativa cuando el origen esta por debajo, de tal forma que:

ﬂr:|,c1)c+1:?_v+(?| d:|Ax+B_v+C|
Bx—4y+12] . [ty
| 3(0)—4(0)+12| e |6(0)—8(0) —24|
~ Jorie T Jwrea
_ 12 Posiliva porque la PR 24 12 Negaliva porque la
'™ 5 recta estd arriba ST 5 recla estd debajo
del origen del origen

Al sustituir en la expresion d = d, | d,, se tiene:

[d____jJ____

5 5
24 Negaliva porque £,
S estd por abajo de £,

Otro método de solucion

De larecta 6x — 8y — 24 = 0, lenemos que los segmentos que delermina sobre los ejes x y v. es decir, sus in-
lersecciones, son: M(4,0) y N(O, - 3).

Al sustituir la distancia de la recta 3x — 4y + 12 = 0 a cualquiera de los puntos enconirados, resulta:

Para M (4.0) Para N (0.3)
_ A+ By +C g At By +C
i:;A3+Bz +.JA*+B?
de 3x—4y+12 de 3x—4y+12
—J(3) +(—4)? —J(3) +(—4)
d=3{4)_4(m+|2 d=3(0}_4(_3)+]2
—J9+16 —J9+16
ﬂr=IZ+12 IL11=12+12
—/25 —J/25
24 Negativa porque M y N estin del 24
d= = } mismo lado de la recta. { =t

5

También se puede resolver, al determinar los segmentos que la recta 3x — 4v + 12 = 0 forma con los ejes

X, ¥, es decir, sus inlersecciones con dichos ejes: después se calcula la distanciade larecta6x — 5y — 24 =0a
‘- cualquiera de los puntos de interseccion encontrados.
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3 ®e-Encuenira la ecuacion de 1a recta paralela a la recta 12x + Sy — 19 = 0 y distante 6 unidades de ella.
Solucién

Si P(x.y) es un punto de la recta paralela, la férmula de distancia se usard con signo positivo y como la distancia
a la recla puede ser positiva o negativa, se liene:

Parad =6 Parad= -6
d=Ax+By+C d=Ax+Bv+C‘
b_llr+5_v—]9 _6_1211-5_'.'—19

- Ja2p 6y -~ Ju2r 5y

¢ 12x+5y-19 o 12x+5y19

144+ 25 144 +25
62121-1—5}'—]9 _62121+5_\r—19
13 13
6(13)=12x+ 5y - 19 6(13)=12x+5v - 19
T8 =12x + 5y - 19 TB=12x+ 5y — 19
12 + 5y — 19 - 78=0 12x+5y - 19+ 78=0
1Zx + 5y —97=0 12x + 5y + 39 =0

Las ecuaciones de Ia recta paralela a larecla 12x - 5y — 19 = 0 y que dislan
6 unidades de ella, son: 12x + 5y — 97 =0y 12x 5y + 59 =0.

Al elaborar la grafica, se tiene:

-
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Determinacién de las ecuaciones de las bisectrices de los éngulos suplementarios
formados por dos rectas dadas que se cortan

Sean €, y €, las bisectrices de los dngulos suplementarios que se forman por las ecuaciones de dos reclas dadas,
cuyas ecuaciones son:

f]: (A]_T |' BﬂJ I C1 ZD} y fl: (A:x ‘i Bz}' ‘i CQZU]

¥

2 X
7] / _
/ . . _ B _ _

Geométricamente, la bisectriz de un dngulo se define como la semirrecta que partiendo del vértice, divide
al dngulo en dos partes iguales, es decir, es el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los lados del
dngulo #, para 6° < # < 180%; dos rectas que se corlan en un vértice generan cuatro dngulos, cabe destacar que
las bisectrices de dos dngulos opuestos por el vértice pertenecen a la misma recta, por ello. Se identificarin las

ecuaciones de dos rectas como € y €', Para cualquier punto P(x.y) de la bisectriz; las distancias d, y o, de los
lados £, y €, a P son iguales, es decir, |d,| = |da].

En general, este problema admite dos soluciones, cuyas condiciones son dy = ds> y d) = —db. Para dislin-
guirlas, se hard el siguiente anilisis:

Para el punto P(x.y) pertencciente a €, se observa que P y el origen se ubican en lados opuestos de la recta £,
por lo que d, es una distancia dirigida positiva; de 1a misma manera P y el origen se ubican en lados opuestos de
la recta €5, por lo que &, es una distancia dirigida positiva. Por lo anterior, se establece que para larecta £, d, = d,.

Para ¢l punto P(x.y) perteneciente a € se observa que Py el origen se ubican en lados opuestos de la recta £,
por lo que 4, es una distancia dirigida positiva: de la misma manera P y el origen se ubican del mismo lado de la
recta €5, por lo que d; es una distancia dirigida negativa. Por lo anlerior, se establece que para larecta £/, d, = —d,.

Para las ecuaciones A x + By + C; =0y A;x  Byy + C; =0, en la condicion d; = d,, se liene:

AX+By+C  Ax+By+G
i\fﬂf+Bﬂ. - j:JA?.+B% } Ecuacion de la bisectriz €.
Para las ecuaciones A\ x + By + €, =0y A.x + B,y + €, =0, en la condicion d, = — d., se liene:

Ax+By+C  Ax+By+G
iJA% Y +.[A3+ B}

} Ecuacidn de la bisectriz €.
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En ambos casos, el signo que precede al radical se selecciona de acuerdo con las siguientes condiciones:
1. 8i C=0,elradical es de signo contrario a C.
2. 5iC=0y8B=0,el radical y B tienen el mismo signo.
3. SiC=B=0yA=0,elradical y A tienen el mismo signo.

EJEMPLOS @
i
T‘{i:. @5 Encuentra las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por lasrectas €,:3x - 2y + 6 =0y {,:x + y - 4=0,
.i ' y demuestra que son perpendiculares entre si.
iy

Solucién

Al elaborar la grifica de las ecuaciones dadas, se liene:

17
' Py
'E v

Llamaremos { a la bisectriz que cumple con la condicion d, = &, y €’ a la bisectriz que cumple con la
condicion d;, = —d,.
Para la ecuacion de la bisectriz €, se tiene:

A[I‘l’ B[_\"+C| . Ag_T‘i‘B]_V‘ng

+fA2+B 1A+ B
3x—2y+6  xty—14
—JOPHE2E (P47
x—2y+6 x+y—4
—J9ra  Jit1
Ix—-2y+6 x+v—4
3 2
V23x -2y +6)= 13(x +y—4)
3WV2x - 2J2y + 632 = V13x 13y +4/13
3V2x+V13x - 22y +413y + 642 4413 =0

G2 +V13)r — (242 —J13)y + 20342 - 2{13) =0 } Ecuaci6n de Ia bisectriz €.
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Para la ecuacion de la bisectriz £, se tiene:

Ax+ Byv+G s -‘-'tzl'-l-Bz_‘r*-i-:Cz

+ AT+ B} +,/A} + B3

Jx—2y+6 = x+y—4

Jertc2r  JoErar

Ix—2y+6  x+y—4
/T N 1

V2(3x -2y +6)= V13(—x —y +4)

32x — 22y + 632 =J13x +4/13y— 4413
32x =135 — 242y =13y + 642 +44/13 =0
BV2—V1B3)x—(2V2 +V13)y +203V2 +24/13)=0 } Ecuacion de la bisectriz €',

Para demosirar que las bisectrices son perpendiculares entre si, se aplicard la condicion que establece: dos
rectas son perpendiculares entre si cuando el producto de sus pendientes es iguala —1.

Sea m la pendiente de la bisectriz £, es decir:

A GV2+V13) 324013
B —2N2-J13) 22-J13

Sea m’ 1a pendiente de la bisectriz €', es decir:

o fa_ G2-V13) 32413
OB, —(W2+J13) 2+413

De tal forma que:

[m, 3J§+Jﬁ][3ﬁ-ﬁ§

22 -J13\2v2+ 13
9(2)—13
42)—13
18-13
813
_isz_l

—1=—1
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S

2 ®e: Determina la ecuacion del lugar geométrico de un punlo que se mueve de lal manera que su distancia a la recta
4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual al doble de su distancia al eje x.

Solucién

Al elaborar la grifica de los datos dados, se tiene:

{'J' -

Grificamenle, se observa que se deben encontrar las ecuaciones de las rectas que cumplen €: 2d, = d,
y € —2d, = d,. Donde 4, es la distancia de un punto P(x.y) de la recta que se busca a la recta £, cuya ecuacidn
es ¥ = 0 (eje x), mientras que ¢, es ladistanciade Palarectadx — 3y + 12 =0.

Como larecta y = 0 pasa por el origen del sistema coordenado, el punto P(x.v) se encuentra por arriba de dicha
recta, por tanto, d, es una distancia dirigida positiva; ¢l punto P{x.y) y el origen estan del mismo lado de la recta
4x — 3y + 12 =0, por tanto 4, es una distancia dirigida negativa.

Para la ecuacion de la bisectriz €, se liene:

2Ax+By+C) Ax+By+G

+[A} + B} +/43 + B3
200x+y+0) 4x—3y+12
Joir o3y
2y 4x—3y+12
I —J25
gy 423y +12
: -5

—5(2y)=4x—-3y+12
—10y=4x—-3y+12
4x—3y+10y+12=0
4x+7y+12=0 } Ecuacion de la bisectriz €.
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Para la ecuacion de la bisectriz £, se tiene:

—2Ax+By+C) Ax+By+G
+ /A2 + B + (A3 + B}

—2(0x+y+0) 4x—3y+12
|'02+|2 ok 41+(_3)’_‘

2y 4x—3y+12

1 —J25
2y 4x-3y+12
1 5

—5(—2y)=4x—-3y+12
10y=4x -3y +12
4x—3v—10v+12=0
4x—13y+12=0 } Ecuacién de la bisectriz £'.

Comprobacién

De la ecuacion de la bisectriz €, se determinan las intersecciones con los ejes coordenados, resultando

12
(3.0)y [”‘EJ'

12
La distancia de la recta vy = 0 al punto [DI_RJ es:

12
Ax+By+C 12
P A e TE R L T I
+fA2+B  JiT 113
: i 12
La distancia de la recta 4x — 3y + 12 =0 al punto 0‘]_1, , e5:

12 36 364156
gy—=3t—=rr =l [/
_ Ax+Biy+C, 4x—3y+12 i [|3]+ _[]3]+ [ 13 ]

d = = == — ==
T ifazeB et (3 —J16+9 —J25 5
120 24

ty =——=——1=—1.846153846
—63 13

Como la bisectriz €' contiene un punto que se mueve de lal manera que su distanciaalarectadx— 3y 12=0
es siempre igual al doble de su distancia del eje x, —2d, = d, se comprueba como verdadera, es decir:

A3

24 24

i R

157



2 UnipAD

CSEOMETRIA AMALIICA

De la ecuacién de la bisectriz € se determinan las intersecciones con los ejes coordenados, resultando

12
(3.0 0,——|.
v [or:

La distancia de la recta y = 0 (eje x) al punto

U.—E], es5
7

12

4 :AII_’JM:L:_%z _% ~—1.714285714

L[ +8 VP

12
La distancia de la recta4x — 3y + 12 =0 al punto [U,—_;];

3 3
4{0';—31—2 +12 [f]ﬂz ['6+84
7 7 7

A+ By+C;  4x-3y+12

d — = = =
YoifaiyB 3y —J16+9 25 =
120 24
dy = -

———=——rs—3428571429
35 7

Como la bisectriz { contiene un punto que se mueve de tal manera que su distancia de la recta
4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual al doble de su distancia del eje x. 24, = d; se comprueba como verdadera,

es decir:
12 24
2|—— s d
T 7
24 B 24
7 7

[—

Ejercicio 14
. I. Determina la distancia absoluta de las siguientes rectas dadas al punto indicado. e e
comespondientes

1. 4x - 5y 13 =0al punto A(7,- 1).

: 2. 5x+ 4y - 47 = 0al punto B(9.8). L edeaded

3. 2x 4 5y + 10 =0al punto C(1.3). e i
i 4. 3x— 4y + 2 = 0al punto P(5,-2).

E ll. Determina la distancia dirigida de las siguientes rectas dadas al punto indicado.

. . 3x+ 5y +4=0al punto A(3.5).

2. 5x— 3y - 16=0al punto B(-2,-3)
- 3. x— v 3=0a4l punto C(4,-2).
4. x— 2y + 7=0al punto P(5,-2).

5. 2Zx+vy— 8=0al punio Q(6.4).

6. x+ 2y — 1=0al punio R(2.3).
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x — 6y = 0 al punto M(2.5).
3x + 4y — 10 = 0 al punto N{—1,-3).

lll. Determina la distancia comprendida en las siguientes rectas paralelas.

1.
g
3

x—y—9=0yx—y+3=0 4 4x—Ty+36=0ydx—Ty—6=0
Xty +9=0y5x+y-27=0 5 3Ix—59+8=0y3x—-5y—-12=0
ox +5y —82=0y6x+5y+2=0 6. x—3y+7=0y2x— 10y—12=0

IV. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados.

10.

Los vértices de un triangulo son A(2.3), B(5,7) y C(—3.4). Determina la longitud de 1a altura del vértice
A sobre el lado BC y el area del tridngulo dado.

Determina la ecuacion de la recla paralela a la recta 2x — 3y + 9 = 0 y distante 3 unidades de ella.

La distancia dirigida de larecta4x + 10y — 25 =0 al punto A es —5; si la abscisa de A es 8. Determina
su ordenada.

La distancia de la recta 2x + 5y — 10 = 0 al punto M es —3: si la abscisa de M es 2. Determina su
ordenada.

La distancia de larecta4x — 3y + | = 0 al punto Q es 4; si la ordenada de Q es 3. Determina su
abscisa.

Encuentra la ecuacion de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos rectas paralelas
Sx + 12y - 12=0y5x+ 12y + 6=0.

En la ecuacion kx — 7y — 11 =0, encuentra el valor del coeficiente &£ de manera que la distancia dirigida
de la recta que representa al punto A(6,—2) sea igual a 3.

Encuenlra la ecuacion de la recla que pasa por el punto A(3.1) tal que la distancia de esla recta al punto
P{—-1.,1)seaigual a o 5

Delermina el valor de & para que la distancia de la recta 15x + 8y + k = 0 al punto A(2.3) sea igual
aj3.

Encuentra la distancia comprendida entre las rectlas paralelas6x — 8y + 5=0y3x 4y - T=0.

V. Determina las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por los siguientes pares de rectas
dadas y demuestra que dichas bisectrices son perpendiculares entre si.

1
2
3

6x — 8y + I5=0y8x | 15y — 24=0.
SX+12y - 15=0y3x+ 4y +8=0.

Z—-—y+1=0yx+y—-1=0.

V1. Dados los vértices de los siguientes triangulos, determina las ecuaciones de las bisectrices del angulo
interior ACB, para cada caso.

L.
2.

3.

A(-4.1),B( 33)yC(3, 3) 4. A(24),B(6.2)y C(6.7)
A(-33), B(5.5) y C2.4) 5. A(1,-1),B(6.-2)y C(7.3)
A(-2,1), BA.T) y C(6,-3)
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VIl. Resuelve los siguientes problemas.

L.

Determina la ecuacion del lugar geoméirico de un punto que se mueve de lal manera que su distancia
alarecta3x + 2y — 14 = 0 es siempre igual al doble de su distancia al eje x.

Determina la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia
alarectadxr + 2y — 13 =0 es siempre igual a la mitad de su distancia al eje y.
Un punto se mueve de tal manera que su distancia a la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual a su
distancia al punto A( -3, 2); determina la ecuacion de dicho lugar geométrico.

Determina el drea del trapecio formado porlasrectasx — 2y =0,3x -y - 5=0,x 2y + 5=0y%
x4+ 3y—-20=0.

Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de Lal manera que su distancia
alarectax + 5= 0essiempre igual a su distancia del punto A(5.0) y traza dicho lugar geométrico.

Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia
alareclav + 3 =0 es siempre igual a su distancia del punto A(5,3) y traza dicho lugar geométrico.

Q\'eriﬁcatlnmultado:nnlauc:iéndnmpmtas:nnﬂpnndianto..--..--.-.-..-..-....-.-a-..-..-....-

Rectas y puntos notables de un triéngulo

Geomélricamente, el punto de concurrencia de las bisectrices de un tridngulo es el incentro: el de las mediatri-
ces es ¢l circuncentro; el de las alturas es el ortocentro y el de las medianas es el gravicentro o baricentro.

Ecuacién como lugar geoméirico de la bisectriz de un angulo

La bisectriz de un dngulo es la semirrecta interior al dngulo que lo divide en dos partes o dngulos iguales, es
decir, es el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los lados del angulo.

Sean las rectas PO: Ax + By + C=0,QR: A'x + B'y + C'=0y PR: A"x + B"y | C" =0, las ecuaciones
de los lados del tridngulo POR (de la siguiente figura).
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Sea O(h.k) un punto de la bisectriz £, del dngulo P; al considerar distancias dirigidas de los lados PR y P_Q
del trigngulo al punto O, se tiene que para la bisectriz €: d, = — d,. es decir:

A'x+B"y+C")  Ax+By+C
AT+ B
De la misma manera sea O(f,k) un punto de la bisectriz €, del dngulo @ (figura 2.9); al considerar distancias
dirigidas de los lados PQ y QR del tridngulo al punto O, se liene que para la bisectriz £,: d, = —d,. es decir:

Ax+By+C  Ax+BYy+C’

TJA LB L AP+ (B)

¥

Figura 2.9 Figura 2.10

Sea O(h.k) un punto de la bisectriz {5 del dngulo R (figura 2.10); al considerar distancias dirigidas de los
lados PR y OR del tridngulo al punto O, se liene que para la bisectriz €5: d, = —d,. es decir:

A'x+ B+ C" A'x+B'y+C’

L JA LB HJAY 1 (B)

Incentro

Es ¢l punto de concurrencia de las bisectrices de los dngulos inleriores del tridingulo. El incentro es el centro
de la circunferencia inscrita en el tridngulo, cuyos lados son langentes a la circunferencia como se muesira a

continuacion.

El incentro siempre es interior al triangulo.

_ £,. £, y €; (bisectrices)
£ €,nE,Mn€; = O (incentro)
X
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Ecuacién de la mediatriz de un segmento como lugar geométrico

La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que pasa por el punto medio, es decir, es el lugar geomé-
lrico de los puntos que equidistan de los extremos del segmento.

Figura 2.11 Figura 2.12

Con base en las figuras 2.11 y 2.12, los puntos P(xyy;). Q(x2,¥2) ¥ R(x3,¥3) son los vértices de un tridangulo,
donde £, es la mediatriz que pasa por el punto medio A(x,, v,) del lado PQ del triangulo dado.

Como la mediatriz €, y el lado PQ son perpendiculares entre si, se liene que sus pendientes son reciprocas
y de signo contrario, por lo que:

1
My =——

~

Al aplicar la ecuacidn punto-pendiente de la recta. se tiene que la ecuacion de la mediatriz €, es:

1
¥Y—Ya =—Ef'_"(x—1,q)
[

De la misma manera. sean €, y £; las mediatrices que pasan por los puntos medios B(xgvg) ¥ Clxeye) de
los lados OR y PR, respectivamente, del tridngulo dado.

Como las mediatrices €, y {5 y los lados OR y PR son, respectivamente, perpendiculares entre si, se liene
que sus pendientes son reciprocas y de signo contrario, por lo que:

1
my, =——— ¥ mﬁ =
Mg Mg

Al aplicar la ecuacién punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuacion de las mediatrices €, y €5, son:

I 1
Y= Y¥s=———(x—Xg) Y y—¥e=——(x—12¢)
'PHQ_R mm
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Circuncentro

Es el punto de interseccion de las mediatrices de los lados del tridngulo. El circunceniro es el ceniro de la cir-
cunferencia circunscrila al tridngulo, de tal manera que los tres vértices del lridngulo tocan a la circunferencia.
De la figura 2.11, se observa que: €, €, y €5 son las mediatrices de los lados del tridngulo PQR; las inter-
secciones de dichas mediatrices dan lugar al punto ((h.k) que se denomina circuncentro (£, M £, N €; = O);
por iltimo, para esta grifica se establece que en un tridngulo acutingulo, el circuncentro es interior al tridngulo.
De la figura 2.12, se observa que: €,, £, y £, son las mediatrices de los lados del tridngulo POR: las intersec-
ciones de dichas mediatrices dan lugar al punto O(h.k) que se denomina circuncentro (£, N €, N £; = O): por
iltimo, para esta grifica se establece que en un tridngulo obtusdngulo, el circuncentro ¢s exterior al tridngulo.

Ecuacién y longitud de las alturas de un trigngulo
La altura del tridingulo es el segmento de recla que se traza desde un vértice perpendicularmente a su lado opuesio.

¥4

Figura 2.13

Los vértices de un triangulo son P(x;,v,), O, v;) y Rixs,ys), donde i, es la altura trazada perpendicularmente
desde el vértice P al lado opuesio OR del tridngulo dado (figura 2.13).
Como la altura A, y el lado OR son perpendiculares entre si, se tiene que sus pendientes son reciprocas y de
signo contrario, por lo que:
mm T T—
Mok

Al aplicar la ecuacidn punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuacidn de la altura i, es:

Y= =—LU’—-¥|)
Mgr
De la misma manera, sean f1, y i; 1as alturas trazadas perpendicularmente desde los vértices O y R alos lados
opueslos PR y PO, respectivamente. en el tridngulo dado.
Como las alturas i, y k5, son perpendiculares entre si, asf como los lados PR y PO, se tiene que sus pendientes
son reciprocas y de signo contrario, por lo que:
1 1

My, =——— ¥ My =———
MeR ""E
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Al aplicar la ecuacion punto-pendiente de Ia recta, se tiene que las ecuaciones de las alturas A, y 15, son:

| 1
Yy—="—""(x—X;) b YV—"¥B="—-1—x)
Mpg Mpg

La longitud de la altura se delermina al aplicar la ecuacion de la distancia de una recta a un punto, es decir:
sean las rectas PQ: Ax | By | C=0,0R: A'x | B'y | C'=0y PR: A"x | B"y { C" =0, las ecuaciones de
los dados del tridangulo dado (figura 2.13).

La longitud de la altura f, es la distancia de la recla OR: A'x B'y + C'=0al vértice P(x,.y,), se expresa por:

Ay + By +C’
LAy By
De la misma manera, la longitud de las alturas #, y h5, es la distancia respectiva de la recta

PR: A"x | B"y + C" = 0al vértice Q(x.y,) y de la recta PQ: Ax |+ By + C = 0 al vértice R(x;,ys), por lo que
Se expresan por:

dh

. A'r, B, +C* g i Ax;+By, +C
T () T A

Ortocentro

Es ¢l punto de concurrencia de las Lres alturas del tridngulo. en la figura 2,13, se tiene que fi, N A, M 1, = O,
donde O representa al ortocentro; se hace notar que en un tridngulo acutingulo ¢l ortocentro es siempre interior
al triangulo.

En la figura 2.14 se observa que en el triangulo rectdngulo el ortocentro coincide con el vértice del angulo
recto.

En la figura 2.15 se hace notar que el ortocentro en el triingulo obtusingulo es exterior al tridingulo y es el
punto de interseccion de las prolongaciones de las alturas.

ﬁ1 ﬂ flgﬂ h‘}: O
) es el ortocentro

f

[/

h

Figura 2.14 Figura 2.15
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Ecuacién y longitud de las medianas de un friangulo

La mediana del tridngulo es el segmento trazado de un vértice al punto medio del lado opuesto.

Figura 2.16

Los vértices de un tridngulo son P(x,.v ). Q(x,.¥5) ¥ R(x3,y:), en donde €, es la mediana trazada desde el
vértice P al punto medio A(x,.y,) del lado opuesto OR del tridangulo dado (Agura 2.16).

Al aplicar la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados. la ecuacién de la mediana €, es:

¥i—Yy
_'\.‘—_‘.-'Iz—’j L4 (_I—.I.)
){1—]’,,_

De la misma manera, para las medianas €, y {; trazadas desde el vértice Q y R al punto medio B(xzyg) ¥
Clx..yp) de los lados opuestos PR y PO, respeclivamente, en el tridgngulo dado.
Al aplicar la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados. las ecuaciones de las medianas €, y {; son:

Ya—Y¥ Ys—Y,
_'}"—_}"|=[‘2 _B](I_IE:' y \’_\’1=[2 'E](I—I_q,]
X1 — Xy X3 —Xp

Para determinar la longitud de las medianas, se aplica la ecuacion de las distancia entre dos puntos, es decir:

Para €, 1a longitud es: dPA = V"{L — XA+ — )

Para €. 1a longitud es: d OB = \[(x, — x5)? + (¥, — yg)°

Para {5, la longitud es: d RC = J[13 — 1P+ —¥e)?
Gravicentro, baricentro o centro de gravedad

Es el punto de interseccion de las medianas de un tridngulo: en la grifica de la figura 2.16 £, N &N €= 0O,
donde O es el gravicentro. El gravicentro siempre es interior al triangulo dado.
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{gravicentro).

.

ﬂr‘;m#- Los vértices de un tridngulo son A(—2,1) B(—4,7) y €(6,3), determina:
li- ]

a) Las ecuaciones y longitudes de las medianas; las coordenadas del punto de concurrencia de las medianas

b) Las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de su punto de concurrencia (circun-

centro).

¢) Las ecuaciones y longitudes de las alturas; las coordenadas del punto de concurrencia de las alturas

(ortocenlro).

) Las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos interiores y las coordenadas de su punto de concurrencia

(incentro).

Solucién

@) Se determinan los puntos medios de los lados del tridngulo dado, es decir:

Punto medio AB
Iz-’-’l"‘-’fz 5 ity
2 i Z
—2+4 147
X= V—=—
2 i 2
2 2
Pm AB (1.4)

Punto medio BC
I[‘i‘Xg 'D']"':\;"'J
I=— =
2 . 2
4+6 T=3
X = — = —
2 2
2 2
Pm BC (5.2)

Punto medio AC
x=.r1+x2 \r:}'|+'l'2
2 ’ 2
246 1-3
xX= Y=
2 i 2
2 2
PmAC (2. 1)

Al aplicar la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados, se tiene:

Vértice A y Pm BC

h—w
Xi—X

_‘V—_‘_J|=[ ]{I—It)

-2
—1= +2
’ [—2—5}” )

—Ty—I=—1(x+2)

—Ty+T=—x-2
—Ty+7+2=0
i—7y+9=0
mediana £,

Vértice A y Pm AG

¥—H =[*"—“"‘fI % ]{I—Iﬁ'
I| _IE

‘r_?=[7+1
: 4

(x—4)

2Av—T)=8(x—4)
2y—14=8x-32
Bx—2y—32+14=0

8xr—2y—18=0
dxr—v—-9=0
mediana £,
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Vértice A y Pm AB

Y — ¥
y—yn=|< -2](1—111
Xi—Xa
3.4
_‘L’+3=[ }{x—l—é}
6—1

Sy+3)=-T(x—06)

Sy+I5=—T1x+42
TXx+5y+15—-42=0
TX+3y—-27=0

mediana £,
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Al resolver simultdneamente las ecuaciones de las medianas €, y €5, resulta:
Se multiplica por —4, a la mediana €, y se resuelve el sistema:

4T +28v—36=0 ¢,

AM—y-9=0 &
27y—45=0
27y=45
y:ﬂml.ﬁﬁ'?
T2

Al sustituir el valor de v en la ecuacién de la mediana €5, resulta:

Tx+5y—27=0

15
Tx+5|—=|-27=0
* [2?}

3
Tx +£—E?=U
27
504
X =——-m2.667
189

Las coordenadas del punto de interseccion de las medianas
(gravicentro) son G(2.667,1.667).

Las longitudes de las medianas son:

Para £, de A al Pm BC:

d = (X — X + (% — y2)?
d=+(—2—52 +(1—-2)
=J(=T +(-1)*
NECES]

30

d
i
d

Al elaborar la grifica, se liene:

Para £, de B al Pm AC:

d= \j(-rl —x;)* +{w __'*':)3
=J@ =27 +(7+1)

by

AR R OR
T
o ]
]
q_;
2| +
=

¥y

Para {; de C al Pm AB:

d=J(xi — 1) +(n— )
d=\J(6—1)2+(-3—4)
d =3P +(=T)7
d=\25149
d =74

'f| Ir'l-fa_.l'—'lfq=c
G es el gravicentro
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b) Al delerminar las pendientes de los lados del tridngulo dado, se liene:

m del lado AB m del lado BC m del lado AC
o YA Y _¥e—Y¥c _Ya— ¥
Mas = X —Xp tae = Xp — X = Xa—X¢
17 s 3
= LY = 35 6
mrg=;6=l m—.=£=—5 .'1"|—=i=—l
-6 AR AT g 2

Para determinar las ecuaciones de las mediatrices, se requieren las pendientes de las perpendiculares de los
lados del triangulo dado, es decir:

I M, = ——
m=— 2 - My =
Mig : Mae
I m=—— 1
ml Z_T ! _5 ﬂ‘!_; :—_.]
1 R
my=—1 M :E 2
my; =2

Sean los puntos medios de los lados del tridngulo dado, PmAB (1.4), Pm BC (3.2)y Pm AC (2, 1) (que se
determinaron en el inciso a) y con las pendientes perpendiculares, las ecuaciones de las mediatrices son:

meﬁym; Pmﬁfymg Prim;’:ti‘“‘\,rm_4
Yy—yv=mx—x) y—yw=mx—x) Yy—vi=m(x—3x)
y— 4 =—1(x— I +1=2x—2
v—4 l{x—1) y—2=—(x—5) ¥+ (x—2)
y—4=—x+1 2 y+1=2x—4
x+y—4—1=0 Wy—A=Hx=3) T y=ik=1=0
x+y—5=0 ay=H=x=3 2x—9—5=0D
mediatriz €, X—35y—-5+10=0 mediatriz €5
X—5y+5=0

mediatriz €,

Al resolver simultineamente £, y €5, resulta:

x+¥-5=0 ¢,
22— —5=0 &
3x—10=0
3x=10
x=20 ~3333
3
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Al sustituir el valor de x en £, resulta:

I-%+5=0
10
——5y+5=0
3 ik
—5v+§=0
T3
vz_—zjml.ﬁﬁ?
T 13

Las coordenadas del punto de interseccion de las mediatrices
(circuncentro) son K(3.333,1.667).

Al elaborar la grifica, se liene:

4
¢) Sean las pendientes perpendiculares de los lados del tridngulo dado, my, = 1, m2 = ym; =2
(que se determinaron en el inciso b), asi, las ecuaciones de las alturas son: 3
Vértice A y m, Veértice B y m; Vértice Cy m,
y-y=mx-x) ¥y =mx—x) ¥y vy=mlx —x;)
5 y—T1=2x-8) ¥y+3I=—z+6
3y -D=1x+2) X—y—8+7=0 x+y+3-6=0
y-3=x+12 2x—y—1=0 2+y—3=0
x—=5%+2+5=0
x-5y17=0 allura fi, altura hi,
altura f1,
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Al resolver simultineamente /i, y A5, resulla:

2% —1=0 h,

x+F—3=0 h,

C 3x-4=0
Jx=4

I:Ea 1.333

3

Al sustituir el valor de x en h, se tiene:

x—5y+7=0

—5y+7=0

—5'.'+-;E=0
3

v:.__zszl_ﬁﬁ?
) 3

Las coordenadas del punto de concurrencia de las alturas
(ortocentro) son H(1.333.1.667).

Para determinar las longitudes de las alturas, se requiere conocer las ecuaciones de los lados del tridngulo

dado. De tal forma que:

Ecuacién del lado AB Ecuacién del lado BC Ecuacion del lado AC
.‘v'—}‘t=[—"'r'_h]fx—xtl 3’—y:=["'"_y'"’ (x—x) }'—}':=[T‘_y2](.r—x]>
X —X; X — X H—X
T+3
y— \—[ 4]{ +2) ¥y— —[ L ](x 4) _-.r—y:[ El](x+2)
—6(y—1)=—6{x+2) —2Ay—T=10{x—4) —B3(yv—1=4x+12)
—6y+6=—6x—12 —2y+14=10x —40 —By+8=4x+8
bx—6y+6+12=0 10x+4+2y—40—-14=10 4x+8yv+8—-8=0
ox—6y+18=0 10x+2y-54=10 4x+8y=10
x—y+3=0 5x+y-27=0 x+2y=0

La distancia dirigida de la recta del lado AB al vértice C es:

Ax+By+C x—y+3 6—(—3)+3 6+3+3
= - — - i — =—6J_2-
D e e L. 2

La distancia dirigida de la recta del lado BC al vértice A es:

l
Ax+By+C Sx+y—27 5(-2)+1-27 —10+1-27 1826

T X A+ B R+ JB+1 . J% 13
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La distancia dirigida de la recta del lado AC al vértice B es:

_ AX+By+C  x+2y 4427 4+14 185
+JA2+Br ir+22 1+4 5 5

Griaficamentle, se tiene:

J.![ ﬂ sz f'l .hs — H

) Sean las ecuaciones de los lados del tridangulo dado. AB: x ¥+3=0 BC: 5x | ¥y—27=0y
AC: x + 2y = 0; al elaborar la grifica, se liene:

Si P(x.y) es un punto de la bisectriz €, del 4ngulo A. se observa que el punto P estd por arriba de la recta AC
que pasa por el origen. por lo que d, es posiliva; para la recta AB se observa que P y el origen estdn del mismo
lado de dicha recta, por lo que 4, es negativa. Por lo anlerior se establece que para la bisectriz €, se tiene
d; = d:.

o
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Ax+By+C  Ax+By+C Jax +22y=5x—5y+3\5
+fA2+B  +./A? +B" x5+ 22y +45y 35 =0

x:—l_\' e BT V2V +H2V2+5)y—35=0
ol +@r D —0.82x +5.06y —6.7=0

x+2y x—y+3
Ji+4 o 1+

V2(x+2y)=V5(x—y+3) Los coeficientes de esla ecuacién son aproximados.

0.82x—5.06y+6.7=0

£

Figura 2.17 Figura 2.18

Si P(x.y) es un punto de la bisectriz £, del dngulo B, se observa que el punto Py el origen estdn del mismo lado
de larecta AB, por lo que d, es negaliva; de la misma manera para la recta BC, por lo que d, es negativa (figura 2.17).
Por lo anterior se establece que para la bisectriz €,, se tiene —d, = dx0d, = d..

Ax+By+C _ Ax+By+C’
+JA2+ B2 1 JA? B2
X=¥E3  SEEy—27
(R TN I
x—y+3 Sx+y-—27
—JHl 5+
J26(x —y+3)=—2(5x +y—27)
V26x — 26y + 326 = —5V2x —2y + 272
J26x+5v2x — 26y +2y+ 3426 — 2742 =0
(V26 +5J2)x — (26 —/2)y+3(+/26 —942) =0
12.17x —3.68y —22.88 =0 }

Los coeficientes de esla
ecuacion son aproximados.

Si P(x,y) es un punto de la bisectriz {5 del dngulo C, se observa que el punto P estd por arriba de la recta

AC, por lo que d, es posiliva: para la recta BC se observa que Py el origen estdn del mismo lado de dicha recta,
por lo que d; es negativa (figura 2.18).
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Por lo anterior se establece que para la bisectriz €, se tiene —d, = —d..
Ax+By+C  A'x+By+C' J26x+ 226y =—5x —5y+ 275
+JAT+B? A"+ B" J26x +5J5x + 226y + /5y — 275 =0
%:—SH? (26 + 543)x + 226+ J5)y—27/5 =0
. :—_2_1? Sx:I—_:— i 16.27x +12.43y—60.37=0
J1+4 V25 +1

= Los coeficientes de esta ecuacion son aproximados.
V26(x+2y) =—5(5x + y—2T)

Se multiplica por —12.17 a €, y se multiplica por 0.82 a £, y se resuelve simultincamente:

=997x+61.58y+81.53=0

9977 —3.01y—1876=0
58.57y—100.29=0

Y= N2
Al sustituir el valor de v en £, resulta:
16.27x+12.43y—-60.37=0
16.27x+12.43(1.72) —6.37=0
16.27x+21.37-60.37=0
16.27x—39=0
16.27x=39
39
“1627

Al elaborar la grifica, se liene:

Las coordenadas del punto de concu-
|g rmrencia de las bisectrices (incentro)
son 1(2.4.1.72),

f| ﬁ f] ﬁ {3 — I
[ es el incentro.

& C
[—
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Ahora se demostrard gue analiticamente el gravicentro (baricentro), circuncentro y ortocentro del un dngulo
dado son colineales y que la recta que los une se denomina recta de Euler.
¥
i
Grificamente se observa que dichos
puntos estan alineados sobre una
0 GK misma recla, es decir, son colineales.
s—+—e+—— | Recia de Euler
A
D x
C
Demostracién
v —¥  L.667—1.667 0
fﬂﬁ = = = — — — U
x—x  1.333-2.667 —1.334
mm_:.vl_.'!tz: |-'55?_|-66?: 0 o Como myg = Mz = Mg porlo
X —Xx  2667-3333 —0.666 tanto, los puntos son colineales.
vi—¥y:. LlLee7-1.667 O
FHﬁ = — et —
n—x 13333333 2
Se demuesira que el gravicentro (baricentro). circuncentro y el ortocentro de cualquier tridngulo son colineales
‘ y que la recla que los une se llama recta de Euler.

Eiercicio 15

I. Dados los vértices de los siguientes triangulos, encuentra:

m
comespondientes

Las ecuaciones y longitudes de las medianas, las coordenadas de su punto de inlerseccion (gravicentro
o baricentro).

ot ;
genéricas by Las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de su punto de interseccion (circun-
centro).

daciph ¢} Las ecuaciones y longitudes de las alturas del tridngulo y su punto de interseccion (ortocentro).

E d) Las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos inleriores del tridngulo y su punto de inlerseccion

’ (incentro).

E . P(L1), Q(4.7) y R(6.3) 4. A(3.5). B(— L1) y €(5,-3)

> 2. A(-4.2). B(—13)y C(2,-1) 5 C2.-2).M(-14)y Ri4.6)

3. K(5.5).Li4.-D)yM(—-23) 6. B(—1.-1),G(28)y C(5.7)
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Il. Demuestra analiticamente que el gravicentro (baricentro), circuncentro y ortocentro de los tridngulos
dados en el ejercicio anterior son colineales (recta de Euler).

lll. Resuelve los siguientes problemas.

1. Encuentra el punio de interseccion de las bisectrices de los dngulos interiores del iridngulo que liene
como lados lasrectas €,:5x — 7y +27=0,4;:9x — 2y - 15=0y €5:4x + 5y + 11 =0.

2. Loslados de un tridngulosonlasrectas 7x — y + 11 =0,x+ y — 15 =0y 7x + 17y 4 65 = (); deter-
mina las ecuaciones de las mediatrices y las coordenadas de su punto de interseccion (circuncentro).

3. Demuestra que las medianas del tridngulo A(—1.3), B(5.4) y C(2,-2) son concurrentes, es decir,
pasan por un mismo punto.

4. Los vértices de un (ridngulo son P(3,-2). Q(8, 1) y R(1,7); demuesira que sus alluras son
concurrentes.

5. Los lados de un tridnguloson €:4x — 3y -~ 65 =0,€:Tx — 24y + 55=0y{s3x + 4y - 5=0;
demuestra que el gravicentro (baricentro), el circuncentro y el ortocentro, son colineales.

6. Los lados de un trifingulo son €;: 7x + 6y — 11 =0, €;: 9% — 2y + T=0y €51 6x — Ty — l6 =0
delermina las ecuaciones de las bisectrices en la forma normal.

7. Los lados de un tridngulo son €;: 4x + 3y — 50 =0, £;: y =0y £3: 3x — 4y = 0: determina las ecua-
ciones de las mediatrices én la forma normal.

8. Demuestra que las medianas del tridangulo A(5,-1). B(3.4) y C(-L1), lo dividen en seis tridngulos de
igual drea.

QVori'ﬁcatusmultadosnnIam:iéndan:pun‘lﬂsmpondionh.........4..............4............-

» PROBLEMAS DE APLICACION

@®e- En una fibrica el costo total de la produccién es de 200000 ddlares en un mes, si se producen 5 000 unidades y de
pr P b
150 000 ddlares en un mes cuando la produccién es de 3000 unidades. Si la relacion entre el nimero de unidades
producidas x y el costo total de la produccion y es lineal, ;cudl es la ecuacion de dicha relacion?

2 ®e: La relacion entre la temperatura T del aire en C y la altitud h en metros sobre el nivel del m‘ﬁﬁm
mar, es aproximadamente lineal. Cuando la temperatura al nivel del mar es de 16 °C. si la ”
altitud aumenta 1 524 metros, la temperatura del aire llega a ser de —8 °C. genéricas i
a) Expresa la ecuacion lineal de T en funcidn de h.
disciplinares

by ;Cudl es la lemperatura del aire a una altitud de 4 572 melros?

3 ®e: Se permite a quienes pagan impuestos depreciar la propiedad en renta sobre un periodo de 15 afios. Entonces
si y denota el valor de la propiedad después de x anos y si la misma liene un valor inicial de 60000 dolares. los
puntos (0,60 000) y (15,0) estin en la grafica lineal que se denomina depreciacion en linea recta que consiste en
ajustar una recta a que pase por dos puntos.

a) Expresar a y como funcioén lineal de x.
b) ;Cudl es la depreciacion anual?

4 ®e: Un equipo agricola, cuyo valor inicial era de 400000000 de pesos, se deprecia sobre su tiempo de vida qtil de
10 anos. Al final de los 10 afios, el equipo tiene un valor de 20000000 pesos.

a) Expresa el valor v como funcion lineal de la edad x después de los 10 afios.
by ;Cuil es la depreciacion anual?
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5 ee- Un punto en el suelo se encuentra a 135 pies de la base de una C
lorre que se sitda en el origen del sistema coordenado. El punto
de la cispide de la torre es €(0.120); determina:

a) La altura de la torre.

b) Eldngulo de elevacitn del punto A hacia la cispide de la
estructura.

¢) El circuncentro del tridngulo ABC.

135

6 ®e- Dos barcos A y B zarpan al mismo tiempo del punto €(0,0); el barco A navega en la direccion 247 al noresle y
el barco B navega en la direccidn 66° al sureste. La posicion en el sistema de coordenadas después de una hora
son los puntos A(4.9) y B(9,—4), respectivamente. para los barcos.

@) Demuestra que se forma un triangulo rectingulo ABC.
by Encuentra los dngulos interiores del tridngulo ABC.

¢) Encuentra las ecuaciones de los lados del tridangulo ABC.
) Encuentra el gravicentro del tridngulo ABC.

7 ®e: Una lancha de motor operada a toda su capacidad hace un recorrido de 12 kilémetros contra corrienle constante
en 30 minutos. El viaje de regreso con la misma corriente y a toda marcha lo hizo en 24 minutos. Calcula la
velocidad de la corriente y la velocidad equivalente de la lancha en aguas tranquilas, es decir, el punto de equi-
librio entre las dos velocidades.

@e: Un avion viaja 2000 kilometros en 2 horas volando con viento de cola. El viaje de recreso, contra el viento, le loma
| | gre
2.5 horas. Delermina la velocidad del avion y la del vienlo, suponiendo que ambas velocidades son constanies.

Q wee- El dueiio de un equipo de béisbol quiere comprar bales y pelotas que cuestan 24 y 6 délares cada uno, respecti-
vamente: para su siguiente juego dispone de 300 ddlares:

@) Con 300 dolares, ;cudntos bates y pelotas puede comprar?
b) Representa griaficamente el resultado.

10 ®@e: Dos observadores, en los puntos Py(7,2) y P5( 3, 6), ven un velero que sigue una trayectoria paralela a la recta
4x — 5y — 18 = 0y la recla que une al observador P, con su posicidn final es 2x — S5y — 4 = 0. 5i la posicion
inicial del velero en el punto A(7,y) ¥ su posicion final en el punto B(x, 6):
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@) ;Cudl es el valor de la ordenada del punto A?

&) ;Cual es el valor de la abscisa del punto B?

¢) Encuentra la ecuacion lineal que describe la trayectoria del velero.

) Delermina la ecuacion de la recta que se forma con el velero en la posicion A y el observador P,.

¢) Determina la ecuacion de la recta que se forma con el velero en la posicion 8 y el observador Ps.

J}  Encuentra las coordenadas del punto de inlerseccion entre las rectas AP, ¥ BF.

g) Delermina el valor de los dngulos, agudos y oblusos que se forman entre las rectas AP, y BB,

f) ;Cuidl es la distancia de la recta 2x — 5y —4 = 0 al punto de interseccidn resultante en el inciso anterior?
i} ;Seriel <1 mayor que <X 2 en ambas posiciones del velero?

/) Encuentra las coordenadas del punto de interseccidn entre las rectas AP] y BE.

11 @=-La longitud £ de una barra de metal es una funcidn lineal de la temperatura T.

a) Si €, representa la longitud a 0 °C, expresa a € como una funcidn lineal de T.
&) Una barra de aluminio de 20000 cm de longitud a 0 °C, aumenta a 20048 cm a 100 °C: determina el
coeficiente a y expresa € en funcién del inciso anterior.

12 ®e: La resistencia R de un material es una Funcién lineal de la temperatura T en C.

@) Si R, representa a la resistencia a 0 °C, expresa R como una funcion lineal de T empleando a como
pendiente.

B Si para un alambre de aluminio, Ry = 0.344 Q2 y R = 0.428 {2 a 70 °C, obtén el coeficiente a y expresa
R en érminos de T.

13 @« La velocidad del sonido V en el aire es aproximadamente una funcion lineal de la temperatura T. Si
Vi=338mfsalaT, = 10°Cy V, =374 m/s a la temperatura T; = 46 °C, expresa V como una funcidn
lineal de T

14 ®e- Laley de Hooke enuncia que el esfuerzo es proporcional a la tension. Cuando se aplica un esfuerzo a un cilindro
circular, Ia ley significa que el dngulo de torsion ¢ es una funcion lineal del esfuerzo 5. 5i # =07 cuando s =0
y ## = 1.32 °C cuando s = 650 kg/cm?.

@) Expresa ¢ como una funcion lineal de s.
&) Obtén ¢ cuando 5 = 800 kg/em?.

15 ®@e: Tomando como referencia la inclinacién de la recta 5x — 9y + 11 = 0, un carpintero construyd una escalera
cortando tridngulos como ABC, CDE, EFG, elc., de un trozo de madera.

a} Encuentra la ecuacion de la recta que contiene a los puntos A, C. E, G, [, K, si las coordenadas de A son
{—3.1}.

5 Encuentra la ecuacion de la recta que contiene a los puntos B, D, F, H, J, si las coordenadas de F son
(0,2).

¢) Determina la distancia de la recta 5x — 9y + 11 =0 a los puntos A{—5.1) y F(0.2).
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Trara la grifica de la recta que pasa por C(—6.2) y liene como pendiente m = —0.5.
: : 3 : : .
Si la pendiente es = y la ordenada al origen 5, determina la ecuacitn de la recta.

Dibuja el lugar geométrico de las siguientes reclas:

a) y=11+3x
b) y=3x
) y=5x+3

Un panadero delermina que si realiza x ndmero de pan al dia, su costo de produccidn estd dado
por la ecuacion y=6x+1200 en pesos.

a) Traza la grifica de la ecuacion.

b) Explica qué representan la pendiente y la interseccidn con y.

El servicio de TV por cable cuesta $240 al mes, lo que incluye 150 canales. Si se desea tener
canales extras, el costo adicional es de $5.50 por cada canal.

a) Delermina el modelo lineal para el pago mensual y por x canales.

b) Usa el modelo para calcular el pago mensual si tienes 155 canales en un delerminado mes.

c) Traza la grafica correspondiente y escribe cudl es la ordenada al origen.
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Evaluacién diagnéstica

Realiza lo que se indica en cada caso.

1. Sefiala los elementos bdsicos de una circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola.

]

Explica la diferencia entre circunferencia, pardbola, elipse ¢ hipérbola.

3. Determina la ecuacion de la circunferencia con centro en 1y r =+/8. Traza la gréfica
correspondiente.

4. Determina la ecuacion de la pardbola cuyo lado recto es el segmento entre los puntos M(-— 35, -3)
y N(—3.3).

5. Transforma la ecuacidn de la hipérbola x> — 3y? — 4y — | = 0 a coordenadas polares.
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Las conicas

) - . . - .
Propésito de la unidad Competencias disciplinares
Que el estudiante: l. Construye e interpreta modelos mateméticos mediante

*0 HagaGisodelTenguaje geométricoparadescribiry T la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
obtener informacion de diversas sitluaciones a partir de geométricos y variacionales, para la comprension y and-
modelos geométricos relativos a las figuras conicas. lisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

*0 Interprete ¥ GnaliceTos Tesultadosue Dbtiene EnTa Tl 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante
resolucion de cada uno de los problemas de situacio- procedimientos matemadticos y los contrasta con modelos
nes reales. establecidos o situaciones reales.

* ldentifiqueJosElementosbisicosde TadaTigural 4. Argumenta la solucion obtenida de un problema con méto-
conica; circunferencia, parabola, elipse e hipérbola. dos numéricos, grificos, analiticos o variacionales, mediante

*0 Plantee TisBeuacionesdeTas Bonicas parala Solucion D lenguaje Werbal. malemitico¥ El Msode Ths ecnologiasde =
de pronblemas en ambientes reales. la informacion y la comunicacion.

5. Analiza las relaciones entre dos o mis variables de un
proceso social o natural para determinar o estimar su
comportamiento.

8.C Interpreta@ablas, @rificas, mapas, diagramas ¥ Textos Gon D
simbolos matemiticos y cientificos.

Contenidos que aborda la unidad

Contenidos o[ lnlrcn:lu:':ciérl"lilas Conicas. ‘ _ , *Z DeterminaciondeTaBcuaciondeTaElipse 3 Eul
concep1u0|e5 *0 DeterminaciondeTaBcuaciondeTaEircunfe- gr_éﬁca. _ _
rencia y su grifica. +Z DiscusionGHcercadeEilinaEcuacion e Th Tormal
»C DiscusionTcerca de SiGnaBcuaciondeThTormal Ax + Cy* 4 Dx 4+ Ey + F =0 representa
24 ¥ - Dxp Ev i F=0representaono,una  *Z DeterminaciondeTa®Bcuacion e InGipérbolay T
circunlerencia; en caso afirmativo, delermina- su grafica.
cion de su centro v su radio. +7 Determinacionde TaBcuacionde Tas Bsintotaside T
*Z Determinacionde IaBcuaciondelhparabola¥ " la hipérbola.
su grifica, +7  DiscusionHcercade EilinaBcuacionde Th Tormal
*C  Discusion@cercalde 5 ina Bcuacion de Ta Tor- Ax* + &2 Dx |+ Ey + F =0 representa o no
ma, A+ Dxt Ey+ F=0 0 Cx*+ Dx{ Ey 4 F=0 una hipérbola; en caso afirmativo, determinacion
representa o no una paribola; en caso afirmati- de sus elementos correspondientes.
vo, determinacion de sus elementos correspon-  *Z  FormaPolarde IasSonicas.
dientes.
" S LI ElaborarzijIlsarziEstralcgiasElc Tesoluciondel »Z Analizara@ ‘J]?lemrelar;i:[asio ndici Dncs@eum_é—
‘ problemas como: hacer diagramas, hacer con- tricas y analiticas de las conicas: circunferencia,
meEdlmemO]es jeturas, dividirmnproblema&nBubproblemasT paribola, elipse e hipérbola.
mas sencillos, llevar un problema a uno ya *IZ Seguird procedimientos defmaneraTeflexiva,C
conocido. comprendiendo como cada uno de sus pasos
*C AprenderiAldeducirJasBcuacionesdelasT contribuye Gl Zlcance de Tin Bhjetivo.
conicas: circunferencia, elipse, paribola e I UsaridiversasEstrategiaside Tesolucionde Pro-
hipérbola. blemas.
Contenidos +[] Colaborari@onSus’compaierosilesolverC 2  Aprendera@¥alorarglTrabajo e SusCompaiieros
aciiidinales 4 problemas. +2 ContribuyeGonideasde maneraGritica¥ Hccio-
= RespetodlTrabajar Entlase. nesTesponsables ATaBorade TrabajarEn Equipo.C
«0 Responsabilidad EnElprocesoEnsefianza-
aprendizaje.
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Introduccién a las cénicas

El estudio de las cénicas tiene una tradicién histérica que se inicia con el matemitico griege Apolonio de
Pérgamo (262-190 a. C.). quien en sus investigaciones relaciond las inlersecciones de un cono con un plano,
descubriendo ciertas curvas a las que identificé con el nombre de circunferencia, elipse, pardbola e hipérbola
(secciones conicas).

En el siglo xvi, las secciones conicas influyeron en la revolucion de la astronomia de Johann Kepler, al
evaluar los volimenes de solidos obtenidos mediante la rotacion de segmentos de secciones conicas alrededor
de un eje en su plano,

Otros mateméticos de la época cimentaron las bases de la geometria analitica de René Descartes al unificar
el dlgebra con la geomelria plana, particularmente en la que una ecuacion de segundo grado es inlerpretada
Como una seccidn conica.

Seccién cénica
Es el conjunto de puntos que se forma de la interseccién de un cono de revolucion de dos mantos con un plano.

" Generatriz

Si P es un punto de la recta R por el
que se hacen pasar un nimero infinito
de rectas que forman un dngulo & con
R y que dan lugar a una superficie que

Manto
superior

P(Vértice)
Manto se denomina cono de revolucion de dos
inferior mantos (Figura 3.1).

Figura 3.1
Grificamente, la recla R representa el eje de simetria del cono y P su vértice: las rectas que pasan por ¢l

vértice se denominan generatrices del cono.

Formacién de las cuatro cénicas bdsicas

Si el plano es perpendicular al eje de simetria del cono y no pasa por el vértice, su interseccion da lugar a la
circunferencia (Figura 3.2).

R R

Elipse '

Circunferencia

Figura 3.2 Figura 3.3

182



Unibap 3

Los conicas

Si el plano no es perpendicular al eje de simetria del cono, pero corta a todas las rectas generatrices, su
interseccion da lugar a la elipse (Figura 3.3).

Si el plano es paralelo a una recta generatriz y corta a lodas las demds, su interseccion da lugar a una
paribola (Figura 3.4).

Si el plano es paralelo al eje de simetria del cono y ademds corta a los dos mantos, su interseccién da lugar
4 una hipérbola (Figura 3.5).

Hipérbola

Figura 3.4 Figura 3.5

Debe observarse que en la formacion de las cuatro conicas bdsicas (circunferencia, elipse. pardbola e
hipérbola), el plano no pasa por el vértice del cono.
Cénicas degeneradas

Es el resultado de la interseccion del plano con el vértice del cono, dando lugar a un punto, dos rectas que se
corlan y a una sola recta.

Figura 3.6 Figura 3.7 Figura 3.8

Si el plano pasa por el vértice perpendicularmente al eje, su interseccion da lugar a un punto (Figura 3.6).

Si el plano pasa por el vértice paralelamente al eje. su interseccion da lugar a dos rectas que se cortan en
dicho vértice (Figura 3.7).

Siel plano pasa por el vértice y paralelamente a la generatriz del cono, da lugar a una sola recta (Figura 3.8).
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Eiercicio 16
I. Realiza lo que se indica en cada caso y en plenaria discute tus respuestas. [ T —
cormespondientes
. Define seccidn conica. )
Cari;:!ﬂem
2. ;Cémo se forma un cono de revolucidn de dos mantos? e
3. Escribe los elementos que forman un cono de revolucion de dos mantos. disciplinares

4. Explica como se forma la seccién conica circunferencia.

5. Explica como se forma la seccién cdnica elipse.

6. Explica como se forma la seccion conica pardbola.

7. Explica como se forma la seccion cdnica hipérbola.

8. Define seccion conica degenerada.

9. Explica como se forma la seccion conica degenerada punto.
10. Explica como se forma la seccion conica degenerada dos reclas que se cortan.
11. Explica como se forma la seccion conica degenerada una sola recla

12. Representa graficamente las secciones conicas y las degeneradas.

gVeri'ﬁ:atl.lsmultndosenlnwuiéndampmtns:orrmpﬁndianto...............-..........-...........

Determinacién de la ecuacion de la circunferencia y su gréfica

Definiciéon de circunferencia

Geomélricamente, se entiende a la circunferencia como una curva plana y cerrada cuyos puntos equidistan de otro
punto fijo interior llamado centro: se denomina radio a los segmentos que unen al centro con cualguier punto de
la curva.

Analilicamente, se define por una ecuacion de segundo grado con dos variables, la circunferencia es la
curva mds estudiada después de la linea recta; como se verd mas adelante, no loda ecuacion cuadritica da lugar
a una circunferencia.

Ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y radio r

La circunferencia estd definida por un radio constante r, su ecuacion es el resultado de fijar la distancia del centro
a cualquier punto P(x.y) perleneciente a la curva:
)

2t+y=r

Demostracién

Sea P(x,y) un punto cualquiera de la circunferencia con centro en el origen y radio r (Figura 3.9).
Con el origen y un punto cualquiera de Ia curva, se forma el tridgngulo rectingulo OPA, donde los segmenlos
OA, AP y OF, son los caletos adyacente, opuesto e hipolenusa, respectivamente.
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Si OA = x (abscisa de P), AP = y (ordenada de
e Py OP = r (distancia constante del centro al

Pxy) punto F). por el teorema de Pildgoras, se tiene:
| / }\ (OAY + (AP) = (OPY
| \ 2 2
} —— x (7 + () = (o)
| 2ie=pg

Figura 3.9

Otro método de demostraciéen

Al aplicar la ecuacion de distancia entre dos puntos, para el segmento OP, sc tiene:

d= J(—rl _-er'Z +(¥ _."'2)2

OP = \J(0—x)2 +(0—y)?
Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, resulla:
r2=x2+y?

La expresion x% | ¥* = r? lambién se denomina forma candnica de la ecuacion de la circunferencia.

EJEMPLOS -
%{j_ ; 'ﬂ;_l?Dclcrmina la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen carlesiano y de radio 4; construye la grifica
£ J " correspondiente.
wr
Solucién

Al sustituir los datos dados en la ecuacién de la circunferencia en su forma candnica, resulta:

2+y=r

4y =4y
Ecuacién de la circunferencia con
ty =16

xZ
centro en el origen y radio igual a 4.

Para construir la grifica de la ecuacidn x? | ¥ = 16, se despeja a y en [uncidn de x, es decir:

2+y =16
v=16 —x°

_ y=4+16—1*
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Al dar valores a la variable independiente x, se oblienen los valores de la variable dependiente y, que se
registran en el siguiente tabulador:

Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene:

0 |14 ¥ ‘\-\
1 | 1387 / <A
| Pl
43 | 1264 \ /
44 | 0 : s
sy

2 ®e-Una cuerda de la circunferencia x2 | y? = 25 estd sobre la recta es x — 7y + 25 = 0; determina la longitud de
la cuerda.

Solucién

Geométricamenie, una cuerda es el segmento que estd limitado por dos puntos de la circunferencia; por lo anterior
es necesario determinar las inlersecciones entre la circunferencia y la cuerda.
De la ecuacion de la cuerda x — 7y | 25 = 0 se despeja a x y el resultado se eleva al cuadrado, es decir:

x-Ty+25=0

(xy = (Iy — 25)?

X2 =492 — 350y + 625
a7 49y | 350y = 625

Al resolver simultdneamente las ecuaciones x* -+ v* = 25 (1) de la circunferencia y x* — 49v* + 350y = 625
(2) de la cuerda, se debe multiplicar la ecuacidn (1) por — 1, es decir:

7.1/: = _\'2 =—=25
X —49y? + 350y = 625
—50y* + 350y = 600

Al simplificar y factorizar, se tliene:

50y — 350y 4 600 =0

Y —Ty+12=0

(y=2y-3=0
‘ yv—4=10 y=3=0
[ =4 Y2 =3
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Al sustituir los valores de y en la ecuacidn (1), se iene:
Paray=4 Paray=3
T—Ty+25=0 x—=Ty+25=0
x-7T@ +25=0 x—T703Y+25=0
r—284+25=0 — 21 425=0
x—-3=10 x+4=0
.1'=3 Xi= 4

Los puntos de interseccion entre la circunferencia
y la cuerda son A(3.4) y B( 4.3).

Al determinar la distancia entre los dos puntos de inlerseccion, se liene:

daz =4 — X2 + (Y4 — ¥a)?
dg=+3+47 +(4-3)

dg = (TP +(1)

dgs =29 +1

II‘EZJS_D
dg ~7.0710

La longitud de la cuerda es dg = 7.0710.

Al elaborar la grifica correspondienle, se liene:

Ecuacién de la circunferencia con centro fuera del origen o de forma ordinaria

La circunferencia con centro en el punto C{f.K) que se ubica en cualquier lugar del plano coordenado y que liene como radio
la constante r, se representa por la ecuacion:

También se le llama forma

Iy kP =r?
G Fy ) } reducida de la circunferencia.
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Demostracién

Sea P(xy) un punto cualquiera de las circunferencias con centro en (f.K) y radio r. forman el triingulo CPA
como se muesira a continuacion.

¥
Dado que los segmentos [CA| = |[(x — h)],
¥ IAP| = |(y — k)| y |CP| = r. son los catetos ad-
_ yacenle, opuesto e hipotenusa del tridngulo rec-
k lingulo CPA: se aplica el leorema de Pitdgoras,
es decir:
: (x— kP + (y— k)2 =(r)p
| x— i+ @ — b=+
o n x )

Otro método de demostracién

A partir de la definicién geométrica de circunferencia, se tiene que el punto P(x,y) cumple la condicién de que
|CP| = r, la cual analiticamente se expresa por la férmula de distancia entre dos puntos, es decir:

|CP|=J(x—hP+(y—k)*
r=J(x—m+(y—k)?

Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, se ticne:

rr=x—hP+(y—k)y

EJEMPLOS *
-y - ’ g
E{ | ®@=:Determina la ecuacion de la circunferencia con centro en C(5,-3) y radio J19; construye la grifica correspon-
[ diente.
Solucién

Al sustituir los datos dados en la ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria, se tiene:
(x— W2+ (y— k=~
2
(x 52+ (v +32=(J19)

(x—SP+(y+32=19 } Ecuacion de la circunferencia con

centro en C(5, - 3) y radio Jﬁ
Para elaborar la grifica, se despeja a y de la ecuacion (x —5)? + (v + 3)* = 19, es decir:
x—5P++3P=19
¥ +3F=19 - (x—5)°
Al aplicar raiz cuadrada en ambos miembros de la ecuacion, se tiene:

y+3=+/19—(x—5)7

v=-3+/19—(x—5)
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Dando valores a la variable independiente x, se oblienen los valores de la variable dependiente v, los cuales

se registran en ¢l siguiente tabulador:

1 2 3 4 5 & 7 8 9

—1.26 0146 0.87 1.24 135 124 087 016 -1.26
—473 6146 687 TJ24 _J35 J24 687 616 -4173

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

¥
_-a-"_+ B ¥
r "\-\\
»~ b z
) ‘\.
i3 N
B
II '/’f/"/||
\ €(5,-3) |
".'& _."I
b //
. /i'
o Y _*_).4’

2 ®@e:Laecuacion de una circunferencia es (x + 3)* 1 (v — 4)> = 36; demuestra que el punto A(—2,5) es interior a la

circunferencia y que el punto B(4. 1) es exterior.

Solucién
De la ecuacion de la circunferencia, se sabe que su centro es el punto C(—3,4) y que su radio es r = 6: al elaborar

la grafica, se tiene:

¥
ﬂ/ - il _\---‘-\---\H B -\
~,
ﬂ/ ¥
; \
i %
/ o \
/ 5{&: 25) \
| =k |{
\ C(-34) |
|l|I (,- .I'
\.\ (:3 A f'll
\ ¥4
: \\ 0 4 o
-~
=L L] e B4, 1)

Grificamenle se observa que el punto A(—2.5) es inlerior a la circunferencia, es decir, la d; < ridela

misma manera ¢l punto B(4, - 1) es exterior a la circunferencia, es decir, la dg = r.
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dez = J(Xe— X2 + (Ve — Ya P dzg =J(Xc —X5P + (Ve — Vs )*
dez = (=342 +(4—5) deg =J(—3— 47 + (@ +1)
degg =1 + (1} deg =D +(57

dgm =y1+1 deg =49+ 25

de =2 ~1.4142 dg =74 ~8.6023

Se demuestra que el punto A(—2.,5) es interior a la circunferencia ya que de; << r2
tambien que ¢l punto B(4, 1) es exlerior a la circunferencia ya que dzg > r.

3 ®e-Laecuacion de una circunferencia es (x — 4)? {y — 3)> = 20: determina la ecuacidn de la tangente a dicho
circulo en el punto A(6.7).

Solucién

De la ecuacion de la circunferencia, se sabe que su centro es el punto C(4,3). al determinar la pendiente de la
recta que pasa por el centro y el punto A, resulta:
—yy_ F=T =4
.rc' [ _x‘,‘ 4 — 6 _2
La pendiente de la recta CA tomada reciprocamenle y de signo conltrario, es Ia pendiente de 1a recta langenlte
a la circunferencia, ya que son perpendiculares entre si.

Al aplicar la ecuacion punto-pendiente de la recta para los datos A(6.7) y my, =—%. se liene:
¥Y—yn=mx—x)
1
yV—T=—=(x—-06
3 2( )
x+2y—20=0

La ecuacion de la recla langente a la circunferencia (x —4)* + (v —3)* =20
en el punto A(6,7)esx + 2y — 20=0.

Al elaborar la grafica, se liene:

¥4
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W
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Forma general de la ecuacién de la circunferencia

La ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria es (x — A)* | (v k)y* = r*, desarrollando los binomios
cuadrdlicos del primer miembro, se obtiene: x* — 2hx + A* + ¥* — 2ky + k* = r2, ordenando los términos ¢
igualando a cero la ecuacion. resulta:

X4y -2 —2ky+ R+ K- =0
Al establecer las siguientes igualdades: D= 20, E= - 2ky F=#  k* — /2, se liene:
2+ +Dx+Eyv+ F=0

La expresion resultanie se denomina forma general de la ecuacion de la circunferencia.

+Una circunferencia liene su centro en el punto C(- 2.1) v es langente a la recta 4y — 3y — 12 = 0; determina su

ecuacion en las formas ordinaria y general.
Solucién

Para que la circunferencia quede perfeciamente determinada es necesario conocer su radio, el cual se calcula
con la férmula de distancia de una recta a un punto, es decir:

r:;,u+3v+q _[4x-3y-13 42312
JAT+ BT (4P +(-3) J16+9
|-8=3—1d |28 23
5 5 5

Al sustituir los datos dados y los calculados, en la ecuacion de la circunferencia de forma ordinaria, resulta:

=
[

d=r

x—h+(y—k’=r?
(X +27 +(y—17 =[§]

2 s 329 inari
(X427 +(y— 1P =22 } Forma ordinaria de

23 la circunferencia.

Transformando la ecuacion de la circunlerencia de su forma ordinaria a la forma general. resulta:

529

G4+2P Hy—1P =—

¥ +(y—=1) >
IE+4I+4+}‘2—2}‘+|:—5223

Ay bdr 2y t5- 22 g
E : 25
25x2 + 2577 +25(4%) ~ 25(2) +25(5) - 529 _
25 B
255 + 25y + 100x — 50y + 125529
25

0

25x* + 25y* + 100x — 50y - 404 =0 } Forma general de la circunferencia.
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Al elaborar la grafica de los datos dados y los resultados obtenidos, resulla:

¥y

2 ®e:Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(-3.3) y B(1.4) y cuyo cenlro estd situado
enlarecta3x — 2y — 23 =0.

Solucién

Sea el punto C(h.k) el centro de la circunferencia y que equidisia de los puntos dados, es decir, la distancia del
segmento CA es igual a la distancia del segmento CB, por 1o que d; = dig .
Al aplicar la [érmula de distancia entre dos puntos, se liene:

ez =G =X P +(e—Ya) g =G — %)+ (¥ — Ve’
J43P +(k—3)? =J(h—1)* +(k—4)

Al elevar al cuadrado ambos miembros, resulta:

(432 + (k=3P =(h—1)> +(k—4)?
Al desarrollar los binomios, se liene:
R +6h+9+k—6k+9=m —2h+1+k>—8Bk+16

B +6h+ ¥ —6k— % +2h— & +8k+18—17=0
8h+2k+1=0

Como el centro de la circunferencia estd situado en la recta 3x — 2y — 23 = 0, la cual se escribe en la forma
3h — 2k — 23 = 0; al resolver simultaneamente las ecuaciones 84 + 2k + 1 =0(1) y3h — 2k — 23 =0(2). se
deducen las coordenadas del centro de la circunferencia, es decir:

8h+ 26 +1=0 (1) Al sustituir el valor de f1, en cualquiera de las ecua-
- 26 - 23=0 (2) ciones originales, resulta:
1th—22=0 Ih—2k—23=0
1Mh=22 (H—-2k—23=0
p 22 6—2k—23=0
1 —2k—17=0
h=2 2%k =17
pcs==d
2
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Las coordenadas del centro de la circunferencia son C[2,—~1‘—;].

Ahora se determina el radio cuya distancia es equivalente a la de los segmentos CA y CB, es decir:

dm = '-f(Ic — X P+ e — ) deg =-ﬁxc —xg) + (e —ya»
r=\/(2+3j1+[—£—3] r=\I{2—1]3+[—E—4]
2 2
BT 25Y
r=JG2H— r= (1 +|—
® [ 2] 0 [ 2]
r= 25+52l;l r= 1+g
\ 4 V3
100+529 44625
r= —= po—
4 i
_ [e29 _Jex ,_ [629 _ e
4 2 4 2
/629

El radio de la circunferencia es r = T

La ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria es:

x-hm+@-kF=r

ez 2 ()
2 2
gy 2] 82
2 4

La ecuacidn de la circunferencia en su forma general es:

17¢ 629
fx—2}2+[_-.r+—] =
2 4

289 629
x2—4x+4+}'2+l?}r+T—T=ﬂ

Xy —4x+ IT}!+4—%:U

X4y 4x 17y +4—85=0
x2+y:—4x+17y—81=0

La ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria y general, que pasa por los
puntos A(—3.3) y B(1.4), cuyo centro estd sobre larecta 3x — 2y — 23 =10, son

(.¥—2]2+[_\?+% :-%;- y x*+y'—4x+17y—81=0.
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Al elaborar la grifica corres- ¥
pondiente, se tiene:

= 1

3 ®@e:Encuentra la ecuacién de 1a circunferencia cuyo centro estd sobre 1a recta 6x + 7v — 16 =0y es langente a cada
¥ b Y g
unadelasrectas 3x — 4y — 18=0y8x + 15y +7=0.

Solucion
Al elaborar las grificas de las ecuaciones de las rectas, se liene:
6x+7y—16=0 (1) Jx—4y—-18=0 2) Bx+15y+7=0 (3)
(& c & e C C
A B A B A ) B
16 —16 -1’8 I8 r——z 1
6 T 3 7 4 T8 RE
x=2.606 y=2.285 =6 y=—45 x=—0.875 y=—0.466

Sea C(h.k) el centro de la circunferencia
que se ubica sobre la recta 6x + Ty — 16 = 0.
Considerando distancias dirigidas del centro
a las rectas tangentes, reconocemos dos casos:

Caso 1. Cuando el centro y el origen se encuen-
tran en lados opuestos de larecta3x — 4y — [8=0
y el centro y ¢l origen se encuentran del mismo
lado de larecta 8x + 15y + 7=0.

C'ih' K
h,- _l.*f]kf 31=0
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Caso 2. Cuando el centro y el origen se encuentran del mismo lado de la recta 3x

Las conicas

4y — 18 =10

y el centro y el origen se encuentran del mismo lado de la recta Bx 15y + 7=0.

En el caso | lendremos d, = —d,

En el caso 2 tendremos —d’, =
Casol: d,= dx

Ax+By+C = Ax+By+C

d‘.f]‘ 0 bi[tﬂ. d’| — d"z.

3h—4k—18  Bh+15k+7

Ve a8y 5 17
Sh— Ak —1R &h 4+ 15k —7 17(3h — 4k —18) = —S5(8h + 15k +7)
JOrEt( 47 Jerase 51h— 68k —306 = —40h — 75k —35

—4k—18  BR415k+7 S1h—40h— 68k + 75k — 306 +35=0

Jorie | Jear22s 9lh+7k—271=0
3h-4k—18  BR+15k+7
vs. o 29

271 = 0 representa a la bisectriz del angulo formado por las dos reclas tangentes
16 = 0, la cual se escribe en la forma 6k + 7Tk — 16 = 0.
16 = 0(2): se multiplica por —1

La ecuacion 91k + Tk
dadas. Como el centro pertenece a la recta 6x Ty
Se resuelven simultdneamente las rectas 91h + 7k — 271 =0(1) y 6h + Tk

a {1), es decir:
—91h 7K +271=0

6h+7% —16=0

—85h+255=0
—85h=—255
n=_255
—85

h=3

Al sustituir el valor de i en la ecuacion (2), resulla:

6(3)+7k—16=0

18+7k—16=0
Tk +2—=0 Las coordenados del centro de la
circunferencia son C[_’-,—EJ.
Tk=-2 7
gz 2
7

Para determinar el radio de la circunferencia, se debe recordar la expresion existente para o, y sustituir los
valores de it y &, es decir:

2 8
1y Y. § (s M e
T _‘-{3} 4[ ?] 13‘_‘%? m‘

= d == ==
i V3P +(-a) Jo+16 V25
‘63+8—|26‘ ‘_55‘
5 5 7 7

. . . 11
El radio de la circunferenciaes r = ?
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Se aplica la ecuacidn de la circunferencia de forma ordinaria o de forma reducida, es decir:

(x—hP +(y—k)=r?
. 2¥ (1)

— 32 i) =
(x—3) +[}+?] [?]

2

: S
—3? 7Y Mgy [P
(x—3) +[}+?]

49

Transformando a la forma general, resulta:

Caso2:d',=d',

2

2 27 11
oo 2f 12
7 49
4 4 121
-6 +9+y +—y+—=—
AR TR
2
2ty —6x+oy+o++ 12
’ T 49 49
f+v3_61+i'¢+9—m:0
: 7 49
49x7 +49y* —294x+ 28y +441-117 _

49
49x? +49y? —294x +28y+4324=0

Ax+By+C _Ax+B'+C' 30’ —4k'—18  8h'+15k'+7
JAZ+B:  JA 4 p7 5 17
A — 4k’ — 18 I+ 15K+ 7 17(3h' — 4k' —18)=58h" +15k"+7)
JB}Z +(—4)2 2_—-.](3)2 +(]5}2 Slﬂr—ﬁﬂkl—3ﬂﬁ=4ﬂh,+?5k’+35
W — 4K —18 8K —15k'+7 510" —40h' —68k" —75k' 306 —35=0
J9+16  Jed+255 11h' —143k"—341 =0
30’ —4k'—18 8" —15k"+7 B~ 15310
NN T

La ecuacicon A’ — 13&'

dadas. Como el cenlro pertenece a larecla 6x + 7y
Al resolver simultdneamente las rectas i’

a (1), es decir:

31 =0, representa a la bisectriz del dngulo formado por las dos reclas tangenles
16 =0, la cual se escribe en la forma6h’ + 7K' — 16 =0.

138" — 31 =0(1) y 6h' + Tk' —16 = 0 (2), se multiplica por -6

6H + 78k’ +186=0

oif +7k'—16=0

85k’ +170=0
85k' = —170

o170

83
H=-2
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Al sustituir el valor de —2 en (2). resulla:

6h' +7(—2) - 16=0
6 — 14 16 =0

6h' —30=0
i

6

=35

Las coordenados del centro de la
circunferencia son C'(5,—2).

Para determinar el radio de la circunferencia, se debe recordar la expresion existente para ' y suslituir los
valores de i y &', es decir:

138’ —ak'—18 |35 -4-2)—18 [15+8-18

:d —
r=|di J3)2 4+ (—4) Jo+16 J25
B 0 L -

5 5

El radio de la circunferenciaes r = 1.

Al aplicar la ecuacion de la circunferencia de forma ordinaria o de forma reducida, resulta:

(x— 1P +y—kP=r
x—-5P+@—-2P=(1)
x—S¢F+@y—2¢=1

Transformando a la forma general, resulta:

x5y + @y + 2P =1
2-10x+25+¥ +4v+4=1
Py -10x+4y+25+4-1=0
X4y -10x+4y +28=0

Las ecuaciones de la circunferencia cuyo centro esta sobre la recta 6x + 7y — 16 =0 y es langente a cada
121
49
y(x — 5+ (v + 2> = 1: en su forma general: 49x* + 49y* — 294x | 28y + 324 =0 y

una de las rectas 3x — 4y — 18 =0y 8x + 15y + 7 =0, sonen su furmaordinaﬁa:(x+3)2+[}‘+%] =

X+yY—-10x+4y+28=0.
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Al elaborar la grifica, se tiene:

a5

Eiercicio 17

Escribe los nimeros
correspondientes

T e EEEE e

s mw e

Determina la ecuaciéon de la circunferencia con centro en el origen y cuyo radio se indica a continuacion;
construye la grafica correspondiente.
25 17 3
r=——- dy r=— €) r=—

a r==6 b r:Jﬁ c)
3 4 by

. Determina la ecuacién de la circunferencia en su forma ordinaria y transforma a su forma general, para

los centros y radios dados a continuacion; construye |a grafica correspondiente.

. Ci42yyr=3 4. C02)yr=4
2. O(-1.-3)yr=+7 5. C50)yr=10
97 13 7

Los extremos de un didmetro de una circunferencia son los puntos que a continuacion se indican; deter-
mina la ecuacién de la curva en su forma ordinaria y general; traza la grafica correspondiente.

. A(-7.0)y B(04) 4. A(4.-6)yB(-13)
2. A(-13)yB(14) 5. A(5.-2)yB(1.2)
3. A(6.-2)yB(-43) 6. A(-2,-4)yB(1.2)

Determina la ecuacian de la circunferencia en su forma ordinaria y general cuyo centro es cada uno de
los siguientes puntos dados y que pasa por el punto indicado; traza la grifica correspondiente.

l. C(—6.7)y pasa por A(2.2) 4. C(4.2) y pasapor A( -3, -4)
Z3. 1T 57
2. C(2—4 asa por A —1.1 5. Cl——.—— 4854 Al=.—
Ry ) [ 7 ?]FP B [4 4]

3. C(-34)y pasapor A(2,-5) 6. C(-12,5) y pasa por A(0.0)

Dada la ecuacién de la circunferencia, determina la ecuacién de la tangente a dicha curva en el punto
indicado; traza la grafica correspondiente.

2 i 7
L. [x—zl +[v+E] =£,cnelpunlo,4{—l,l}
2 = oA +

2. (x -4 + (v — 1)) = 10, en el punto A(3.4)
3. (x — 1Y + (v + 37 =25, enel punto A(4,1)
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(x + 12 + (v + 5> = 169, en el punto A(0,0)

33
2

32

(x — 2P [)J + %J_ = 26, en el punto A

Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados.

1.
2.

Determina la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es C(3, -6) y que es langente al eje v.

La ecuacion de una circunferencia es (x — 2)? + (v 3)2 = 16; demuestra que ¢l punto A(4, -2) es
interior a la circunferencia y que el punto B(7. 5) es exterior.

Determina la ecuacitn de la circunferencia que es tangente a la recta x = 7 cuyo centro es C( - 2,3).
Encuentra la ecuacion de la circunferencia de radio 7 y cuyo centro es el punlo de interseccion de las
rectas3x — 2y —24=0y2x + Ty +9=0.

Determina la ecuacion de la mediatriz de la cuerda x — 7y + 25 = 0 que pertenece a la circunferencia
x* + y* = 25; demuestra que pasa por ¢l centro de la circunferencia.

Determina la ecuacion de la circunferencia cuyo centro estd sobre el eje x y que pasa por los punios
A(24) y B(6,8).

Determina la ecuacion de la circunferencia de radio 5. cuyo centro es el punlo de inlerseccion de las
reclas 2x + 3y — 12=0ydx + 3y - 6=0.

Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A( -2,1} y cuyo centro es el punto de
interseccion de lasreclas 3x — 2y - 6=0y 2x + 3y — 17=0.

Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A{ -4, -3) y B(5.10), cuyo centro esta
sobrelarectadx +y —5=0.

Una cuerda de la circunferencia x* + y* = 9 estd sobre la recta cuya ecuacion es 4x + 3y — 12 =0;
determina la longitud de la cuerda.

. Laecuacidn de una circunferencia es x* + y* = 36; el punto medio de una cuerda de esta circunferencia

5 y s
es ¢l punto A[—-z—.—E]; determina la ecuacion de la cuerda.

. La ecuacién de una circunferencia es (x  2)* 4 (y 3y = 5; delermina la ecuacion de la langente

a la circunferencia que pasa por el punto A(3,3).

Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(7,-5) y es langente a la recla
2x — 2y — 8 =0enel punto B(3,1).

. Determina la ecuacion de la circunferencia de radio 13, que pasa por el punto A(0,0) y 1a ordenada de

su centro sea —3.

Determina la ecuacion de la circunferencia con centro en el punto Cf —4.2) y que sea langente a la recla
Ixr+4y —16=0.

Determina la ecuacion de la circunferencia con centro en el punto C(3.4) y que sea tangente a la recta
Ix+y-3=0

Determina la ecuacion de la circunferencia de radio 5 que sea langenie alarectadx + 3y — 7=0en
el punto A(-2.3).

. Determina la ecuacion de la circunferencia tangente a lasrectas 3x +y —3=0yx - 3v +9=0y¥

que tenga su centro en larecta 7x 12y — 32 =0.

. Determina la ecuacion de la circunferencia tangente a lasrectas 2x + v — 7=0yx - 2y + 4 =0que

pasa por el punto A(4,—1).

. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(3.6) y B(2.3) y sea tangenle a la

recla2x + y=12.
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21. Delermina la ecuacion de la circunferencia de centro en el origen y que sea langente a la recla
Bx —15y—12=0.

22. Determina la ecuacion de la circunferencia que es tangente a la recta 4x — 3y — 2 = O en el punto
A(—1.-2) que pasa por el punto B(6,—-1).

23. Una circunferencia liene su centro en el punto C(0,-2) y es tangente alarectadx — 12y + 2=10;
determina su ecuacion.

24. Determina la ecuacion de la circunferencia con centro en el punto C{— 1. 3) y que es tangente a la
recla que pasa por los puntos P(2,1) y O(—2.4).

25. Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo centro se ubica sobre el eje x y que pasa por los puntos
A43)y B(-23).

Determina las ecuaciones de las circunferencias circunscrita e inscrita al tridngulo cuyos vértices se

dan a continuacion:

1. A(3.3), B2y y C(7,1) 3. A(4,-2),B(—5,1) y C(2,3)

2. A(10.2), B39y C(-2.-1) 4. AGS)LB(-4,-2)yC(—11.3)

Determina la ecuacion de la circunferencia circunscrita e inscrita al tridfngulo cuyas ecuaciones de sus

lados son:

L x+2y-5=02x+y-7=0y x-yv+1=0

2. x-y-1=09%+2y+13=0y 3x |8y 47=0

3 x—y—-9=0,5x+y+9=0 y x+2y—18=0

4. x-y+3=05x+y-271=0 y x+2y=0

3. x4+y—-T=0,x+5%-3=0 y x—y+3=0

6. dx-3y-65=03x+4-5=0y Tx- 24y +55=0

Los vértices de un triangulo son A{0, 1), B[; —2] y C(0,5); determina:

1. Laecuacién de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y que es tangente al lado BC.

2. Laecuacion de la circunferencia circunscrila e inscrila al triingulo dado.

3. Laecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados del tridngulo dado.
4. Demuestra que la circunferencia anlerior pasa por los pies de las alturas del triangulo dado.

Determina el perimetro y el drea para los circulos cuyas ecuaciones son las que se indican; traza la
grafica correspondiente.

1. (x 32 {_\? 5)2=49 3. X |}"1'=55
2 [x 5}2 1 {:\-‘ | T}zz 15 4, -xl i vlzil

QV«i'ﬁ:ah.l:multad-u:mlnmuiéndampmtn::urrmpandianto...............................................

Discusién acerca de si una ecuacion de la forma x2 + y2 + Dx+ Ey + F=0
representa o no una circunferencia; en caso afirmativo, determinacién de su
centro y su radio

Al desarrollar la ecuacidn de la circunferencia en su forma ordinaria (x — A)® + (v — k> = r?, se obliene la
ecuacion de la circunferencia en su forma general, que puede escribirse como:

2+ ¥+ Dx + Ev + F = 0 (ecuacién cuadritica)
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Ahora el problema que se presenta es investigar si la representacidn grifica de la ecuacion
X+ ¥+ Dx + Ey + F=0 cs siempre una circunferencia.

Para dar una respuesta salisfacioria a la pregunta, es necesario transformar la ecuacion cuadrilica de la cir-
cunferencia a la forma ordinaria, por medio del mélodo de completar binomios al cuadrado, es decir:

2+yY+Dx+Ey+ F=0
Al ordenar los iérminos, se tiene:
(X +Dx)+ (¥ + Ey)=-F
Para completar el trinomio de cuadrado perfecto, le falta un término a las expresiones (x* + Dx) y (y* -+ Ey); tal

2 2 2 2
término es el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y v, respeclivamente, es decir: [g] = DT y [g] = ET
los cuales se suman a ambos miembros de la ecuacion:

2 2 ¥3 2
[19 +Dx+D—] [\T-+Ev+£ =D—+E——F
+ 4 4 4

Al lactorizar, resulta:

3

. DY (. EY D*4E'—4F
[e+g) Hreg) =
2 2 4

Comparindola con la ecuacién de la circunferencia en su forma ordinaria, se encuentran las siguientes equi-

D E D+ E*—4F D E
valencias: t = g k= —Ey = % concluyendo que las coordenadas del centro son: Cf —— > 3
WD+ E*—4F
y la longitud del radio es r = %

Existen Ires criterios posibles por considerar.

a) Si D*+ E?*—4F =0, la circunferencia es real y liene por centro a [—%—%] con radio igual a

JD* +E*—4F

2

D
b) S§i D? + E* —4F =0, la circunferencia ¢s un solo punto (radio 0) de coordenadas [_E_E]

c) SiD?4 E? —4F <0, la circunferencia es imaginaria; es decir, no representa ningiin lugar geomélrico.

Por lo anterior, se hace notar que depende del signo de la expresion D* + E2 —4F en la ecuacion oblenida,

el que una ecuacién cuadritica de Ia forma x® + 2 + Dx | Ey + F = 0 represente grificamente o no una cir-

cunferencia.

EJEMPLOS -

Iﬂl- Reduce las ecuaciones siguientes a la forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia: si la ecuacidn dada

4 .
representa una circunferencia, determina su centro y su radio.

Ej erg,glu

a) 8% | 8° T9x 32y 1 95=0
by Xy —6x+2y+10=0
— €) 3 +3yY —4x+2y+6=0
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Solucion
a) Silaecuacion 8x* + 8y* — 79x — 32y + 95 = 0 se divide entre 8, resulta:
8x* By? T79x 32y 95

e e e i e e e i l]
8 8 8 8 8
95
X+ r =10
B
Al ordenar los 1érminos:
95

Para completar los cuadrados, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de
la mitad del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuacion:

oY
oo Lot
8 2
79 6241 6 241
[x +—] Pyt g B
8 256 256 8

Al faclorizar se tiene:

[I_E]E (y_ay? 8241110243040
: : B 256

[I = —]_ +- L= 2 = % Ecuacion ordinaria de la circunferncia.

Comor? = ﬁ} 0, la ecuacion 8x” + 8y* — 79x — 32y + 95 = 0 es una circunferencia real,

cuyo centro es C[EJ] y su radio r = E
16 16

Al elaborar la grafica correspondiente. se liene:

¥

by Al ordenar los términos de la ecuacién x* + y* — 6x + 2y + 10 =0, se liene:

(xr—6x) + (7 + 2y =-10
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Para completar los cuadrados, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de
la mitad del coeficiente de v a ambos miembros de la ecuacion:

2 2 2 2
11—6x+[—6] an 13—2v+[—2] =[—6] =F [—2] —10
2 ’ 2 2 2
@@ -6x+9)+0*+y+1N=9+1-10
Al factorizar se liene:

Ecuacion en la forma ordinaria

E=3F0F =9 g circiiamenentia,

Como r* =0, laecuacién x® + y* —6x + 2y + 10=0
representa un solo punto de coordenadas C(3.—-1).

¥y

.
c(3.-1)

) Silaecuacion 3x7 4 3_'3 4x + 2y + 6 = 0, se divide enlre 3, se liene:

8

Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado
de la mitad del coeficiente de v a ambos miembros de la ecuacion:

¥ ¥

4 2]- I 4Y [2 3
T e 81311 |73 413
s e Hrartl i) s 2
3 2 : i 2 2
[ 2—--r+—] ['r+ v-l—— —dbyE
_ 37 36) 36 36

Al faclorizar se tiene:

[ 4]’-‘[ 2V 16+4-72
X—=| H| ¥t =| =
6] \ 36
[ 2
X——

3

¥ |3 2
Comnrhz—?{ﬂ,laecuacién 3+ 3y —4x+2y+6=0

2

i [ 1]- 13
Hy+—| =——
e 9

no representa ningtn lugar geométrico real.
P i far g
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2 ®e:Determina el drea y el perimetro de la circunferencia cuya ecuacion es:
Ox + 9y + 72x — 12y + 103=0
Solucién

Si la ecuacion 9x* + 9v* + 72x — 12y + 103 = 0 se divide entre 9, se tiene:

9x* 9y? T2x 12y 103

—+ +
9 9 9 9 9
103

4
D e o +8.r—— +? 0

Al compararla con la ecuacion general, se tiene:
4y +Dx+Ey+F=0

Sea D =8, por lo que, D* =64
5835:—1 por lo que, Ezzl—;-

S-f:aF—ﬁ porlo que, 4F =—— e

Si el radio de la circunferencia se delermina por la ecuacion:
I 2
\,I'D + E? —4F, resulta:

\/54 E_ﬂ l\/m_ﬁzl 64 a4
2 9 2

1 1
:Emzzngm’ﬁ:ﬁ

El drea del circulo se determina por la férmula A =« r?, al sustituir los datos, se tiene:
A=mrt

A=(3.1416)( 5 ) ¥ =(3.1416)(5)
A =15.708 unidades de superficie.

El perimetro de la circunferencia se determina por la [érmula P = 2x r; al sustituir los datos, resulta:
P=2ur
P=2(3.1416)(\5)
P = 14.050 unidades de longitud.
Otro mélodo de solucion, consiste en reducir la ecuacion dada de la circunferencia en su forma general a
su forma ordinaria, determinando el radio de la curva, el cual se sustituye en las respectivas formulas del drea

y longitud de la circunferencia,
Si ordenamos los términos de la ecuacion dada, se tiene:

4 103
4y +8r——y+—=0
379

(2 +8x)+ [1 —~V]— 1%
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. 4 4y
- 2 _— 1
l.rz+8x+[§ ty—2y4]-3 =[§] 43 2B
2 A Al O, 2 2 9
3
(:4:3+8Jr+ln5)+['.'?—iv+E =1gpoy 10D
I A 36 9
: 4y 4 103
(x+4'+[v—— =16+—-——
r | 6 9 9

2 2
(.1'-!-4} +[}'—§

2 |_E
(x+4) +[_‘. :

C=1H=11

}

2

C 5 Ecuacion de la circunferencia

en su forma ordinaria.

El centro de la circunferencia es C[—4, %] ysuradioesr = JS, al sustituir el valor del radio en las formulas

para el area y el perimetro de la circunferencia, se tiene:

A=mnr?

A= E3.I4Iﬁ)(~f§)1
Unidades

A=I3N } de superficie

Al elaborar la grifica, se liene:

P=2xzr
P=2(3.1416)(\/3)
P=14.050 } Unidades de longitud

A = 15708
L= 14.050

Esercicio 18
I. Reduce las ecuaciones siguientes a la forma ordinaria. Si la ecuacion dada representa una circunferencia,

encuentra su centro y su radio y traza su grafica
L2+ +8x—4+4=0

43y -8+ 8y —-31=0

T2+ Tyt — 34x — 48y + 103 =0

By + 6y +290=0

2y — 20y + 105 =0

2t

vk w9

N o
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correspondiente.
6. 24+ Y +4x+10v+29=0
7. 132 + 13y + 125x — 64y + 403 =0
8. 5x2 45y 32x— 8y - M =0
9. 36x% | 367 +48x 108y + 97 =0
10, 42 + 42 4 24x — 24y + 576 =0
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[=HiEI T B || Determina el drea y el perimetro para cada una de las circunferencias dadas en el problema anterior.
comespondientes
Gk lll. En los siguientes pares de circunferencias, demuestra que son concéntricas.
genencas . 4+ +2x—-8y+13=0y52+5¢ —10x — 40y +5=0
ias 2. P+yY-8x—-6y+16=0y32+3 - 24x — 18y +27=0
disciplinares h ) i ’

3

27+ 2y —6x+ 10y + 7T=0y 82+ 8y — 24x + 40y — 30=0

IV. Resuelve los siguientes problemas.

1.

La ecuacién de una circunferencia es 4x?  4y? — 16x + 12y + 13 = 0; determina la ecuacion de la
circunferencia concéntrica de la tangente a larecta 3x — 4y + 18 =0,

Determina la ecuacién de la tangente a la circunferencia x* + y* + 2x — 2y — 23 = 0 en el punto
A(2,-3).

Demuestra que la circunferenciax® + 2 +4x + 6y - 23 =0y x> + vV — Bx — 10y + 25 =0, son
tangentes entre si.

Una circunferencia de radio /13 es langente a la circunferencia x> + ¥* — 4x + 2y — 47 =0enel
punto A(6.5):; determina su ecuacion.

Determina el valor de la constante & para que la recta 2x + 3y + £ = 0 sea tangente a la circunferencia
2+ 4+ 6x+4y=0.

Determina el valor de & para que la ecuacion x* + y* — 8x + 10y + k = 0 represente una circunferencia
de radio 7.

Determina la ecuacion de la circunferencia tangenie a la recta 3x — 4y + 17 = 0 y que sea concénlrica
a la circunferenciax® + y* — 4x + 6y — 11 =0.

°Vﬂriﬁcat1.|smu]tﬂdo;mlnm:iéndampuutas:orrasp:mdiant&.....................................

Determinacién de la ecuacion de la circunferencia
a partir de fres condiciones dadas

Circunferencias que satisfacen tres condiciones

La ecuacidn de la circunferencia en su forma ordinaria (x — h)* + (v — k)* = #* contiene tres constantes inde-
pendientes i, k y r; de 1a misma manera, la ecuacién en su forma general 2 2  Dx + Ey + F =0, depende
de tres constantes independientes D, E y F. Esto sugiere que la ecuacion de la circunferencia en cualquiera de
sus formas se obtiene a partir de tres condiciones independientes que relacionen las tres constantes involucradas
en cada caso.

Puede demostrarse que tres condiciones graficas independientes. relacionadas con el trazo de la circunferencia,
son suficientes para que la circunferencia quede perfectamente determinada.

Las tres condiciones que podrian determinar la ecuacion de una circunferencia son:

a) Tres puntos.

b)
c)

Dos puntos y una recta.

Un punto y dos rectas.

d) Tres reclas.

Dependiendo de las condiciones dadas, el aplicar una forma de las ecuaciones de la circunferencia puede
ser mis convenienle que la ofra.
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EJEMPLOS o

21 ‘:ﬁpiD{:tcrmina la ecuacion, centro y radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos A(—2.2), B{4.1) y
7T |

E " ca.-o.

L)

o

=

Solucién

Como los tres puntos dados estin sobre la circunferencia, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion general
x4+ v2 + Dx + Ev + F =0, donde las constantes D, E y £ deben ser determinadas.
Con base en lo anlerior, se lienen las tres ecuaciones siguientes correspondientes a los puntos dados.

Al sustituir el punto A( -2.2) en la ecuacion general, resulta:

C+yY +Dx+Ey+F=0
(=2 + 2P+ D(-2) + E@2) + F=0
4+4-2D+2E+F=0
WD +2E+F=-8 (1)
Al sustituir el punto B{4.1) en la ecuacion general, resulta:
C+yY+Dx+Ey+F=0
@+ 0P+ D@ +ED+F=0
16+1+4D+E+ F=0
ID+E+F=-17 (2)

Al sustituir el punto C(1,-6) en Ia ecuacién general, resulla:
2+ +Dx+ Ey+F=0
(1 + (=6 + D(1) + E(—6) + F=0
1 +36+D—-6E+ F=0
D—6E+F=-37 (3)
Si 1a ecuacidn (1) se multiplica por 2, resulta:
4D +4E + 2F = 16

Al resolver simultdneamente con la ecuacion (2), resulta;

=40 +4E+2F=—16

M +E+F=—17
SE+3F=-33 (4

Si la ecuacion (3) se multiplica por 2, resulta:
2D-12E+2F=—T4

Al resolver simultineamente con [a ecuacion (1), resulta:

=20 42E+F=-8
20 —12E+2F=—-T74
—10E4+3F=-82 ()
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Si la ecuacion (4) se multiplica por — 1, resulla:

5E—-3F=33
Al resolver simullineamente con la ecuacion (5), se tiene:
—SE—3F =33
—10E+ 3F =-82
—15E—=—49
—49 49
15 15

Se sustituye el valor de E en (4) o (5), es decir:

5[£]+3F=—33 T W e
5 3 3
—148
2 i F=—r
3 3
18
F—_3 _ 148
3 9

Al sustituir los valores de E y F en cualquiera de las ecuaciones originales en este caso (3), resulta:

204 148
Do T4 M8 D=—37+"4—
15 9 15 9
—4 99542 646+ 2 220
L D=
15 9 135
D—ﬂ=—ﬂ
135 45

Al sustituir los valores de las constantes D, E y F en la ecuacion general de la circunferencia, resulta:

24y 4+ Dx+Ey+F=0
43 49 148

Xty ——xt+t—y——=0
45 13 @8
4557 +45y* —43x +147y—740 _
45

) ) Ecuacid i
45x% +45y? —43x+147y—740=0 } —
' ’ de 1a circunferencia.

Transformando la ecuacion general de la circunferencia a su forma ordinaria, y al dividir toda la ecuacion
entre 43, resulta:

45x% +45y* —43x +147y - T740

45

';
Py T, Mg
I E 45 457 45

[2 43 J [, 147 740
2——x|+| Py ——y|=—
FER M TR T

0
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Para completar los cuadrados, se suman el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de la mitad
del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuacion:

7

43 147 7 43y (147
. 43 TS 147 T as as | 740
2——x|B] |+ ¥ =y 45 |- B —
45 2 45 ° 2 2 2 45

P——xt— =
45 8 100 100 8100 45

[,. 43 1849]+[2+E Zlﬁﬂ‘g 1849 21 609 E
45 8 100
[x——_ [ 49] 78 329 } Ecuacion ordinaria

30, 4 050 de la circunferencia.
3
Las coordenadas del centro de la circunferencia son C[i—%} suradioes r= 748 ;5209.

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

C(1,—6)

2 ®e:Delermina la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto A(6.1) y es langente a cada una de las rectas
12x + 5y —2=0y4x - 3y + 6=0.

Solucién
Al elaborar 1a grifica de los datos dados, se liene:

y

|
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Considerando el punto C(h.k) como el centro de la circunferencia que es equidistante 4 las rectas langentes
de la curva, se deben considerar las distancias dirigidas o, = d,. es decir:

Ax+By+C  A'x+By+C’
+JA2+ BT 1. A7 1B
12x+5y-2  4x—3y+6
JO2P+G2  —J@? + (30
12h4+5k—2 4h—3k46 60h —520+ 25k + 39k —10—-T8=0
Jiaat2s  J16+9 8h+64k —88 =0
12h+5k—2  4h—3k+6

h+8k—11=0 (1)
J169 J25

12h+5k—2 4h—3k+6

13 B 5
5(12h + 5k —2) = 13(4h — 3k +6)
60h + 25k —10=52h — 39k + 78

Sea el radio la dislancia del centro de la circunferencia C(A,K) a cualquiera de las reclas langentes, es decir:

g, AXtBy+C _ 12x45y-2 12h45k-2 12h-5k—2 12h+5k—2

T AL B J2P107 %+ Jie . 13

Como la circunferencia pasa por el punto A(6,1), al aplicar la ecuacion de la curva en su forma ordinaria,
s¢ liene:

(x—h) +(y—ky=r?

2 5 5 o )
(6—h) +(1— k) =[”‘“}#]

S5 TN P T — TR 14452 + 25k2 + 4+ 120hk — 48h — 20k
) - 169

169(h* + K% — 12k — 2k + 37)= 14407 | 25k* — 48h — 20k + 1208k |+ 4

1694 + 169K* — 20284 — 338k | 6253 = 144h% | 25k

48h — 20k + 120hk + 4
1697 — 144h* + 169Kk — 25k* — 2028h | 48h

338k + 20k — 120hk + 6253 - 4=0
25K + 144K — 1 980h — 318k — 120k + 6249 =0

(2}
Si la ecuaci6n (1) se despeja respecto a h, se liene:
h+8k—-11=0
h=11- Bk
Al sustituir el valor de k en la ecuacion (2), resulla:
25h% + 144k — 1980k — 318k — 120hk + 6249 =0
25011 — 8K + 14442 — 1980 (11 — 8k) — 318k — 120k(11 — 8k) + 6249 =10

25(121 — 176k + 64k%) 144k — 21 780 + 15 840k
3025 — 4400k + 1 600k + 14467 — 21 780 + 15 840k
2 704k + 9 802k — 12506 =0

318k — 1320k + 960k% + 6249=0
318k — 1320k + 960k + 6249 =0

13526 + 4901k - 6253=0
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Al resolver la [érmula general, resulta:
k_—b:':'\lllbg—"'-ﬂc
2a
g —4 901 j:\.’[zt 001) —4(1 352)(—6 253) ~ —4 901 +./24 019 801+ 33 816 224
2(1 352) 2704
g —4 901457 836 025 —4901+7 605
2 704 2704
k_—49()l+?605_2'3’l}4_ R_—490]—?605_—I25I}6_ 37
a 2 704 2704 2704 2704 8
Se sustituyen los valores encontrados de & en la ecuacion (1), es decir:
Para k =1 Parak:—%
h+3k—11=0 h+8k—11=0
h4+81DH—-11=0
h+ & BCL N
h+8—-11=0 b4
h—3=0 h—37—11=0
h=3 h—48=10

h=48

'J'
Las coordenadas de los centros de las circunferencias son C(3,1) y C ’[48.—%].

El radio de la circunferencia con centro C(3,1), es:

o_12h45k—2  120)+5(1)-2 _36+5-2_39 _,

13 13 13 13
El radio de la circunferencia con centro C r[4&—%]. es:
_hesk—2_ I2{48]+5[—3—;]—2=5?6—I:S—z_-4 508—818_5—16
13 13 13 13
L _4407_3%9
104 3
La ecuacion de la circunferencia con centro C(3.1) y radio r = 3, es:
x—h+@—-kP=r E-6x+9+y -2y+1=9
(x—3P+ (- 12=03) P+yYy—6x—2y+10-9=0
x =37+ -1P=9 } Forma ordinariz. Py —-a—y+1=0 } Forma general.

La ecuacion de la circunferencia con ceniro C’[LIS._—%] y radio r = ? es:

(x—hY +(y—k) =r?
(x—43}2+i -+£]_: ﬂ]
T8 8
377 114 921
=487 4|y 21| = }Fo ordinaria.
(x ) +[}+ 8] ot rma ordinaria
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5 g i3 1369 114921
X —9x+23 004+ vy +—y+——=
. 4 644 64
3 3
.1'2+v3—96.t+£v+2 3(:4+—] L =0
’ 4 64 64

64x2 +64y* —6 144x 4592y +33 904 =0
4x? +4y* —384k +37y+2 119=0 |} Forma general.

Las ecuaciones de las circunferencias que pasan por el punto A(6.1) y son tangentes a las rectas
12x+ 5y -2=0 y &x—-3y+6=0sonx’+yY-6x—2y+1=0 y
47 + 4 —384 + 3y +2119=0.

Al elaborar la grifica correspondiente se tiene:

Eiercicio 19

I. Determina la ecuacién, centro y radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos siguientes:

rm— 1. A(5.4), B(-2.3)y C(-4.1) 6. K(5.6). L(1.-4) y M(-1.3)
Bl > A(7.3). B(2.6)y C(-2.8) 7. P(1.-1). 0(5.3) y R(-3.5)
o adesi 3. P(1.3), Q2. y R(—1,-3) 8. A(6.2). B(8.0) y C(0, 4)
. L 4. P(-3,-4),0(-7.-1)y R0,0) 9. R(5.3). 5(6.2) y T(3. 1)

disciplinares

5. K(-2.2). Li4.- 1)y M(6.4) 10. A(8,-2). B(7.1) y C(6,2)
Il. Resuelve los siguientes problemas.
1. Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,3) y B(—1.1) y cuyo centro estd
sobre larecta 2x — 6v — 22 =0.

2. Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(5,3) y B(— 3, 1) y es langentec a la
reclax+2y—13=0.

3. Determina la ecuacidn de la circunferencia que pasa por el punto A(3.9) y es langente a la recla
x + 2y — 3 =0en el punto B(1.1).

4. Determina la ecuacion de la circunferencia cuyo centro pasa sobre larecta 7x — 2y — 1 = 0y es tangente
acadaunadelasreclas dx + 3y —3=0 y 5x— 12y +5=0.
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Lh

Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(7.3) y B(0.2) y liene un radio de

5 unidades.

6. Determina la ecuacion de la circunferencia que es langente a la recta 2x + vy + 10 = 0 y pasa por el
origen y por el punto A(—1,-3).

7. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(3,2) y es tangente a la rectla
x + 2y — 4 = Oen el punto B(6,—1).

8. Delermina la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(6,—1) ¥ es Llangenie a la recla

x — 3y — 2 =0en el punto B{—1,-1).

Q\l'uriﬁ:.atusrusultado:nnla;miéndampuuta:mmpondinnto......................................

Determinacién de los diferentes casos de relacion entre la circunferencia
y la recta

Definicién de tangente a una curva

Se reconoce la tangente a una circunferencia como aquella recla que tiene un solo punto en comin con la curva,
pero existen curvas para las cuales este criterio no es suficiente, ya que larecta tangente a una curva, en un punto
dado de la misma. puede tocarla en otros puntos.

Sea la ecuacion de una curva plana cualquiera f(x,y) = 0. Sean P(x,,y;), P2(x;y,) dos puntos distintos de
la curva, de tal manera que, P, s¢ puede aproximar continuamente a Py el cual permanece fijo (Figura 3.10).

Figura 3.10

Una recta S, que pasa por los puntos P, y P de una curva dada, es una secante a la curva que se mueve con
P,. Cuando P, se aproxima a P, por cualquiera de los dos lados, la secante se aproxima a la recta langente. De
esta manera puede definirse a la recta fangente a una curva en el punto P, como la recta secante limite cuando
un segundo punto P; se aproxima a P, sobre la curva. Al punto P, se le llama punto de tangencia. La pendiente
de la curva f(x,y) = 0en P, es la pendiente de 1a recta langente en ese punto. Debe notarse que si en Py la curva
tiene un “pico”, la recta tangenie en ese punto ne existe, porque las rectas limites difieren dependiendo del
lado por donde se acerque P, a Py,
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Ecuacién de la tangente a una curva dada, en un punto particular de la misma

5S¢ puede determinar la ecuacion de la recta tangente a una curva, conociendo el punto donde hace conlacio con
la curva y su pendiente. Como el punto de conlacto P (x,.v,) es dado de antemano, debe calcularse la pendiente
en ese punto, la cual es el valor limite de la pendiente de la secante PP, cuando P, se aproxima a P,.

La pendiente de l1a secante es
Yo~ N

m=——Xx,=X
x Y. —x 2 1
3=
por ello, la pendiente de la Langente es
o Yo=Y
m= lim =2—1
wy—xy Xy — Xy

siempre que el limile exista, es decir, si en P, la curva no tiene un pico.

En nuestro caso, trabajaremos con curvas que son representadas por expresiones analiticas de segundo grado,
por lo que no serd necesario calcular en forma explicita el limite anterior. Como la recta secanle pasa por el punto
dado P(x,.y,) y liene pendiente m, su ecuacion es y = m(x — m;) -+ y,: por otro lado, la curva se representa por
la ecuacion cuadratica fix,y) = 0: asi, los puntos donde Ia secante corta a la curva serdn solucion de la ecuacion
flem(x — xy) + vy) = 0, que se obtiene sustituyendo v = m(x — x;) | y, en fix.y) = 0. Dicha ecuacidn serd de
segundo grado en la variable x, de la forma ax? | bx | ¢ = 0, con a = 0. Dependiendo del signo que tenga el
discriminante de dicha ecuacién, D = b* — 4ac, reconoceremos alguna de Lres situaciones, a saber:

D=0 D=0 D=0

dos soluciones reales dos soluciones reales iguales

i o ninguna solucion real
distintas (o una solucion real) £

Como el discriminante D depende del valor de m, resolviendo la ecuacion D = 0, obtendremos el valor de
nt para el cual la recta toca a la curva en un solo punto, es decir, oblendremos la pendiente de la recta langente a
la curva en el punto dado. Al aplicar este procedimiento se dice que se esta “anulando el discriminante™.

fixy)=0

Figura 3.11
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Si Py(x,.y;) es un punto cualquiera de la curva f(x,y) = 0 y £ es la recta tangente a la curva en dicho punto,
cuya pendiente es m. de la ecuacion punto-pendiente se obtiene la ecuacion de la recta tangente:

y—y=m(x—x)
La recta €, que pasa por P, y es perpendicular a la recta tangente es la recta normal a la curva en el punto

P, y liene por ecuacion:

1
M= —— (X —1X;)
i

Longitudes de tangente, normal, subtangente y subnormal

Como se observa en la Figura 3.11, el punto T es la interseccion de la recta tangente con el eje x. el punto N es
la interseccion de la recta normal con el eje x y el punto @ se encuentra sobre el eje x. justo abajo del punto de
langencia, por lo que la longitud del segmento P,Q es v, la ordenada de P,. A parlir de eslos punlos, se hacen
las siguientes definiciones

a) Lalongitud de la tangente es la longitud del segmento TF,.

b) Lalongitud de la subtangente es la longitud del segmento TQ sobre el eje x.
c) Lalongitud de la normal es la longilud del segmento NP.

) Lalongitud de la subnormal es la longitud del segmento ON sobre el gje x.

En el tridngulo TP, Q. sea la hipotenusa (TP} la longitud de la tangente, por el tleorema de Pitdgoras, resulia:
Longitud de la tangente (TP,) = J(TQ) + (RQ)?

Si lanﬂ:'p—=m,
T

_ne
m

Q0

.81 AQ = v,. se liene:

_»

10 = } Longitud de la subtangente.
m

Al sustituir TQ = A, y P,0 =y, en la ecuacidn de la longitud de la tangente, se tiene:
m

TR, =J(TQ)* —(RQ)’

2 )2 .3 752
Th = [1] +()=|:-2=J}—Jz+_v[1=\/_}[ i 8.
iy

m=

2 2 1
TP = wz}—].awmﬁ } longitud de la tangente.
my my

En el ridngulo QF, N, sea la hipotenusa (P N) la longitud de la normal, por el leorema de Pitdgoras, resulia:

Longitud de la normal (P,N) = J(ON)? +(FQ)
Sitan = oN =m,
A

ON = m(A0); si O = v, se liene:
ON =myy, ] Longilud de la subnormal.
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Al sustituir QN = m,y, vy P;Q = v, en la ecuacion de la longitud de la normal. resulta:

RN =(@N)* +(RQ)

PINZJ('"?] P +(w)? =\fm12 w+w =J}'52fmiz+”

BN=vw.m>+1 } Longitud de la normal.

Debemos notar que las longitudes de la subtangente y 1a subnormal tienen signo, mientras que las longitudes
de la tangente y la normal son siempre positivas. Las primeras serdn positivas si m y y, tienen el mismo signo,
y negativas cuando m y v, lienen signos conlrarios. Lo anlerior es equivalente a decir que la subtangente y la
subnormal son positivas cuando T < Q < N y negativas cuando T > @ = N. Por ejemplo. en la Figura 3.11 ambas
son positivas porque T < @Q < N (nolamos que m Y v, son positivas).

Figura 3.12

El dngulo entre dos curvas cuando se cruzan en un punto P se define como el dngulo entre sus rectas tangentes
en ese punto, por lo tanto pueden formar dos dngulos que son suplementarios (Figura 3.12).

Si las rectas langentes tienen pendientes m y m'. los dngulos suplementarios entre las curvas satisfacen
la relacion

!
m

tan = :I:L,, donde mm' = —1.
1+ mm

Cuando m'm = 1, se liene que ambos dngulos son reclos y se establece que las curvas dadas son ortogo-
nales enlre si.

Tangente a una circunferencia

En ejercicios anteriores, la determinacion de la ecuacion de la tangente se obtuvo aplicando el principio que
establece que la tangente a una circunferencia es la perpendicular al radio trazado al punto de tangencia.

Ahora, se anulard el discriminante D = b* — dac que se obtiene de una ecuacion cuadritica de la forma
ax® + bx + C =0, que surge al combinar las ecuaciones de una recta y una circunferencia.

Cuando se conoce uno de dichos datos, el otro se determinard a partir de las condiciones dadas en el problema.
Por lo anterior, consideremos los siguientes casos:

1. Se conoce el punto de tangencia
2. Se conoce la pendiente de la recta langente
3. Latangenie pasa por un punto exterior dado
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El método de solucion para cada uno de los casos es muy semejante: En cada uno se presenta una condicion
que define una familia de rectas, dependiendo de un parametro, y se determina dicho parimetro anulando el discri-
minante de la ecuacion cuadratica que resulta al combinar la ecuacidn de la circunferencia con la familia de rectas:

Se conoce el punto de tangencia Se conoce la pendiente Pasa por un punto exterior dado
Solo un miembro de la familia Dos miembros de la familia anulan | Dos miembros de la familia anulan
anula el discriminante el discriminante el discriminante

EJEMPLOS

L -
of ﬂr _#:.!-Dclcrmina la ecuacion de la tangente a la circunferencia 22 + ¥* + 2x — 2y — 39 = O en el punto A(4.5).

Ejem

; H&l. Solucion

Al aplicar la ecuacion punto-pendiente de la recta, se liene que la ecuacion de 1a familia de reclas que pasan por
¢l punto dado A{4.5) es:

Y-y =mx—x)

y—53=mx—4)

Donde, m representa la pendiente de la recta tangente por delerminar; al despejar respecto a y. se liene:

Yy—5=mx—4)
V- 3=mx —4m y=mx—4m-+ 5
Al sustituir el valor de y en la ecuacion de la circunferencia, resulta:

C+yY+2x—2y—-39=0
Xirmx—4m+ 52 +2x - 2(mx —4m+5) -39=0
X mrl r16m: 425 8y + 10mx — 40m + 2x— 2mx  8n 10 - 39=0
24 m— 8mPx+ 8mx + 2x + 16m? — 32m — 24 =0
1+ m)— (Bm* — 8m — 2)x + (16m% — 32m — 24) =0

Esta tltima ecuacion tiene en la forma ax® + bx + € = 0, la condicién de tangencia pide que se anule el
discriminante, es decir, se impone b — 4ac =0
[-(Bm? — 8m — 2)]* 4(1 + m)(16m* — 32m — 24)=0
odm® + 6dm® +4— 128m3 —32m2 +32m — 6Am® +128m + 96 — 6Fm* + 128m? +96m? =0
64m? + 160m + 100 =0
(8m + 10) (Bm + 10) =10

8m+10=0 8m+10=0
Em=—10 gm=—10
‘ 5
| .-:":]——1 m;=——

217



3 Unpap

CSEOMETRIA AMALIICA

Solo un miembro de la familia de rectas que pasan por el punto A(0.5) anula el discriminante, se ecuacion es:
y—5=m(x—4)
3
y—3=—(x—4
\ 4 ( }
Sx+4y—40=0

La ecuacion de la tangente a la circunferencia
4 v+ 2x— 2y — 39 =0e¢nel punto A(4.5) es Sx + 4y — 40=0.

Al elaborar la grifica correspondiente. se liene:
¥y

2 ®e-Determina la ecuacion de la recta tangente trazada del punto A(11.4) a la circunferencia ¥ + 2 — 8x — 6v=0.

Solucion
Al aplicar la ecuacion punto-pendiente de la recta, se liene que la ecuacion de la familia de rectas que pasan por

¢l punto dado A(11.,4), es:
Yy y=mx—x)
v—4=mx—11)
m representa la pendiente de la recta langente por determinar; despejando respecto a y se liene:

v-4=mx—11)
v-4=mx— llm y=mx— 1lm+4

Al sustituir el valor de y en la ecuacion de la circunferencia. resulta:
r+y—-8x—-6y=10
Xi4mx—-1lm+4y -S%x —-6(mx—llm+4=0
X mrx - 121m? + 16 - 22mx |+ 8mx — 88m — 8x - 6mx + 66m — 24=0
24+ mx® - 22mx + 2mx — 8x + 121m® — 22m — 8 =0
(1 + mA® — (22m* — 2m + 8)x+ (121m* — 22m —8) =0
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Esta tltima ecuacion tiene la forma ax® + bx + C = 0, para obtener las pendientes de las rectas tangentes

se impone b?

dage =0

[(22m® — 2m + )2

A1+ mP(121m?

22m — 8)=10

AB4HT +Am® +64 — 887 —352m? —32m — A84m® + 88m + 32 — 484" + BSM” +32m? =0

96m* | 56m + 96 =10
12082 +Tm +12=0

Al multiplicar por — 1, se tiene:

1202 —Tm — 12=0
Al factorizar:
4m+3I3m -4 =0
Am+3=0 3m—4=0
3 4
.i'ﬂ|=—— m: =3
4 3
Las ecuaciones de las reclas tangenles son:
3
Param = —— Para m- :—i
4 3
y—4=mx—11) y—4=m(x—11)
3 4
y—4=—=(x—11 y—4=—=(x—11
) 4( } ) 3( )
3Ix+4y—49=0 4x—3y—32=0

Al elaborar la grafica correspondinte. se liene:

Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A(11.4) a la circunferencia

x*+y—Bx —6y=0son3x | 4y
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®#-Determina las ecuaciones de 1a tangente y normal a la circunferenciax? + v* — 14x — 10y + 49 =0 en el punto
g h : 3 P
A(4.1). Calcula las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal.

Solucién

Al aplicar la ecuacion punto-pendiente de la recta. se tiene que la ecuacion de la familia de rectas que pasan por
el punlo dado A(4.1), es:
Y-y =mx-x)
y—1=mx—4)
Se despejaay:
y=mx —4m+ 1|
Al sustituir el valor de v en la ecuacion de la circunferencia, resulta:
Xy 14x - 10y +49=0
X (mx—4m+ 17— 14x — 10(mx —4m + 1) +49=0
¥ mix® 4 1em® + 1 — 8m%x + 2mx — 8m — Mx — 10mx + 40m — 10 + 49=0
2 mi— 8mi*x - 8mx — 14x  16m? 4 32m - 40=0
(1 -+ mHa® — (8n + 8m + 14 + (16m* + 32m + 40) =0
Esta tltima ecuacion tiene la forma ax® + bx + C =0, para obtener la pendiente de la recta tangente se anula
el discriminante 5* — 4ac = 0, es decir:
[(Bm? 4 Bm + 1] — 41 + mH)(16m> + 32m + 40) =0
ST + BT + 196 — 1287° + 224m> +224m — 6407 — 128m— 160 — 647 — 1287 — 160m> =0
64m™ + 96m + 36 =10
16m*> + 24m +9=0
(4m | 3)4m | 3)=0
4m+3=0 dm+3=0

3 :
m=—— My =——
'y T g

La ecuacion de la recta tangenle es:
v l=mx 4
y 1= —@ 4
' 4
4y - 4= -3x+ 12 Ix+4y-16=0

La recta normal es perpendicular a la tangente en el punto dado, por lo que sus pendientes son reciprocas y
de signo contrario, es decir:

m !
N T S e, T e i——
mo 3

|

e

La ecuacién de la recta normal es:
¥y—yi=mx—x) " La recta normal pasa por el centro de la
= 4 x — 4) circunferencia, por lo que las coordenadas
: 3 del mismo deben satisfacer la ecuacion.
4 -3y - 13=0

Las ecuaciones de la langente y la normal a la circunferencia x*  y* — 14x — 10y 49 =0
enel punto A(4,1).son3x + 4y — 16 =0y 4x— 3y — [3=0.
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Para las longitudes de la langente, normal, sublangente y subnormal. lenemos que del punto dado A4.1).

3 r
v, = 1. m=——. Asi,

| L (3) g5
.|’ﬂr+——3 Z +—§

Longitud de la tangente =‘%
m

4
) 37 [9 5
Longitud de la normal =|_vj|\ﬂm|z+]=|lj [_E] +1= E‘i— =—
4

4
Longitud de la subtangenle = H —l =——
&l £C m, _E 3
4 Ambas negativas porque
3 3 T>0>N
Longitud de la subnormal = my, =[—;—J{I} = —i

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:
¥

Ejercicio 20

I. Con ayuda de tu profesor, determina la ecuacion de |a tangente a cada una de las circunferencias dadas

en el punto indicado.

. 24+ —-8xr—2y+7=0enA(12) 4. X 4+y - Bx+3=0enA(6.3)
2. P24y -3x—-Ty+12=0enA(34) 5 2+ - 100=0enA(6,—8)
3. 24y - 2x -6y 3=0cnA(1.6)

Il. Determina la ecuacion de la tangente a cada una de las circunferencias dadas cuya pendiente es la que

se indica. (Todos los problemas tienen doble solucién).

3 2
1. 22 +y—4x— 16y +43=0para m=— 4. x*+y* - Bx+6y+20=0para m:—E
m=—=

2. 24y +8 12y +34=0param=—1 5. 5x24 5y - 98x — 142y | 737 =0para
3. 2ty - 10x 42y 18=0param=1
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lll. En equipo determinen la ecuacién de la tangente trazada del punto indicadeo a cada una de las siguientes
circunferencias y en plenaria discutan sus resultados. (Todos los problemas tienen doble solucion).

Escribe los nimers LB

' 2
Ccmpekmcim kY
generncas -
G s 4,
disdplimxml 5

® % ®o® EE® E R R EE SRS EEEEE R EE SN E ST EEEEE T EEEEEWEEE T EE TR W E WA EEE RN E R EE SRR R W NS R WA

De A(1,1)a5x + 5y* — 12x — 24y + 31 =0
De A(B6)a2x* + 2y + 4x + 4y — 48=0
DeA(-2Tyal3 + 3y +6x — 24y + 36=0
De A6~ ax* +¥ +2x— 2y —35=0
DeA(-54)ax* +y¥ - 1x +7=0

V. Determina las ecuaciones de la tangente y normal; las longitudes de la tangente, normal, subtangente
y subnormal para cada una de las siguientes circunferencias en el punto de tangencia indicado.

W

¥ 4x + 6y — 100 =0en A(6.4) 4. X+ y=25enA(34)
¥+ 3 -3 =0enA(3.5) 5 24y —2x+ 2y —15=0en A(0,3)
24y - 10x+ 2y - 39=0en A(-2.3)

V. Resuelve los siguientes problemas.

10.

Dada la circunferencia x* + y* = 18, determina los valores de k para los cuales las rectas de la familia
xtytk=0O

a) Corlan a la circunferencia en dos puntos distinlos.

b) Son langentes a la circunferencia.

¢) No tienen ninglin punto en comin con la circunferencia.

-

. Determina las ecuaciones de las langentes a la circunferencia x* + y* + 4x — 10y + 21 = 0 que son

31
paralelas alarecta x —y= =

. Determina las ecuaciones de las Llangentes a la circunferencia x> + y? + 6x — 8 = 0 que son per-

pendiculares a larectadx — v+ 31 =0,

Determina las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 9x* + 9y? + 18x + 12y — 32 =0 cuya
pendiente es —; encuentra tambicén la ecuacion de la normal a la circunferencia. si pasa por el centro
2

de la misma.

. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A(6.—4) a la circunferencia

22+ 2y -8 — 4y — 15=0.

. Delermina las ecuaciones de 1a tangente y la normal a la circunferencia x® + y* — 6x — 10y + 21 =0,

en el punto A(1,—2): demuestra que la normal pasa por el centro de la circunferencia.

. Determina el dngulo agudo que forman las circunlerencias x* + ¥y — 12x — 4y + 11 =0y

2x? + 2y* — 34 =0 en su interseccion.
Del punio A( -5,4) se irazan tangentes a la circunlerencia x* + y* — 10x + 7 = 0; determina el dngulo
agudo que forman dichas langenles.

. Dada la circunferencia x> + y* — 6x — 2y 6 = 0, determina los valores del pardmetro m para los

cuales las rectas de la familia y = mx + 3:

a) Corlan a la circunferencia en dos puntos distintos.

b) Son langentes a la circunferencia.

c} No tienen ningtin punto en comun con la circunferencia.

Determina el dngulo agudo que se forma al cortarse la circunferenciax® + v* + 2x — 4y + 3=0con
larecta2x + 3y — 6 =0.
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11. Demuestra que las siguientes circunferencias 4x* + 4y° + 8x — 16y =0y 22> + 2y* + 8x + 4y =0
se cortan ortogonalmente.

12. Determina la ecuacion de la recta con pendienle 5 que es tangente a la circunferencia
x2+y:—8x+2y—9=0.

13. Determina las ecuaciones de la tangente a la circunferencia x> + y* — 26x — 2y + 45 = 0 que es
paralelaalarecta2y — v - 2=10.

4. Determina la ecuacién de la normal a la circunferencia x* + y* + 8x — 10y + 31 = 0 en el punto
A(3.2): calcula 1a longitud de la normal y la subnormal.

15. Determina la longitud de la tangente lrazada desde el punto A(-7.8) a la circunferenciax®  yv* — 9=10;
deduce la formula correspondiente.

°vﬂiﬁ:ﬂtﬂlmuhmﬂﬂhméﬂdﬂmﬂpmC'ﬂl'mpﬂﬂdiﬂﬂtﬂ.ollllooo-lllloooolllloooillloooolllloo

Posicién relativa de dos circunferencias

Familias de circunferencias

La circunferencia que cumple con menos de tres condiciones independientes no es tnica, ya que la ecuacidn
de la circunferencia que solamente salisface dos condiciones dadas, debe contener una constante arbilraria por de-
terminar. la cual se denomina parimetro.

Por lo anlerior, se eslablece que la ecuacion representa a una familia o haz de circunferencias dependientes
de un parimetro.

Ejemplos

I. ;Cudl es la ecuacion que representa a la familia de circunferencias cuyo centro comiin es €(3,7)?
Aplicando la ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria, lenemos: (x h* (v B =r
sustituyendo las coordenadas del centro, resulla:

x—3P+y—T=K

La ecuacion anterior representa la familia de circunferencias concénltricas, en donde el parimetro
K = r ¢s cualquier nimero positivo.

b2

;Cuil es la ecuacion que representa a la familia de curvas que pasan por las intersecciones de dos circunfe-
rencias dadas?
Las ecuaciones de dos circunferencias diferentes. son:

P2+ +Dx+Ey+Fi=0 (C)
E+Y+Dx+ Ey+F=0 (C)
De (Cy) y (C,) se deduce la ecuacion:
PV D+ Ey+F+HKE+ Y+ Daxt Ey+F)=0 (1)
donde el parameltro K es cualquier numero real.

Si las circunferencias dadas se inlersecan en dos puntos diferentes Py(x,.y,) y Pa(x;.y;). las coordenadas
de cada punto satisfacen a (Cy) y (C;), por lo que también satisfacen a (1), es decir: 0 + £(0) = 0, que es
verdadera para cualquier valor de K.
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Por lo anterior, establecemos que 1a ecuacion (1) representa la Familia de curvas que pasan por las dos
intersecciones de las circunferencias (Cy) y (Cy), donde no es necesario que se determinen las coordenadas
de los puntos de interseccién.

Desarrollando 1a ecuacion (1), sc tiene:
2+v4+Dx+EYy+F+KE+ YV +Dax +E+F)=0
2+ +Dx+ Ey+F, + K2+ K +KDox + KEsyt KF, =0
KA VKV + Dix + KDx + Eyy + KExy + Fy + KF2=0
(1 + K+ (1 + Ky + (D) + KDyx + (E) + KE))y + F + KF, =0 (2)

Esta ecuacion permile determinar 1a naturaleza de las curvas de dicha familia, es decir:

a) La ecuacion (2) se simplifica a una de primer grado cuando K = — 1. es decir, representa una linea
recta que es la cuerda comin entre las circunferencias (Cy) y (Cy).

b) Si las circunferencias (C,) y (C,) se inlersecan en dos puntos distintos, la ecuacion (2) representa,
para cualquier valor de K diferente de 1, todas las circunferencias que pasan por dichos puntos
de interseccion de (Cy) y (Cy), con la tinica excepeidn de la circunferencia dos.

¢} Si las circunferencias (C)) y (C;) son langentes entre si, la ecuacion (2) representa, para cualquier
valor de K diferentes de — 1, todas las circunferencias que son tangentes a las circunferencias (C)
y (C3) en su punto de tangencia, con la dnica excepcion de la circunferencia dos.

d) Si las circunferencias (C)) y (Cy) no lienen ningtin punto en comin, la ecuacion (2) representa una
circunferencia, siempre y cuando K sea diferente de — 1 y cumpla con las D* + E? — 4F = 0.

¢) Laecuacion (2) se simplifica a la ecuacion de la circunferencia (C,}, cuando K = 0.

La linea recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concéntricas, s¢ denomina recta de
los centros. La ecuacidn (1) que representa todas las circunferencias de la familia y que lienen su centro en
la recta de los centros de las circunferencias (Cy) y (C4), es decir, los centros de (Cy) y (C5) son, respecliva-

Dy, E D, E
mente, [—?' —?'] Y [—?' = Tz] y la ecuacion de la recta que contiene dichos puntos ¢s:
2(E| E;}I 2(D| Dg;' _‘lII I DzEj D|EI — C'

_D|+K.Dg _Ej‘l'KEz
200+K)° 204K )

La ecuacion anlerior se satisface por las coordenadas del centro
cualquier circunferencia que se represente por la ecuacion (1).

para

EJEMPLOS *
O gues
T:h_::' 3 & - Escribe la ecuacidn de la familia de circunferencias concéntricas cuyo centro comin es el punto C(4, - 2); cons-
_E} I/ 1 lruye la grifica de tres elementos de la familia, especifica el valor del pardmetro en cada caso.
m": )
Solucién
Al aplicar la ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria, se liene:
(x—h+(y—kP*=r
Al sustituir Ias coordenados del centro dado, resulta:
i -4+ +2V=K
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Esta es la ecuacion de la familia de circunferencias concénltricas, donde el parimetro K = r es cualquier
nimero positivo.

Si K = 2, la ecuacion del miembro de 1a familia que corresponde es:
x4+ +2P7=(27
- +y+2P=4 } Forma ordinaria de la circunferencia.
-8 tl6t+y 4y 4=4
L+y—8x+4y+20-4=0
2+y-8x+4y+16=0 } Forma general de la circunferencia.
5i K = 3, la ecuacion del miembro de la familia que corresponde es:
@ -4+ +2F=3y
x—4+H+27=9 } Forma ordinaria de la circunferencia.
-8 tle+yV+4y+4=9
+y—-8r+4y+20-9=0

1

3

2

¥ —8x44y+11=0 } Forma general de la circunferencia.
Si K =4, la ecuacion del miembro de la familia que corresponde es:
(x =+ (y+27 =47
x—4+F+2F=16 } Forma ordinaria de la circunferencia.
X816+ 4y +4=16
4y —8c+4y+20-16=0

Py -S8xtdv+4=0 } Forma general de l1a circunferencia.

Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene:

y

2 ®e-Las ecuaciones de dos circunferenciasson x> +y> - 8xr — 4y + 11 =0(C)y* + ¥y —dx + 4y - 8=0(Cy):
determina la ecuacion de la circunferencia (C;) que pasa por las intersecciones de (C)) y (C,) y tiene su centro
sobrelarecla2x +y — 14=0.

Solucién

La ecuacion que representa la familia de curvas que pasan por las dos intersecciones de las circunferencias
dadas, es:

o AV IDx+Ey+F K02+ Y+ Dax+ Epy + F)=0
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Al sustituir 1as ecuaciones de las circunferencias dadas, se tiene:

Y-8+ N+ K +yY —dxt+4y-8)=0 (1)
X4y -8 -4y + 11 + K+ Ky - 4Kx + 4Ky - BK=0
XK+ Ky - 8x — 4Kx — 4y + 4Ky + 11 - BK=0
(1 +KP+ 0+ Ky - B8 +4Kx — (4 -4K)y + 11 —8K=0

Donde el parimetro K se delermina por la condicidn de que el centro de (Cy) se ubica sobre la recta dada.

El centro de dicha circunferencia se determina por las coordenadas:

D,+KD, E, +KE,
[_ 204K)° 2(1+K)
_ —(8+4K) _—(4—4;{)}_ Z(4+2K) Z(2-2K)
[ 200+K) " 20+K) | z(1+x)‘,z’(l+x}}
44508 328
[ 1+K " 1+K ]

Como estas coordenadas deben satisfacer la ecuacion dada 2x -+ vy — 14 =0, se tiene:

2[4+2K]+[2—2K
1+ K 1+ K
8+4K  2-2K
1+K 14K
8+4K +2-2K —14(1+K)
4K B

10+ 2K —14—14K =0
—12K—4=0

12K =4

140

—14=0

0

4 1
K:—:——
—12 3

Al sustituir el valor de K en la ecuacion que representa la familia de curvas de (1), al simplificar se obtiene
la ecuacion de la circunferencia (Cs).

24y 8x—4y 11+ K(2+y* —4x+4y—8)=0
x +y3 —8r—4y+1 1+[—%](12 +}-2 _4x+4_‘p'—8:l=0

T 2 4 4 8

M T B (U O SO L
S i T S I T
27 2y' 20x 16y 41 _

I 3 3 3 3 3

0

Ecuacién general de
2x% 4 292 _20x—16y+41=0 } S o
la circunferencia ( Gy ).
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Reduciendo a su forma ordinaria, resulta:

e 0
2 2 2 2 2
41

2y —10x—8y=——
4y x—8y 5

(_ri—]ﬂx+25}+(}’2—8}'+16}:25+16—¥

(=P +(y—4P =22

41 } Ecuacién ordinana de
Z

la circunferencia (C5).

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

Se hace notar gue los
centros de Cp. G y €
son colineales.

+y—14=0

Eje radical

La ecuacion que representa la familia de circunferencias para todos los valores de K diferentes de [, es:
24+ +Dx+ Ey+F+ K@+ y +Dx + Ey+ Fo)=0
Especificamente cuando K = — 1, la ecuacion anterior se reduce a:

(D, — Do H(E, — EWt+F —F,=0 (A)

Si las ecuaciones (C) y (Cy) que forman la ecuacion representativa de la familia de circunferencia no son
concentricas, se confirmard que Dy = D» 0 E; = E;, 0 ambas, de tal manera que por lo menos uno de los coefi-
cientes de x y y en la ecuacion (4 ) serd diferente de cero, por conclusion la ecuacion (A ) representa la linea recta
denominada eje radical de (C) y (C,).

Si las circunferencias dadas (C)) y (C;) se intersecan en dos puntos distintos, el eje radical pasa por dichos
puntos y coincide con la recta cuerda comiin entre las circunferencias.

Si las circunferencias dadas (C) y (C,) son langenles entre si, su eje radical es la recta tangente comin

entre las circunferencias.
Si las circunferencias dadas (C;) y (C5) no tienen ningtin punto en comtn y tampoco son concéntricas, su
eje radical no tiene ninglin punto en comtin con ninguna de dichas circunlerencias.
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Demostracién de que el eje radical de dos circunferencias cualesquiera
es perpendicular a su recta de los centros

La recta que pasa por los centros de dos circunferencias (C) y (C3) no concéntricas se denomina recta de los
centros y se escribe:
Q(Et E‘z)_l. ?[D| Dz}y 1 DQE] D|E2 = G

La pendiente de dicha recta es:
A__LE-E) E-E

m=——= — ., donde Dy = D,.
B —2(Dy—D;) D—Dy
De la ecuacion del eje radical (A ) su pendiente, es:
m= —-@-z—u. donde E, = E;.
B E—E;

Como las pendientes determinadas, son reciprocas y de signo contrario, las rectas son perpendiculares entre si.

Cuando D, = I),, en la ecuacion (A) se establece que la recta eje radical es paralela al eje x del sistema
coordenado y por consecuencia la recta de los centros es paralela al eje v comprobindose que ambas reclas son
perpendiculares entre si.

De la misma manera, cuando E; = E;. el eje radical es paralelo al eje y y la recta de los centros serd paralela
al eje x: por lo lanto, siguen siendo perpendiculares entre si.

Longitud de la tangente trazada desde un punto exterior a una circunferencia dada

Una importanie propiedad de aplicacion del eje radical se enuncia en el siguiente principio: La longitud del
segmento tangente a una circunferencia desde un punto exterior al punto de tangencia es:

r=\;(x. —h)? +(w —k)" —r?, o bien. t=yJx2+%2+Dx,+En+F

Donde:

Py(x,.y,). es el punto exterior.

(h.£). son las coordenadas del centro de la circunferencia.

r, es el radio de la circunferencia.

D, E, F. son los coeficientes de la circunferencia en su ecuacion general,

Para demostrar el principio anterior, se loma como base la siguiente grafica.

v
: Pilxy)

Si T es el punto de tangencia a la circunferencia (x — £)* + (v — k)* = 2, desde el punto exterior P, (x,.v).

fes la longitud del segmento AT.
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Si el segmento CT es la distancia del centro de la circunferencia al punto de langencia y representa al radio
(CT = r) de la circunferencia dada y ademds es perpendicular a la longitud de la tangente £.

Al aplicar el teorema de Pitdgoras en el tridngulo P, TC se tiene:
(Opuesto)® = (Hipolenusa)® — ( Adyacente)*
— ) — 2 ——42
(RT) = (cm) - (cT)

Por la ecuacion de distancia entre dos punlos, se deduce que ( CP,y = (x; — Ay (v k)? al sustituir en
la ecuacion del teorema de Pildgoras resulla:

(O =@ —h)?>+n—kP — @)
t=J(x; —h? +(y, — kP —r2
4] IZJI[: +_‘r‘|2 + DI] +£}"[ +F

Se hace notar que en realidad se pueden trazar dos tangentes desde el punto P, ala circunferencia dada. pero
ambas longitudes son iguales.

Por lo anterior establecemos la siguiente propiedad: El eje radical de dos circunferencias dadas no concén-
tricas es el lugar geométrico de un punto que se mueve de Lal manera que las longitudes de las langentes que se
trazan desde dicho punto a ambas circunferencias son iguales.

Si las ecuaciones de dos circunferencias no concéntricas son:
P2+ Dx+Ey+F=0 (C) v 2+ V+Dx+Ey+FR=0 (C,)
sea el punto movil Plx, v) y las longitudes de las tangentes f, y f, trazadas desde P a cada una de las circunfe-
rencias respectivas.
Por la formula de la longitud de la tangente, se tiene:
t2=x*+y +Dx+ Ey+F,

B=x+V+DxtEy+F,
Como las longitudes de las tangentes son iguales (f, = f1). es decir:

P+ +Dx+Ey+Fi=x+¥Y+Dax+Ey+F

X+ Y+ Dix+Ey+F =27 5 —Dyx—E;y—F, =0
D|X DZI l E|_\' Ezv } F| F2=ﬂ
(D| D'I}X | (El El)_"‘ I‘ F| Fl — ﬂ

La ecuacion resultante es el eje radical de (Cy) y (C3).

De igual manera si Py{x,.v,) es el punio movil que esta sobre el eje radical, se demuesira que las longitudes
de las tangentes trazadas desde dicho punto a cada circunferencia dada, son iguales.

Si consideramos tres circunferencias dadas, de las cuales no hay dos que sean concéntricas; cada par tiene un ¢je
radical y las tres tomadas de dos en dos forman tres ejes radicales: en caso de que las tres circunferencias no lengan
una recta de los centros en comiin, sus Lres ejes radicales se intersecan en un punto que se denomina centro radical.
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EJEMPLOS )

O el

_::{,. '%‘-Dclcrmina la ecuacidn del eje radical de las circunferencias 9x* + 9y* — 54x — 48y | 64 =0 (C,) y
E_ A x4+ Bx - 10y + 37 =0(C,) y demuestra que es perpendicular a su recta de los centros.

W

Solucién

Se multiplica la ecuacion (C;) por 9, es decir:
9% + v+ 8x— 10y + 37=0) 9+ 9y? + T2x — 90y + 333=0
De las ecuaciones (Cy) y (C3) se forma la ecuacion que representa la familia de circunferencias:
0x% + 9y — 54x — 48y + 64 + K(9x% + 9 + 72x — 90y + 333)=0

Para obtener la ecuacion del eje radical se hace K = —1:

9% + 9y — Sdx — 48y + 64+ (19 + 9 + T2x - 90y | 333)=0
,94"’+}_v"—541—4E}r+6479ff,—)}_\-{—?2x+90y—333=l}

126x + 42y — 269 =0
126x 42y + 269 =0 }  Ecuacién del eje radical.

La pendiente de 1a recta del eje radical es:
A 126
1 e T —
B —42
Las coordenadas de los centros de las circunferencias dadas, son:

—3

4 48

i & 9 9 8
Para (C)) [——L,——‘}= —2. 9 =[3,—]

2 2 2 2 3

E; 8 —10

P o [-2,-2) (-2 219)_( 4

2 2 2 2
Al determinar la pendiente entre estos dos centros, se tiene:

8 8—-15
_"-’l__‘r’z_g_s =7

— 3 —— —
1

1
m= i
3

Como la pendiente del eje radical y la pendiente de Ia recta de los centros son reciprocas y de signo contrario,
las rectas son perpendiculares entre si. Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene:

¥
=

i
=

=

/

o
+

~L
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2 ®e:Determina la longitud de 1a langente que se traza desde el punto A(3.4) a la circunferencia
6x + 6y + 24x + 8y — 70=0.
Solucién

Al transformar la ecuacion general de la circunferencia dada, a su forma ordinaria, resulta:

6x* 6y 24x 8y 70

i SO i Ll A Do T

6 6 6 6 6
Al dividir entre 6, se tiene:

Py Haxtay-2 0
' ¥- 3

Al ordenar los términos:

3 = 35
I[Ju:—+4x]—[}'2 +—}r]=—
3 3
Al completar cuadrados:
4y 47
a¥| |, 4. |3 4y 13| , 35
12+4x+[-—} +H| ¥y A=yH= =[-—] H3| +=
2 3 2 2 Z 3
. e X BB 16 35
{_r-+4.1:+4}+[}'-+—_\'+— =4+—+
37 36 36 3
5 47 144 +16+420
{x+2)‘+[_v+—] =
] 36
2 27 145 i i
GePalyes] = Ecuacion de la c'ircqnt'cmn
3 9 en su forma ordinaria.

i i . . . 2 z
De la ecuacion anterior, se tiene que el centro de la circunferencia es C [—2,—;] cuyo radio al cuadrado es

_ M5 )
%
Al sustituir los datos dados y los que se obtuvieron a partir de la ecuacion de la longitud de la tangente resulta:

r2

1=l ) +(n— k) 72 =J€3+z}“+[“+§r‘ e

5
1=J25+ﬁ_E=J25+_I=JM=g 69 =~ 5.5377
9 9 9 9 3

Una forma mas sencilla para determinar la longitud del segmento tangente consisle en suslituir direclamente
las coordenadas del punto dado en la ecuacion de la circunferencia dada, siempre y cuando los coeficientes de

x? y ¥* sean iguales a la unidad, es decir:
La ecuacion dada 6 | 62 | 24x — 8y — 70 =0, dividida entre 6 se transformaen x2 + 2 4 4x + %..,_¥ 0.

La longilud del segmento langente es:

‘- t=\x2+y2+Dx,+Ey,+F
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Al sustituir las coordenadas del punto dado, resulla:

t= J?E +47 +4(1}+ }——

\/q+ns+ |2+E—E J??—? = \[' : '; -

‘z\F qu ] sz 4(69] _J—mﬂﬂ?

Comprobando de esta forma la longitud del segmento tangente.

Al elaborar la grafica correspondiente. se tiene:

¥

|
| »

Eiercicio 21
y I. Determina la ecuacién de la familia de circunferencias concéntricas cuyo centro comun es el punto
. indicado; grafica tres elementes de la familia y especifica el valor del pardmetre en cada caso.
l. A(-2,—4) 2. C(3,-8) 3. E04) 4. D(-6.1)

Il. Determina la ecuacién de la familia de circunferencias, cada una de las cuales pasa por el origen y el
punto indicado; grafica tres elementos de la familia y especifica el valor del parametro en cada caso.

L A@42) 2. B(-1,-3) 3. C(52) 4. D(1,-4)

Il Resuelve los siguientes problemas.
E Dclcrmina la ecuacion de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias
(Co: x> + ¥ — 8x —6y + 17 =0y (C2): ¥* + ¥* — 18x — 4y + 67 = 0 y por el punto A(—8,5).
2. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por las inlersecciones de las circunferencias
(Cx + ¥y +Tx— 10y § 31 =0y (Ca:x* + ¥ — x— 6y + 3 =0y liene su centro sobre la recta
2x—2y —4=0.
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3. Determina la ecuacidn de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias
3 g y . 1
(C: X +y +2x— 6y — 16 =0y (Ca): x* + ¥ — 6x + 2y =0y liene de radio en E"@

4. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias
(Coi:® 3 —6x +4=0y(Ca):x> + ¥~ 2=0yqueecstangente alarecta3x + 9y — 42 =0.

5. Demuestra que las circunferencias (Ci): 2% + ¥ +4x | 6y - 23=0y(Cz:® 4 ¥ 8x — 10y | 25=0
son langentes; delermina la ecuacidn de la circunferencia tangente a C, y €5 en su punlto comiin y que
pasa por ¢l punto A(1.0) y demuestra también que el centro de esta circunferencia esta sobre la recta
de los centros de (Ch) y (Ca).

6. Demuesira que las circunferencias (Ci): 4x | 4% — 40x 8y 4 79=0y(Co: x> | ¥ + 2x - 8y | 13=0
no se corlan.

7. Determina la ecuacidn de la circunferencia que pasa por l1a interseccion de la circunferencia
Py +2x -2y - 32=0conlarecta2x — 2y + 8 =0y porel punto A{—10,-2).

8. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por la interseccion de las circunferencias
(Cx® +y —16x — 10y + 4=0y(Ca: x> + ¥ +4x + 2y — 12 =0y por el punto A(0,2).

Determina la ecuacion del eje radical de las circunferencias dadas y demuestra que es perpendicular

a la recta de los centros.

L (C@+y—2x— 10y + 10=0y(Ca)y: 4% + 4% — 32x —12y + 37=0.

2. (C):X+ ¥V —8y+6=0y(Ca)y:x"+y — 14x— 6y +38=0.

3. (G4 —-6x -2y - 15=0y(Car 22+ ¥V +4x+6y—3=0.

Resuelve los siguientes problemas.

. Determina la ecuacion y la longitud de la cuerda comiin de las circunferencias
(Ci:2+ ¥+ -3y -52=0y(C): 2 +yY-2x+2y-32=0.

2. Determina la longitud de la tangente trazada desde el punto A(6.4) a la circunferencia
P2+y¥+4a+6y—19=0.

Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias
(G2 + V¥ H2x + 11 =0,(Co:x® +y2 —4x -2l =0y (Caix® +y* —4x + 16y + 43 =0y las

longitudes de los segmentos tangenles trazados desde el centro radical a cada circunferencia dada.

e

4. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias
(C): 2+ ¥+ 6x+6y+9=0,(C2: 2+ Y +4y - T=0y(Cr:2* + 2* + Sx + 3y +9=0y
las longitudes de los segmentos tangentes trazados desde el centro radical a cada circunferencia dada.

5. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias (Ci): x* + y*  3x — 2y — 4=0,
(C2):® + ¥ — 2x —y— 6 =0y (Ca): x> + y' = | y las longiludes de los segmentos tangenles trazados
desde el centro radical a cada circunferencia dada.

6. Encuentra la ecuacion del eje radical de las circunferencias (Ch: x> +¥* — 2x — 10y + 10=0y
(Cz):4x2 + 4y* -~ 32x —12v 37 =0. Propon las coordenadas de algiin punto sobre el eje vertical
y demuestra que las longitudes de los segmentos tangentes, trazados desde ese punto a ambas
circunferencias son iguales.

°\Faﬁﬁ:atusmultadn:nnIn;mi&ndnmspuu‘lascnrrupandiam..................................................
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* PROBLEMAS DE APLICACION

Circunferencia

1 ®e-Enel siguiente sistema coordenado se muestra un impulsor de banda y polea. Si el radio de la polea menor
es 2.1 pulgadas y el radio de la polea mayor es de 4.2 pulgadas; determina la ecuacion de cada polea.

¥

Escribe los mimesos
comespondientes

2 ®e. Un capacitor cilindrico consiste en dos cilindros concéntricos separados por una distancia de 3.2 mm. La
seccion transversal del capacilor se traza sobre un sistema carlesiano, donde el circulo exterior se ubica en el
primer cuadrante y tangente a los ejes coordenados x y y. Si el radio del circulo interior es 5.2 mm, determina
la ecuacion de cada circulo.

3 ee- Una arcada tiene la forma de un rectdngulo con un semicirculo en la parte superior. Al elaborar la grifica de
la arcada en un sistema cartesiano, con vértices en los puntos A(2.0), B(6.,0). C(6,5) y [{2.5), determina la
ecuacidn del circulo al que pertenece el semicirculo de la parte superior de la arcada.

A e La orbita de la Tierra alrededor del Sol y la orbita de la Luna alrededor de la Tierra son, aproximadamente.
circulos de radios 1.5 x 10* km y 3.8 x 10° km, respeclivamente, con el Sol en el centro de la orbita de la
Tierra y la Tierra en el centro de la 6rbita de la Luna. Si se ubica al Sol en el origen de un sistema carlesiano,
;cudl es la ecuacidn de la drbita de la Luna?

5 @e: Un laboratorio espacial gira alrededor de la Tierra a una allitud de 380 millas. Cuando un astronauta mira al
horizonte de la Tierra, detecta un dngulo # de 65.8°, segiin se muestra en la figura:

a) Calcula el radio r de la Tierra.
b) Si el centro de 1a Tierra se fija en el punto €(2,3), ;cudl es la ecuacion de la Tierra, si €sla se considera

circular?

6 ®e- Unsatélite, situado en el punto 5(-—9,5) gira alrededor de un planeta de perfil circular descrito por la ecua-
cién x* + ¥* — 8x — 6y = 0. Dicho satélile envia senales langenciales al planela, determina las ecuaciones
de las rectas que indican la trayectoria de las senales.
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Determinacion de la ecuacion de la pardbola y su grafica

Definicién

La pardbola es el lugar geométrico de los puntos que se mueven en un plano, de tal manera que equidistan de un
punto y una recta fijos en el plano. El punto fjo se denomina foco y la recta fija directriz de la misma.

Elementos de una parabola

Figura 3.13

Si designamos al foco y la directriz por F y {, respectivamente, la recta g que pasa por el foco y es perpendicular
a la directriz se denomina eje focal o eje de la parabola: sea A ¢l punto de interseccion entre el eje de la paribola
y la directriz; el punto V es el punto medio del segmento AF y por definicion estd sobre la pardbola, dicho punto
se denomina vértice; sca BB’ el segmento de la recta que une dos puntos diferentes de la pardbola, se denomina
cuerda; particularmente si una cuerda pasa por cl foco. tal como CC’, se denomina cuerda focal: si la cuerda
focal es perpendicular al eje de la pardbola, tal como LL', se denomina lado recto; sea P un punto cualquiera de la
paribola y la recta P que une al foco con dicho punto, se denomina radio focal de P o radio vector (Figura 3.13).

Ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y eje focal sobre alguno de los ejes
coordenados

5i consideramos la pardbola con vértice en el origen cuyo eje focal coincide con el eje x (Figura 3.14).

£

o Fip.0)

Figura 3.14
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5i el foco dista p unidades del vértice, sus coordenadas son F(p.0): como el vértice equidista del foco y de
la directriz, la ecuacién de esta dltimaesx = —p.

Si Pix,y). un punto cualquiera de la pardbola por el que se traza el segmento PA perpendicular a la directriz:
con base en la definicién de pardbola, dicho punto debe satisfacer la condicién geométrica de |FP| = |PA|.

Al aplicar la ecuacién de distancia entre dos puntos, tenemos:

|FA =x—p +(y— 0P =Jx—py* +¥°
Se aplica la ecuacion de distancia de una recta a un punito, es decir:
[PA| =[x+ pl
Analiticamente, la condicidn geométrica se representa como:
|FP =[P4l
Ja—pP+y:=[x+p
Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion anterior y simplificando, resulta:
3 - 2
(Voa=pT+y) =(x+4)
x—pyY+y*=x>+2px+ p?
=2px+pP+yi=x4+2px+ p?

}'2=,Y*/+2px+p!—,ve’+2p_r—)pf

y:=4px
Si extraemos raiz cuadrada a ambos miembros de la ecuacidn anterior, obtenemos:
VY =4px
y==22px

Para valores reales y diferentes de cero de la variable v, los valores de p y x deben ser del mismo signo: por
lo anterior se consideran dos casos:

1. Sip =0, nodeben tomarse en cuenta los valores negativos de x, por lo que la parabola se abre a la derecha del
¢je v y se extiende indefinidamente hacia arriba y hacia abajo del eje x. Por lo tanto, la ecuacidn de la pardbola
es ¥* = 4px; las coordenadas de su foco son F(p.0) y la ecuacion de su directriz es x = — p (Figura 3.15).

€| £

y
X\
oL Fpm fame /

x=-—p ¥=-—P

>

Figura 3.15 Figura 3.16
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2. 5ip < 0.no deben tomarse en cuenta los valores posilivos de x, por lo que la paribola se abre a la izquierda del
gje v y se extiende indefinidamente hacia arriba y hacia abajo del eje x. Por lo tanlo. la ecuacion de Ia parabola
es ¥* = 4px; las coordenadas con su foco son F(p,0) y 1a ecuacion de su directriz es x = — p (Figura 3.16).

Con base en la ecuacién y* = 4px, la pardbola no presenta asintotas verticales ni horizontales.

En la ecuacion y= :I:EJ;E se lienen dos puntos sobre la pardbola cuya abscisa es p; uno de ellos liene
de ordenada 2p y el otro tiene 1a ordenada - 2p, dado que la abscisa del foco es 1, se establece que la longitud
del lado recto (LR) es igual al valor absoluto de la canlidad 4p, es decir: LR = |4p|.

Consideremos la paribola con vértice en el origen y cuyo eje coincide con el eje v (Figura 3.17).

¥
. IP(x.}‘)
FOp) ¢
o ) =*
£
y=-p
Figura 3.17

Como el foco estd sobre el eje v, sus coordenadas son F(0.P) y la ecuacidn de la directriz de acuerdo
con la definicidn de paribolaesy= —p.

Si P(x,y) es un punto que se mueve libremente sobre la paribola, de acuerdo con la definicion, sus dis-
lancias al foco y a la directriz se mantienen iguales, es dedir:

|FP| = |PA|

Al aplicar las ecuaciones de distancia entre dos puntos y distancia de punto a recla, se tiene:

|FAl = J(x— 07 +(y— pP? = x* +(y— p)?

A = 1P

JorrE el

Cada punto Pix,y) de la pardbola satisface la ecuacion:

e+ pP =|y+p|

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacion anterior y simplificando, resulla:

(JEro—pr) =(y+4)

A= pr =y +2py+p

12+f—2m+p{=f+2py+pf
x2—2py=2py
x*=4py
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Para despejar a x. se toma la raiz cuadrada a ambos miembros de la ecuacidn anterior, es decir:

V¥ = iy
x=+2,/py

Para valores reales y diferentes de cero de la variable x, los valores de p v v deben ser del mismo signo:
por lo anterior, se consideran dos casos.

3. Sip > 0. no deben lomarse en cuenta los valores negalivos de v, por lo que la parabola se abre hacia arriba
del eje x y se extiende indefinidamente hacia ambos lados del eje y. Por lo Lanto, la ecuacidn de la pardbola
es v* = 4px, las coordenadas de su foco son F(0.p) y la ecuacion de su directriz es y = — p (Figura 3.18).

4. Si p << 0. no deben tomarse en cuenta los valores positivos de v. por lo que la parabola se abre hacia abajo

del eje x y se extiende indefinidamente hacia ambos lados del eje v. Por lo tanto, la ecuacidn de la parabola
es x* = 4py, las coordenadas de su foco son F(0,p) y la ecuacion de su directriz es y= —p (Figura 3.19).

¥ ¥
‘. =
¢ P
=X
[
F0.p)
p<0
X y
v
2 ]
) %
y=—p
Figura 3.18 Figura 3.19

Con base en la ecuacion x* = 4py, la pardbola no presenta asintotas verticales ni horizontales.

En la ecuacion x =42 J_ . ¢ tienen dos puntos sobre la pardbola cuya ordenada es p; uno de ellos tiene
de abscisa 2p y el otro tiene la abscisa —2p; dado que 1a ordenada del foco es p. se eslablece que la longitud
del lado recto (LR) es igual al valor absoluto de la cantidad 4p, es decir: LR = |4p|.

Las expresiones y* = 4px y x7 = 4py son las ecuaciones en su forma mds simple, por lo que se les deno-
mina primera ecuacion ordinaria de la pardbola o de forma candnica de la paribola.

EJEMPLOS
O a= o
_ﬂ{ ~|F" ®s-Una paribola cuyo vértice estd en el origen y eje focal sobre el eje x, pasa por el punto A(3,6); delermina la
.E# /| ecuacion de la pardbola, las coordenadas de su foco, la ecuacion de su directriz, la longitud de su lado recto y

traza la grifica correspondiente.

Solucién

De acuerdo con las condiciones dadas en el problema, la ecuacion de la pardbola es de la forma candnica

¥ = 4px.
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Como un punto de la paribola es A(3.,6), sus coordenadas deben satisfacer a dicha ecuacion, es decir:

¥ =dpx
(6) =4p(3)
36=12p
=
12
p=3

Como p = 3, la ecuacion de la pardbola es: v = 4px

V=403
Y=12
Las coordenadas del foco son: Fip.0)
F(3,0)
La ecuacion de la directriz es: X=—p
==
La longitud del lado recto es: LR = |4p|
LR=4(3)|=12

Apartir de y* = 12x, se elabora la gréfica correspondiente, es decir:

=-—3

Dhrectriz ©
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2 e®e:Determina las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz, la longitud del lado recto y traza la grifica
correspondiente para la ecuacién de la pardbola x* = 16y.

Solucién

La ecuacidn de la pardbola en su forma candnica es: x> = 4py; al sustituirla en la ecuacion de la pardbola dada, resulta:
4py = 16y
16 ¥
P= ﬁ

p=1
Las coordenadas del foco son: F(O.p)
Fi0.4)
La ecuacion de la directriz es: y=-—p
v= 4
La longitud del lado recto es: LR = |4p|
LR=44)| =16

Tabulando la ecuacion x* = 16y, se elabora la grifica correspondiente, es decir:

y

x=34fy

44
4565
1692

+8
+8.94

(5 [ — S S R 5 B

Directriz v = —4

3 ®@e:-Determina la ecuacion de la paribola con vértice en el origen y foco en F(0.3).

Solucién

Se trata de una pardbola con eje vertical. Como el vértice estd en el origen y el foco 5 unidades abajo, se tiene

que: p = —5. Al suslituir en la primera ecuacion de la paribola, resulta:
x=4py
Ecuacidn candnica
2 — ] 2 — 2
‘ =R * 20y } de la paribola.
La ecuacion de la directriz es: y=-p
ﬂ| |I y=>5
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La longitud del lado reclo es: LR = |4p|
LR=|4-5) =20
Tabulando la ecuacion x> = —20v. se elabora la grifica correspondiente, es decir:

¥y

i j:\IFTmI l}lrccm!1=5 )

0 0
—1 +4.47 x
-2 +6.32
-3 +7.74
—4 18.94
-5 |10
—6 | 1095

4 ®e-Determina la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y directrizy — 2=0.
Solucién

Dado que x | p =0 es la forma tipica de la ecuacion de la directriz, por comparacion conx — 2 = 0 ¢l valor

de pes:  2-0
p=-2
Al sustituir p = — 2 en la primera ecuacion ordinaria de la pardbola, resulta:
¥ =4px
V=4-2x

} Ecuacion candnica
V= —8x .

: de la pardbola.

Las coordenadas del foco son: F(p.0)

F(-2.0) i,
La longitud del lado recto es: LR = |4p|
al
LR=|4( 2)|=38 L
y=1ty—8x ; 2
Tabulando la ecuacién e = =
F . i
¥ = —8&ux, se elabora 0 0 ; §
la grifica correspondiente. " ) ; g L g
es decir: —— [y F-20) | ﬁ o
2 p<t
1 |4782 i
-2 |4
-3 | 489
—4 | 45.65
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5 ®e-Una cuerda de la pardbola y? = 4x es un segmenlo de la recta x — 2y = —3; determina su longitud.

Solucién

Por definicidn, una cuerda es el segmento de recta que une dos puntos de la paribola: por lo tanto, es necesario
determinar la interseccion entre la ecuacion de la pardbola y 1a ecuacion de la recta.

De la ecuacion de la recta, se despeja a x, es decir:

F—2y=—3
A=29—-3

Al sustituir el valor de x en la ecuacion de la pardbola, se tiene:

¥ =4x

Y =42y - 3)

W =8y 12
Y-8y +12=0

(v - 60y —~2)=0
y—6=0 y—2=

0
¥y, =6, o bien, Ya=2

Al sustituir estos valores en la ecuacion de la recta, resulla:

Paray=6 Paray=2
x—2y=-3 x-2y=-3
x—26)=-3 ¥—HH=—3
x—12=-3 r—4=-3
=9 =1

Las coordenadas de los puntos de interseccion de la recla
con la pardbola son A(9.6) y B(1.2).

Al aplicar la ecuacién de distancia entre dos puntos, resulta:

f."=-.j(x£ — X =)
d =097 + (2_6)2 =/(L8) +(—4) = /64 1 16 = /B0
d = \16(5) = 4+/5 ~8.94

La longitud de la cuerda de la paribola y* = 4x que se encuentra
sobre larectax — 2y = —3es 4.5 =894,
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Tabulando la ecuacidn y* = 4x, se elabora la grifica correspondiente, es decir:

¥
y=+2Jx
0 (0]
1 +7
|I * X
2 |i283 a)
i B AN
3 +3.46 i \:\\
4 |14 S T~
3 T=7L
= ~4
] H-\'““-h-h___
Ecuacién de la pardbola con vértice fuera del origen y y v}

eje de simefria paralelo a uno de los ejes coordenados

Normalmente se requiere determinar Ia ecuacion de una pardbola con
vértice fuera del origen coordenado y que tenga su eje de simetria paralelo
a uno de los ejes del sistema coordenado.

Considerando la paribola de la Figura 3.20, lenemos que su vértice es
el punto Vifk) y cuyo eje de simetria es paralelo al eje de las x; si trans-
portamos los ejes del sistema coordenado, haciendo que el nuevo origen X
{(0¥) coincida con el vértice de la pardbola. establecemos que la ecuacion
de la pardbola con referencia a los nuevos ejes coordenados x' y ¥/, es: Figura 3.20

A bl

yi=4px' (1)

Si los ejes coordenados de un sistema se transportan a un nuevo origen O'(h.K) y las coordenadas de un punto
cualquiera P son (x.y) y (x’.y") antes y después de la transportacion de ejes, respectivamente, las ecuaciones de
transformacidn del sistema original al nuevo sistema coordenado son: (x =x' + h) y (y=V" + k). Al despejar.
respectivamente, para ¥’ y v/, se tiene:

x=x'+h y=v +k
FY=x—h Yy=y—k

Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuacion de la pardbola (1), resulta:

2 =4px'

Secunda ecuacion ordinaria
(v — kP =4dp(x —h) } &

de la paribola.

Las coordenadas del foco para la pardbola de vértice en el origen son F{P.0) y para la parabola con vértice
fuera del origen y eje de simelria paralelo al eje x, son Fih + p, k).
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La ecuacion de la direclriz paralelaal eje y,esx=/h — p.
En la ecuacién (y — k)* =4p (x — h). cuando p > 0, 1a pardbola se abre hacia la derecha; cuando p < (. la

pardbola se abre hacia la izquierda.

x Considerando la pardbola de la Figura 3.21. su

¥ o vértice es el punto V(A.K), cuyo eje de simetria es
O Vil k) paralelo al eje de las v; si se transportan los ejes
P x del sistema coordenado, para que el nuevo origen

(0") coincida con el vértice de la pardbola, se esta-
blece que la ecuacion de la paribola con referencia
a los nuevos ejes coordenados x’ y V', es:

2—dpy (2)

L]
Fih, k +p)

Figura 3.21

Por el principio de la transportacion de ejes coordenados, expresado anteriormente, se sabe quet X' =x — hy
Y==K

Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuacion de la parabola (2), se tiene:
X2 =4py
Segunda ecuacidn ordinaria
¥
E-r=p-8 } de la pardbola.

Las coordenadas del foco para la pardbola con vértice fuera del origen y eje de simetria paralelo al eje y. son:
Fihk+p)

La ecuacion de la directriz paralelaal ejexesyv=4k — p.

En la ecuacion (x — Ay = 4p (v — k), cuando p = 0, la pardbola se abre hacia arriba y cuando p << 0, la
pardbola se abre hacia abajo.

En las ecuaciones de la pardbola, denominadas segunda ecuacion ordinaria de la paribola, se tiene que
|| representa la porcidn de longitud del eje de simetria v que estid comprendida entre el foco y el vérlice de la
paribola, es decir, |p| = [FV].

E:J’EMPLO .
_ﬁEl-r;, w_lv Determina la ecuacion de la pardbola cuyo vértice es V(6.4) con foco en F(6.2): asi como la ecuacion de su
_2 J rL I directriz, la ecuacion de su eje y la longitud de su lado recto.
[T
-J"-
Solucién

Dado que el vértice y el foco estdn sobre el eje de la pardbola. y de acuerdo con sus coordenadas. se observa
que lienen la misma abscisa (6). por lanlo, su ¢je de simetria es paralelo al eje y. Entonces, la ecuacidn de la
pardbola tiene la forma:

(x— hl=4p(y K
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Como las coordenadas del vértice son V(6.4), al sustituirlas en la ecuacién anlerior, resulta:
(x —hF=4p(y k)
x—67=4p(y— 4

Las coordenadas del foco para la pardbola con vértice fuera del origen y eje de simetria paralelo al eje v, son
Fth, k -+ p); si el foco es F(6,2), se liene:

ktp=12
p=2—& } De las coordenadas del vértice tenemos que k= 4.
p=2-4=-1 Como p << 0, la pardbola se abre hacia abajo.

Al sustituir el valor de p en la ecuacion de la paribola. resulta:

(x —6F=4ply - 4
(x— 6P =4(-2)y - 4)

(x  62= 8y 4 }

Segunda ecuacion ordinaria
de la pardbola.

Dado que A es el punto en que el eje de la pardbola corta a la directriz y el vértice dado es el punto medio
del segmento AF, las coordenadas del punto A se calculan como:

Xy +xp Yat Vs
Xy =—"— jp = ———
v 5 ¥ 3
h:x,,+h k=_m+(k+p)
2 2
Zh=x,+h 2k=y,+k+p
Xy=2h—h Va=2k—k—p
Ta=h Ya=k—p } Ecuacidn de la directriz.
} Ecuacion del eje vi=4—(-2)
_1',1=6 " =
de la pardbola. yy=4+2
Las coordenadas del
Y4 =6

punto A son (6.6).

La ecuacion de la directriz paralela al eje x, es:

y=k-1p

y=4-(-2)=41+2

y==6
Con las coordenadas del vértice y del foco, se determina la ecuacidn del eje de la pardbola a partir de la

ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados.

Y —Vr
V— g == I_.I'p = =
y—W [I?_—TFJ( ) 2r—12=

42 2x=12
'_.'—4=[—]{x—6} 12

2 2
yv—4==(x—6)

0 La ecuacion del eje de la paribolaes x = 6.

(0)(y—4)=2x—12

I
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La longitud de su lado recto es: LR = |4p|
LR=1|4(-2)| =8
Al desarrollar la ecuacidn de la pardbola, se liene:
(x—6) =—8(y—4)
¥’ —12x+36=—8y+32

By=12x—x>—36+32

i 12x—x2—4
S 8

Al usar la expresion anlerior se construye la siguiente tabla de valores:
0 1 2 3 4 5 b 7 B 9 10 11 12
—05 0875 2% 2875 35 38/ 4 38/5 35 2875 2 045 05

Al elaborar la grafica correspondiente, se liene:

¥y Y=d&
o
Il
! % A(6H)| Dimecinzy—6 Nola:
< Si |p| = |FV] = |4 — 2| = 2; grificamente se ob-
w =] Ve serva que el foco estd abajo del vértice. la pardbola

se abre hacia abajo; por lo tanto, p es negativa.

p=—2

Forma general de la ecuacién de la parabola

La ecuacion de una paribola con vértice en Vih.k). dependiendo de su orientacidn, liene como segunda ecuacion

ordinaria:
51 es horizontal: 5i es vertical:
(v — kP =4p(x — ) (x - =4ply &
v 2ky + K =4px - 4ph X - 2hx + P =4py — 4pk
V:odpx - 2ky KR 4ph=0 (1) X 2hx —4py + B2 4pk=0 (2)

Por comparacion con la ecuacion cuadrilica general Ax® + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0, se deben lomar:

Para(l): A=0,B=0,C=1.D= 4p.E= 2kyF=k | 4ph

Para(2); A=1,B=0,C=0,D= 2hE= 4pyF=I { 4pk
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De tal forma que las ecuaciones generales de la paribola son:

Para la paribola horizontal: Cv? + Dx + Ey + F=0
Para la pardbola vertical: Ax* + Dx + Ev + F=0

EJEMPLOS

O ol

Tt{ JI - *Determina la ecuacion de la paribola en su forma general. si las coordenadas de su foco son F(4.—3) y la ecua-
qi b " ci6n de su directrizesy = 1.

o

Solucién
Primer metodo. Dirccto de la definicidn de pardbola

5i P(x,y) es un punto que se mueve sobre la paribola, por definicion se sabe que |m =|m| es decir:

_|Ax+ By +C|

—hP? +[y—(k+ p)f =" ———"
VO R Hy (et pF ==

La directriz puede verseen laformay — 1 =0, porlotanto,h=4.k +t p= 3. A=08=1yC=-1L

Al suslituir los valores, se liene:

ly—1|

VO (1)

Jo— 47 +ly- (3] =

Al resolver resulla:

(Ja—ar+0+37) =(y—1)°
(x—4P +(y+3) =y —2y+1
X2 —8x+16+ ¥ +6y+9— Y +2y—1=0
2 —8x+6y+2y+25-1=0
Ecuacion general de la paribola

T —Bx+8y+24=0
x BRI } con eje paralelo al eje y.

Segundo métedo. Se convierte la segunda ecuacidn ordinaria a la forma general

El eje de la pardbola contiene los puntos del foco, vértice, este dltimo es el punto de interseccion del eje de la
paribola con su directriz, por lo que las coordenadas de A son (4.1).

Como el vértice es el punto medio del segmento AF, resulta:

Xy Xq+Xp Xy = Ya+¥r
2 )
h_4+4_8 k_l—3_—2
- 3T 2

Las coordenadas del vértice son V4, 1).
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Dado que la directriz es paralela al eje x y que el eje de la pardbola es paralelo al eje coordenado vy, 1a ecuacién
de la pardbola es (x — Y =4p(y — k).

Al sustituir Ias coordenadas del vértice en la ecuacion anlerior, resulta:
x—4=4p@y+1

Las coordenadas del foco para la paribola de vértice fuera del origen con eje de simetria paralelo al gje y,
son F(i, & | p) y el foco es F(4,-3), resulta:

k+p=-3
p=—3—k
De las coordenadas del vértice, se tiene que k = — 1
p=-3-(-1H=-3+1
p=—2 Como p < 0, la pardbola se abre hacia abajo.
Al sustituir el valor de p en la ecuacion de la pardbola, resulta:
x—4=4-20( +1)

Ecuacion de la pardbola en

- ,
=4y =-8p+ 1) } su segunda forma ordinaria.

Al desarrollar la ecuacién anterior, resulta:

¥ —8x+16=—-8y—8
¥ -8 +8+16+8=0
Ecuacion de la pardbola en su forma

F¥-8x 8 +24=0 }
: general.

Se elabora la grifica correspondiente, es decir:

¥

Directrizly = |

{
|
™
| 3
__________________ ot L N
Lado recto] IR — 8
!
°-BrtBy+u=0 |
i

PcO

2 ®=-Delermina la ecuacion de la parabola cuyo lado recto es el segmento comprendido entre los punlos M(3.5) y
N(@3,—-3).

Solucién

Como M y N tienen la misma abscisa, se trata de un segmento vertical, por lo tanto, ¢l eje de la pardbola es
horizontal y su ecuacidn es: (v — k)2 =4px — h)
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Con los puntos dados, se determina la longitud del lado recto, es decir:

d=LR=\J(x; —x,)* + (¥, — %)

LR=JG 37 +(5+3)7 =07 + (87 =64
IR—8

Por definicion se establece que el lado recto es: LR = |[4p| = |8/, al sustituir en la ecuacion de la pardbola,
se tiene: (v — k* = £ B(x — h).

Como los puntos dados pertenecen a la pardbola, resulta:

ParaM Para N

G-B=183-h (D) (-3—-*=4B3 -8B (2)

Considerando el signo respectivo:

(5 k=803 h) (=3
25 — 10k + k* =24 — 8h 9+ 6k+k*=24—8h
K2 — 10k +8h +25 -24=0 K +6k+8h+9—-24=0

10k +8h+1=0 (14) P+6k+8Bh—15=0 (24)

(5—kF=-8(3—h) (=3

25 - 10k + K2 =—-24 + 8h 96k k=—-24+8h
k> 10k —8h + 25 +24=0 K26k 8h+9+24=0

k% 10k — 8h +49=0 (1B) 6k 8h+33=0 (2B)

kP =803 —h)

kP = —8(3 — h)

La ecuacion (24) se multiplica por — | y se resta la ecuacion (14), es decir:

AT — 6k — 8K +15=0
10k + 8 +1=0 (14)
16k +16=0
.rcz__“r’=]
-16

Al sustituir el valor de &, en (2A), resulla:

K +6k+8h - 15=0

8h—8=0
(1P +6(l)+ 8 — 15=0 8h=8
1+6-+81—15=0 fr:%:]

Los valores h = | y k = 1 son las coordenadas del vértice V,(1.1) de la paribola.

Se resuelve simulldneamente (1B) y (2B). La ecuacion (2B) se mulliplica por

1. resulta:
AL —6k+3fi —33=0
K 10k —8fi +49=0 (2B)
—16k+16=0
feE
—16
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Al sustituir el valor de &, en (2B). resulta:

K46k 8h+33=0 Rh+40=0
(12 +6(1) —8h+33=0 8h—= 40
146 —81+33=0 .
h:—%?:S

Los valores i =5 y k = |, son las coordenadas del vértice V5(5.1) de la pardbola.

Se sustituyen las coordenadas de los vértices V(1.1) y V3(5,1) en la ecuacion de la parabola:
(v — k=18 (x — h), es decir:

Para V|(1.1) Para V;(3,1)
Secunda [ :
5 — IF=8G— 1) } Lg'un -a orma o — 1) = —8(x — 5) } chrundja forma
ordinaria. ordinaria.
-2+ 1=8-8) Y-2y+1=8x+40
3 _gr _muig_p } Ecuacion de T Ty } Ecuacion de
¥ k= forma general. K QRS forma general.

Con la ecuacion de la pardbola (v — k)* =4p(x — h), con el vértice V(1.1) y cualquiera de los puntos dados,
se liene:

(y—k)Y=4p(x—h)

(5—1=4p(3—1) Cuando p = 0, la pardbola se abre hacia la
16 derecha.
= e— 2
8

Con la ecuacion de la pardbola (y — k)* =4p(x — h), con el vértice V(5.1) y cualquiera de los puntos dados,
se liene:

(y—k):=4p(x—h)

51y —4p(3-53) Cuando p < 0, la paribola se abre hacia la
6 izquierda.
T — —2
P —8

Para la pardbola cuyo vértice es V(1,1), las coordenadas de su foco son:
Flh+ p. k)
FI(1 + 2). 11=(3.1)

Para la pardbola cuyo vértice es V(3,1), las coordenadas de su foco son:
Flh+ p. k)
FI(5 - 2),1]=(3.1)

La ecuacion de la directriz para la pardbola de vértice V(1.1) es:

x=h-—p
x=1 —2
F=—]
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La ecuacion de la directriz para la paribola de vértice V(3,1), es:
x=h—p
x=5-(-2)=5+2
x=1
Tabulando las ecuaciones de la paribola, se elabora la grifica correspondiente, es decir:
P9 2y—y 439 2
8 R - e~
' [
= :
—4 4.125 —4 1.875 % m g
3|3 3 |3 A I =
2 | 2125 ~2 | 3875 = 2
% |4 1 |as [ Zr
0 |1125 0 |as7s i il b .
1 1 1 5 #]
2 13135 2 4875
3 ik : 45
4 2125 + 3.875
5 3 5 3
(3 4125 & 1.875

Eiercicio 22

Determina las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz y |a longitud del lado recto para cada una
de las ecuaciones de una pardbola dada y traza la grafica correspondiente.

L. #=20y 3. 24 12y=0 5. ¥=—=2x
2. y¥=20x 4. V¥ 8x=0 6. x*= 18y

. Determina la ecuacién de la parabola, las coordenadas de su foco, la ecuacion de su directriz y |a longitud

de su lado recto para la parabola con vértice en el origen, cuyo eje coincide con el eje x pasando por el
punto indicado y traza la grafica respectiva.

. K(-24) 2. L(37) 3. M(—6.—4) 4. N(9.-3)

Determina la ecuacion de la parabola, las coordenadas de su foco, |a ecuacion de su directriz y la longitud
de su lado recto para la pardbola con vértice en el origen, cuyo eje coincide con el eje y, pasando por
el punto indicado y traza la grafica respectiva.

L K(4,-2) 2. L(1.5) 3. M(-4.-6) 4. N(—-59)

Determina la ecuacian de la parabola con vértice en el origen y foco el punto dado; encuentra los otros
elementos y traza la grifica correspondiente.

1. F(4.0) 2. F(0,-4) 3. F-6,0) 4. F(0.6)

251



3 Unpap

CSEOMETRIA AMALIICA

(=L EREE T By V. Determina la ecuacién de la parabola con vértice en el origen, cuya directriz tiene la ecuacién dada;
comespondientes

genéricas
disdplinm: y

R s EEEOEE R R EEEERER AR R RN

Tr s e e

® % m® EE E R R OETEEE SRR RN RN EE NS EEE NS EEEEEE T W E T EWEEE R

VI

Vil

WL

encuentra los otros elementos y traza la grafica correspondients.
. x—35=0 2. ¥=35 3. x=-3 4. y+H

(%]
[
o

Resuelve los siguientes problemas.
1. Unacuerdade la paribolax® — 4y = 0 es un segmento de larecta 2x + y + 3 = 0 delermina su longitud.

2. Determina la longitud de la cuerda focal de la pardbola ¥* + 8x = 0 que es paralela a la recta
Ix -4y - T7=0.

[¥5]

Determina la longitud del radio vector del punto de la paribola x* — 9y = 0 cuya abscisa es igual a 6.

4. Delermina la ecuacion de la circunferencia que pasa por el vértice y los puntos extremos del lado recto
de la paribola:

a x*—8y=0 b) y¥—4x=0 c) ¥+ 12y=0 dy ¥+ 16x=0

5. Una circunferencia con centro en C(4,—1) pasa por el foco de la pardbola x> = — 16y; demuestra que
es langenle a la direccion de dicha pardbola.

3
6. Delermina la ecuacion de la pardbola de vértice en €l origen cuya directriz es v e 0.

Una pardbola liene vértice en el origen su eje coincide con el eje x y pasa por el punto M{-3,6); deter-
mina la ecuacion de la pardbola, las coordenadas de su foco, la ecuacion de su directriz y la longitud
de su lado recto y traza la grifica correspondiente.

8. Determina la ecuacion de la pardbola con foco F

3 3
——JD] y directriz x =—.
<+ 4

Aplicando la definicién de pardbola, determina la ecuacién de cada pardbola a partir de los siguientes
datos dados; reduce la ecuacién a la primera forma crdinaria por transformacion de coordenadas.

1. Foco F(3,-3). directrizy =L 4. Foco F(3.4), directrizx — 1 =0.
2.  Foco F(3,0), directrizx = —3 5. Foco F(0,0), vértice V(2,0).
3. Foco F(—1,1). directrizx +y—5=0. 6. Foco F(U0.6). directriz el eje x.

Resuelve los siguientes problemas en plenaria discute el procedimiento de solucion.

1. Delermina la ecuacion de la paribola cuyo vértice y foco son los puntos V(- 5.2) y F(—2.2), respecli-
vamente: determina también las ecuaciones de su directriz y su eje de simeltria; escribe la ecuacidn de
la pardbola en su forma general.

2. Determina la ecuacion de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos Vi4,—3), y F(4,-1), res-
pectivamenie; delermina también las ecuaciones de su directriz y su eje de simetria; escribe la
ccuacidn de la pardbola en su forma general.

3. Ladirectriz de una parabola es larectay — 5 =0y su foco es el punto F(3.—1) ; determina la ecuacion
de la paribola en su forma general y sus elementos correspondientes.

4. Ladirectriz de una parabola es larectax + 1 =0, y su vértice es el punto V{4.,3); determina la ecuacion
de la pardbola en su forma general y sus elementos correspondientes.

3. Determina la ecuacion de la pardbola de foco el punto (2. 1) y cuyo lado recto es el segmento entre
los puntos M(—2.2) y N(- 2.4

6. Delermina la ecuacidn de la paribola cuyo lado recto es el segmento entre los puntos M(-5, 3 y
N(-3.3).
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7. Determina la ecuacion de 1a pardbola con vértice en V(2,3), con eje paralelo al de coordenadas vy que
pasa por ¢l punto M(4.,5).

8. Determina la ecuacion de la parabola con vértice en 7x + 3y — 4 = 0, con eje paralelo al eje x y que

pasa por los puntos M(3,-5) y N[%, i].

QVnﬁﬁcatu;multado:nnh;miéndemspuoﬂmmpondinnto.............-.-..-......--.-.-..--.--

Discusién acerca de si una ecuacién de la forma Ax2 + Dx + Ey+ F=00
Cy? + Dx + Ey + F = O representa o no una parébola; en caso afirmativo,
determinacién de sus elementos

La ecuacion de segundo grado en las variables x y v, que no contiene el término cruzado xy, se escribe en la forma:
Ax* + Cy* + Dx { Ey + F =0, y para ella se reconocen las siguientes cuatro casos.

. SiA =0,conC=0yE=0,laecuacién corresponde a una paribola con eje de simetria paralelo al eje v,
cuya forma general es:
A+ Dxt Ey + F=0

Una forma simple de demostrar que la ecuacion anterior es una paribola, es completando el cuadrado
en x, es decir:

Ax> Dx Ey F D E F

—+—+—=+—=0, obien, x*+—x+—y+—=0
A A A A A AT A
Al separar terminos:
Py Sy L
AT AT A

Completando el cuadrado en x, se tiene:

2 b

DY DY
2 Y b E F |a
eatp Al = Sy T4
A 2 AT A |2
ppbe, B B, F 0
TOUAT 4477 AT A 44
[ DY E[ F DE]
Bl =¥ =—=
24 Al E 44AE

La iltima expresion corresponde a la segunda forma ordinaria (x — &) =4p(y — &), en la que
D E 4AF - D*
h=——,p=——yK=————_locual, es posible porque A = 0y E = 0.
24 ¢ 4A 4 4AE s P :

Lagrificade Ax* + Dx + Ey + F=0,conA=0yE=0,
es una pardbola con eje de simelria paralelo al eje v.
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2. SiA=0,conC=0yE=0, laecuacion resultante Ax* + Dx + F = 0 representa:

a) Dos rectas distintas, paralelas al eje y si D* — 4AF > 0.

La ecuacion lendrd dos raices reales y desiguales, es decir, ry y r». si su discriminante ° — 44F es

posilivo. Asi,
Ax —rnlx — ) =0

Su solucidn consiste en dos reclas verticales distintas, cuyas ecuaciones sonx=r, yx =r,.

b) Una sola recta paralela al eje y. si D* — 4AF = 0. En esle caso el discriminante es cero. la ecuacion

Ax? + Dx + F =0 liene una raiz real doble r, es decir:
Alx — =0

Su solucidn consiste en una recta vertical cuya ecuacién es x = r.

¢) Ningin lugar geométrico, si D* — 44F < 0. Las raices de la ecuacién Ax* + Dx + F =0 son complejas.

SiA=0,con C= 0y D=0, laecuacion resultante es Cy? + Dx + Ev | F =0 que representa una pardbola

cuyo eje de simetria es paralelo al eje x.
Una forma simple de demostrar que la ecuacion anterior es una pardbola, es completando el cuadrado

en vy, es decir:
g2 ) i F
V- t=xt+=y+==0
% C c*
Al separar 1érminos:
5, B D F
Yok y=—
G’ C C
Completando el cuadrado en y. se tiene:
EY EY
E P D_F |c
Py l] = —g &
N 2 C C \2
3. B E? D F E*
YVt=¥t—m=——=—
0 40 cC C 4Cc-
[ E]z D[ F E
Y =l g
S c D 4ACD

La dltima expresion corresponde a la segunda forma ordinaria (y — k)* = 4p(x — k), en la que
I
E L h —u, lo cual, es posible porque C =0y D = 0.

K:——, — e —
2C ¥ 4C

La grificade Cy* + Dx + Ey + F=0,conC=0yD =0,
es una paribola con eje de simetria paralelo al gje x.
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4. 5iA=0,conC=0yD =0, laecuacion resultante representa:

a) Dos rectas distintas paralelas al eje x, si E2 — 4CF > 0. La ecuacién Cy* + Ev + F =0 tendrd dos
reales y distintas, es decir:

Cy — )y —r)=0
Su solucidn consisle en dos rectas horizontales distinias,
cuyas ecuaciones sony=r; y ¥y = ra.
b) Una recta paralela al eje x, si 2 — 4AF = 0. La ecuacidn resultante liene una raiz real doble, es
decir: C(y — rf> =0.
Su solucion consiste en una recla vertical cuya ecuacion es y =r.

¢} Ninglin lugar geométrico, si £2 — 4CF < 0. Las raices de la ecuacién Cy* + Ey + F =0 son
complejas.

EJEMPLO -
K- T

E'PF ¥ @ - Demuestra que la ecuacion 3y* | 36x — 30y + 111 =0 representa una parébola y determina las coordenadas del
:_j.' J L_ vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje de simetria, la longitud de su lado recto y traza la grifica
correspondiente.

Solucién

La ecuacion dada es de la forma Cy? + Dx + Ey + F = 0, que representa una pardbola con eje de simetria
paralelo al eje x.
Al reducir la ecuacion 3y? + 36x — 30y + 111 =0 a la segunda forma ordinaria de la pardbola, resulta:

3y 36x 30y 111

chet M = A e OO
3 3 3 3

¥V +12x—10y+37=0
¥ —10y=—12x—37

Complelando el cuadrado en y, se liene:

v 10y +[—£]_ =—12x—37 +[—19- _
? : P 2

¥ 10y +25=—12x — 37 4+ 25

(- 5P=12x - 12

—-5=—12t 41 } Segunda ecuaciin ordinaria de la pardbola.

De la ecuacion anterior, se determinan las coordenadas del vértice de 1a pardbola, es decir: V(—1.5).
De la misma ecuacion se tiene que:  4p=-12

p =_—|2 =—3 Como p < 0, la paribola se abre hacia la

‘ = izquierda.
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Las coordenadas del foco son:  F(h + p. k)
FI(—1 = 3).53] =(-4.5)

La ecuacion de la directriz es: x=h-p

Como el vértice V(- 1.5) v el foco F{—4,5) estin sobre el eje de 1a pardbola y es paralelo al eje x, su ecuacion
esy=~Kkoy=3.

La longitud de su lado recto es: LR = |4p|
LR = [4(-3)| =12

Al usar los parametros anleriores se elabora la grafica correspondiente:

¥

Directriz =2

Eje focally=5

Determinacién de la ecuacién de la parébola a partir de tres condiciones dadas

Las dos formas de la segunda ecuacién ordinaria de la pardbola (x — P =4p(y — b y(y — kP =4pix — h),
contienen tres conslantes arbitrarias independientes, que son: f, k y p; de 1a misma manera, las ecuaciones de

la paribola en su forma general, x* + Ex +E \'+£ =0yy? —i—Ex +£v +£ =0, contienen también Lres
A AT A ’ c € cC
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constantes arbitrarias independientes. que son:

=D
= |t

F i E: <5
y = para la primera ecuacion; para la segunda ecuacion

Por lo anterior, la ecuacion de la parabola en cualquiera de sus formas (segunda ordinaria y general) se
obtiene al determinar los valores de las tres constanles respectivas.

Dadas tres condiciones independientes que den lugar a tres ecuaciones independientes, las cuales estan en
funcidn de las tres constantes arbitrarias y que al resolver el sistema anterior, es decir:

Una pardbola queda delerminada de manera dnica si satisface tres condiciones independientes conocidas.

E{{EMPLO -

TE;} * §e- Determina la ecuacion de la paribola cuyo eje de simetria es paralelo al eje y y que pasa por los tres puntos
2 BT L(-29), M(0.1) y N34

|

Solucién

Con base en las condiciones del problema, se emplea la ecuacion de la parabola en su forma general

Ax* + Dx + Ey + F=0, que se reduce a x* +£_r+£v+£= 0.
A AT A
F i - ] D ] E g F = .
Se establecen las siguientes igualdades: D =;‘-. E = 7Y y Fi= e la ecuacion se expresa en la forma

x4 D'x + E'v + F' =0, donde las tres constantes por determinar son DY, E'y F'.

Como los tres puntos dados pertenecen a la pardbola, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion
24+ DxA Ey+ F=0.

Con base en lo anlerior, se tienen las tres ecuaciones siguientes correspondientes a los puntos dados.

Para L{—2.9), se ticne: 24+ Dx+EY+F=0
(-2 + DD+ E9+ F=0
2D +9E' + FF=-4 (1)

Para M(0,1), se tiene: 2+Dx+EY+F=0
024+ D(M+EMN+F=0

E+F=0 (2)
Para N(3.4). se liene: P+ Dx+EVYLHF=0

(3P +D(3) + E4) + F=0
Q+3D +4E' + F =0
3D +4E' + FF= -9 (3)

Al resolver simultineamente las ecuaciones (1) y (3). La ecuacion (1) se multiplica por 3 y la ecuacion (3)
s¢ multiplica por 2 resulta:

P o S o 7 o S
60" +8E' +2F =—18
ISE'+5F =30 (4)
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Al resolver simultineamente las ecuaciones (2) y (4). La ecuacion (2) se multiplica por — 35, resulia:

e L L
3587 +5F' =—30

—30F'=-30
—3
F’:;D:]
—30
Al sustituir el valor de F' en (2). resulta:
E'+F =0
E +1=0 Bl—=]
Al sustituir los valores de E' y F' en (3), resulla:
3V +4E + F =9 ID=—5+3
I +4-1+1=-9 D,z_—_ﬁ
3D —4+1=-9 3
]
- 3=-9 ==2

Al sustituir los valores de las constantes [, E' y F, en la ecuacidn de la pardbola en su forma general, resulta:
2+ Evy+ F=0
24 (=D (—1)p+1=0

¥ 2r-y41=0 Ecuacion de la paribola

en su forma general.

Transformando 1a ecuacion general de la paribola a su segunda forma ordinaria, se liene:

2-2x—-y+1=0
Pr—T=y-1

5

2 242

11—21+[—2] =_v—l+[—:]
2 2
2-2x+1=y-1+1

E=1F=y } Segunda forma ordinaria de la paribola.

De la ecuacion anterior, 1as coordenadas del vértice son:

V(LD)
De la misma ecuacion. resulla: 4p=1
p= 1 como p = 0, la paribola se abre hacia arriba.
4
Las coordenadas del foco son: F(h, k + p).

or -
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La ecuacion de la directriz es: y=k—-p

Como el vértice V(1,0) y el foco F [l;:;] estdn sobre el eje de simetria de la pardbola, siendo ¢ste paralelo al

eje v. su ecuacionesx=fox=1L

La longitud del lado reclo es: LR = |4p|

e

A partir de la ccuacion y = (x — 1), se elabora la grifica correspondiente, es decir:

¥
i
e
£
2 P=0
2
L2
(s
N(3.4)
LR=1 |
F[Il]
Nse
RYE}
3] Vio.0) o
L 1
Directriz ¥ = ——
| ey

Relacién de la ecuacién de la pardbola con la ecuacién general
de segundo grado con dos variables

La funcidn cuadritica o ecuacion general de segundo grado con dos variables, escrita en la forma
y=ax* | bx | ¢, donde a, b y ¢ son constantes y a = 0.

La ecuacidn de la paribola en su forma general Ax*  Dx | Ey + F =0, se represenla grificamente por la
funcién cuadritica y = ax* | bx + ¢; que es una pardbola de eje paralelo con el eje y.

La ccuacidn y = ax® + bx + ¢, transformada a la segunda ecuacion ordinaria de la pardbola es:

ax® bx ¢ ¥y

—— ===
d a a a
x'~'+E+£=i

a a a
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x"-l-b_x—l_i
a a da
bY bY
3_|_b_I+ a ___"F_£+ a
a 2 a a 2
;2+E+ b =i___|_ b
a 4a* a a 4a*
bV 1[ bf]
i+—| =—|yv—c+—
2a al’ a

De esta ecuacion, las coordenadas del vértice de la pardbola son:

2
14 L € o
2a 4a

Sia > 0, la paribola y = ax* | bx + ¢ se abre hacia arriba, siendo su vértice un punto minimo; la funcidn
e b? - J
cuadritica ax* + bx + c. tiene un valor minimo igual a [c — 4—] cuando x = e (Figura 3.22).
a 2a

Sia < 0, la pardbola y = ax® + bx + ¢ se abre hacia abajo, siendo su vértice un punto maximo: la funcion

5

B
cuadritica ax® + bx + ¢ = 0 liene una valor mdximo igual a [C—4—], cuando x = —2— (Figura 3.23).
a a

} | }'
y=ax +bx+ el
a0
el vértice
o5 un minimo |

s

Hers
__.‘{'__
2a 4a

o L fy - ¥= af:gx T
V[_,i o i] el virlice es maximo
2a’  4a
Figura 3.22 Figura 3.23

De la misma manera, la funcion cuadrdtica con dos variables, escrita en la forma x = ay* + by + ¢, donde

a, by ¢ son conslantes y a = 0.

La ecuacion de la pardbola en su forma general Cy* | Dx | Ey + F =0, se representa grificamente por la
funcién cuadritica x = ay? + by | c. que es una paribola de eje paralelo con el eje x.
La ecuacién x = ay® + by + c. ransformada a la segunda ecuacion ordinaria de la pardbola es:

BN 1
[_‘.‘—i—— ===

2a
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De esta ecuacion, las coordenadas del vértice de la paribola, son:

V[c—f;,——g-
4a 2a

Sia=0,laparibolax=ay® | by | ¢ se abre hacia la derecha, siendo su vértice el menor punto; la funcion

5 b
cuadritica av® + by + ¢, tiene un valor minimo igual a Ic‘ = 4—] cuando vy = - (Figura 3.24).
a a

Sia < 0, la pardbolax =ay” + by | c se abre hacia la izquierda, siendo su vértice el mayor punto: la funcién

z b
cuadritica ay’ + by + c, tiene un valor maximo igual a [r: —4—} cuando y= 5 (Figura 3.25).
il a

y=ar+brtc y=ar +bx+cC
a>0 i<

vértice liene A
el vertice Ltcr_u., el vérice tiene
la menor abscisa

P b}
40 2a

Figura 3.24 Figura 3.25

La discusion de la funcidn cuadrilica permile conocer sus punlos extremos y también los valores de la va-
riable x o y para los cuales la funcion es positiva, negaliva o cero.

Si la grafica de la luncion cuadritica es como se muestra en la Figura 3.22, donde la pardbola interseca al
¢je x en los dos puntos diferentes Py v P,. cuyas ordenadas son cero y sus abscisas respectivas ry y 1. son las
raices de la ecuacion ax® + bx + ¢ =0.

La funcion anterior es negativa para los valores de x comprendidos entre ry y r2; es positiva para los valores
de x menores que r; y mayores que r;

De la misma manera, para la grifica de la funcion cuadritica es como se muestra en la Figura 3.25, donde
la paribola interseca al eje v en los dos puntos diferentes P, y P;; cuyas abscisas son cero y sus ordenadas res-
pectivas r, ¥ 2. son las raices de la ecuacion ay® + by + ¢ =0.

La funcién anterior es negativa para los valores de v comprendidos entre ry y r5: es positiva para los valores
de y menores que r; y mayores que r;.

EJEMPLO =
[+] i

%:; ¢ ®- Determina el maximo o minimo de la funcion cuadritica 4x* + 16x + 19 y los valores de x para los cuales esta
'&3- JL " funcion es positiva, negativa y cero; lraza la grifica correspondiente.

Solucion

- La funcion cuadritica dada estd representada graficamente por la pardbolay = 4x* + 16x + 19.
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Al reducir a la segunda ecuacion ordinaria, se liene:

4x* 16x 19 ¥
—t—==
4 4 4 4
11+4x+E=l
4 4
y 19
2 4ax==——
4 4
Completando el cuadrado en x, se liene:
2 2
X2 44x +[ff] ==l +[i]
2 4 4 12
y 19
A td==——+4
4 4
2
I4+2) ==(y-—3
( L0-3)

De esta ecuacion, las coordenadas del vértice de la pardbola son V(- 2.3); se sabe que a = 4. Cuando a > 0,
la pardbola y = 4x* + 16x | 19 se abre hacia arriba. siendo su vértice un punto minimo.

La funcion cuadratica 4x% -+ 16x + 19, tiene un valor minimo igual a 3, cuando x = 2.

Para determinar los valores de x para los cuales la funcion es positiva, solo es necesario encontrar los valores
de x para los cuales la desigualdad 4x* ¢ l6x + 19 > 0 es verdadera. Es decir:

-3 —2 —1 4] 1 2 3
7 3 7 19 39 &7 103

La desigualdad es verdadera para todos los valores de x comprendidos en el intervalo —3 << x < 3.

Para determinar los valores de x para los cuales la funcidn es negativa, solo es necesario hallar los valores
de x para los cuales la desigualdad 4x* + 16x + 19 < 0 es verdadera.
Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

¥

4

|

Il

=

o

=

3

o $0.19)
a =0
minimo

¥(—2.3})
| y

- 0
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Esercicio 23

Demuestra que cada una de las siguientes ecuaciones dadas representa una parabola y determina las
coordenadas del vértice y del foco, las ecuaciones de |a directriz y eje de simetria, la longitud de su lado
recto; traza la grafica correspondiente.

L 42 | 12x 48y 159=0 8 +dy=17 Escribe los miimeros
2+ T2x + 24 l6=10 0. vy —6& 8 23
2. 9y j = ; =2
9y 24y + ¥y — 6y — 8 b -
3.4y 48 20y - T1=0 10. 2 +2x + 6y= 4 genéricas
4 Y +4x+2y—-19=0 1. X —4x -2y +10=0 Competencias
disciplinares
5. 42— 20x -~ 24y 1 97=0 12. y2 — 8x — 4y + 28 =0
6. 3% 4x 6y 8=0 139 4x 4 2y + 9=0
7. 3y — 24x — 60y + 388 =0 14. ¥ + 200 =40

. Determina la ecuacion de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje coordenado x y que pasa por los tres

puntos dados.

I. L(3.1). M(8.4) y N(0.0) 4. L[—%.—z]. M[%.S] yN(2.2)
2. L(3.3), M(6.5) y N(6,~3) . L[E _4] M[E lJyNIE q]

L4 M| ot
3. H—1.3). M(1L.2) y NC=2.1) 6. L(2,3), M(6.—1) y N(3.5)

Determina la ecuacion de |la parabola cuyo eje es paralelo al eje coordenado y y que pasa por los tres
puntos dados.

1. L(—4.21), M(—2,11) y N(4,5) 4. L(1.—1), M(2.1) y N3.11)
2. L(0.5), M(4.5) y N(6.11) 5. L(-3,-6), M(0,6) y N(1.2)
3. L(0.0), M(1,0) y N(3.6) 6. L(0,—3), M(2.3) y N4.5)

Determina el maximo o minimo de la funcién cuadratica dada y los valores de x para los cuales esta
funcion es positiva, negativa y cero; traza la grafica correspondiente.

L 4x*+ 11x -3 6. 24x — 327 — 47 11. 4x— 242 —5
2. 4 +53 - Tx 7. X2 —5x+4 12, 22+ 14x+ 19
3. 27— Bx+ 8 8 -6x+9 13, 2% +40x — 100
4 12x—2-37 9. 12+ 2x— 222 14. 2x2 — 10x + 8
5. 8x—x2— 16 10. x*—2x— 1 15. x2+2x— 11

Resuelve los siguientes problemas.

1. Determina la ecuacion de la paribola cuyo vértice es V(4,-1) con eje de simetriaen lareclay = 1y
pasa por el punto M(3.—3).

2. Determina la longitud de radio vector del punto de la pardbola ¥* + 4x + 2y — 19 = 0. cuya ordenada es 3.

3. Delermina la ecuacion de la pardbola de eje paralelo v, que pasa por los lres puntos dados; emplea la
segunda ecuacion ordinaria de la paribola y comprueba el resultado por la ecuacion de la pardbola en su
forma general.

ay L(3.,5), M(1.3) y N(—2,15). ) L(-2,6), M(1,-5)y N(2.-2).
b) L(2,3), M(0.2) y N(4.12).
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4. Determina la ecuacion de la pardbola de eje paralelo al eje x que pasa por los tres puntos dados; emplea

. la segunda ecuacion ordinaria de la paribola y comprueba el resultado para la ecuacion de la paribola
: en su forma general.
a) L{04), M(4.0) y N(12,-2) c) L{—6,-2), M(—20) y N(6,2)

b) L(-4.0).M(—1.3) y N(0.2)

5. Demuestra que las siguientes ecuaciones representan una pardbola, determina sus elementos y traza la

grifica correspondiente.
a y—-4y—-6x—-10=0 d y¥-3x—-8y+22=0
b) x*—8x —4y= 8 £) ¥ +2x—4y—11=0
¢ 22— 1x—3y+8=0 fy 4 - 12x 12y +33=0
6. Determina la expresion para la familia de funciones cuadriticas de x que tengan las siguientes
caracteristicas:
a) VYpm=3parax=3 b)) Vpn=4parax= -2
(©) Verifica tus resultados en la seccién de respuestas correspondionto. « « = « « o s s s st e et

Ecuaciones de la tangente y la normal a una parébola

Dado que la ecuacién de una parabola es de segundo grado, la recta langente a dicha curva se determina por la
condicion de tangencia empleada en la circunferencia. Se consideran los seguientes casos.

EJEMPLOS 5

—gf’ - ’._'ﬂ!' Determina la ecuacion de la langente 4 una pardbola en un punto dado de tangencia. Es decir:
.E;.: j I
W

@) Encuentra la ecuacion de 1a tangente a la pardbola y* = 4px en un punto cualquiera Py(x,,y,) de dicha curva.
Solucién
La ecuacién de la familia de rectas langentes que pasan por el punto dado es:
¥y

m representa la pendiente de la recta tangenle que se busca. Al despejar vy, se liene:

yi=mx — x;)
Y=Y +mx— mx

Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de la pardbola, resulta:
¥ =4px

(yi+ mx — mx)* = 4px
Vb mP® b omPx? o 2mxyy - 2mxgy, - 2max, = 4px
mix? | 2mxy) - 2mixxy - 4px | y? b omixl - 2mxgy, =0
m’x* + (2my, — 2m’x, — 4p)x + (v} + m’x} — Zmx;y,) =0
Esla altima ecuacion estd escrita en la forma ax® | bx + ¢ = 0, la condicidn de langencia, es

b — dac = 0, es decir:
(2my, — 2m’x; — 4p)® —4nP(y] + m’xi — 2mx)y,) =0

4pP9T + 4T +16p7 — ST, — 16mpy, +16m? px, — 4027 — 4pPaT + 8wy, =0

lom’px;  16mpy, 4 l6p* 8 } Dividiendo entre 16p,

l6p l6p l6p
— xm?—ym +p=0

la ecuacion se reduce a:
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Al aplicar la f6rmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se liene:

_ —b+b —4ac

m
2a
+Jyi—4
e ¥ Wi P
2x;

Como ¢l punto dado P,(x,.y,) pertenece a la pardbola y? = 4px, sus coordenadas satisfacen dicha
ecuacion, es decir:

yi —4xp=0
Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de la formula general, resulta:

o DAY —4np 340
2x 2x,

¥
JIl =t
2x

Al sustituir la pendiente [m = v-:"—'-j en la ecuacion de la tangente que se busca, se liene:

2.]']

Y- Yi=mx —x;)
¥,
y-n==—@-x)
2x,

oy - 2oy =y Xy,
oy =xy, — 00 + 2y
2y =xy + 0y
4y =y(x + x1)

Si la ecuacion yi = 4px; se lactoriza, resulla:

yi =2p2x,
12
2]] ="—I
2p
Al sustituir esta igualdad en la dltima ecuacion de la tangente, se tiene:
2y y=y(x+x)
\’2
[¢ Y=nEx+x)
2p
iy
—= = yi(x+x)
2p
Viy=2pmmx+x)
'y

—==2px4+x)
’y]/ .p( ]

YWy=2px+x)

La ecuacion de la recta tangente a la pardbola ¥* = 4px en cualquier punto
P(x,.,y,) de la curva es vy = 2p(x |+ x;).

265



3 Unpap

CSEOMETRIA AMALIICA

b) Encuentra la ecuacion de la tangente a la paribola x* = 4py en un punto cualquiera P,(x,,v,) de dicha curva.
Solucion
Por un proceso semejante al anterior, se liene que:

La ecuacion de la recla langente a la pardbola x? = 4py en cualquier punto
P,(x,,y,) de lacurvaes x;x = 2p(y + ).

2 ®e:Delermina la ecuacion de la langente a una paribola dada, conocida su pendiente.
a) Encuentra la ecuacion de la tangente a la paribola y* = 4px que tiene por pendiente m.
Solucién
La ecuacion de la familia de rectas langentes que tienen la pendiente m en comiin, es:
y=mx+k

El pardmetro k representa el sezmento que la recta delermina sobre el eje y, cuyo valor se debe oblener.
Al sustituir la igualdad y = mx + ken la ecuacidn de la paribola, resulta:

Y2 = 4px
(mx + k) = 4px
mix? o 2mkx + K2 =4dpx

mx? - 2mkx — 4px + K2 =0

mxt 4 (Zmk — 4p)x + K =0

Esta dltima ecuacién estd escrita en la forma ax* + bx | ¢ = 0, la condicién de tangencia es
B — dac =0, es decir:

(2mk —4p)* —4m*k* =0

AmPKT —16mkp+16p* — 4mPKT =0

—l6mkp =—16p?
R )
k— l6p _P
—l6mp m

Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de la familia de rectas tangentes que lienen la pendiente m
en comun, resulla:

y=nmx+k
}r=m:c}£ Donde m=0
m

La ecuacion de la recta tangente a la pardbola y* = 4px, conocida su pendiente m, es:

y=mx1 -’P—.cuandomzﬂ.

m
b) Encuentra la ecuacion de la langente a la paribola x* = 4py que liene por pendiente 1.
Solucion

Por un proceso semejante al anlerior, se liene que:

La ecuacion de la recta tangente a la pardbola x* = 4py. conocida su pendiente m. es:
v =nmx — m’p, cuando m = 0.
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3 ®e-Determina la ecuacion de la tangente a una pardbola dada que pasa por un punto exterior dado.
Encuentra las ecuaciones de las langentes trazadas del punto M(—4,2) a la pardbolay* — 4x — 6y + 17=0.

Solucion

La ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto dado M(—4.2) es:
Y- y=mx-—x)
y—2=mx+4)

Donde el pardmetro m es la pendiente de la tangente que se busca. Al despejar respecto a v y suslituir en la
ccuacion de la pardbola dada, se liene:

y=2+mx  4m
V-4 -6y+17=0
(24 mx+4my® — 4x — 6(2 + mx+ 4m) + 17=0
4+ m*x? + 16m* + 4mx | lom + 8m*x —4x — 12 —6mx — 24m + 17=0
mx? -+ 8mix — 2nx — 4x + 16m® - Bm + 9=10
et (8m® - 2m — Dx + (lem* — 8m + 9 =0

Esta tltima ccuacion estd escrita en la forma ax® + bx + ¢ =0, la condicion de tangenciaes b2 — 4ac =0,
es decir:

(8m® — 2m — 4 — 4m? (16m* — 8m +9)=0

O4T +4m? +16— 3200 — 64m? + 16m — 64T + 327 —36m* =0
96m> + 16m + 16 =10
em*—m—1=0

Gm+ D2m—1)=0

3m+1=0 2m—1=0
im=-1 2m=1
r"?"lh—_l .I'A"t-,.:l

3 "

Al sustituir los valores encontrados, en la ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto dado, resulia:

P:aram:—l leram:—l
3 7
1 1
y—2=—;(x+4) }'—2=;(3'+4)
Jy—b6=—x—4 2y—4=x+4
x+3y—-2=0 x—2y+8=0
Las ecuaciones de las tangenles trazadas desde el punto M( —4.2) a la pardbola
¥y —4x—6y+17=0,sonx+3y—-2=0 y x—2y+8=0.
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Al elaborar 1a grafica correspondiente. se liene:

¥(2.3) Eje de simetria y =3

¥
/ x
e |

EJEMPLOS

i
R

MWl

Diametro de la pardbola

El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una conica cualquiera, se deno-
mina didmetro de la conica especificada.

Sea m la pendiente de las cuerdas paralelas, la ecuacion del didmetro determinado por los puntos medios
de ellas es:

2
Pardbola: y* = 4px Didmetro: y= =
m

Pardbola: x* = 4py Didmetro: x=

2 g

Para la ecuacion general de la paribola Cy + Dx + Ev | F=0yAx? | Dx | Ey + F=10, la ecuacion del
didmetro es, respectlivamente, de la siguiente forma:

D E D E
5*"‘[‘7}*5]:“ [‘“*E]“”[E]:”

® Determina la ecuacion del didgmetro de la pardbola y* = 16x que pasa por los puntos medios de las cuerdas

paralelas alarecta2x — 3y — 5=0.

Solucién

La pendiente de la recta dada y la pendiente de las cuerdas, son iguales, ya que dichas rectas son paralelas:
2

mi' = —
3

La ecuacion candnica o primera forma ordinaria de la pardbola. es para este caso, v = 4px. Al sustiluir en
la ecuacion de la paribola dada, se liene:

4px=16x
4x
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Al aplicar la ecuacién del didmetro de la pardbola ¥ = 4px, para los valores calculados de m y p, resulta:

7
20 _ 2% _8_2

8
==—=12

m E 2
3

i | b2

La ecuacion del didgmetro de la pardbola y* = 16x definido por
las cuerdas paralelas alarecta2x — 3y — 5=0.

Grificamente. se tiene:

ns 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10 11 i
0. =£4 =E£hh5 1692 (ER LR 00 1058 13 £120 d12ed 1326 1385

-t
1A T
| ! | Nl
didmetroy = 12 /// //:///
-
i iy

2 ®e:Determina la ecuacion del didmetro de la pardbola x> — 6x — 16y | 73 = 0, definido por las cuerdas de pendiente
1

il
Solucién

Como la ecuacion de la paribola dada es de la forma general Ax® + Dx + Ey + F =0, la ecuacion del didmetro
de la paribola por aplicar es de la forma:

EERCR

Al suslituir los dalos correspondienies, se liene:

R
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u—31+[—l](—s>=o
4

Lr—?r}+w8-=0
4

X—-34+2=10

x—1=0

La ecuacion del didmetro de la paribola x* — 6x 16y  73=0esx 1 =0.

Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene:
¥

E—6x—16y 473 =0

eje de simetria

mc:l-ﬁ langente

Eiercicio 24

Escribe los niimeros

L

b o

B oo

Mol

L ]

Determina las ecuaciones de la tangente y la normal; las longitudes de la tangente, normal subtangente
y subnormal, para la parabola y el punto de contacte dados.

=8y M4.2) 6. V2 +4x + 2y + 9=0; M(- 63)
2 . 7 2
¥ — 4x=0; M(1.2) 7. 2% +4x + 12y — 8=0; Mi[}.—]
1= —12y; M(6,—-3) 3
V2= —20x: M(—5,-10)
V2 + 8x — 2y = 0; M(0,0)

8. &%~ 6x — 4y + 17 =0; M(1.6)
9. ¥ +4x+ 2y - 19=0; M(1,3)
100 22 + 12y + 3x - 40=0; M(-4.3)

Il Resuelve los siguientes problemas.

Determina la ecuacion de la recta tangenle a la pardbolax® — 2y + 2x + 3 = 0 que es perpendicular a la
rectax+2y + 7=0.

Determina la ecuacién de la recta langente a la pardbola x* — 4x + 12y — 8 = 0 que es paralela a la recta
Ix+9% - 16=0

Determina las ecuaciones de la recta tangente a la paribola y* = —8x. cuya pendiente es — 3.

Determina las ecuaciones de la tangente y de la normal a la pardbola x* = 5y en el punto de abscisa 3.
La pardbola y* = 4px pasa por el punto M( - 8.4); determina la ecuacion de su tangente paralela a la recta
Ix+2y—-6=0.

Determina la ecuacion de la recta tangente a la paribola x* = 2y que sea paralela a la recta
I—2Zy—4=10.
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7. Delaccuacion de la pardbolay* — 2x + 6y + 9 = 0, delermina los valores de k para los cuales la familia
derectasx + 2y + k=1
a) Cortan a la pardbola en dos puntos diferentes.
H) Son langenles a la pardbola dada.
¢) No intersecan a la paribola.

8. Delermina el dngulo agudo de interseccion de la pardbola y* = 2x, y larecta x — y = 4, en cada uno
de sus puntos de interseccion.

0. Determina el dnguloe agudo de interseccion de la paribola ¥* — 4y — 4 = 0 y la circunferencia
2 +¥* - 25 =0, en cualquiera de sus intersecciones.

10. Demuestra que las pardbolas x* — 4x — 4y + 4 =0y x* — 4x 8y — 20 = 0 son ortogonales entre si
en cada punto de interseccion.

11. Determina la ecuacién del didgmetro de la pardbola x* = 16x para un sistema de cuerdas paralelas de
pendiente 2,

12. Determina la ecuacidn del diimetro de la pardbola y* = 8x que pase por los puntos medios de las cuerdas
de pendiente %

13. Determina la ecuacion del didmetro de la pardbolay? — 4x — 6y + 17 =0 correspondiente a las cuerdas
de pendiente — 2.

14. Determina la ecuacion del didmetro de la pardbola y? + 8x — 2y — 15 =0 correspondiente a las cuerdas
de pendiente 2.

15. Determina la ecuacion del didmetro de la paribolax® — 2x — v + 1 = 0 correspondiente a las cuerdas
de pendiente 1.

16. Determina la ecuacion del didmetro de la pardbolax® — 8x + 8y + 24 = 0 correspondiente a las cuerdas
1
de pendiente e

lll. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto indicado a la parabola dada; encuentra
el angulo agudoe formado por dichas rectas.

l. M(—33ay’ -3x-8+10=0 4. MQ2.-4ax’=2y
2. M(14)ay* +3x 6y +9=0 5. M(—1,-3)ax* + 8 2y + 10=0
3. M(-1, I)na_'l.-2 xi+4y+6=0 6. M(—4-1ax*+6x— 12y +57=0

cv@!’iﬁ:ﬂmmuhﬂd“ﬂﬂlﬂ“ﬂd&ﬂdﬂmipﬂmml‘di#ﬂtﬁ.lltltooilttl-oooaltltooiltttoooiltlio.

* PROBLEMAS DE APLICACION

1 ®@e-Un reflector estd diseiiado de manera que la seccion transversal que pasa por su eje es una pardbola con foco en
la fuente de luz. Si el reflector mide 3 metros en la abertura y 1 metro de profundidad, determina a gué dislancia
del vértice se encuentra la fuente de luz.

@e#-Los animales. describen trayectorias parabolicas al bricar. La siguiente figura muestra el sallo de una rana su-
Y p g g
perpuesia a un sistema coordenado rectangular. La longitud del sallo es de 9 melros y la altura médxima es de 3
meltros. Determina la ecuacion que describa la trayectoria de un salto de la rana.
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Emi:elospﬁlm

comespondientes ¥

Competencias
e

disciplinares :

3 ee-El peso de un tramo de puente colgante estd distribuido uniformemente entre dos torres gemelas coloca-
das a una distancia de 200 m una de la olra y cuya altura es de 45 m sobre el viaducto horizontal. El cable
que pende entre los extremos de dos Lorres tiene 1a forma de una pardbola y un punto central méds bajo esli
a una altura de 5 m sobre el camino. Supon que se introducen ejes coordenados como se muestra en el

dibujo.

a) Delermina la ecuacién de la pardbola.

b) Para soportar el puenie se emplean nueve cables verticales igualmente espaciados fijos al parabolico,

determina la longitud total de dichos soportes.

¥

| /W\I\T\I‘r
45 m
|

200 m

4 ®e:Un cohete sigue una trayectoria dada por la funcion cuadritica y = 2.4x

0.02x%, donde x es la distancia ho-

rizontal en melros y v es la distancia vertical en metros. Traza la grifica de la lrayectoria mostrando [a altura

médxima que alcanza el cohete y los puntos donde y = 0.

5 ee-Elalernador de un automavil genera potencia a 28 volts y tiene una resistencia interna de 0.40 2 (ohms). La
0.40 I, donde 1 es la intensidad de corriente.

potencia de salida estd dada por 1a ecuacion cuadrdtica P = 281

a) ;A qué inlensidad de corriente genera la potencia mdxima el alternador y cudl es ésta?

b) Delermina los puntos donde P = 0 y traza la grafica de P contra [ entre esos punios.

&  @e-Fl reflector de un radio telescopio liene forma parabélica,
de manera que todas las ondas de radio provenientes del
espacio que entren paralelas a su eje sean reflejadas a la
aniena en su foco. Si la seccion eficaz del reflector estd dada
por la ecuacién x* = 100y, donde x y y estdn en metros;

a) Determina la altura de 1a antena en el [oco.

b) Determina las coordenadas del punto (x.y) mos-
irado en el dibujo. en el que las ondas de radio se
reflejan en dngulos rectos hacia el eje de la pardbola
(sugerencia, determina la distancia a la directriz).
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7 ®e.Un puente colgante estd sotenido por 16 cables de y Cablede (200, 50)
soporte que penden de dos cables con forma de pari- soporte
bola y estdn colgados a dos torres de 50 m de altura M
separadas por una distancia de 400 m. Si los cables W *
tocan el punto medio de la carretera entre los puntos, VVEMA"M

encuentra: Carretera

a) Una ecuacion para la paribola que forma cada cable.
by Lalongitud total de los 16 cables de soporte.

8 ®@e-El exiremo de una manguera estd situado sobre un muro vertical de 48 metros de (T3,
altura sobre el piso y ésle arroja agua a una velocidad de 10 m/s en direccion vertical. e A
El chorro de agua sigue una lrayectoria parabdlica, cuyo vértice se encuentraen el 30 ¢ A
extremo de la manguera. !

a} ;A qué distancia del muro sobre el piso cae el chorro?

b) ;Cudl es la ecuacion de la pardbola? b
10 20 30

Sugerencia: usa las ecuaciones de movimiento de un cuerpo en caida libre que describen la trayectoria de un
punto de coordenadas (x.y) que cae libremente.

Q@ ®@e-Una pelota es lanzada verlicalmente hacia arriba a una velocidad de 30 m/s, su trayectoria estd dada aproxima-
damente por la ecuacion cuadrdtica 5 = 30r — 1617, donde § es la altura en metros, sobre el piso en el instante
f. ;En qué instante golpeari la pelota el piso?

Sugerencia: escribe esta ecuacion en la forma ordinaria donde las coordenadas de un punto sobre la curva
parabdlica son (1.5).

10 ®@e-Determina la altura de un punto de un arco parabélico de 24 m de altura y 36 m de base. situado a una distancia
de 12 m del centro del arco.

11 ®e-La trayectoria descrita por un proyectil lanzado horizontalmente, desde un punto situado a y metros sobre el

22 (h-y)

suelo, con una velocidad v m/s, es una pardbola de ecuacion x? = , donde x es la distancia horizontal

desde el lugar de lanzamiento y g = 9.81 m/s® aproximadamente. El origen se toma como el punto de salida del
proyectil del arma. Bajo estas condiciones se lanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 6 metros

de altura sobre el suelo; si la velocidad inicial es de 100 m/s determina la distancia horizontal al punto de caida.

@®e:n avion que vuela hacia el norte a una altura de 2 000 m y a una velocidad de 250 km/h deja caer una bomba;
q y dl
determina la distancia horizontal del punto de caida a la vertical del punto de lanzamiento.

13 e@e:Un arco parabolico liene una altura de 37.5 m y una luz de 70 m, delermina la altura de los puntos del arco
situados 12 m a ambos lados de su centro.

14 ®e-Se tira una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 200 m de altura con una velocidad de 20 m/s
determina la distancia del punlo de caida al pie del lorre suponiendo que el suelo es horizontal.

15 ®e-El cable de una suspensién para un puente colgante adquiere la forma de un arco parabélico. Los pilares que los
soportan lienen una altura de 80 m y estdn separados una distancia de 600 m, quedando el punto més bajo del
cable a una altura de 15 m sobre la calzada del puente. Tomando como eje x la horizontal que define el puente
y como gje y el de simetria de la pardbola; determina la ecuacidn de la pardbola y calcula la altura de un punto
situado a 100 m del centro del puente.
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Determinacién de la ecuacion de la elipse y su gréfica
Definiciéon
La elipse es el lugar geomélrico de un punto que se mueve en un plano, de tal manera que la suma de sus distancias

a dos puntos fijos de dicho plano es siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos fijos
Los dos puntos fijos se denominan focos de la elipse.

Elementos de una elipse

{’J
n A
w2 E
L
& Vv ¢
F
Er
f‘,
A o
Figura 3.26

Sean F y F' los focos de una elipse: la recta € que pasa por los focos se denomina eje focal, el cual interseca
a la elipse en los puntos V' y V', denominados vértices de Ia elipse. 1a porcidn del eje focal comprendida entre
los vértices, es decir, el segmento VV' se denomina eje mayor; ¢l punto C que estd sobre el eje focal, es el punto
medio del segmento que une los focos, se denomina centro de la elipse. La recta £ que pasa por el centro de
la elipse (C) y que es perpendicular al eje focal () se denomina eje nermal, el cual interseca a la elipse en los
puntos A y A’, el segmento AA’, se denomina eje menor.

Al segmento BE'. gue une dos puntos distintos cualesquiera de la elipse, se le denomina cuerda; particularmenie
si una cuerda pasa por uno de los focos, al como EE', se denomina cuerda foeal: una cuerda focal. tal como el
segmento 1} que es perpendicular al eje focal (£) se denomina lado recto; una cuerda gue pasa por el centro de
la elipse (C), tal como el segmento DD, se denomina diametro de la elipse. Si P es un punto cualguiera de la
clipse. los segmenlos FP ¥ ﬁquc une los focos con el punto P se denominan radios vectores de P (Figura 3.26),

Ecuacién de la elipse de centro en el origen y ejes de coordenadas de los ejes de la elipse
Si consideramos 1a elipse de centro en el origen, cuyo eje focal coincide con el eje x (Figura 3.27):

¥ 4 E
é

A(Dh) - x

g
o
£ E
Sy G'UJ/ Via§)
+ X

Directnz

A0.—b)
Figura 3.27
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Como los focos F y F' estdn sobre el eje x y el centro O es el punto medio del segmento FF, por lo que las
coordenadas de los focos son F(e,0) y F'i(c.0); donde ¢ es una constante positiva.

Si P(x,¥) es un punto de la elipse, por definicidn dicho punto debe satisfacer la condicidn geométrica de
|FR +|ﬁ’| — 2¢. donde a es una constanle posiliva mayor que la conslanle c.

Por 1a ecuacion de distancia entre dos puntos, resulta:

7R =J(x—c)* +(y—02 = J(x—cP +?
[FA=Ja+o’+o-02 =Ja+o+y’

Por la condicion geométrica, se liene:

ﬁ:_P} +|ﬁ’| =2a

Jar—e+y +J(x+c) > +y =2a

Si el segundo radical se pasa al segundo miembro de la ecuacion y se eleva al cuadrado la expresion, se
liene que:
(\p'{x —o ) =(2a—Jxrter +y? }
(x—c+y =4da’ —4aJ(x+F +y +Hx+o)P +y?
2 —2ex 42+ =40 —4af(x+ P -y 2 - 2ex o2

Agrupando lérminos semejantes y simplificando, resulta:

x— Ecx—i-,?z/—i-y’}— 4:12—,vf—Ecx—pf—f=—4a1.ffx+f}z+jv2
—4ex —4ar =—daJ(x+efF + ¥
ex+a® =ay/(x+c) +y?

Si elevamos al cuadrado nuevamente toda la expresion, resulta:

(cx+a*) = [am}z
A +2a%x +at =a*|(x +¢) + 7]
x4 2a@%cx+at =a?(x? + 2ex + 2 +y7)
22 + 287X +a* = a*x® + 287X +aic? +a*y?
air? —eix? 4 a:},z —at —ai?
iHat —c)+a*y =a*(a® —c?) P
Como 2a > 2¢, es decir, a* > ¢, por lo que el resultado de @® — ¢ es un niimero posilivo que se representa
por &7, eslableciéndose que:
P=a®—c?
Al sustituir Ia igualdad anterior en la ecuacion (1), se liene:
a® — 62 + aiy*= a¥{a> — %)
Px+ a’y: = a’h?
Bx? g%y? aip?
A @ a'b
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Ecuacion de la elipse con centro
x2 ‘JI

7 +b—2—l en ¢l origen y cuyo eje focal

coincide con el eje x

Discutiendo la ecuacion anlerior y por su construccion gréfica, se deduce que las intersecciones con el eje x
son V(a,0) y V'( -a.0), que son las coordenadas de los vértices de la elipse; por lo anterior, la longitud del eje
mayor es 2a y la longitud del semieje mayor (es) a.

Las intersecciones con el eje v son A(0.5) y A'(0, b), que son las coordenadas de los extremos del eje menor
de 1a elipse; por lo anterior, 1a longitud de dicho eje es 2b y la longitud del semicje menor es b.

Cabe mencionar que la curva es simétrica respecto a los ejes coordenados y al origen.

Despejando v de la ecuacion de la elipse, resulta:

1—2 vl . b](’HZ_I'Z)

a b
Px'+a’y =a't?

el el b
a’y* =a’b* —p*x* y= +-Ja? 2

i

a?

Se oblienen valores reales de v, cuando a x se le asignan valores del siguiente intervalo:
a<x<a

Al despejar x de la ecuacion de la elipse. resulta:

x! },2

I =

a! I‘JE b;

259 253 - L2pd a = =
b*x*+ay =ab .r=i3¢m

px? = a*h? —a*y?

2ep2 a2
xizﬂ(b y¥)

Se obtienen valores reales de x, cuando a y se le asignan valores del siguiente intervalo:
b<y<bh

Por lo anterior, cabe mencionar que la elipse estd limitada por el rectingulo que se forma con los lados de
las rectas x = &= q. y = & b, por lo que se establece que la elipse es una curva cerrada: por la misma razon: la
curva no liene asintotas verticales ni horizontales.

Como la abscisa del foco F es ¢, al sustituir x por ¢ en la siguiente ecuacion, se tiene:

_‘|.:=:|:E~.u'u:r2 —x*
_'.r=:l:£»,,-';r;'2 —c2
a

Por la relaciom #2 = a — 2, resulta:

yedm ol a
a il a

2

2b
La longitud del lado recto para el foco F es — ; de la misma manera,
a ¥

la longitud del lado recto para el foco F' es 2 .
a
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La excentricidad de una elipse, se define como la razon de la semidistancia focal () al semieje mayor (a):

=5 £ =
se representa por la letra e y su ecuacion es ¢ = —. Por la relacién b*> = a* — ¢, resulta:
a

2 =gt —p?
c=+4ar—bh*

Al sustituir en la ecuacion de la excentricidad, resulta:

i
eg=—=
a a

Dado que ¢ < a. la exceniricidad de una elipse es menor que 1a unidad (¢ < 1). Como la elipse liene dos
focos, también tendrd dos rectas directrices. Si el eje focal de la elipse es el eje coordenado x, se tiene que las
ecuaciones de las directrices son:

Al considerar la elipse con centro en el origen, cuyo
Directriz y=2 ¢je focal coincide con el ¢je v (Figura 3.28). se observa
£ que los focos F y F' estdn sobre el eje y y sea el centro de
la elipse del punto medio del segmento FF', por lo que las
coordenadas de los focos son F(0.0) y F'(0, ). donde ¢
Cs una constante positiva.
PxY) 51 P(x,v) es un punto de la elipse, por la definicion de

la curva, p debe satisfacer la condicion geomélrica:

Vil.a)

A1=b0) A |FP| + |F'P| =2a

Donde a es una constanle positiva mayor que ¢.

Al aplicar el mismo procedimiento que condujo a

2 2
determinar la ecuacion — +'If}—2 =1, se encuentra que la
at

3 3 i
Directniz V=——
[

VAiQ,—a) o " : "
ecuacion de la elipse con centro en el origen, cuyo eje focal
coincide con el eje y es:

Figura 3.28 .
@y {
B a*

Discutiendo la ecuacion anterior y por su construccion grifica, las intersecciones con el eje v son V(0.a) ¥
V'(0,—a), es decir la longitud del eje mayor es 2a y la longitud del semieje mayor es a.

Las intersecciones con el eje x son A(b,0) y A'(—5.0). por lo que la longitud de dicho eje es 25 y la longitud
del semieje menor es b,

2b* 26°

La longitud del lado recto para ¢l foco F es y lambién para ef foco F' es

a

fﬂz_b‘l

i ¢ c
La excenlricidad se determina por: ¢ =— =
a a
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Al ser el gje focal de la elipse el eje coordenado v, que las ecuaciones de las directrices son:

a a
y== ¥ J=m=
3 e
2 42 2
Las ecuaciones — +-=— =1y — +=— =1, se denominan primera ecuacion ordinaria de la elipse o de
forma canénica. ¢ ° =k
EJEMPLOS .

ol ' ®- [Ina elipse liene su centro en ¢l orieen y su eje mayor coincide con el eje x; si uno de los focos es el punto F(3.0)

eVl p gen y sueje may d) p y
1

L/ la excentricidad es igual a E: determina las coordenadas del otro foco, las longitudes de los ejes mayor y menor,

la ecuacion de la elipse y Ia longitud de cada uno de sus lados rectos; traza la grifica correspondiente.

Solucién

Sean las coordenadas de los focos de la elipse F(c,0) y F'(—c.0); como uno de los focos dados es F(3.0), por
tanto. ¢ = 3. Asi, las coordenadas del otro foco son F'{—3.0).

. = ) I i
Si la excentricidad de la elipse es > por su ecuacion. resulia:

a(l)=2(3)
a==a

Por la relacion B2 = a? — 2, resulta:

T b =93
=27 =33

La longitud del semieje mayor es a = 6 y la del eje mayor es 2a = 12; la longitud del semicje menor es
b = 3/3 y 1a del eje menor es 2b = 6+/3.
Las coordenadas de los vértices de la elipse son:

Via.0) y Vi(—a0) T
_ oordenadas de los
Yol Vi=6.0) } extremos del eje mayor.
Las coordenadas de los extremos del eje menor de la elipse son:
A(0.b) y A'0.-b)
A(0.343) A(0.-33)
o : X 9
La ecuacion de la elipse es: = b =3
a b
2 2
6 27
225369 I
972

27x2+36y2 =972 o 3x24+4y' =108
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La longitud de cada lado recto es:

252
LR=——
a
P
6 f
LR=9
Las ecuaciones de las direcirices son: = iE
€
6
= :|:T =412
5

Despejando x de la ecuacion de la elipse 3x*  4y* = 108; grificamente se liene:

108 —4y2 0 =5 2 43 44 45
r=+|— -
* HJ 3 44 4588 4553 4489 4382 11.63

|
A(0.373)

oh |

Directriz

Eje menor | =2b = 643

Directriz
L

2 ®s:Determina las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad,
la longitud de cada uno de sus lados rectos para la elipse 25x” + 16y* = 400; traza la grifica correspondiente.

Solucién
5i la ecuacion de la elipse dada. se divide entre 400, s¢ liene:

25x°2 4 16y* 400
400 400 400

2
12 2

y » x2 9P
— == Esta ecuacion es de la forma +==1
16 25 } { b g

De la ecuacion resultante se hace notar que el denominador de mayor valor, siempre estd asociado a la va-

riable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide el eje mayor de la elipse: por lo tanto, el eje focal
¢s el eje coordenado v.
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De la ecuacion e +-'L =1, se tiene:
16 25

=
2 2

at=25 b =16
=23 h= 4
Por 1a relacién B = a* — 2, resulta:
P=a & c*=9
ct=a> B
cE=25-16 c= 73
Las coordenadas de los focos son:
Fl(0.0) F'(0,-¢)
F(0.3) F'(0,—3)
Las coordenadas de los vértices de la elipse son:
ViD.a) ¥ VI(0,—a)
V(0.5) y V(0,-5) } Coordenadas d'c los
extremos del eje mayor.

Las coordenadas de los extremos del ¢je menor de la elipse son:
ABDYy  y  AC-BOD)
A(4.0) ¥y A 4.0)

La longitud del semieje mayor es @ = 5 y la del eje mayor es 2a = 10; 1a longitud del semieje menor es

b =4 y la del eje menor es 2b = 8.

’J.
La excentricidad de la elipse es: e = L ; =06(<l)
a 5

I1hH2
La longitud de cada lado recto es: LR = i — M - %2 —6.4

a 3

Las ecuaciones de las directrices son:

+

-
Il

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

¥y

A=

=8.333

25
v e 3 :
B 3 Directnz

wwluw = |8

Se genera una labla de valores a partir de la
ecuacion de la elipse 25x* + 16y* = 400.

J400 — 2512 =
p=t—— A(=4.0) E A(40)
'I.%
0 +5
+1 +4.84
+2 +4.33
13 | £330 |
Durectriz
A 0
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Ecuacién de la elipse con centro fuera del origen
y eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados

Normalmenlte se requiere determinar la ecuacion de una elipse con centro fuera del origen coordenado y cuyo
¢je focal es paralelo a uno de los ejes del sistema coordenado.

Considerando 1a elipse de la figura 3.30, su cenlro cs
¢l punto @'(h.k) cuyo eje focal es paralelo al eje de las x;
donde 2a y 26 son las longitudes de los ejes mayor y menor.

Si transportamos los ejes del sistema coordenado, ha-
ciendo que el nuevo origen () coincida con el centro de la
clipse (h.k), se establece la ecuacidn de la elipse con relacion
a los nuevos ejes coordenados X'y ¥, es decir:

2 2

X2 oy
a* b?
o N Aplicar el siguiente principio: Si los ejes coordena-

dos de un sistema se lransportan a un nuevo origen '(h.k);
las coordenadas de un punto cualquiera P son (x,y) y
(x".¥") antes y después de la transportacion de ejes, respec-
tivamente, las ecuaciones de transformacién del sistema original al nuevo sistema coordenado son: (x=x' + f) ¥
=y +K.

Al despejar para x' y V', se liene:

Figura 3.30

x=x+h y=v+4k
T=x—h Y=y-k
Sustituyendo las igualdades anteriores en la ecuacion de la elipse (2). resulta:
2 ¥ =
a! b?
(x—h)? ¥ k) ; } Segunda ecuacion
a o ordinaria de la elipse.

Las coordenadas de los focos para la elipse con centro en el origen son F(c,0) y F'(—c.0); para la elipse con
centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son:

Flh+ck)y F'(h — c.k) ¥

Las coordenadas de los vértices para la elipse con centro en
¢l origen, son V(a,0) y V'{ ~a,0): para la elipse con centro fuera
del origen y eje focal paralelo al eje x son:

Vih + ak) y Vith — a.k)

Las coordenadas de los extremos del eje menor para la
clipse con centro en el origen son A(0.b) y A'(O,— b); para
la elipse de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x,
son A(hk -+ B) y A'th.k — ).

Considerando la elipse de la figura 3.31, su centro es el punto X
¥ (h.k) cuyo eje focal es paralelo al eje de las y; donde 2a y 2b e
son las longitudes de sus ejes mayor y menor.

Figura 3.31
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Si transportamos los ejes del sistema coordenado, haciendo que el nuevo origen () coincida con el centro
de la clipse (h.k). establecemos que la ecuacion de la elipse con relacion a los nuevos ejes coordenados x7 y ¥/
2 V2
e + ? =113
Por el principio de la transportacion de ejes coordenados, expresado anteriormente, tenemos que:
=x-hyQ'=y-h.
Sustituyendo las igualdades anteriores en la ecuacion de la elipse (3). tenemos:

€51

2 2
f_j_ 4 =1
b_ L
(P kP } Segunda ecuacion
b & ordinaria de la elipse.

Las coordenadas de los focos para la elipse de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje y. son:
Flhk +c)y F(hk —¢)

Las coordenadas de los vértices para dicha elipse, son: V(hk + a) y VI(hk — a): también las coordenadas
de los extremos del eje menor para la misma elipse, son:

Ath + bk yA'(h — bk)

EJEMPLOS .

O
-‘ i L Los vértices de una elipse son los puntos V(9, - 6) y V(1. 6), la longitud de cada lado reclo es E ; determina

s .'m i : o 2

i la ecuacion de la elipse. las coordenadas de sus focos y su excentricidad.

e ITI_E‘

s
w

Solucién

Dado que los vértices V(9. 6) y V{1, 6) estin sobre el eje focal y de acuerdo con sus coordenadas, se observa
que ticnen la misma ordenada —6, por lo tanto, dicho eje es paralelo al eje x; asi, la ecuacion de la elipse por
aplicar liene la forma:
x—h)y? | (y—k)*
x—h?  —k? _

|
a’ b2

El centro de Ia elipse es el punto medio del segmento W (eje mayor de la elipse). sus coordenadas son:

h:xL"'xE k=_"'i+}'2
2 2

;,=E=E k— =1 =__12 El centro es O (5,6).
2 2 2 2

h=3 k=—6

Aplicar la férmula de distancia entre dos puntos se determina la longitud del eje mayor de la elipse, es decir:

d= W: 'Za:..f{_rt -+ —y)
2a=J(9—1)2 +(—6+6)

2a= /(8 +(0) =64
2a=2=8
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La longitud del semieje mayor es: 2a=

Las conicas

Dado que la longitud del lado reclo es =3 y a = 4, se liene que:
a

27 9

4 2

4% =36
36

b‘z = —
m 8

La longitud del eje menor es 2b = 6.

Las coordenadas de los extremos del eje menor son:
A(hk + b) y
A(5,—6 + 3)
A(5,-3)

Por la relacién B2 = a? — 2. resulia:

c=a-9
ct=16 -9
=7 y

Las coordenadas de los focos de la elipse son:

F(h + c.k) y
F(5+7,—6)

7
4

. . c
La excenltricidad de la elipsees: e=—=
a

La ecuacion de la elipse es

—0.6614 (e<1)

b=3 } Longitud del semieje menor.

Athk — by
A(5,—6 — 3)
A5, 9)

Fith — c.k)
F{5—fT.—6)

(x—35)2 i (y+6)*

=L

9
Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene:
¥
X
0 Eje menor
A(3.—3)
V(1. 0'(5—6) Vi(9,-6)
) F(5+41.- bae iy
A’(5,-9)
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7 ®@s-Los [ocos de una elipse son los puntos F{—4,-2) y F'(—4, 6), y la longitud de su eje menor es 4\.@ : determina
la ecuacidn de la elipse, las coordenadas de sus vértices y su excentricidad.

Solucién

Dado que los focos F( -4, -2) y F'(—4,—6) estin sobre el eje mayor y de acuerdo con sus coordenadas, se ob-

serva que lienen la misma abscisa 4, por lanto, el eje focal es paralelo al eje y: asi, 1a ecuacién de la elipse por

(x—h)* +(_v—k)2 _

aplicar tiene la forma: 1

75

b- a-

El centro de Ia elipse es el punto medio del segmento FF ( eje focal de la elipse), sus coordenadas son:

Bt
gy T 9
2 . =2-6_-%
) e e . T B F
2 2
h=—4 k=—4 El centro es O'( —4,—4).

Aplicar la f6rmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud focal (2¢) de la elipse, es decir:

d=ﬁ'—'=2{:=.ﬁx, %) —(n+w)

2c=J(—4+4)> +(-2+6)° c =%
2c=J(0)2 +(4)* =16 e=2
2e=4

Dado que la longitud del eje menor es 25 =4+/3 , la longitud del semieje menor es b = % =12.3.
Las coordenadas de los extremos del eje menor son los puntos:

A(h+b,k) y A'Ch—b.k)
A(—4+233.-4) A'(-4—-2.3, —4)
Por la relacidn bB* = a® — 2, resulta:
@ =bh*+c*
a’> =(2J3)2 +(2)°
a2 =12+44
at=16 a=4

Las coordenadas de los vértices o extremos del eje mayor de la elipse son los puntos:

V(hk + a) y Vihk — a)
V(-4,-4 | 4) V(4,4 4)
V(-4,0) Vi(—4,-8)

La longitud del eje mayor es 2a = 8 y la longitud del semicje mayor esa = 4.
La longitud de cada lado recto es:

_20 2(23) 202 24

a 4 4 4
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La excentricidad de laelipse es e =—= =05(e<1)

1
2

G+’ (+4°

La ecuacidn de la elipse es
12 16

Grificamente, se ticne:

Eje mayor| V(—4.0)

* F—4.-2)

A'l-a—2J3 {4) ' e lay Alla—2./3,a)

Eje menor

¢ F(—4.-6)

Vi(—4,—8)

Forma general de la ecuacién de la elipse

Al desarrollar las ecuaciones de la elipse escritas en su segunda forma ordinaria, se tiene que:

@) Eliminando denominadores y desarrollando los binomios al cuadrado, resulta:

(x—h)* +(_v—k)’~‘ - P — 2hx + ) + @ (2 — 2ky + k) = a*b?

a’ b* P2 - 20%hx + bR+ & - 2a%ky + @KE - aF =0
bx—h)? {y—Kk)? B 3 3 3 47 )

L) J;“ =8 _, B+ ay - e - 2a%y + PR @K PR =0 ()

pETe:

(x—h?* -k _, @2 - 2hx | 1) + B 2%y | k) =ad’

b a- @xX - 28°hx + a1 + BV - 20%y + PR — @B =0
a*(x —h)? + B2 (v —k)? E s =

¢ )agbz =8 =] a'x’ + Py — 2a*hx - 2b%ky + a’h* + P K- @B =0 (5)

Para la ecuacion (4), se establecen las siguientes igualdades:

A=b;C=a" D= -2 E= 2a*ky F= bR + a*k* — a’b* sustituyendo resulta:
Ecuacion de la elipse con eje focal paralelo

Axllli".-QiD.xtE'.fiF=0} ) )
’ ’ al eje x, escrita en su forma general.
Para la ecuacidn (5), se establecen las siguientes igualdades:

A=a%C=0;D=-2a%h: E= 2%y F =a®h* + b*k* — a®b* suslituyendo resulta:
Ecuacion de la elipse con eje focal paralelo al

ACH+CY+Dx+Ey+F=0 3 :
. ¢je v, escrita en su forma general.

Los coeficientes A y C de ambas ecuaciones generales deben ser del mismo signo.
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EJEMPLOS

.

O gl
'E{;"‘ ~ ®#-Delermina la ecuacion de la elipse en su forma general, si se sabe que su centro es el punto O(2,—4) y el vér-

T
[y

tice y el foco de un mismo lado del centro son los puntos V'( -2, -4) y F'(—1,--4), respectivamente; encuentra
también todos los elementos de la curva.

Solucién
Dado que el centro (X2, —4), uno de los vertices Vi(—2,—4) y el foco F'(—1,—4) estdn sobre el cje mayor y de

acuerdo con sus coordenadas se observa que tiene la misma ordenada —4. por tanio el eje focal es paralelo al
— hy? r— k)2
=k k7 _
a’ B
Ya que el centro de laelipse es O'(2,—4) es el punto medio del eje mayor VIV cuyos extremos son los vértices
de la elipse, resulta:

eje x: asi, la ecuacion de la elipse por aplicar tiene la forma: -

h=£‘%"—' 2)2) =1y 2
Z_IV _2 Iy:4 } 2
- 2 _Ivzﬁ

Como la ordenada es —4, las coordenadas del otro vértice es V{6, —4).

Dado que el centro de la elipse (2, —4). el punto medio del eje focal FF' cuyos extremos son los focos de
la elipse es:

n=7*‘f';1# (2)2) =25 — |
g tr—
- -2 IF=5

Como la ordenada es —4, las coordenadas del otro foco son F(5,—4).
De la abscisa del vértice, se liene:
h+a=06 } Si i = 2, resulta:
24+a=56
a=6-2
a=4 y a* =16
La longitud del semieje mayor es a = 4 y la del eje mayor es 2a = 8.
De la abscisa del foco, resulta:
h+e=5 } Sih=2 resulta:
24ec=>5
c=5-2
e=3 ¥ c-=9

Por la relacion #° = a* — ¢, resulta;

b =16—9
=7 b=4T
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Las coordenadas de los extremos del eje menor son:
Alh.k+b) y A'(h.k —b)
A(2-4+7) A'(2.-4-7)

La longitud del semieje menores b=/7 y la del eje menor es 2b = 2./7.

La longitud de cada lado recto es LR = i = 20 = ] = 1
d + 4 2

=075 (e<1)

| e

- . c
La excentricidad de laelipse es ¢ =—=
a

(x—2) +(_v +4)° -
16 7

I.

La ecuacion de la elipse es

Transformando la ecuacion de la elipse de 1a segunda forma ordinaria a la forma general, se liene:

(x—2) +{__v+4}3 B
16 7
Tx—2) +16(y +4)*
112 N
T — 28x + 28 + 16y* + 128y + 256 = 112
7x2 + 16y — 28x + 128y + 284 — 112=0

1

T+ 16y? — 28x + 128y + 172 = 0} Ecuacion de la elipse en su forma general.

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

Eje menor
0 t >1
A2 -4+ JT)
| —
o 024 vi6.4) |

\F(1 F,je-mayor

AR—4-T)

2 ®e-El centro de una elipse es el punto O°(—4.,6) y uno de sus vértices es ¢l punlo V(—4.10) y la longitud de cada

lado recto es 6; determina la ecuacion de la elipse en su [orma general y todos sus elementos.

Solucién

Dado que el centro @'(—4,6) y uno de los vértices V(—4,10) estdn sobre el eje mayor y de acuerdo con sus coor-
denadas, se observa que tienen la misma abscisa — 4, por tanto el eje focal es paralelo al eje v; asi, la ecuacidn

de la elipse por aplicar tiene la forma:
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(x—h)*  (y—k)*
=

b? a

Como el centro de la elipse O'(—4.6) es el punto medio del eje mayurw cuyos extremos son los vértices
de la elipse, tenemos que:

i Yy TV (2)6) =10 + Yy
2 Yp=12 — 10

Como la abscisa es —4, las coordenadas del otro vértice es V'(—4,2).
De la ordenada del vértice, resulta:

kta=10 } Sik=6,resulta:
6+a=10
a=10-6
La longilud del semieje mayor es a =4 vy la del eje mayores 2a = 8.

2b?
Dado que la longitud del lado recto es — =6 y a = 4, se liene que:
a

27
=b
4
26 =24 Br=12
. 24 .
b = = b=2/3 } Longitud del semieje menor.

La longitud del eje menor es 2b = 44/3.
Las coordenadas de los extremos del eje menor son:

A(h+b.k) y A'(h—b.k)
A(-4+2.3.6) A'(-4-23.6)
Por la relacion B = a* — ¢, resulta:
c=a—-F
=16 - 12
=4 y c=2
Las coordenadas de los focos de 1a elipse son:
Flhk + ) y Flhk — c)
F(-4.6 +2) F(—4.6-2)
F(—4.8) F'(-44)

1
La excentricidad de la elipse es ¢ = L 5 05(e<1)
a

2
4

(4?67
12 16

La ecuacion de la elipse es 1.
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A'll—4-2.3.6)

Las conicas

Transformando la ecuacidn de la elipse de la segunda forma ordinaria a la forma general, se liene:
(x+4)? (v—6)?
+ =
12 16
l6(x+4)* +12(y—6)*
192
1607 + 128x + 256 + 12y* — 144y + 432 =192
1607 + 12y7 + 128x — 144y + 688 — 192=0

tex? + 12y  128x — 144y + 496 =0 } Al simplificar

Ecuacion de la elipse
en su forma general.

47 137 1320 36y | 124=0 }

Graficamenle, tenemos:

Eje mayor El drea de la elipse se determina

por la [ormula A = wab.

Vi—4.10)

| F(=48)

a’+p*
2

Los=2w

A(—4+2/3.6)

/i —
(—4.6) Eje menor

del semieje menor.
F(—44)

Vi(+~4,2)

Ejercicio 25

I. Con ayuda de tu profesor, determina las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor
y menor, la excentricidad vy la longitud de cada uno de sus lados rectos; traza y discute las siguientes elipses.

5 s S [ e —

1. 495 | 81y = 3969 S, e

: 36 27 correspondientes

2 12 {mm'
2. 250 | 9 =225 6. 4L i s S
: 4 25
3. 47 9 =36 7. 122 + 82 =9 G
2 S isciplinares

4. 1622 4 25y2 = 400 g, oy

: 144 ' 169
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Il. Resuelve en equipo los siguientes problemas y en plenaria discutan sus resultados.

(FE——— |

comespondientes

Cnm}'l:b‘uus 75

QENENCas

dxmplm‘esﬂs ;%
. 4

mEr s e

L I I I R R

@ W B ® B E R B ETEEEEEEEE RN TR R RS EEEEE T EEEE R R WY T EW AR

14.

Determina la ecuacion de la elipse cuyos vértices y focos se indican:
a) WV(5,0), Vi(—5.0)y F(3.0). F'(-3.0) by VO.7).V0,-T) y F(04), F(0,—-4)

Determina la ecuacion de la elipse cuyos focos y excentricidad se indican:

a) F0.2),F0,-2)yc =% b F(5,0,F(-50)ye= g

. Delermina la ecuacion de la E;lipSE: cuyos focos y la longitud de cualquiera de sus lados rectos se indican:
a) F(053),F(0. 5\3)yLR=5 €) F[%U].P[—%.o] y ue:%
by F(3.0),F(-30)yLR=9 d)y FO2NT), F(0,-2JT)yLR=9

Determina la ecuacion de la elipse con centro en el origen, uno de sus vértices el punto V'(0,-7) y que

14
pasa por ¢l punto M [ﬁ ?] encuentra todos los demds elementos y traza la griafica correspondiente.

. Determina la ecuacion de la elipse con centro en el origen y su eje mayor esld sobre el eje x y que pasa

por los puntos M (2,4/2) y N(y/6.-1).

. Determina la ecuacion de la elipse con centro en el origen y su eje mayor estd sobre el eje v y que pasa

por los puntos M[4,% \E] y N(—S.zﬁ}.
Determina la ucuacié_n de la elipse que pasa por el punto M [3. ?] tiene su centro en el origen y su

eje menor coincide con el eje v y la longitud de su eje mayor es el doble de Ia de su eje menor.

Determina los radios vectores del punto P 1,_’- que estd sobre la elipse 1637 + 7y* = 112
Determina la ecuacion de la elipse con centro en el origen, uno de sus focos en el punto F(3.,0) y lon-
gitud del semieje mayor igual a 5.

. Determina la ecuacion de la elipse con centro en ¢l origen. eje mayor sobre el eje y y que pasa por los

punios M(2,6) y N(3.4).

. Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos M(4,2) y

N(—2,2) seaigual a 8.

Determina la ecuacion del lugar geoméltrico de los puntos cuya distancia al punto (0,2) es igual al
doble de la correspondiente a larectay — 8 =0.

. Si k es un nimero positivo, demuestra que la ecuacion 4x* + 3y* = k, representa una familia de elipses

1
cada una de las cuales tiene excentricidad de —.

Determina e identifica la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de
los puntos de la circunferencia x* + y* = 16 en la razon 1:4 (doble solucién).

lll. Aplicando la definicion de elipse, determina la ecuacién que satisfaga cada una de las siguientes
condiciones dadas.

L

Un focoen FI(0.-6) ye = %

Un vértice es V(0.9)ye =

L | b

3
Un extremo del eje menor en A[D,g] ye= 5
La longitud del eje mayor es 10 y la del eje menor es 8: los focos estin sobre el gje x.
El lado recto mide [lf] y uno de los extremos del eje menor es A(—0,4).

El eje menor mide 12 y uno de los focos esti en el punto F(0.8).
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7. Pasa por los puntos M(—4.1) y N(3.2).
8. Un foco en el punto F'(D, - 6) y la longitud del semieje menor es 8.

IV. Determina la ecuacién de la elipse en su segunda forma ordinaria que satisfaga las condiciones si-
guientes; encuentra también todos los demas elementos y traza |a gréafica correspondiente.

|
1. Vértices los puntos V(1,7) y V(1.1). su excentricidad es 5

Focos los puntos Fi(4,2), F'{4,- 2), la longitud de cada lado recto ¢s 6.

Wb

9
Vértices los puntos V(9.6). V'(1.6), la longitud de cada lado recto es 5
Focos los puntos F(—3.8) y F'(-3.2), la longitud de su eje menor es 8.

Centro en 0/(2,1) y uno de sus vértices es el punto V'(—3,1) y la longitud de cada lado recto es 4.

= A

Centro en 0/(4.2) y el vértice y el foco de un mismo lado del centro son, respectivamente: V(4. 2) y
F4,-1).

Centro 0'(3,-2), un vértice V(5,-2)ye= EI

8. Veértice V(8.3) y [ocos los puntos F(—2.3) y F'(6,3).

9. Centro O'(—1,—2), eje mayor vertical que mide 6 y su e¢je menor es 4.
10. Centro O'(3.1), un vértice V(3,-2)ye = %

V. Determina todos los elementos y traza la grafica de las siguientes elipses.

=~

-— 132 y— Wy2 -2y " '}.'2
G102 0-2°_, g E=B, Q¥
1 9 36 20
_Ay? 2 2 _:;'2 _ 142
(x—4) +(}+l} . ) L 1y _
18 9 8 9
_'T'F_" i 2 == 2 3
&3 O (x—6) +{:-r+4) .

1

|
h

3. =1 6.
4 1 16 36
V1. Resuelve los siguientes problemas determinando la ecuacion de la elipse en su forma general y traza
su grafica.

1. Los vértices de una elipse son los puntos V(—3.7) y V(3. 1), y la longitud de cada lado recto es 2;
determina todos sus elementos y ecuacion.

2. Elcentro de laelipse O'( - 1.2), uno de los vértices es V{— 1.5) y uno de los focos el punto F'[— B \1’5]
determina todos los demis elementos y ecuacion.

3. Elcentro de la elipse O'(—3.2), la longitud del semieje mayor es 4 y 1a del eje menor es 6: determina
Lodos los demis elementos y su ecuacion.

4. La coordenada de uno de los focos es F(E, 243 ) uno de los extremos del eje menor es A(9.-2) y
uno de los vértices es el punto V(8,0); determina todos los demds elementos y ecuacion.

VIIl. Determina el drea y la longitud perimetral de las elipses de los problemas | y V de este gjercicio.

c Verifica tus resultados en la seccion de recpuestac correspondiente.. « « s s s s s s s s s e s s s s ams s s snaamsussnan

Discusién acerca de si una ecuacién de la forma Ax2 + Cy2 + Dx+ Ey+ F=0
representa o no una elipse; en caso afirmativo, deferminacién de sus ele-
mentos correspondientes

La ecuacion de segundo grado en las variables x y v que no contenga lérmino en xy, escrila en la forma:

A+ CYV +Dx+ Ey+ F=0
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Al discutir la ecuacion anlerior suponemos que los coeficientes A y C deben ser del mismo signo (positivo)

yqueAd =C.

Una forma simple de demostrar que la ecuacion Ax® + Cy* + Dx + Ey + F = 0 representa una elipse consiste
en reducirla a la segunda forma ordinaria de la elipse por medio de completar cuadrados.

Al dividir la ecuacion dada entre el termino AC se tiene:

+C‘. _+E +i =0 } Al ordenar términos, se liene:
AC  AC AC AC AC
[r_'+E +[1’;+£‘1 .
C AC A AC) AC
l[x + [ = 4 } Completando cuadrados x y vy, se tiene:
C -~ AC F SEER '
DY EY DY EY
Dx | A 1., E |c 1] 4 1|c F
VP —t|= == = == === —===
[ A 2 Al (i 2 clL2 Al2 AC
t{, bx D*) 1., Ey E?) [ ] [ ]
— x| —{y =+ =—
C[ A 4A3] AE' C 4act 442 41

Al factorizar, resulta:

[ 1[ E}Y D? E? F
x+— +-~_v+— = —t e —
A 2C 4A2C  4AC? AC

E 2
[‘+_] +["+zc]  CD? + AE? —4ACF
c A 4A2C?

CD* + AE* —4ACF

, es decir:
4AC?

De lo anterior se establece que M =

Z s
o2 2]
24] =M (1)
C A

Analizando los siguientes casos, se liene:

a) SiM > 0, laecuacidn (1) representa una elipse de 1a forma:

[H_'] ["' zcj
=1, cuyo centro ¢s ¢l punto O —

_£]
2c)

51 MC = MA, el eje focal de laelipse es paralelo al eje x; si MA > MC, el eje focal de la clipse es paralelo

al eje .

D E
——.,——|. que se
24" 2¢

b) 8i M =0, la ecuacién (1) representa la grifica de un punto tnico de coordenadas
denomina elipse punto.
¢) Si M <0, laecuacion (1) no representa ninglin lugar geomélrico real.
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&
.

EJEMPLOS
w

O el . . . : .
T{E:{ F £ @ - Analiza si la ecuacidn 2x° + 3y~ — 8x — 18y + 29 = 0 representa o no, una elipse; en caso afirmativo, determina
R
W

sus elementos correspondientes y lraza su grifica.

Solucion
Reduciendo la ecuacion dada a la segunda forma ordinaria de la elipse, se tiene:
Al ordenar los términos.

(2x? —8x)+(3y* —18y)=—29 } Sacando factores en el primer miembro

2(x2 —4x)+3(y2 —6y)=—29 }' Completando cuadradosenx y v

2
_—6] —29
2

+3

—61 _42
2 e s — | | =2{— 3
) ”[2]] [2]+

2 —4 ;
X —dx+|—
=]

2(x2 —4x+4)+3(y2 —6y+9)=2(4)+3(9)—29
Al dividir la ecuacion entre ¢l

2 o L
2(x—2)" +3(y—3) =8+27-29 } producto de (2)(3) = 6

20x—2)7  3(y-3)
B O &

(x-2¢ -3 _,

3 2

} Ecuacion de la elipse en su
segunda forma ordinaria.

Dado que el segundo miembro de la ecuacién resultante es mayor que cero, se deduce que la ecuacion

2x* + 3y* — 8x — 18y + 29 = 0 representa una elipse.

(x—27 (y-3)
¥ 2

Las coordenadas del centro de la elipse son ((2.3).
Como el denominador de mayor valor estd asociado a la variable correspondiente al eje coordenado paralelo

=1, resulta:

De la ecuacion

al eje mayor de la elipse y a* > b, resulta:
a*=3
3 b=42

2=

El eje mayor es paralelo al eje de las x.

La longitud del semieje mayor es a = V3 y la del eje mayor es 2a= 2.3; longitud del semieje menor es

b=+/2 yladel cje menores 2b =242,
Por la relacién b2 = a* — 2, resulta:
=g B

=312
=1 y e |
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Las coordenadas de los vértices de la elipse son:
V(h+a.k) y V'(h—a.k)

V(2+J§.3} ; } Coordenadas de los
—J3.3
V(2453 extremos del eje mayor.

Las coordenadas de los [ocos de la elipse son:

Fth + ck) y F'th — ck)
F(2+ 1.3) F(2-173)
F(3.3) F'(1,3)
Las coordenadas de los extremos del eje menor son los puntos:
A(h.k+b) y A'(h.k—b)
A(2.3+42) A'(2,3-42)
2
La longilud de cada lado rectoes LR = LA . 2.309.
a V3 3
La excentricidad de la elipse es e = £ —-]- =057713 (< 1)
a 3

Al elaborar la grafica correspondiente, se liene:

y Eje menor

A(23+42)

v'(2-3.1) 0'2.3) V{Hﬁj?- Eje mayor
F(3.3) ¥ ;
A'(2.3-43)
= I

2 ®e-Determina la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos P(8,5), G(12,1), R(2,6) y S(- 6.4) y tiene sus ejes
paralelos a los ejes coordenados.

Solucién

La ecuacion de la elipse en su foma general Ax* + Cy* + Dx + Ey + F =0, que se reduce a:

—=0 . e
T el coeficiente "A", resulta:

AR G Dx By F } Al dividir la ecuacion entre
' T4 A VAT

[ 8 D E F
24—y 4+—axt—y+—=0
A A A A
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E

Al establecer las siguientes igualdades: C' = E D'=— E'=—yF'= F 1a ecuacion se puede expresar
- A A A

A
en la forma:

2+ OV +Dx+EY+F=0

Como los cuatro puntos dados estdn sobre la elipse. sus coordenadas deben satisfacer la ecuacidn
¥+ C'v?+ D'x + E'v + F'=10: donde las constantes C', D', E' y F' se deben determinar.

Para P(8.5) B+ B+ DR +HEG+F=0
64 | 25C" | 8D' | 5E' { F =0

25C' + 8D + SE'+ FF= 64 (a)
Para O(12.1) (127 + COY + D) +E) + FF=0
M+ C+ 12D + E+ F=0

CH+ 12D +E+F=-144 (B)
Para R(2.6) 2P + ey + D@+ E®) + F=0
44 36C" 42D + 6E + FF=0

3I6C + 2D+ 6E + F = -4 (c)

Para S( - 6.4) (67 1 CE +D(6) 1 E@+F=0
36+ 16C 6D +4E + FF=0

16C" — 60 +4E + F' = -36 (d)

Por simultineas entre las ecuaciones (@) y (b).
Si la ecuacion (b) se multiplica por — [, resulta:

Por simultineas entre las ecuaciones (D) y (c).
Si la ecuacion (¢) se multiplica por — 1, resulta:

Por simultineas entre las ecuaciones (¢) y (d), lenemos:
Si la ecuacion (d) se multiplica por — 1. resulla:

Por simultianeas entre las ecuaciones (e) y (f).

—C'-12D'—E'- F =144
25C' +8D' +5E'+ F' =—64
24C"—4D' +4E' =80 (e)

B 73 7 s S0 S |
C'+12D'+E'+ Ff =—144
—35C" +10D' —5E'=—140 (f)

—16C"+6D'—4E'— P' =36
36C'+2D'+6E'+ F' =—4
20C'"+8D'+2E'=32 (@)

Si la ecuacion (e) se multiplica por 10 y la ecuacidn (f) se multiplica por 4, resulta:

295
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Por simultineas entre las ecuaciones (f) y (g).
Si la ecuacion (f) se multiplica por 8 y la ecuacion (g) se multiplica por — 10, resulta:

—280C" + 800" —40E' = —1120
—200C" — 800 —20E' = —320
—480C' —60E' = —1440 ()

Por simultaneas entre las ecuaciones () e (i).
5i la ecuacion (Jr) se multiplica por 3, resulla:

300C" + 6OET =720
—480C" — 60FT = —1440

—180C'=—T20
C'=ﬂ=4
—180

Al sustituir el valor de €' en la ecuacion (i), se liene:

—480C' —6DE' = —1440
—480(4) —60E’ = —1440
—1920—60E"' =—1440
480

E‘:TO_—s

Al sustituir los valores €' y E' en la ecuacidn (g), resulta:

20C + 8D 4 2E' =132
2004) + BD' + 2( 8)=132
80+8D'—16=132

8D'+64 =32
8D’ =32—64
—3
D’:TZ =—4

Al sustituir los valores de ", E' y D' en la ecuacidn (d), resulta:

16C" — 6D + 4E + F' = 36
16(4) —6(-—4 +4(-8) + FF=-36
64 +24 - 32 + FF'=—-36
Fl'=-92

Al sustituir los valores de las constantes C', IV, E' y F", en la ecuacidn de la elipse se liene:

TV D By P =0

N B Ecuacion de la elipse
r+4y —4xr—-8y—-92=0

en su forma general.
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Reduciendo la ecuacion resultante a la segunda forma ordinaria de la elipse. lenemos que:

o S Al factorizar el segundo érmino del
(" —4x)+(4y" — 8y)=92 primer miembro de Ia ecuacién

(x*—4x)+4(y* —2y) =92 } Completando cuadradosenx y v

el

+4

2
xt—4x +[——i]
2

(X —4x+DH+4(* -2y +1)=92+4+4 } Al factorizar

(x—2)2+4(y—1)* =100 } Al dividir 12 ecuacidn entre 100
—2  A(y—1)? 100
(x }+ {(y—1~ 100

100 100 100

(x—2)  (y—17 Ecuacion de la elipse en su
100 e L segunda forma ordinaria.

A partir de la ecuacidn anterior se calculan las coordenadas del centro de la elipse. es decir:
Como el denominador de mayor valor estd asociado a la variable correspondiente al eje coordenado paralelo
al eje mayor de la elipse y como &® > b, se liene que:

a= 10 b=35 El eje mayor es paralelo al eje de las x.

La longitud del semieje mayor es a = 10 y la del ¢je mayor es 2a = 20 la longitud del semieje menor es
b =35 y la del eje menor es 26 = 10.

Por la relacion b = a® — 2, resulta;

=g -

c* =100 - 25

=175 y c=53

Las coordenadas de los vértices son:
Vil + a.k) y V'(h + a.k)
Vi2 + 10,1) V(2 — 10,1)
V(12.1) Vi (-8.1) } Coordenadas d::: los
extremos del eje mayor.

Las coordenadas de los focos de la elipse son:

F(h+c.k) F'(h—c.k)
F(2+543.1) y F'(2—5V3.1)
Las coordenadas de los puntos extremos del eje menor son:
Alhk+ B) Y A'thk— b)
A(2,1+ 5) A(2.6) A'(2.1-5) A (2.-4)

i 5
La longitud de cada lado recto es LR = & = % = lg
a

53 1

0 2

=35.

La excentricidad de la elipse es e = S J3=0.8660 (e < 1)
a
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Al elaborar la grafica correspondientes, se liene:

2 | Eje menor
|
| R(2.6)
§(—6.4)
(2 _5 : ' Eje
VI(—8.1) F(2-543.1) o2.1) F+53.1) V(i2,1) mayor
\ Toaan "
A2 —4)
= |
|
Ejercicio 26

I. Discute en plenaria si cada una de las siguientes ecuaciones dadas representan o no una elipse; en caso
afirmativo determina sus elementos correspondientes y traza su grafica.
comespondientes

i

Competencias
genéricas 2.
’ 3.

as

disciplinares 4.

612 + 9y2 — 24x — 54y  105=0 5. 52+3y2-3y—12=0
9x* + 4y — 18x + 16y — 11 =0 6. ¥4y - 6xtl6y+21=0
4° + 9y +32x — 18y +21 =0 7. 4% +9%* +32%x — 18y +37=0
X4y 10x - 40y + 109=0 8. 22 4+2y - 2x+18y+33=0

Il. Determina en equipo la ecuacion de la elipse que pasa por los cuatro puntos dados y cuyos ejes son
paralelos a los ejes coordenados.

P(4.,0), O(1,—1), R(0,1) y 5(2,2) 2. P(—83).0(-24).RB.-1)y56.—4)

lll. Resuelve los siguientes problemas.

Determina la ecuacién de la familia de elipses que tienen un centro comin O'(2.3), un eje focal comin
paralelo al eje y, la excentricidad es igual a 12; traza la grifica de la familia de elipses para tres valores
diferentes del parimetro.

La ecuacitn de una familia de elipses es 4x* + 9y* | ax + by — 11 =0; delermina la ecuacion del elemento
de la familia que pasa por los puntos P(2.3) y O(95,1).

Determina las longitudes de los radios vectores del punto P(2.1) de la elipse 27x° + 3v* — 54x — 6y + 3=0.
El punto medio de una cuerda de la elipse 3x* + 12y* — 18x — 24y — 9 =0, en el punto M(5.2); delermina
la ecuacion de la cuerda.

Determina el lugar geomélrico de los puntos P(x,y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que unen
Pix.y) con los puntos fijos (3., 2)y R(- 2.1) esigual a 6.

Encuentra e identifica la ecuacion del lugar geoméirico de un punto que se mueve de tal manera que su
distancia del eje x es siempre igual al doble de su distancia del punto R(2.3).

OVeriﬁcatlumultado:nnlauc:iéndnmpmtas:nnﬂpnndiantﬂ.-.-..-....-..-.--......-a-..-..-....-
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Ecuacién de la tangente y normal a una elipse

Dado que la ecuacion de una elipse es de segundo grado, las rectas langentes a dicha curva se determinan por la
condicidn de tangencia empleada en la circunferencia y en la paribola.

EJ!EMPLOS s

ié—"',r *_'C-Dclermina la ecuacion de Ia tangente a una elipse dada en un punto dado de tangencia.

i.t_':'- (& a) Encuentra la ecuacién de la tangenle a la elipse #2x* + a®y? = @b en un punto cualquiera P,(x.y,) de
dicha curva.
Solucién

La ecuacion de la familia de reclas tangentes que pasan par ¢l punto dado es vy — vy = mix — x).
Donde, m es la pendiente de 1a recta langente que se desea determinar; al despejar respecto a y, resulta:

Y=t mx — mx,
Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de la elipse, se liene:
b | atyt =ath?

B+ @y, + mx — mx))? = a’t’

B+ @’y + m + m’x)? + 2mxy, — 2mxyy, — 2mixx,) = a*b’
02 @y a?mi 4 aPmixt o 2aPmxy, - 2aPmxy, - 2atmixx - a*BP =10
Px* + @m’ + 28 mxy, - 2a°m’xx; + @y’ + @m’xt - 2a°mxy, - @b =0

(0> + @am’) X + Qa*my, - 2a*m’x)x + (@vi* + a'm’x? - 2aPmoy, - @b =0
Esta iltima ecuacion estd escrita en la forma ax® + bx + ¢ = 0; aplicando la condicién de tangencia,
se debe cumprobar el discriminante & — 4ac = 0, es decir:
(2a’my, - 2a’n'x,)* — 4B + a®m?®) (@y,? + a*nr'x” - 2a'mxyy, — @*b*)=0
404V — BatarTy, + AatmTT —4a%H%y — 402 mPx? +8a*b mxy, + 4a’b’!
— 44T — 40t T + SaterTy +4a'tm? =0
Al dividir la ecuacion entre 4a*5?, resulta:
4a't’m’  4a’P’m’x? | Ba’bPmxyy, | 4a’ht  4aPhy!?
4a°p? 4a*h* 4a*p? 4a*h®  4a’h?
alm® —mix? + 2moyy + 0T —y =0
(@ —x2m* 4+ (2x,y)m+(b* —y?)=0

Aplicando la formula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se liene:
o —b+b* —4ac
2a

- —2xiy 42y — 4@ —x2)B — )

2a® —x;2)
5 N Al factorizar el
-2 +.4 —4a?H? +4atv? +4b02x2 — ;
— md \/,}f"v"r “ . * ?-‘“ Ll M } radicando y ordenar
2a” —x7) los términos

=2y +J4°x +a’y? —a’h?)

ﬂh = AHa® —x2)
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Como el punto dado P\ (x,.y,) pertenece a la elipse £°x* + a’y* = a’F, sus coordenadas satisfacen
dicha ecuacion, es decir:

Bx? +a%y = a’h?
Pr2+ayt—aB =0

Al sustituir esta igualdad en la ecuacién de la formula general, lenemos:

. —2x,y, £J4(bPx? +a*y? —a*h?) om0 Iy oy
2a® —x2) 2Aa—x) Z(a® —x?) (@ —x)
Xy
Al suslituir la pendiente |m = —FJL;Z—}]. en la ecuacion de la tangente por determinar, lenemos:
M

Y=y =mx—x)

TII}'J _(x—1)
{a"—x")

(@ —x*Hy—w)=—xnx—x)

a2y —a%y, — Xy + JE = —X00 + XPW

a’y—a*y = x’y—xxy

Y=di==

a’(y— Vi) =x(xy—1ym)
ie g2 ; E . . DrxA4aty?
De la ecuacion b’x,* + a*v,* = a*b?, se tiene el B I8

P , al sustituir esta igualdad en la
tltima ecuacion de la tangente, resulta:

a*(y—w) =x(x;y—1y,)
bix? +aty?
e
(670 + @y )y — ) =bx(ay—2y)
By —bxy +a* Wt — 'y’ = By — bl
al}-ytl e bz_‘-[;l_'ﬁ ey ﬂz}.li s h,!_ul-vi
)’I/WE)’}‘[ —b2x2) = )’:/':32_\':2 —b2xx;)
a’yy + b2 = 8232 +a’y?

](v—}'l}=xpfx:y—x}'1)

Dado que a*h* = b’x,” + a”y,?, 4l suslituir en la ecuacion anterior, se liene:
ayy, + b'xx, = a’t?
b + atyy, = a?b?

La ecuacién de la recla langente a la elipse b°x° + a’y* = a’#* en cualquier punto
Py(x,,y,) de la curva es b2y + ayy, = a*b.

b) Encuentra la ecuacion de la tangente a la elipse ax? + b = @%b en un punto cualquiera P\(x,.y,} de
dicha curva.

Solucién

, De la misma manera que se hizo en el inciso a), se establece que:

La ecuacion de la recta langente a la elipse a’x® + b%* = a*b* en cualquier punto
Pi(x,y)) de la curva es a®xx, + Byy, = a?h™.
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2 ®e-Delermina la ecuacion de la tangente a una elipse dada y que liene una pendiente dada.
a) Encuentra la ecuacion de la tangente a la elipse 5°x* + a’y* = a’h” que tiene por pendiente m1.

Solucion

La ecuacion de la familia de reclas tangentes que liene la pendiente m en comin es y = mx + k.

El parimetro k representa el segmento que la recta determina sobre el eje v, cuyo valor se debe
delerminar.

Al sustituir la igualdad y = mx  k en la ecuacion de la elipse, se tiene:
bx + ay =a’h?
Pyt b atmx + kY =a'ht
X + a(m’x® + 2kmx + k%) =a’b?
b2+ a?m?x® + 2a kmx + a’k* — @’ =0
(B ta® + mh )t + Qa® kmx + (@2 — a*bH =10

Esta tiltima ecuacién estd escrita en la forma ax® + bx + ¢ = 0; aplicando la condici6n de langencia,
se debe comprobar el discriminante & — 4ac = 0, es decir:

a*kmy —4b* +a*m*Na*k* —a*b*)=0
4a43TT —4a’bK +4a%b* — AamT +4a*b*m? =0
AR At sd ) }
4T Ay A

—kryatm’ 4+ =0

Al dividir la ecuacién
entre a’b?, resulta;

k2 =a*m* +b*
k=+Ja’m* +b?

Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de la familia de reclas tangentes que licnen la pendiente m
en comuin, resulta:

y=mx—+k
y=mxta*m?>+b*
Las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse #°x* + by = g’
que tienen pendiente mes y=mx £ m :
b) Encuentra la ecuacion de la tangente a la elipse a®x* + b%y* = a°b* que liene por pendiente m.
Solucién

De la misma manera que se hizo en el inciso a, se establece que:

Las ecuaciones de las rectas langentes a la elipse a’x” | Py = a’p”
que lienen pendiente m es y = mx ++/6*m?* +a*.
3 ®e:-Determina la ecuacién de la tangente a una elipse dada y que pasa por un punto exterior dado.

a) Encuentra las ecuaciones de las langentes razadas del punto P(3,— 1) alaelipse 2¢° + 3y* + x

y—5=0.
Solucion
La ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto dado P(3,—-1) es:
Yy-n=mx—x)
y+1l=mx - 3)
Donde m es la pendiente de la tangente buscada; al despejar respecto a v y sustituyendo en la ecuacidn
____ de la elipse dada se tiene: v=mx — 3m — 1.
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27+ 3mx —3m - 1P +x—(mx—3m— 1) 5=
224+ 3m +9m? + 1 —6mix —2mx+ 6m) +x —mx+3m+1-5
204 3 27T 3 — 18mx —6mx + 18m 4 x —mx 4+ 3m+1-5=
2% 1 3m b x - Tmx o 18mx | 27m* + 21m - ]
2+3m+ (0 —Tm— 18m>x + (27Tm* + 2lm — 1) =0
Esta tltima ecuacion estd escritaen la forma ax® + bx + c=10; aplicando la condicion de langencia,
s¢ debe comprobar el discriminante b — dac =0, es decir:
(1 — Tm — 18m?)* — 42 + 3mH(27m> + 21m — 1) =0
14+ 49m? + 3247 — 14m —36m> + 2527 —216m* — 168m + 8 =3247" —2527° + 12m> =0
191 m* — 182m +9=0 } Al multiplicar por — 1
191 m?  182m — 9=0 } Al resolver por formula general

- —b+p* —4ac
2a
I V33124 4191)(-9) _ —182++/40 000 _ 1824200
2(191) 382 382
1=—132+2m=£ . — —182-200 382
382 382 § 382 382
m =— m=—1
191

Al sustituir los valores encontrados en la ecuacidon de la familia de rectas que pasan por el punto
dado, resulta:

Pamm:i Param=—1
L 5 y+1=—1(x—3)
y+l=—-(x—3) =—x43
; 191 ¥+l 3 o o
x+y—2=0

191(y+1)=9(x—3)
191y +191 =9x —27
9x—191y 218 =0

Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(3, 1) a la clipse
22+ 3y +x—y—5=0son:9x — 191y — 218=0yx+y—2=0.

Al elaborar la grafica correspondiente, se liene: va
= =] £
V. 4
L
0 =146 N2 [
~-113 g
! N
! ~=—0.66
= ~1.33 \ e
= IR BT 500
135 0 Ty 191y 218 =00
—1.85 Wi
] ;
1 y
—=1:5 :
0.5
1 =1
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Diameiro de la elipse

El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una elipse, se denomina didgmetro
de dicha conica.
Si la pendiente de las cuerdas paralelas es m, la ecuacion del didmetro determinado por los puntos medios
de dichas cuerdas es:
V=— s } Si la elipse es x_3+\_’ =1
) a‘m b2

2 2 2
v=—ﬂﬂx } Silaclipsccsx—+y—,=]
: Bm o at

Para la ecuacion general de la elipse Ax™ + €y* + Dx + Ey + F =0, la ecuacion del didmetro es:

[ siraton s

EJEMPLOS

1

W&- »Determina la ecuacion del didmetro de la elipse ? -+ Jg =1 correspondiente a las cuerdas de pendiente 3.

,9'

E
L0
i
w Solucion
2 2

Como la ecuacion de la elipse dada es de la forma i? i V—,, =1, la ecuacion del didmetro de la elipse dada tiene
a

a’x
laforma y=——.
b*m
Al sustituir los datos correspondientes, se liene:
9
y=——%  2y=-ox
. 4(3) ’ B dv— 0
X+ 4y =
q .
¥ —]—; 9x+12y=0

La ecuacion del didgmetro de 1a elipse IT—I- '9 =leslx +4v=0

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

0 +3
41 +2.59
42 0 X
4+1.88 | 41
+1.49 | 42
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2 ®e:Determina la ecuacidn del didmetro de la elipse 322 + y* + 4x — 2y — 3 = 0 correspondiente a las cuerdas de
pendiente 1.

Solucién

Como la ecuacion de la elipse dada es de la forma general, la ecuacion del diametro de la elipse por aplicar
liene la forma:

D E
M+E]+m[c'.'+§]=ﬂ

Al sustituir los datos correspondientes, se tiene:

erdfolp-3)o

X +2y+y—1=0

Ix+y+1=0

La ecuacion del didgmetro de laelipse 3x* + y* + 4x — 2y - 3=0es3x + ¥y + 1 =0.

Al elaborar la grafica correspondiente, se liene:

;
3 !
A
: A3.73
- 1
iz 1
~0.53
~186| ° .
~0.66
=i 1
~0.53
=1.86 =
0
et
0
s-133| —1 :

|

Eiercicio 27
. |. Determina las ecuaciones de la tangente y la normal y las longitudes de las tangentes normal, subtan-

. gentes y subnormal, para las siguientes elipses en el punto de contacto indicado.

1. 22 + 3y —5=0en P(1,-1). 6. x* +4y* =4 en P(2,0).

: 2. 1622 1 92 = 144 en P[Z,E. T ALY =IO

2 3 8. X +4y" — 4x — 8y — 92=0en P(8.5).
: 3. 9% + y*=18en P(—1.3). 9. x2 +2y? — 8x + 4y = O en P(8,0).

2 2 ] ! — 2
4. 258 4 9‘}‘3=2250nf’[2.5—f . 10. 13x° + 23y — 51x -19y —4="0en P{,;,Z).
- 1. X +4? +2x— 12y + 6=0¢en FI—S.'E].

, i 57
5. 252 + 16y* = 400 en P[Q.T].

. 3425
12. 47 + 9 +32x IS_vr?-?:OenP[B, J:. ]
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Il. Determina las ecuaciones de la recta tangente de pendiente dada a cada una de las siguientes elipses.

i

T

Lh

6.

1.
8.

4+ 52 =8ym=2
" 3

x4 4}*‘:]00.-11:—}-3-

524+ yY=5ym=2

25x2 4 16 + 150x — 128y — 1 119=0ym= —>
3
5

A

a5 =20ym= =
3

37 44 - 6x + 8y - 45=0ym= —

| —

6x* + 9 — 24x — 54y + 51=0ym=>5
9% +4y* — 18x+ 16y — 11=0ym= -3

lll. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria el procedimiento de solucién.

===
comespondientes

13.

Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3x7 + y* + 4x — 2y — 3 = 0 que son paralelas
alarecta2x + 3y — 8=0.

Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto p(5, - 3) a la clipse

P4+ 22— 12y +6=0.

La ecuacién de una elipse es 2x* | 6y + 6x — 8y — 6 = 0, determina los valores de k para los cuales
las rectas de la familia 5x | 2y + k=

a) Corlan a la elipse en dos puntos distintos.

b) Son langentes a la elipse.

¢) Nointersecan a la elipse.

Determina el dngulo agudo de interseccion de las elipses 4% + y* — 32x 56 =0y 627 + 8y? = 86
en uno de sus dos puntos de inlerseccion.

Por el punto P(—2,-7) se trazan tangentes a la elipse 2x* + y* + 2x — 3y — 2 = 0; determina las
ecuaciones de las tangentes y los puntos de langencia.

Determina la ecuacidn de la cuerda de contacto del punto p(3.1) para la elipse x* | 2y* — 2 =0.
Determina las ecuaciones de las langentes a la elipse 53 + 7y = 35 paralelas a la recta

Ix +4y — 12=0.

Determina la ecuacion del didmetro de la elipse 9% + 25y* = 225 que pase por los puntos medios de
las cuerdas de pendiente - 3.

Determina la ecuacién del didmetro de la elipse * + 4y* = 4 conjugado del didmetro de la ecuacién
3r—y=0.

Determina la ecuaciGn del didmetro de la elipse 4x* + 5y* = 20 que pase por los puntos medios de las

cuerdas de pendiente [—-3%] 3

. Determina la ecuacion del didmetro de la elipse x* + 4y = 100 que pase por los puntos medios de las

3
cuerdas de pendiente [_E]

. Determina la ecuacion del didmetro de la elipse x* + 2y? — 8x 4y = 0 que pase por los puntos medios

de las cuerdas de pendiente %

Determina la ecuacion del didmetro de la elipse x* + 4¥* — 4x — 8y — 92 = 0 que pase por los punlos
medios de las cuerdas de pendiente 1.

Q Verifica tus resultados en la seccion de respuestas correspondiente.. «+ s s s s s s s s s s s s s s s sn s s saas s s
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PROBLEMAS DE APLICACION

Elipse

1 w®e-Laluna giraalrededor de la Tierra segiin una Grbita elip-
lica con la Tierra en uno de los focos (ver dibujo). Si las
longitudes de los ejes mayor y menor son 774 000 km y
773 000 km, respectivamente, ;cuiles son las distancias
méixima y minima (apogeo y perigeo) entre los centros
de la Tierra y 1a Luna?

7 ®e:Una particula gira en el sentido de las agujas del reloj sobre una elipse de ecuacion:

2

¥ + ¥ =1
100 25
La particula abandona la 6rbita en el punto (—8,3) siguiendo una trayectoria tangencial a la elipse. ; En que

punio cruzard la particula el eje y?

3 e®e:Laexcentricidad de una elipse se define como la razén ek . Siecl valor de a es fijo y el de b varia, describe
a

la forma general de la elipse cuando la excentricidad es cercana a la unidad y cuando su valor es proximo a cero.

4 ee-Elsalélite ruso Sputnik I fue puesto en Grbita en octubre de 1957, de forma que sus distancias médxima y minima a
la superficie de la Tierra eran 583 millas y 132 millas, respectivamente, ; cuil es la excentricidad de dicha 6rbita?

5 ®@e-Un segmento de 16 cm de longitud se mueve de forma gue uno de sus extremos esti siempre sobre el gje .
micntras que el otro siempre estd sobre el eje x. Determina la ecuacidn de la curva que describe el punto del
segmento que estd a una distancia de 12 cm del extremo que se mueve sobre el eje y.

4 ®e-Un segmento de recta de longitud (2 { b) se mueve con sus extremos A v B fijos a los ¢jes coordenados, como
se ilustra en el siguiente dibujo. Muestra que si a = b, entonces ¢l punto P describe una elipse.

7 ®e.Unalevaeliptica gira alrededor de su foco y mueve hacia arriba
¥ hacia abajo una palanca que descansa sobre el mismo como
se muestra en el dibujo. Si el eje mayor del engrane es 7 cm
y el eje menor es 5.6 cm jcudl es la distancia que el punto A Foco )
sobre la palanca se mueve de una posicion extremo a la otra?
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8 ®e-La Tierra se mueve sobre una érbita eliptica con el Sol en uno de los focos. Si la longitud de la mitad del eje
mayor ¢s de 93 millones de millas y la excentricidad es 0.017, halla las distancias minima y mdxima entre la
Tierra y el Sol.

Q w@e-El satclite estadounidense Explorer 18 se lanzd el 26 de noviembre de 1963. Las distancias médxima y minima
de su orbila a la superficie de la Tierra eran 122 000 km y 119 km.

a) Determina la excentricidad de la 6rbita.
by Delermina una ecuacion que describe la orbita.

10 ®@=-Elextremo de un tubo cuyo didmetro interior es 10 cm se corta a un dngulo de 60° como se muestra en el dibujo.
;Cudl es la longitud de los ejes mayor y menor de la abertura eliptica?

10 cm

|

11 e@e-Eldiseiio de una leva para automévil se programa empleando la ecuacién de una elipse y de una circuunferencia:

0.16x7 + 0.25y* = 0.04 y (x — 0.30)* + y* = 0.01. Traza las dos curvas en la misma grifica para mostrar el
diseno de la leva (emplea escalas adecuadas parax y y).

12 ®e-La galeria de los susurros en el edificio del capitolio en Washington, D. C., tiene como techo un domo en forma
de elipsoide. superficie formada al girar una elipse sobre uno de sus ejes. Un murmullo que se emile en uno
de los focos de la galeria puede escucharse claramente en el otro foco (una elipse refleja ondas de un foco al otro
foco), si la distancia entre los focos es 48 m y la longitud de las alas (eje mayor) es 52 m, ;cuil es la ecuacion de
la elipse que forma la galeria? Considérese que el eje mayor es el eje x y el centro es (0,0).

13 ®e:Desde un punto P sobre la circunferencia x* + y* = 4 se traza un segmento de recla perpendicular al didmetro

AB y se determina el punto medio M {observa la figura). Obtén la ecuacion de todos esos puntos medios M y
traza la grifica.

14 e®e-El arco de un puente es semidiptico, con eje mayor horizontal. La base del arco tiene 30 pies de longitud y

su parte mds alta con respecto al suelo mide 10 pies (ver dibujo). Determina la altura del drea a 6 pies del
centro de la base.
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15 ®e-Un cuadrado. cuyos lados son paralelos a los ejes coordena- % SR SR SUSNID SR S S_——
r,_, }‘2 X LR T RS, R e ST SRS
dos, estd inscrilo en laelipse cuya ecuaciones: — +=—=1, : & Ij
_ a- b ¥
cxpresa ¢l drea A del cuadrado en érminosdeay b. -

Determinacién de la ecuacién de la hipérbola y su gréfica
Definicién

La hipérbola es ¢l lugar geomélrico de un punto que se mueve en un plano de al manera que el valor absoluto
de la diferencia de las distancias del punto movil a dos puntos fijos del plano llamados focos, es siempre igual
a una cantidad constante. positiva y menor que la distancia entre los focos.

La definicidn anlerior no es aplicable al caso en que el punto mdvil se mueve sobre la rectla que pasa por los
focos a excepeion del segmento comprendido entre ellos, es decir, los focos y el punto medio de dicho segmento
no pueden pertenecer al lugar geomeélrico.

También se hace notar la semejanza que por definicidn tienen la elipse y la hipérbola.

Elementos de una hipérbola

Figura 3.32

La hipérbola consta de dos ramas diferentes, cada una de las cuales es de extension indefinida: designamos
los focos por Fy F', la recla £ que pasa por los focos y es perpendicular a las directrices, se denomina eje focal
o eje de la hipérbola; las directrices de la conica son los segmentos dd ¥ dd.

El eje focal interseca a la hipérbola en dos puntos, V'y V', que denominamos vértices: la porcidn del eje
focal comprendido entre los vértices, el scgmcnlo?ﬁ" se denomina eje transverso: el punto medio C del eje
lransverso se denomina centro; la recta € que pasa por C y es perpendicular al eje focal, se denomina eje nor-
mal: el eje normal no interseca a la hipérbola, no obstanle, una porcién del mismo. el segmento AA’, y que liene
a C por punto medio, se denomina eje conjugado: sca BB/, el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera
diferenles de l1a hipérbola se denomina cuerda; particularmente si una cuerda pasa por un foco, lal como EE,
s¢ denomina cuerda focal. si la cuerda focal es perpendicular al ¢je de la hipérbola, 1al como LI’ se denomina
lado recto; como la conica tiene dos focos, tambicn liene dos lados rectos; la cuerda que pasa por C, tal como
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DD’ se denomina didmetro; sea P un punto cualquiera de la hipérbola, los segmentos FP y F'P, que unen los
focos con dicho punto se denominan radios vectores de P (figura 3.32).

Primera ecuacién ordinaria de la hipérbola Vi

Si consideramos la hipérbola de centro en el origen y cuyo eje focal
coincide con el eje x (figura 3.33).

Como los focos estin sobre el eje x y el centro coordenado O es el
punto medio del segmento FF', por lo que las coordenadas de los [ocos
son F(e,0) y F'( -¢.0), en donde ¢ ¢s una constante positiva.

Si P(x.y) es un punto cualquiera de la hipérbola y con base en su
definicion, dicho punto debe satisfacer 1a condicion geométrica que es-
tablece que el valor absoluto de la diferencia de las distancias del punto
P a los focos es una cantidad conslante, es decir: ||ﬁ’| —|ﬁ’” = 24, en
donde a es una constante positiva y 2a < 2¢. De la condicion geome-
trica anterior se oblienen las siguientes equivalencias: Figura 3.33

|FR —|F'P = 2a y |FP _|F'Pl =—24
La primera igualdad es verdadera cuando el punto P estd sobre la rama izquierda de la hipérbola; la segun-

da igualdad también es verdadera si el punto P esta sobre la rama derecha de la hipérbola. Por la formula de
distancia entre dos puntos, se liene que:

A =\l(x — P+ (y—0) =Jx—cP +y?
[FH =+ +(y—0F =Jx+ef +y?

Expresando analiticamente la condicidn geoméltrica, lenemos que:

|FR—|F'Pl =24 |FP - [FA = 2a
Ja—eP +3y —Jx+eP +y =20 (1) Ja—cP+y —Jx+cF +y =—2a @)

Para simplificar, pasamos el segundo radical al segundo miembro de la ecuacion, elevando al cuadrado, las
ecuaciones (1) y (2) se reducen a:

2z 2
(T (o 7 T7)
(x—cP +1? =4a® +4a(x + )+ +(x+cf +y?
X —2cx+ g7 +y =4a® +4am+}’+2rx+ﬂ{+}{
—dex —4a* =4aJ(x+e) + ¥ } Simplificando
cx+a® =—aj(x+c)’ +y? } Elevando al cuadrado
(ex+a2) = {—am}z

2 x? +2a%ex +a* = @ |(x+c¢) +y?]

ex? 4+ 2a%ex +a* = a® (x* 4+ 2ex4-c2 +y2)
x4 286 +at = aPx? + 28 +a'ct +aty?
CZ_T] - HIIZ | ! ﬂ]_‘;l _ aECZ _ﬂ4

12 (fz _az)_az},z 232{1,_.1_“2)
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Dado que ¢ > a, ¢* — a* es un nimero positivo que puede ser reemplazado por b7, es decir: b* = & — a*.
Al sustituir en la dltima ecuacion, resulta:

12 {cz —g? }_ al},z —q? {’J:.: —al}
b’x* —a*y? = a’p’ } Dividiendo entre a’b?
e @y @y
A

s SO S i B
N } Ecuacion candnica de la hipérbola.

ar. b
Discutiendo la ecuacion anterior, se observa que las intersecciones con el eje x sona y —a. por lo que las

coordenadas de los vértices son V(a.,0) y V'(—a.0); la longitud del eje transversal es igual a 2a; las coorde-
nadas de los extremos del eje conjugado son A(0,b) y A/(0.— b): 1a longitud del eje conjugado es igual a 2b.

2 2

o i . -5 O B oo -
La ecuacion candnica o primera ecuacion ordinaria —— b_z =1 representa una hipérbola simétrica con
. . a-
respecto a los ejes coordenados y al origen.
Si de la ecuacion de la hipérhola #* ¥* — a® ¥* = a® b%, al despejar a y resulta:

_a’y? =a%’ — b o2 —a’)
o - 2
a’
_a'V = —p2(x? —a?)
- a
4 y=4—+x* —a*
2 —b{x*—a) ST b
LS Th

Para que los valores de v sean reales, x estd restringida a variar dentro de los intervalos definidos por
X< —ayx>—a: porloanterior, ninguna porcion del lugar geométrico estd contenida entre las rectas limitantes
I=-ayx=a.

Si de la ecuacion de la hipérbola b*x* — a’y* = a*h?, al despejar a x resulta:

px? = a?h® + a*y? =12 1y
b ]
a2 (B2 442
2T +y)
B2

Por lo anterior, los valores de x son reales para cualquier valor real de y.
) N a xz ¥ -
Las ecuaciones v= i_b Nat—a® x= :tgﬁll'fsi2 -V y—-— E =1 hacen notar que la hipérbola no es una
: 2 7

curva cerrada sino que esta formada por dos ramas dilerentes, una de las cuales se exliende indefinidamente
hacia la derecha del eje v, hacia arriba y hacia abajo del eje x: la olra rama se extiende hacia la izquierda del
eje v, hacia arriba y hacia abajo del eje x.

La hipérbola no tiene asintotas verticales ni horizontales; sin embargo, presenta asintotas oblicuas.

; : a o ;
La abscisa del foco Fesc:sien y= :kB Vx* —a® susliluimos x por esle valor. se obtienen las ordenadas
. b : . b b*
correspondientes y = +—+/c* —a* , aplicando la relacion & = ¢ — a°, tenemos: y=+—+/b> =+—  porlo
a a a
>

tanto, la longitud del lado recto para ¢l foco F es = : de la misma manera, la longilud del lado recto para el

2p? !
foco F'es ——.
a ) 2
Laexcentricidad e de una hipérbola se define por la razén: e = £ vy ¥y como, ¢ > a la excentricidad
il a

de una hipérbola es mayor que la unidad (e = 1).
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Si ¢l centro de la hipérbola estd en el origen y su eje focal coincide con el eje v, su ecuacion es:

e o e
= o } Ecuacion candnica de Ia hipérbola.
a B

. ) . — a . : -
Las ecuaciones de las directrices dd y d'd’ son x =+— cuando los focos estdn sobre el eje x: si estdn sobre

e
; . a
el eje y, las ecuaciones son y=4—.
¢
La posicion de una hipérbola con relacion a los ejes coordenados se determina por los signos de los coefi-
1.2 '|,.‘2 VZ 12
cientes de las variables en la forma canonica — — b_z =1lo -_’_F =1; la variable de coeficiente positivo
a- a-

corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola.

EJEMPLOS o
O

8 Iy @¢:Dada la ecuacién de la hipérbola 9x* — 4y* = 36, determina las coordenadas de los vértices, focos y extremos
E. M del eje conjugado, las longitudes de los ejes transverso y conjugado, la longitud del lado recto, las ecuaciones de
[

las directrices y la excentricidad. Traza la grifica correspondiente.

Solucién

Al dividiir la ecuacidn 9x* — 4y* = 36 enlre 36, se liene:

9x* 4y 36
36 36 36
B SR

4 9

Como la posicion de la hipérbola con relacidn a los ejes coordenados se delermina por los signos de los
coeficientes de las variables en la ecuacion de la forma candnica, la variable de coeficiente positivo corresponde

al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola.
Por lo anterior. se deduce que los focos de la hipérbola estédn sobre el eje x, es decir:

atl=4 h? =9
a=72 b=3
Aplicando la relacion b* = ¢ — &%, resulta:
c=a+ ¥
=419
y

c=413

=13

Las coordenadas de los vértices son:
V(a.0) V'(—a.0)

vizo) 7 vi(-2.0)
Las coordenadas de los focos son:

F(c,0) F'(—c.,0)

L F(4/13.0) F'(—J13.0)

311



3 UnipAD

CSEOMETRIA ANALTTICA

Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son:

A(0,B) y A'(0, - b)
A(0.3) A0,-3)
La longitud del semieje transverso es a = 2 y la del gje lransverso es 2a = 4, la longitud del semieje conju-
gado es b = 3 y la del eje conjugado es 26 = 6.
L AC)
a X

La exceniricidad de la hipérbola es ¢ = i P= % =1.802 (e=>1)
a

La longitud de cada lado rectoes LR = 9.

W

%I.p.
d

e

Las ecuaciones de directrices son x = ﬂ:E = :I:i =+
fE
2

Al elaborar la grifica correspondiente, tenemos:

 xy | v
0 +2
+1 | +210 Ta| B
e B ANE- 1A
+3 | +2.82 v E I ,
44 Y323 Fi—J13.0 g v E v § ! FI(J13.0) ;
+5 +3.88 fg: o p% ﬁ : Eje Transverso -
+6 | 4447 & =
47 +5.07
18 | 1549 &

7 ®e:Los vértices de una hipérbola son los puntos V(0.2) y V'(0-2), y sus focos son los puntos F(0,3) y F(0-3):
determina su ecuacion. las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado, las longitudes del eje trans-
verso y conjugado, Ia longitud de cada lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las directrices: traza la

erifica correspondiente.

Solucién

Como las coordenadas de los vértices y los [ocos estin sobre el eje y el eje transverso coincide con dicho eje
coordenado, también el punto medio del eje transverso es el origen del sistema coordenado.
2 2
x

Por lo anterior, la ecuacion de la hipérbola por aplicar liene la forma: — — 7 =,
2 2
De los datos dados, se liene: a=2yc=3
at=4 =9

Aplicando la relacion b* = ¢* — a2, resulta:
b*=9-4
b =5 ¥y b=-5

2 2
La ecuacidn de la hipérbola es % —% =1 o 59 —4x*=20.
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Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son:
A(b,0) A'(—b,0)
- 5
A(V5.0) A'(—/5.0)

La longitud del semieje lransverso es a = 2 y la del eje transverso 2a = 4; la longitud del semieje conjugado
es b=+ y la del eje conjugado es 2b=24/5.

2
La longitud de cada lado rectoes LR = — % =35,
a

- iy £ 9

La excentricidad de la hipérbolaes e =—= e 4.5 (e>1).
a

. . . a 2 E

Las ecuaciones de las directrices son y=4+——= :l:? = iE .
c €
2

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

0 +2
=1 e 19 Vi0.2) Directriz v = g
SRS A'(J5.0) AlV5.0) ¥
+3 +3.34 i
+4 +4.09 Vi(0.—2) Directriz = y= “5
+5 2 2i5ret) | SN RN NN M SO P 1 O [ i,
16 52

F'(0.—3)

Segunda ecuacién ordinaria de la hipérbola

Normalmente se requiere determinar la ecuacion de una .

hipérbola con centro fuera del origen coordenado y que " P

tenga su eje focal paralelo a uno de los ejes del sistema 5 S

coordenado. S - L) Y S +
Considerando la hipérbola de 1a Figura 3.34, tene- ?

mos que su centro es el punto O'(h.k)y cuyo eje focal )

es paralelo al eje de las x; sean también 2a, 26 y 2c las -~ Al

respectivas longitudes de los ejes transverso, conjugado Fie.0)

y entre los focos. 0
Si transportamos los ejes del sistema coordenado,

haciendo que el nuevo origen (O') coincida con el centro Figura 3.34
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de la hipérbola (A.£), establecemos que la ecuacion de la hipérbola con relacion a los nuevos ejes coordenados
2 r2

g

Aplicando el siguiente principio: Si los ejes coordenados de un sislema se transportan a un nuevo origen
(¥(h.k); si las coordenadas de un punto cualquiera P son (x.y) y (x.y") antes y despuds de la transportacion de
ejes, respectivamente, las ecuaciones de transformacion del sistema original al nuevo sistema coordenado, son:
(x=x+hyQy=y1+h.

Al despejar para x’ y v/, resulta:

ryy.es

I=Ii|h -|.|=}1’|k
r=x—h y=y -k

Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuacion de la hipérbola (3), se tiene:

oL

a b

(x—h)? (y—k)* i } Segunda ecuacién ordinaria
a> o de la hipérbola.

Las coordenadas de los focos para la hipérbola de centro en el origen son F(e, 03y F'(—¢,0): para la hipérbola
de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x, son: F(h + c.k) y F'(h — c.k).

Las coordenadas de los vértices para la hipérbola de centro en el origen son W(a,0) y V(- a.0); para la hi-
pérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son Vith + a.b) y ViCh — ak).

Las coordenadas de los extremos del eje conjugado para la hipérbola de centro en el origen son A(0,b)
y A'(0,—b), para la hipérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son A(hk + b) y

Althk — b).
| ¥ Considerando la hipérbola de Ia figura 3.35, lenemos que
d su centro es el punto ¢¥(h.k) cuyo eje focal es paralelo al eje
: te y: donde 2a, 2b y 2¢ son las longiludes de los ejes transverso,
M L / conjugado entre los focos.
. v A Si se transportan los ejes del sistema coordenado, ha-
A" |0 (k) ' ciendo que el nuevo origen () coincida con el centro de
v" R la hipérbola (A.£), se establece que la ecuacion de la hipér-
i . bola con relacién a los nuevos ejes coordenados x' v ¥ es
| - 2 @
x a2 h2
a Por el principio de la transportacion de ejes coordenados,
Figura 3.35 X=x-hyy=y-k

Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuacion de la elipse (4), se liene:

Lz
a- b
—k 2 —h 2
84 = ) B2 } =1 } Segunda ecuacion ordinaria de la hipérbola.
a2

Las coordenadas de los focos para la hipérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje y son
Flhk + o)y F'ihk — c).
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Las coordenadas de los vértices para dicha hipérbola son V{/L.k + a) y V'(h.& — a): también las coordenadas
de los extremos del eje conjugado para la misma hipérbola son A(h + b.k) y A'(h — B.k).

EJEMPLOS “

Ej\emﬂgla

F ! 3
Jﬁu-- Los vértices de una hipérbola son los puntos V(3, -1) y V'(3.3), y su excentricidad es —; determina la ecuacicn
de la hipérbola y todos sus otros elementos. Traza la griafica correspondiente. 2

Solucion
Dado que los vértices V(3,— 1) y V'(3.3) estdn sobre el eje focal y de acuerdo con sus coordenadas, se observa
que lienen la misma abscisa 3, por tanto, dicho eje es paralelo al eje v: asi, la ecuacion de la hipérbola para
aplicar tiene la forma:
(y—k)* (x—h?
a* b?

El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento v (eje transverso de la hipérbola), por lo que
sus coordenadas son:

TR PR 5
2 2
343 6 f_iio 2
22 g T2

h=3 k=1

El centro de la hipérbola es O'(3.1).

Aplicando la [Grmula de distancia entre dos puntos, se delermina la longitud del eje transverso de la hipérbola,

s decir:
d=Vv'= M:J{xv —xp ) Hw — W)
2a=+(3—3P +(—1-3)
2a =(0)" +(—4)" =16
2a=4
La longitud del semicje Lransverso es: la=4
4 7
g=—=2 a-=4
7 y
‘]'
Si la excentricidad de la hipérbola es L E y @ =2, resulta:
a
c 3
2 2
¢
Z
=35 y 2 =9
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Sea la longitud entre los focos de 2¢ = 6. Por la relacion #° = ¢ — a°, resulla:
bt =94
b’ =5 ¥ b=-/5 } Longitud del semieje conjugado.

La longitud del eje conjugado es 2b = 24/5.
Las coordenadas de los focos de la hipérbola son:

Fihk + ¢) y F'ihk —c)
F(3.1 +3) F(3.1 -3
F(3.4) F'(3,-2)

Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son:

Alh+b.k)

A(3+45,1)

La longitud de cada lado rectoes LR =
a

La ecuacion de la hipérbola es

Graficamente, lenemos:

Alth—b.k)

A'(3—45.1)

w25

Z

=35

(-7 (-3
5

1.

¥
\_J
i
v
A A
s +
a15,1)
x
e v
Iy

2 ®e-Elcentro de una hipérbola es el punto (3,

3) y uno de sus vértices es el punto V'(0,—3); si la longitud de su lado

recto es 9, determina la ecuacion de la conica, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado y su excentricidad.

Solucién

Dado que el vértice V'(0,—3) y el centro 0'(3,-3) de la hipérbola estin sobre el eje focal y de acuerdo con

sus coordenadas, se observa que lienen la misma ordenada 3, por tanto, dicho eje es paralelo al eje x; asi, la

ecuacidn de la hipérbela por aplicar tiene la forma

x—h? (y—k?
. =

a b’
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El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento w (eje transverso de la hipérbola): si las coorde-
nadas del centro son 0'(3, - 3) y las del vértice V'(0, - 3), por tanto, las coordenadas del otro vértice V(x,. y,) son:

e Xy +_IV* - }'.'Ir' +:l,fv|
2 2
3=_rv+0 _g.=-v'r' —3
2 ) 2
X, =6 ¥ —3=2(-3)
Y =—6+3
Yy =—3

Las coordenadas del otro vértice son V(6,—3).

Al aplicar la formula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud del eje transverso de la hi-
pérbola, es decir:

d=VV'=2a =J{Iv — X P (v — W )P
2a=/(6—0)* +(-3+3)

2a = \J(6)F +(0)2 =436

2a=6

La longilud del semieje transverso es 2a = 6.

6
=== 3 az — 9
5 y
Si la longitud del lado recio es 3 =9 ya =3, seliene:
a
2
W
2]
207 =27
2 E] Longitud del semieje
P } i j
2 2 2 conjugado.

3
La longitud del eje conjugado es 2b= GJ; 2
Las coordenadas de los extremos del eje conjugado son:

A(hk+D) A'(h, k+b)

e I

Por la relacion b2 = ¢2 — a2, resulta:

2 =g 4B
27
P =9+—
2
o 18+27
2
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Las coordenadas de los focos de Ia hipérbola son:

F(h+c.k)

s

La excentricidad de Ia hipérbolaes ¢ = e
a

La ecuacion de la hipérbola es

F'th+c.k)

i—gzg (e>1).

1.

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

(x=3)" 20y+3°
9

27

‘J
\ +4
X
31—
. 31y . o
F ¥ v F
AT L

Forma general de la ecuacién de la hipérbola

Al desarrollar las ecuaciones de la hipérbola escrila en su segunda forma ordinaria, se tiene:

@) Al eliminar denominadores y desarrollar los binomios al cuadrado, resulla:

(x—h? (y—k)y _

1

2

a’ b?
b (x—h)* —a’(y—k)* _j
a’h?
P2 — 2hx + 18) — &V — 2ky + KB = g™’ by
Bt — 20%hx + B — ai - 2atky - at — athi =0 bH?
B — @y 20%hx + 20%ky + BPIE - @R - @ =0 Y
(4)

318

(y—k? (x—hy?

a2

b*(y—k)* —a*(x—h)? K

bz

a’h
2ky + k%)
2b%y + b

@’ x + 2a*hx

2

al(x? — 2hx + B*) = a*b?

a2 + 2a%hx — a*h?-
2%y — a*h® + B
(5

a*h* =0
@b =0
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Para la ecuacion (4). se establecen las siguientes igualdades:
A=0.C= g D= 2hE=2a*%kyF=0 K — & — a* % al susliluir, resulta:

Ecuacidn de la hipérbola con eje [ocal paralelo,

f|ﬁ2|DxiEviF=D} : :
. : al eje x escrita en su forma general.

Para la ecuacion (5), se establecen las siguientes igualdades:

A=b0;C=-a4D=2a’h; E= - 2’%ky F = —@* I* + P’ k* — @’ I¥; al sustituir, resulta:
Ecuacion de la hipérbola con eje focal paralelo,

d 2 .
7 H Dk By h E=1 } al eje y. escrita en su forma general.

Los coeficientes A y C de ambas ecuaciones generales deben ser de signo diferente.

EJEMPLO o
o

E"_j' .. +El centro de una hipérbola es el punto '(5.4) y uno de sus focos es F(3,8); si la excentricidad de la hipérbola
1:,1_-[ ) ¢s 2, delermina su ecuacion en la forma general y todos los elemenlos correspondientes.
Solucién

Dado que el foco F(5.8) y el centro 0'(5.4) de la hipérbola estdn sobre el eje focal y de acuerdo con sus coor-
denadas, se observa que lienen la misma abscisa 5. por tanto, dicho eje es paralelo al eje y: asi. la ecuacion de la
hipérbola por aplicar en su segunda forma ordinaria es:

(v—k)? i h?

e ] -+ ]
a* b=

El centro de 1a hipérbola es el punto medio del segmento FF' (eje focal de la hipérbola); si las coordenadas
del centro son O'(5.4) y las del foco F(5.8). las coordenadas del otro foco F'(xgyp.) son:

e X -;_‘{Fr . Vi —;}-‘Fr
g 5+2IF' 4=3+2_‘"F’
S+xp =10 Bty =8
JEF;=ID—5 _\-‘FJZB—B
IF‘ :5 -'l'.‘FJ :ﬂ

Las coordenadas del otro foco son F(3,0).

Aplicando la férmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud entre los focos de la hipérbola,
es decir:

d=FF =2=J(xr — 30 +(¥¢ —Vp)
J(5—32 +(8—0)°

V(0)? +(8)° =64

8

R
I

KK
Il
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La longitud del centro a cada foco es 2c = 8.

f‘:—=4 f_=l6
5 ¥

5i la excentricidad de la hipérbola es =3 y ¢ =4, se liene:
a

5.
a
2a=4
4
0=—
2
a=2 y a’=4
Por la relacion b* = ¢ — a°. resulla:
P =16—4
b =12 y b=2y3

Las coordenadas de los vértices de 1a hipérbola son:

Vihk + a) y Vi(h.k — a)
Vis4+ 2) V(54 -2)
V(5,6) V(5,2)

Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son:
ACh+b.k) A'th—b.k)
A(5+243.4) A'(5-23.4)

La longitud dd semieje transverso es a = 2 y la del eje transverso 2a = 4.

La longitud del semieje conjugadoes b= 2.3 y la del eje conjugado es 2b= 443,

2b? 12
La longitud de cada lado recto es LR =—= & =12,

a Z

La ecuacion de la hipérbola en su segunda forma ordinaria es:

(y=4y (=5 _
4 12

1

Al transformar Ia ecuacion de la hipérbola de su segunda forma ordinaria a la forma general. se tiene:

3(y—4) —(x—5)° _ | } Eliminando denominadores y desarrollando
12 los binomios al cuadrado
3(y* —8y+16)—(x* —10x+25)=12
3y 24y +48 —x2 +10x—-25-12=0

Ecuacion de la hipérbola de eje focal paralelo

3y? —x?+10x—24y+11=0
Y ¥ it } al eje v, escrita en su forma general.
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Al elaborar la grifica correspondiente, se tiene:

'(54)

Vi(5.2) |

FI(5.0) \ ¥

Ejercicio 28

I. Determina las coordenadas de los vértices, focos y de los puntos extremos del eje conjugado; las longi-

tudes de los ejes fransverso y conjugado; la longitud de cada lado recto; la excentricidad y las directrices
para cada una de las siguientes ecuaciones de la hipérbola, traza la gréfica correspondiente.

1.
2.
3.

362° — 64y7 = 2304 4. T 9y =252
16x? — 9y = 144 5.9 @ =25
P -3=6 6.3 -4l =12

Resuelve los siguientes problemas.

. Los vértices de una hipérbola son los puntos V(3,0) y V(- 3.0) y sus focos los puntos F(5.0) y F'(-—5.0);

determina la ecuacion de la hipérbola, las longitudes de sus ejes lransverso ¥ conjugado, la longitud de
cada lado recto, Ia excentricidad y las directrices. Traza Ia grifica correspondiente.

Los vértices de una hipérbola son los puntos V(2,0) y V(- 2,0) y sus focos son los puntos F(3.0) y F'( - 3.0);
determina la ecuacion de la hipérbola y sus otros elementos. Traza la grafica correspondiente.

El eje transverso de una hipérbola estd sobre el eje v y su centro en el origen coordenado; si un foco es el punto
F(0.7) y la excentricidad es igual a4, Determina la ecuacion de la hipérbola y 1a longitud de cada lado recto.

Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos A(0.4) y A'(0, - 4) y la lengitud de cada
lado recto es 8: determina la ecuacidn de la hipérbola y su excentricidad.

Los vértices de una hipérbola son V(4.0) y V'(0, -4) y su excentricidad es igual a E : delermina la ecuacion
de la hipérbola y las coordenadas de sus focos. 2

Una hipérbola tiene su centro en ¢l origen y su ¢je ransverso sobre el eje x; determina su ecuacion si se

sabe que su excentricidad es %JE y que la curva pasa por el punto P(—2,—-1).

. Una hipérbola liene su centro en el origen y su eje conjugado estd sobre el eje x; 1a longitud de cada lado

reclo es % y la hipérbola pasa por el punto P(1-2). Delermina su ecuacion.

Determina la ecuacién de la hipérbola que pasa por los puntos M(4.6) y N(1,—3), tiene su centro en ¢l
origen y el eje transverso coincide con el eje y.

Si k es un nimero cualquiera diferente de cero, demuestra que la ecuacion 5x* — 5y? = k representa una
familia de hipérbola de excentricidad igual a a/2.

Determina e identifica la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera gue su
distancia del punto (0,6) es siempre igual al doble de su distancia de larecta2y - 3 = 0.
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2

¢ 3.

lll. Determina las longitudes de los radios vectores para cada una de las siguientes hipérbolas en el punto
indicado.

-y =9%enP(54). 4, Sy’ — 4x* =16 en P(4.49).

4% - 5= l6en P(3.2). 5 3y @ =6en P(V6,2)

9x* — 16y* = 81 en P(5.3). 6. 9y 4’ =36¢en P(SJ.EA}.

. IV. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el procedimiento de solucién.

10.

. Determina la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y cuyo eje transverso esti sobre el eje x

y su longitud es de 6 unidades: la conica pasa por el punto P(5.3).

. Determina la ecuacion de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas y con centro en el origen,

si el lado recto vale 18 y la distancia entre los focos es 12 (doble solucion).

. Determina la ecuacidn de la hipérbola cuyas coordenadas de los focos son F(0.3) y F'(0.—3),si la

longitud de su eje conjugado es 5.

. Delermina la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, su eje transversal coincide con

1
el eje x. su excentricidad es E.ﬁ y la longitud de cada lado recto es 6.

4
Determina el lugar geométrico de los puntos (x.y) cuya distancia al punto fijo F(4.,0) sea igual a = de
la correspondiente alarectad4x — 9 =0. i

. Encuentra la ecuacion de la hipérbola con centro en ¢l origen y uno de sus vértices el punto V(4,0) y

la longitud de cada lado recto es igual a 20.

. Determina la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y que pasa por el punto M(2,0) y uno de

sus vértices es punto V(0. > 4).

3
. Determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo F(0,6) sea igual a 5 dela

correspondiente a larecta 3y — 8 =0.

. Determina la ecuacion de Ia hipérbola con cenlro en el origen. ejes sobre los de las coordenadas y que

pase por los puntos M(3,1) y N(9.,5).

Encuentra la ecuacion de a hipérbola con centro en el origen y de vértices los puntos V(6,0) y V'(—6.0)

4
y cuya excentricidad es igual a T=

° Verifica tus resultades en la seccién de respuestas correspondiente.. « « o s 0 0 s 0 0 0 000000 000

Determinacién de la ecuacién de las asintotas de la hipérbola

Definicién de asintota

Linea recta de la cual se aproxima cada vez mds a una curva pero nunca llega a locarla.

Asintotas de la hipérbola

Sea by’

a’y* = a’h* la ecuacion de la hipérbola en su forma candnica; al despejar con respecto a y, se tiene:
7 7 7 .
az_v' —b'x—a'y’

i B x*—ah)

a*

b T
y=+—x'—d
a
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También puede escribirse como:

vt () x_j } Al multiplicar y dividir por
. a X una misma cantidad

Si un punto P(x,y) de la hipérbola b*x* — @*h* = a’y* se mueve a lo largo de la curva de manera que la
abscisa x aumenta numéricamente sin limite, se observa que el radical del segundo miembro de la ecuacion

b a © e . : o s b
y=+—x,/1 —— se aproxima mds y mds a la unidad. Asf la ecuacion liende a la forma V=24—x.
; = e a

; b b ; o ;
Por lo anterior, se deduce que las rectas y =—x y y=—x, son asintotas de la hipérbola #°x? - a’y* = a?b%.
a a

Demostracién

Sea Py(xy. v) un punto cualquicra ubicado en la parte superior de la rama derecha de la hipérbola
b'x* — a’y* = a’b, tal como se indica en la Figura 3.36.

b 4

Al ™,

Figura 3.36

b
La ecuacion de la recta Y= EI también puede escribirse en la forma bx — ay = 0.

Aplicando la [6rmula de distancia de una recta a un punto dado. lenemos que la distancia de la recta
| bx, —ay)|

] T

bx — ay=0al punlo Py(x,. vy es d =
b +a

Al multiplicar y dividir el segundo miembro de la ecuacion por |bx, + ay,|. resulta:

. [bel —ay)| |[|px, +ay|
Vb +a® )| |bx, +ay|
5 |b3x|] _ﬂ:_ﬂz‘

B |bx, +ay|Vb' +a’
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Dado que Py(x,.y,) perlenece a la hipérbola b*x? — a’y{ = a®b*; al suslituir en la ecuacion de distancia, se

liene:
ab’

g bx, +ay x\fb2+ﬂ'J
1 |

Si P, se mueve a lo largo de la conica y se aleja indefinidamente hacia la derecha del origen, se observa que
ambas coordenadas de dicho punto aumentan de valor, de tal manera que la distancia () disminuye continua-
mente aproximindose a cero.

Por lo anterior, se establece que bx — gy = 0 s una asintota de la rama derecha de Ia hipérbola
bt — oy = 2.

Dado que P,(x;.v,) estd ubicado en la parte inferior de la rama izquierda de la hipérbola
bx? — a®y? = a’b*, moviéndose a lo largo de la cénica y alejindose indefinidamente hacia la izquierda del
origen, se observa que las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor en Ia direccidn negativa, de
tal manera que la distancia () disminuye conlinuamente aproximandose a cero.

Por lo anterior, se establece que by — ay = 0 es una asintota de la rama izquierda de la hipérbola
Pl — a'y' = a’b.

Sea P(x,.v;) un punto cualguiera ubicado en la parte superior de la rama izquierda de la hipérbola
Px* — a’y’ = @’’, 1al como se indica en la figura 3.37.

Figura 3.37

b
La ecuacion de larecta Y=——x lambién puede escribirse en la forma bx + ay = (.
a
Aplicando la férmula de distancia de una recta a un punto dado. se liene que la distancia de la recta
bx + ay = 0 al punto Py(x.y) es:
i |bI| = a_'"||

Al multiplicar y dividir el segundo miembro de la ecuacion por [bx,— ay,|, resulta:

_ |b‘rl+a}ll| |ml_”}’|[
\'r"fz +a |b'rl _ﬂ_'!"||
B ‘blez _az},!z]

d

_}b_l:l —ay|\b* +d*
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Dado que Py(x,.v,) perlenece a la hipérbola b*x? — a*y = a*b?, al suslituir en la ecuacion de la distancia,
tenemos que:
B a’b’*
|bx, —ayy| Vb +a’

Si P, se mueve a lo largo de l1a conica y se aleja indefinidamente hacia la izquierda del origen, se observa que
las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor, x|, en direccidn negativa y v, en direccion positiva;
de tal manera que la distancia (d) disminuye continuamenle aproximandose a cero.

Por lo anterior, se establece que bx + ay = 0 es una asintota de la rama izquierda de la hipérbola
by — ay* =o'

En el caso en que P,(x,,v,) estd ubicado en la parte inferior de la rama derecha de la hipérbola
Py - a’y* = a’b?, moviéndose a lo largo de la conica y alejdndose indefinidamente hacia la derecha del origen,
se observa que las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor, x; en direccion posiliva y v, en direccion
negaliva; de tal manera que la distancia (d) disminuye continuamente aproximandose a cero.

Por lo anterior, se establece que bx + ay = 0 es una asintota de la rama derecha de la hipérbola
Py - avi=ab’.

También las ecuaciones de las asintotas, para una hipérbola cuya ecuacion candnica es b°x* — a’y* = a’t’,
se obtienen al sustituir el lermino constante (a*b*) por cero y factorizando el primer miembro de la ecuacion, es
decir:

P —ay=0
(bx + ay) (bx — ay) =0

bx +ay =0y bx — av =0 son las ecuaciones de las asintolas
para la hipérbola de ecuacidn candnica Bx* + a®y* = a*h*.

x—hy (y—&)
Sea ( : . L )
P 1
paralelo al eje x.

Las ecuaciones de las asintotas para dicha conica son las rectas:

=1 la ecuacion de 1a hipérbola en su segunda forma ordinaria de ¢je transversal

_'.'=k+£(x—.‘1}| y _v=k—E{x—.‘z]
a a

Y=k x—hy

Sea = 5 =1 la ecuacion de la hipérbola en su segunda forma ordinaria de eje transversal

a
paralelo al eje v.
Las ecuaciones de las asintotas para dicha conica, son las rectas:
a a
vy=k+—=(x—h y=k—=(x—n)
: = ) y ) b[

Las ecuaciones de las asintolas para la hipérbola escrita en su segunda forma ordinaria se determinan al
sustituir el término constante (a°h%) por cero y factorizando el primer miembro de la ecuacion, es decir:

—h? (k)

A ,} Y if} =1 } Ecuacion de eje transversal paralelo al eje x.
) 7

b(x—h'—a’(y—k)y

- I
ah’
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br(x—hy —a'(y—k) =a'b’ } Al sustituir el término constante (a*b*) por cero, se licne:

b*(x—h)* —a*(y—k)* =0 } Factorizando

[B(x—h)+aly—k)]| [P(x— ) —aly—k)]=0

bx—h)+aly—k)=0 b(x—h)y—a(y—k)=0 } Al despejara y

a(y—k)=—b(x—h) —a(y—k) =—b(x—h)

p s O R —b(x—h
b
g e b
y=im =B} y=k+—(x—h)
a

De la misma forma se oblienen las ecuaciones de las asintotas para la ecuacion de la hipérbola en su segunda
forma ordinaria y de eje transverso paralelo al eje v.

Hipérbola equilatera o rectangular

5i las longitudes de los ejes transversos y conjugado de una hipérbola son iguales, es decir, a = b y si la ecuacidn
de la conica es b2 — a®y? = a*h?, ésia se reduce a:

Dado que a = b. la hipérbola se denomina hipérbola equilatera.
Las asintotas de la hipérbola equilitera x> — y* = & son:

]

Y =4* } Igualando la ecuacidn a cero

-y

=0 } Factorizando en el primer miembro
(x+wx-w=0

X +yyx — y=~0son las ecuaciones de las asiniolas para la
hipérbola equildtera de ecuacion x* — y* = @’

También se establece que las asintotas de una hipérbola equildtera son perpendiculares entre si, razén por la
cual se dice que la hipérbola equilatera es una hipérbola rectangular.

Si los ejes coordenados se giran en un dngulo de 45°, para la forma particular de la ecuacion de la hipérbola
equildtera xy = k, en donde k es una consltanle cualquiera diferente de cero, lenemos:

Si k es posiliva su grafica se representa en la Figura 3.38; si & es negaliva su grifica se representa en la fizura
3.39. En ambos casos sus asintotas coinciden con los ejes coordenados.

326



UnipaD 3

EJEMPLOS

Las conicas

Figura 3.38 Figura 3.39

Por lo anterior, la ecuacion xy = k se transforma en x? — ¥? = 2k, debido a la transportacién de ejes
coordenados.

Hipérbolas conjugadas

Si el gje transverso de una hipérbola es igual al eje conjugado de otra hipérbola y viceversa, se establece que las

dos hipérbolas son conjugadas. 2 3
Si la ecuacion candnica o primera forma ordinaria de la hipérbolaes — — F =1, laecuacion de 1a hipérbola
2 2 a- =

conjugada es -?7 - f-,— =1
b~ a

Un par de hipérbolas conjugadas presentan las siguientes caracteristicas:
a) Tienen un cenlro comun.

b) Tienen un par comin de asinlotas.
¢) Todos sus focos son equidistantes del centro.

Grificamente las hipérbolas conjugadas se representan en la figura 3.40.

Figura 3.40

Solucién

Al sustituyendo el término constante 7 por cero y factorizar el primer miembro de la ecuacion de la hipérbola
dada, resulla:

557 —4y" =0
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(V5x+2y)(5x—2y)=0
Las ecuaciones de las asintotas son +/5x +2y=0y¥% N 2y=0.

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

SBr4+2y=0

-2 @+5
4

I.

2 ®@e:-Delermina y traza las ecuaciones de las asintolas para la hipérbola

Solucion
Escribiendo la ecuacion de 1a hipérbola dada en su forma lineal, se tiene:
A4y-2"—(x+5°

4
Ay—2Y—(x+5" =4

Al sustituir el término constante 4 por cero y factorizar el primer miembro de la ecuacion resultante, se liene:
Hy—2 —(x+5°=0
[2(v—=2)+(x+3)][2(y-2)—(x+5)]=0

Ay—+(x+5=0 Ay—2)—(x+35)=0
2Ay-2=—(x+3) Ay—2)=(x+3)
-,._zz_':x-'_SJ 1’?_2=(Jr+5)
’ 2 . 2
| 1
y=2—=(x+5 y=2+—(x+9)
] 2( ) ] 2
4—x-5 44+x+5
Y= J=—— =
2 2
Zy=—x-1 2y=x+9
x+2y+1=0 X—2y+9=0

Las ecuaciones de las asintotas sonx 2y 4 1 =0yx — 2y { 9=0.
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Al elaborar la grafica correspondiente, se liene:

3 ®e-Analiza y traza la grifica de la ecuacion xy = 5.

Solucién

@) Interseccion con los ejes coordenados
Al hacer x =00y =0 en xy = 5, la curva no interseca a los ejes coordenados.
b) Simetria
Si en la ecuacion dada se sustituye y por —y y x por —x, la ecuacion se altera, observindose que la
curva no es simeétrica respecto a los ejes coordenados.
Si a la misma vez se susliluye y por —v y x por —x, la ecuacion no se allera, es decir:

0y =3
xy=>3

La curva es simétrica respecto al origen coordenado.

¢) Exlension 5
Despejando y en xy =5, se obticne: ¥ = L5 hace notar que para cualquier valor real de x, excepto
para x = 0, la funcién y lambién existe.

Despejando x en xy = 5, se obliene: E= ; :

para y = 0 la funcion x también existe.

se hace nolar que para cualquier valor real de y. exceplo

La curva es infinila hacia arriba y hacia abajo del eje x y presenta una rama a la derecha
del eje v y otra izquierda del mismo eje. Dichas ramas son opuestas ¢ infinitas.

d) Asinlolas 5
De la ecuacion y=— se observa que para x = 0, la funcion y se hace infinila, es decir:
r=z ]
3 3
‘lr —— A g £ |
: S ¢ |

De la ecuacidn x =—, se observa que para v = 0. la funcion x se hace infinita, es decir:
v

Tenemos una asintota horizontal para y = 0 y una asintota vertical para x = 0.
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¢) Trazado de la curva
Al obtener una tabla con valores para la ecuacion xy = 3. se liene:

oo 10 ihs 25 BI5E 10 oeZh: 05 =1 -5 | =25 125 =1 —-0h25 =85
5 Meny 5 i 1 5 8 10 =05 15 =2 4. =hi =8 =10

Asintota vertical x =0
i

%
o Asintota horizontal
y=20

®e-Determina las enadas de los vértices y focos: la excentrici a longitud de cada lado recto de la hi a
Determina las coordenadas de los vértices y Ii 1 icidad y la longitud de cada lad de la hipérbol
que es conjugada a la que tiene por ecuacion 9x° — 4y = 36.

Solucién

Al diividir la ecuacion dada entre 36, se ticne:

9’ 4y’ 36 Iz_}’l_l M
36 36 36 4 9
Por definicion, una hipérbola es conjugada de otra cuando su eje transverso es idénlico al eje conjugado de
la otra. g 5
De acuerdo con la definicion. la hipérbola conjugada de la ecuacion (1) tiene por ecuacion a % = TT =1 (2)

Como la posicidn de la hipérbola con relacidn a los ejes coordenados se determina por los signos de los
coeficientes de las variables en la ecuacion de la forma candnica, la variable de coeficiente positivo corresponde
al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. Por lo anterior, para la ecuacion (2) se deduce
que los focos de la hipérbola estin sobre el eje v. Asi:

at=9 y =4
a=3 b=2
Aplicando la relacién b* = ¢* — o, resulta:
=g — P
2=9+4 =13 y c=J13
Las coordenadas de los vértices son: V(0,a) y VI(0,—a)
W(0.3) y V(0. 3)
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Las coordenadas de los [ocos son:

F(0.c) F'(0,—¢)
F(0.413) F'(0,—13)
Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado, son:
A(b.0) y A'(—b,0)
A(2.) y A'(-20)

La longitud del semieje transverso es @ = 3 y la del eje transverso es 2a = 6: la longitud del semieje conju-
gado es b = 2 y la del eje conjugado es 2b = 4.

20 24) 8

La longitud de cada lado rectoes LR=—= % =
a ] :
3

La excentricidad de la hipérbolaes ¢ = R g =1.2018 (e=1)

a :
Las ecuaciones de las direcirices son v=+ A + 3 =i g

: e 13 13
3

Las ecuaciones de las asintotas son:

Para la ecuacion (1) 3x — 2y =0y 3x + 2y =0.

Para la ecuacion (2) 2y — 3x =0y 2y + 3x =0.

De la ecuacion (1) 1a longitud del eje transverso es 2a = 4 y la longitud del eje conjugado es 26 = 6.
Por la definicion de hipérbolas conjugadas, se demuestra que:

eje transverso de (1) = eje conjugado (2} ¢je transverso de (2) = eje conjugado de (1)
2a=12b 2a=12b
4=4 6=6
Al tabular respecto a IT:—% =1y ':; —J:: =1, s¢ obliene la grafica correspondiente:
v
0 |2 o |33

+1 |£2.10 210 =335

+2 |£2.40 +2 | H4.24

+3 | 282 +3 | 540

44 |+3.33 +4 | +6.70

+5 |+3.88 +5 | 1807

+& | F4.47 +6 | £9.48

+7 | £5.07 +7 | £1092

+8 |£5.69 +8 | +12.34
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Ejercicio 29
I. Determina y traza las ecuaciones de las asintotas para cada una de las siguientes hipérbolas.
Escribe los mimesos 3 .
e | 4 9y =11 g B O
Competencias ’ 4 1
genéricas . ;
§ 2. 5% 4);=? i (_\"‘l‘z}h_{l—l}"_l
Smpriones 9 4
ll. Resuelve los siguientes problemas.
1. Determina la ecuacion de la hipérbola que pasa por el punto M(2,3), tiene su centro en ¢l origen, su eje
transverso estd sobre el eje v y una de sus asintolas es larecta 2y — JTx =0.
2. Determina la distancia del foco que se encuentra a la derecha de la hipérbola 12x7 — 4y® = 48 a cualquiera
de sus dos asintotas.
3. Determina la distancia del foco de arriba de la hipérbola :_ = IIE =1 a cualquiera de sus dos asinlotas.
25
4. Determina los puntos de inlerseccion de la recta 9x — 2y — 12 = 0 con las asintotas de la hipérbola
9y —4xl =11.
5. Determina la ecuacidn de la hipérbola cuyos focos son los puntos F(7.4) y F'{— 1.4) y su excenlricidad es
3; encuentra también las ecuaciones de las asintotas.
6. Determina la ecuacion de la hipérbola que pasa por el punto M(—3.—1). su centro est en el origen, su eje
transverso estd sobre ¢l eje x y una de sus asintolas es la recta 3% + 5V2y=0,
7. Determina la ecuacion de la hipérbola cuyos vértices son los puntos V(1,0) y V'(— 1.0) y sus asintotas las
reclas y = &+ 3x.
lll. Discute y traza la grafica para las siguientes ecuaciones.
l. xy=-16 3. xy=-9 5. -3 =18
2. =25 4 *—y'=14
IV. Determina todos los elementos para la hipérbola que es conjugada a cada una de las siguientes ecuaciones.
L. 22— 3 =6 3. W -4*=28 5. 112 -TW=T1
2. 2-%=9 4. 4 =24
V. Resuelve los siguientes problemas.
1. Determina la ecuacién de la hipérbola equilitera que pasa por el punto M(—1.-3) y tiene por asintotas a
los ejes coordenados.
2. Demueslra que la excentricidad para cualquier hipérbola equildtera es siempre /2.
3. Determina la ecuacion de la hipérbola equildtera que pasa por el punto M(4.3) y tiene por asintotas a los
gjes coordenados.
4. Determina la ecuacion de la hipérbola equilitera que pasa por el punto M{—7.5) y liene por asintotas a los
ejes coordenados.
O Verifica tus resultados en la seccién do recpuestaccormespondionte.. « « s s s s s s s s s v s s s s s s nnsnssmannnan

332



UnipaD 3

Las conicas

Discusién acerca de si una ecuacién de la forma Ax2 + Cy2 + Dx+ Ey+ F=0
representa o no una hipérbola; en caso afirmativo, determinacién de sus
elementos correspondientes

La ecuacion de segundo grado en las variables x y v que no contenga lérmino en xy, escrila en la forma:

A+ CYV +Dx+ Ey+ F=0

Al discutir la ecuacion anterior, suponemos que los coeficientes A y C difieren en el signo.
Una forma simple de demostrar que 1a ecuacién Ax* + Cy* + Dx + Ey + F =0 represenia una hipérbola,

consiste en reducirla a la segunda forma ordinaria de la hipérbola por medio de completar cuadrados.

Al dividir la ecuacidn dada entre el término AC, se tiene:

Ax a —|——-—-—-+-§—L+—F——O } Ordenando érminos
AC AC AC AC AC
X Dx| |y By F
c AC A AC AC
E" Complet: .
+_ ce ompletando cuadradosen x y v
oy o(2) (E)
l_ﬁ+ﬂ+i _|__|_\;3+E+£ _li +l£ _i
= A 2 A C 2 &l 2 AL 2 AC
] 2 3 2 2 2
g Dr D) A, By, E) D) 1(E) F
C A 4A° A C AC Ccl44A° Al4C* ] AC
Al factorizar, resulta:
l[x ] l “T+ _ E- F
A 4A‘C 4AC* AC
lx+2,4] +["+3c] CD* + AE® — 4ACF
C A 1A%C*
CD* + AE* —4ACF
De lo anterior se establece que M = + — , &5 decir:
4A°C-
[x-!—D]z [v+-E-]1
24 = 3
+ =M (1
c i (1)
Analizado los siguientes casos. se tiene:
) SiM =0, laecuacion (1) representa una hipérbola con centro en ¢l punto o’[_%,_% cuyaecua-
2 2 -
E
e
cion es de la forma 2A 2C 1
MC MA

Su eje transverso es vertical si MC es posilivo y MA es negativo.
Su eje transverso es horizontal si MA es positivo y MC es negalivo.

by SiM =0, la ecuacion (1) representa la grafica de dos rectas que se corlan.
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EJEMPLO .
Q

E{“;ﬁ . #-' Discule si la ecuacion 4x* — 9y? + 32x + 36y + 64 = 0 representa o no una hipérbola: en caso afirmativo,
i::-.n i | detlermina sus elementos correspondientes y Lraza su grifica.

Solucion

Reduciendo la ecuacion dada a la segunda forma ordinaria de 1a hipérbola.
Al ordenar los términos, se liene:

(4% + 32x) (‘)_vz 3ey)= 064 } Sacando factores en el primer miembro

4(x* + 8x) — 9" — 4y) = - 64 } Completando cuadrados en xy v

el (] A5 o

4(x? +8x+16)—9(y* —4y+4)=4(16)—9(4)— 64

4

4x+47 -9%y—2' =64 36— 61 } Al dividir la ecuacidn entre 36, se tiene:

4x+4> 9y-2' 36

} Al multiplicar la ecuacidn por —1

36 36 36
2 gyl
—{I-:H +{}] 42] =1 } Ordenando los (érminos

(y—2)° (x+4) Ecuacitn de la hipérbola en su segunda forma ordinaria
4 9 y cuyo eje transverso es vertical (paralelo al eje v).

Dado que el segundo miembro de la ecuacion resultante es diferente de cero,
se deduce que la ecuacién 4x2 + 9y* +32x + 36y + 64 = 0 representa una hiperbola.

(v—2" (x+4)

De la ecuacion =1, se¢ tiene:

Las coordenadas del centro de la hipérbola son OF( - 4.2).
Comoa*=4yb =9, enlonces: a=2 y b=3

Por la relacion B* = ¢? — a2, resulta;

@+ B
41+9

13 y r_'=m

Las coordenadas de los vértices de la hipérbola son:

cﬂ
c.ﬂ

2

~

Vihk + a) y Viihk — a)
V(-4212) Vi(-4.2 -2)
V(-4.4) VI(—4.,0)

Las coordenadas de los focos de 1a hipérbola son:
F(h,k+c) y F'th.k—c)
F(-4,2+4/13) F'(-4,2-J13)
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Las coordenadas de los extremos del eje conjugado, son:

A(h + bk) y Alth — bk
A(-4+32) Al(—4 -3.2)
Al 1.2) Al(-7.2)

La longitud del semieje transverso es a = 2 y la longitud del eje transverso es 2a = 4: a longitud del semieje
conjugado es b =3 y la longitud del ¢je conjugado es 2b = 6.

26°  Z(9)

La longitud de cada lado recto es LR=—="—-=9.

a X

J13
2

La excenlricidad de la hipérbolaes e = A =1.802 (e>=1)
a

y-2" x+49

Las ecuaciones de las asintotas para la hipérbola son 1

4 5
a
_‘u:kig(_r—h} 3y=6+2x 48
7 2x -3y +14=0
) =2+—(x+4
y L 3y=6-2r 8
11:6:1:2{14‘4} 2x -3y +2=0
’ 3
Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:
¥
Qt‘{; “.-- ’.//.,r ¥
\‘\ '/"O"(—‘l-.?}
X

Ejercicio 30

I. Discute si las siguientes ecuaciones representan o no una hipérbola; en caso afirmativo determina sus

H elementos correspondientes, las ecuaciones de las asintotas y traza la grafica respectiva.
.32~y 4 18x 2y + 14=0 7. 42—y — 4y —8x—4=0

: 2.4 9y - 32x 54y - 17=0 8. 9% —y2 4 54x 4 16y + 29=0
32— -2—4y—7=0 9. 3% 2 430x TR=0

: 4. 16" —x* + 22+ 64y + 63 =0 10. 3y —4x* —8x — 24y —40=0
5.9y 4 54x + 10y + 55=0 1. 2 ¥ 46x+10y - 4=0

; 6. 4y — 2% — 4y — Bx— 15=0 12. 402 —y2+ 56x + 2y + 195=0
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% Il. Resuelve los siguientes problemas.

1.  Determina el angulo agudo de interseccion de las asintotas de las siguientes hipérbolas:

a) l16x’ — 9y"  64x + 18y — 89=0 €) W -x¥-36y - +44=0
b) 32 4y 1 3x 4 16y - 18=0 d) 524y —20x - 24y + 4=0
o Verifica tus resultades en la seccion de respuestas correspondiente.. « » o ¢ 0 0 s 0 0 0 0000w v 00

Ecuaciones de la tangente y la normal a una hipérbola

Dado que la ecuacion de una hipérbola es de segundo grado, las rectas langentes a dicha curva se determinan
por la condicion de tangencia empleada en la circunferencia, parabola y elipse.
Consideremos los siguienles casos:

EJEMPLO
E"’jﬂ‘ ﬁp"[}ctcrmina la ecuacion de la tangente a una hipérbola dada en un punio dado de tangencia.
|

LI

a) Encuentra la ecuacion de la tangente a la hipérbola #*x% — a*y? = a%b* en un punto cualquiera P(x,.y,)
de dicha curva.

Solucien
La ecuacion de la familia de rectas langentes que pasan por el punto dado, es:
Yy=—n=m-x-—x)
Donde m es la pendienle de la recta tangente por determinar, al despejar respecto a y se liene:
y=y tmx —mx
Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de la hipérbola, resulta:
e - dy =a't?
b — aXy, + mx — mx)* = a*h?
bt — @ (v + m™x® + % + 2oy, — 2oy — 2mlax) = a*b?
Px? — a®y? — a*mPx® - a®mPx? - 2atmxy, + 2anoy, + 280t - atb? =0
B2 — a@*tmtx? - 2a’mxy, + 2a0PmPxx, — a*yi@ — a*mixt + 2aPmxy, — bt =0
(" — @®mx* — Qa*my, - 2a’m’x)x — (@yi + @m’x} - 2a’mxy, + @) =0

Esta tltima ecuacion estd escrita en la forma ax® -+ bx + ¢ = 0: aplicando la condicion de langencia,
se debe comprobar el discriminante b* — dac = 0; es decir:

[ -Q2a*my, - 2&°mx)? — AB* — &n)] (@Y7 + @mPx} — 2amxy, | @*bH)] =0
m'y, — o + T, +4a’h’y’ +4a’b’m’x" —8a’ b may, +4a”
2-’ 4. 3 3, 4 4 : 4 sz- IZ 4a7.b 2 3 3 Ebl M 4 bd
—ag'ary” — A6 'm'x] + 8alwiry, —4a'b’m’ =0

Al dividir la ecuacion entre 4a2h2, resulta:

4a'p’m’ _|_4al.fil.rnzx,2 Ba'P’mxy, | 4a’h'  4a’bly)

' ] p T ¢ 3 I ¥ 3 =D
4a*p? 4a’h? 4a’p’ 4a’p® 4a*b*

a*m® + m*x® — 2mxyy, + 8+ yi=0 H Multiplicando por — 1
| am® — nex; + 2mxy, — 8 -y =0
| | (@ — xym? + 2xy)m — (B2 4 yW)=0
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Aplicando la [Grmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se tiene:

e —b4 b —4ac

2a
-2xy, & \I-ﬂle_v,z —4(a* —.xf}{—(f?l +¥)
m= .
ANa'—x)
. =2x,y i\/f‘}%ﬂr +4a’h’ +4ﬂ2f\’|1 = 451—"? _M Factorizando en el radicando y
2a’ —x) ordenando los términos

o 25, +—4(b’x —a’y; —a’h’)
- 2Aa® —x%)

Como el punto dado P,(x,.y,) pertencce a la hipérbola b2 — ¢®* = @*h, sus coordenadas satisfacen
dicha ecuacion, es decir:
bxz — Py = a’h?
b — a¥yi — a*h? =0
Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de la formula general, resulta:
e —2x,y, £/ —a’y} —a’b?) _ =2y, +.,/-4(0) _ A
Aa® —x1) 2Aa® —x}) (@ =)

XN
2

@ ]] en la ecuacion de la tangente por delerminar, se liene:
Ty

Al sustituir la pendiente [m =

y—y=mx—x)

XV
1.71 Z ':‘X_I]]

Y—YN=""T3
- (a—x)

(@ —x Xy—y)=—xnx—x)
a'y—a’y, —x’y+ X%, =—xny, + 22%,
a'y—a’y, =x’y—xny,

a(y—y)=x(xy—xy)

5 b*x? —ay,}
De la ecuacién bx? — @yl =a’h’, a° =————1 _al sustituir esta igualdad en la tltima ecua-
cion de la tangente, resulta:
a(y—y)=x(xy—xy)
blxlf _HZFII
B F=y)=xxy—xy)
B'x? — @’y Ny —y) =b'x(x,y— )
m—blelyl _azﬂ’l] +ﬂl)'|3 =K 1y _b:xrl},l
~a'yy — by, =—a'y’ — by,
el l'.ﬂ:."'}'i it blez} =% (a:}‘lz + b:-t-rﬂ
et atyy =05 +a'y’

bixx, —a’yy, =b'x —a’y’
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Dado que a*b* = bx — a’y/. al sustituir en la ecuacion anterior resulta:

bax, — ayy, = a*b?

La ecuacidn de la recta tangente a la hipérbola b7x* - @y’ = a’p?
en cualquier punto Py(x,,y,) de la curva es b’xx, — a’yy, = a’b’.

b) Encuentra la ecuacion de la langente a la hipérbola b — a%x® = a*h? en un punto cualquiera P,(x,.y,)
de dicha curva.
Solucion
De la misma manera que se hizo en el inciso ), se establece que:

=

La ecuacion de la recta tangente a la hipérbola b°x* — a*x* = @*h?
en cualquier punto P\(x,. v,) de la curva, es b?yy, — a’xx, = a’h’.

2 ®e:Delermina la ecuacion de la langente a una hipérbola dada y que liene una pendiente dada.
a) Encuentra la ecuacidn de la tangente a la hipérbola £x* — a’y? = a’b” que liene por pendiente m.
Solucién
La ecuacion de la familia de rectas langentes que tienen la pendiente m en comiin, es: v = mx | k.
El parametro k representa el segmento que la recla determina sobre ¢l eje y cuyo valor debe deter-
minarse.
Al sustituir la igualdad y = mx + & en la ecuacion de la hipérbola, se liene:
b — ay? = a?h?
P allmx + kY =a'h
Bt - atm® |+ 2kmx + KD = a’h?
P — am’x* - 2a’kmx + @’k — @’ =0
(0* — a*m®) x* — (2a%kmx — (@*k* + a*bh*) =0
Esla tltima ecuacion estd escrita en la forma ax* + bx + ¢ = 0; aplicando la condicion de tangencia
se debe comprobar el discriminante b — 4agc = 0, es decir:

[-2a%km)] 46" —a'm®)]| @’k +a’b})]=0
g + 427K +4a’b* — 424K —4a'b’m =0
4aP’k’ 4a‘b'm’ . 4a’p’
4a°p da’b* 4a’h’
k*—a'm® +b* =0
k2 — atmd — B
k=4a’m" —b"

Al sustituir esta igualdad en la ecuacion de 1a familia de rectas tangenles que lienen la pendiente m
en comiin, resulta:

=0 } Dividiendo la ecuacién entre 4a’h’

V=mx+k

y=mx++a’m* —b* Si|m| -
a

Las ecuaciones de las reclas tangentes a la hipérbola b2 — a’y?= ah*
que lienen pendiente mes y=mx & Nam® b,
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b) Encuentra la ecuacion de la tangenie a la hipérbola b%* — @®x* = a’b” que tienen por pendiente m.
Solucion

De la misma manera que se hizo en el inciso a), se establece que:

Las ecuaciones de las reclas tangentes a la hipérbola £7y* — a’x*= a’p?
- . 2 22
que lienen pendiente mes Y=mx+~a —b'm".

3 ®@e:Delermina la ecuacion de la tangenie a una hipérbola dada y que pasa por un punio exterior dado.
a) Encuentra las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(3,6) a la hipérbolax® — y* +4x — 2y — 5=0.
Solucion
La ecuacidn de la familia de rectas que pasan por el punto dado P(3.6) es:
Yoy =mx-x)
y—o6=mx—3)

Donde m es la pendiente de 1a tangente buscada: despejando respecto a vy sustituyendo en la ecuacion
de 1a hipérbola dada, se liene: y=mx — 3m | 6.

3

2 (mx—3m+ 6P +4x — 2(mx — 3m + 6)

5
-t - 9m® — 36 + 6mx — 12mx + 36m + 4x — 2mx + 6m — 12 - 5=0 } Ordenando términos
3

0
0
2 — P — 6afx — 1dmx + 4x — 9m* + 42m — 53 =0
(1 — mHx® + (6m® — 14m + 4)x — (9m* — 42m + 53) =0

Esla iiltima ecuacion estd escrita en la forma ax® + bx + ¢ = 0; aplicando la condicion de tangencia

se debe comprobar el discriminante B 4ac =0, es decir:
(om* — 14m + 47 41 —m?) | -(9m* — 42m | 53)] =0

367 +196m + 16— 1687° + 48m” —112m + 36m” — 168m +212 — 36m° + 1687 —212m* =0
68m> — 280m | 228 =0 } Simplificando

17m2 — 70m  57=0 } Resolviendo por formula general

o —b-+b? —4ac

2a
704 \(C707—407)(57) _ 704 \A900—3876 _ 704024 _ 70432
217) e 3 34
3 —32 3
o e
3 3 T3 31

Al sustituir los valores encontrados en la ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto
dado, resulta:

Param =3 Param:%
y-6=3(x—-3) 19
3 g B
y—-6=3x—9 ¥ I?U. )
—-y-=3=0 17y—102=19x—-57

19x—17y+45=0
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Las ecuaciones de las rectas tangentes trazadas desde el punto P(3.,6) a la hipérbo-
lax’ -y +4x—2y—-5=0s0n3x —y—-3=0y19x —17x 1Ty + 45=0.
Tabulando la ecuacidn de la hipérbola x* — y*  4x — 2y

A

5 =0, se liene:

0 1 2 3 4 5 6 1 —2 3 —4 5 ~b 7
1 146 212 289 374 4463 554 082 1 146 232 289 374 443

-5 546 —612 —689 —7.74 —8463 954 482 -5 546 -6.12 689 —7.74 —-8.63

Al elaborar la grifica correspondiente. se liene:

¥

Diameiro de la hipérbola
El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una hipérbola, se denomina
diametro de dicha conica.

Si la pendiente de las cuerdas paralelas es m. la ecuacion del didmetro determinado por los puntos medios
de dichas cuerdas es:

x o 7 ¥
V=— } Si la hipérbolaes — —=—==1
T a'm e at B
y=21 } Sila hipérbola es L — = —1
ok m a b

y=—mx } Sila hipérbola es equildtera xy = a*

Para la ecuacion general de la hipérbola Ax* + Cy* + Dx + Ey + F =0, la ecuacién del didmetro es:

[m—+ E]+m[£‘1'+£]=[}
2 " g
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EJEMPLO -
2 e
E-“'; ﬂ' x ¥y
o J *Delermina la ecuacion del didmetro de 1a hipérbola a —‘? =1 correspondiente a las cuerdas de pendiente 3.
i Solucion
xl .",2
Como la ecuacion de la hipérbola dada es de la forma — — b—q =1, la ecuacion del diimetro de 1a hipérbola por
2 a o
aplicar es de la forma y=——.
am
Al sustituir los dalos correspondientes, se liene:
9
y= 22 12y =9x
43) 3x - 4y=0
y= gx Ox—12y=0
=12 ]

7 7

La ecuacion del didmetro de 1a hipérbola II —% =1 es3xy —4y=0.

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

2 ®e-Determina la ecuacion del didmetro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las cuerdas de

pendiente 2.
Solucion
Como la ecuacion de la hipérbola dada es de la forma equildtera xy = &, 1a ecuacion del didgmetro de la hipérbola
por aplicar es de la formay = —mux.
Al sustituir los dalos correspondientes, resulla y = —2x. Asi,

2x+y=0

La ecuacidn del didmetro de la hipérbolaxy = 16es 2x + y=0.

341



3 UnipAD

CSEOMETRIA ANALTTICA

Al elaborar 1a grafica correspondiente. se liene:

Ejercicio 31

: I. Determina la ecuacién de la tangente y la normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente
y subnormal, para las siguientes hipérbolas en el punto indicado.

I. 66— 9y? — 8x | 3y | 16 =0en P(- 1.2).
32 -2y +3x — 4y - 12=0en P(2,1).
3 9x* =36en P(1,-3).

4. - ¥ = 27 en P(6.9).

5. 3y* — 2 =27 en P(9,6).

6. xv — 8 =0en P4.2).

Il. Resuelve los siguientes problemas.

"e e
-2

e LA

Hﬁ: ‘q-l

1. Determina la ecuacion de las tangentes a la hipérbola xy = 2 perpendiculares alarectax — 2y — 7=0.

2. Determina las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 4> — 8y* + 16x — 32y — 24 = 0 paralelas a la
‘ rectadx — 4y + 11=0.

342



UnipaD 3

Las conicas

3. Delermina las ecuaciones de las langenles trazadas desde el punto P(1.4) a la hipérbola x® — 4y — 12 =0.

4. Determina la ecuacion de las tangentes a la hipérbola x* — 4y* — 8 = 0 perpendiculares a la recta
4x + S5y =2.

5. Determina la ecuacion de las tangentes a la hipérbola 2xy + y* = 8 cuya pendiente sea —%.

6. Determina las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 16x* — 9v? = 144 paralelas a la r_ccta
&x—2y—-28=0.

7. Encuentra el valor del parimetro m para los cuales las rectas de la familia vy = mx — 1 son tangentes a
1a hipérbola 4x* — 5y* = 7.

8. Encuentra los puntos de interseccién entre las conicas 4° — x* — 4=0y 2? + ¥ = 10.

9. Ulilizando el concepto de conicas homolocales, demuestra que las siguientes conicas satisfacen dicho
principio:
a) ?+3yW=6 y »-3y=3
b)) I +4=18y W —4H*=136
€) 2%+y' =10 y 4 -x'=4

10. Utilizando el conceplo cuerda de contacto; encuentra la ecuacion de la cuerda de contacto del punto
(-2.4) de la hipérbola 3x* — 2y* = 3.

lll. Determina la ecuacion del diametro de las siguientes hipérbolas que pasen por los puntos medios de

las cuerdas de pendiente indicada.

. 3y=8ym=-1

2. ¥—4=9ym=4

2

-8y =18ym=

| i

4 16229y { 64x | 18y - 89 =0ym=2
5 - +63=0ym=-3

° Verifica tus resultados en la seccion de respuestas cormespondionte.« « o s s s s o 5 s o s 3 8 s 8 s s s 6 8 s 5 o 6 8 9 8 8 8 8 s ¢ 8 ¢ 0 =

Hipérbola

1 @s:El fisico Ernesto Rutherford descubrio que cuando
se disparan particulas alfa hacia el nicleo de un
itomo, llega un momento en que son repelidas del
nicleo, segln trayectorias hiperbolicas. El dibujo

representa la trayectoria de una particula que se

dirige hacia el origen sobre larecta Y=7X vy lle-
g & ? 2 y Niicleo

oa a 3 unidades de distancia respecto del niicleo.
Determina la ecuacidn de la trayectoria.
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2 ®e:Un avidn jet de la Fuerza Aérea Mexicana ejecuta una maniobra a alta velocidad sobre la trayectoria 2y — 32 = 8.
{Qué lanto se aproxima el avion a una ciudad situada en (3,0)7 Sugerencia: representa con S el cuadrado de
la distancia de un punto (x,y) sobre la trayectoria al punto (3.0) y obtén el valor minimo de 5. ; Qué es J57

h
Millas

Cur?ehrnm
\genéricas
|Competencias &i\ (xy)

e

Millas

3 ®e-Una explosion es registrada por dos micréfonos separados entre si una milla de distancia. El sonido es recibido
en el micréfono A, 2 segundos antes que en ¢l micrdlono B. ; Dénde se produjo 1a explosion?

4 ®e-Con base en la siguiente figura, prucba que la curvatura (en el vértice) de cada drbita eliptica es mayor que la
curvatura de la 6rbita parabdlica que a su vez es mayor que la de la hiperbdlica.

Cur:p_ebmiu: 6rbilas
3y S elipticas
Competencias

. Orbilas
Orhitas parabdlicas
hiperbdlicas

5 ®@e-Tres estaciones de radar situadas en (4 400.0), (4 400.1100) y (4 400.0) registran una explosion. Averigua el
lugar de la explosién al suponer que las dos tltimas estaciones registran ¢l sonido que se produce un segundo
y cinco segundos después, respectivamente, que la primera. Mide las longitudes en pies y toma [ 100 pies/s.

como velocidad del sonido.

6 ®e-Cuando un aeroplano rompe la barrera del sonido la onda de chogue tiene la forma de un cono, el cual inlerseca
la Tierra en una rama de una hipérbola. El choque se siente al mismo tiempo en cada punto de la hipérbola. Una
mujer en el vértice de una onda hiperbélica de chogue a una milla al norte del ceniro la experimenta al mismo
tiempo que un hombre a una milla al este y dos millas al norte del centro.

@) Traza la rama de la hipérbola con centro en (0, ) que representa la onda de choque, empleando el eje v

como eje transversal.
b) Determina la ecuacion de toda la hipérbola.
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7 ®e-Cuando la polencia en un circuilo eléctrico es constante el vollaje E es inversamente proporcional a la corriente
I expresada por la ecuacion P = El. Traza la curva de E conltra [ para una potencia de salida de 100 walts.

8 ®e-Paraun gas a lemperatura constante. la ley de Boyle enuncia que PV = K, donde P = presion y V = volumen. Si
5 m? de hidrigeno se encuentran bajo una presion de 800 KPa, traza la grifica del volumen V contra la presion
P a una lemperatura constante.

Q@ @+-Un comela sigue una trayectoria hiperbélica con el Sol como foco. Cuando el comela se encuentra en el punto
mis cercano al Sol se calcula que se encuentra a 2 x 10%km del centro del Sol y a 8 x 10*km del centro de su
trayectoria. Determina la ecuacion de la ruta si el Sol se encuentra sobre el ¢je x y el centro estd en (0,0).

10 ®=-5i 10 m® de butano se encuentran bajo una presion de 240 KPa, delermina la ecuacion y traza la curva de volumen
contra presion a temperatura constante.

Forma polar de las cénicas

Ecuacién de una circunferencia en coordenadas polares
El centro de una circunferencia cualquiera es C(ry.#,) y cuyo radio es a (figura 3.41).

Pir.0)

i ﬁ e

3
o

./.

Figura 3.41

Si P(r.f) es un punto cualguiera de Ia circunferencia por donde se traza el radio PC = a y los radios veclores
PO y CO, dando lugar al triangulo OPC.
Aplicando la ley de los cosenos para dicho trisingulo se tiene:

@ = b + ¢ — 2bc cos A | Ley de los cosenos
a=r2+r— 2rrcos(d—6,) } Ordenando los términos
/— 2rcos(f— 0,) + ri=a* } Ecuacidn polar de la circunferencia
La ecuacion polar de una circunferencia de centro C(rp.#,) y con radio
igual agesr — 2rircos (8 — 8) + ri =a™.

Los casos especiales de la ecuacion polar de la circunferencia son:

@) Si su centro estd en el polo, la ecuacion polar es:
r=a
) Si la circunlerencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje polar, 1a ecuacion polar tiene la forma:

r=42acosf
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Se toma el signo positivo si el centro estd a la derecha del polo. el signo negativo es cuando el centro,
estd a la izquierda del polo.
¢) Silacircunferencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje a 90°, su ecuacidn polar es de la forma:

r==2asenf

Se toma el signo posilivo si el centro estd arriba del polo, el signo negativo es cuando el centro estd
abajo del polo.

Ecuacién general de las cénicas en coordenadas polares

Una cdnica es una parabola si su excentricidad es igual a la unidad (¢ = 1); una conica es una elipse si su ex-
centricidad es menor que la unidad (¢ < 1); una cénica es una hipérbola si su excentricidad es mayor que la
unidad (e = 1).

Otra manera de idenlificar a las conicas es utilizando la expresion b* — 4ac (donde los coeflicientes a, b y
c pertenecen a la ecuacion general de segundo grado que representa a una conica), es decir: Si 57 — 4ac =0,
la cénica es una pardbola: si B — 4ac < 0, 1a conica es una clipse: si b 4ac = 0. la conica cs una hipérbola.

Parabola =0 =
Elipse =0 <1
Hipérbola >0 >1

La ecuacion polar de una conica es de forma sencilla cuando uno de los focos esti en el polo y su eje focal
coincide con el eje polar (figura 3.42).

Silarecta £ es la correspondiente directriz a la izquierda del
foco O y es perpendicular al eje polar A, donde su interseccion
es el punto D,

Sea p la distancia [DO| entre el foco y la directriz; si P(r.f)
¢s un punto cualquiera de la conica y por el cual se trazan las
perpendiculares PB y PC al cje polar y a la directriz, respec-

> X Llivamente.

Aplicando la definicion general de la conica, deduce la
ecuacion polar respectiva. Por dicha definicion el punto P debe
salisfacer la condicion geométrica:

3

¢

IP
——=¢ (1)
Figura 3.42 IPC‘

S ‘W}‘ =r y|m =]ﬁi“ =‘D40] +|@ = p+r cos 6. al susliluir estos valores en (1), se liene:
£

— —F & $ . .
pirocosd . simplificando resulta:
r=e(p+rcosh)
r=ep+ercosf
r—ercosf=ep

ril—ecosf)=ep

£p

r=——— Ecuacion polar de la conica.
l—-ecosd
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Si la directriz estd a la derecha del polo (foco O) y a p distancia de €1, de la misma manera demostramos que

ep

la ecuacion polar de la conicaes r = ———.
1+4ecos

Si el eje focal coincide con el eje a 90 de tal manera que la directriz es paralela al eje polar y p distancia de
¢l, se demuestra que la ecuacion polar de la conica es:

e
I+esend

Si la directriz estd arriba del eje polar, se toma el signo positivo: si la directriz esta abajo del eje polar, se
toma el signo negativo.
Las ecuaciones polares de las conicas son:

ep : ; oy o
= Eje horizontal y vérticesen #=0" y # =.
1+ecosf } 1 y Y T

3
} Eje vertical y vértices en 8 :% yf= Tﬂ-

r= — -
"~ 1tesend

En particular, la conica es una paribola si ¢ = 1 es una elipse si ¢ << 1 y es una hipérbola si e > 1.

EJEMPLOS .

o

T:E::' jF*'_ Determina la ecuacion polar de la circunferencia de centro en el punto C(4.30°) y radio igual a 5.
A
A

Eje

i Solucion

De los datos dados, se tiene que: r, =4. 6, =30° = %: al sustituir en la ecuacion polar de la circunferencia. resulta:

r’ —2nreos(f—6)+5" =a’
r* —2(d)rcos(8—30°)+(4)* = (5
m

rz—Srcos[H—g]+I6=25

r —8rcus[9—%]+16—25:0

" —8:’005[6'—%]—9:0

Al elaborar la grifica correspondiente, se liene:

=1
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2 ®e:Identifica la conica cuya ecuacion polar es 7= determina todos sus elementos correspondientes y

lraza su grafica.

2—cosf”

Solucién
Dado que la ecuacion ordinaria de una conica liene a la unidad como primer iérmino del denominador, es ne-
cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuacion polar dada entre 2, es decir:

4
2 —cosd 1-1
2 2cosf
e
Comparando la ecuacion resullanie con la ecuacion polar de la conica r = }—p{;" se observa que:
—EC08

La excentricidad es menor que 1a unidad (¢ = lzl. por lo que la conica es una elipse.
| 1

Comoep=2ye= 5" entonces, -~ p==2
p=4

Por lo anterior, la directriz es perpendicular al eje polar y esta a 4 unidades a la izquierda del foco O (polo).

. 2 2 2
S HZO, fZ?ZH =T =4,

2cos8 A 2

, 2 2 2 4

Sid=w, r= " _E_E'

2cosl180 2(—1) 2 4
Las coordenadas de los vértices son Vi4.0) y V{? .

Como el centro de la cdnica estd sobre el eje polar y en el punto medio de la recta que une los vértices, es

4
decir: C(?, ).

La longitud del eje mayor es la distancia entre los vértices, es decir, 2a = -
Si la longitlud de cada lado recto es 4, se liene: ’

26" _, 32
a -
20° _, , B
8/3 e
8
: S8 . 16 4
2= 4[;] b= —yh——r } Longitud del semejante menor.
2 3 ﬁ
: : 8
La longitud del eje menores 2b = 5
Al elaborar la grafica correpondiente, se liene: y §|
g
a)
|
|
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4

STAEE snica © i6 5 r=——-.
3 ®e:Idenlifica la conica cuya ecuacion polar es 313 cos 0
Solucion

Dado que la ecuacion ordinaria de una conica liene a la unidad como primer (€rmino del denominador, es ne-
cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuacion polar dada entre 2, es decir:

4
2 2
"= 72%3c0sf 143
2 2cosf 5
Comparando la ecuacion resultante con la ecuacidn polar de la cénica 7 = Ttécosd = observa que:

3
La excenlricidad es mayor que la unidad (¢ = E). por lo que la conica es una hipérbola.

3 g
Comoep=2ye= E,cntonccs, ) p=2

o
g 3
. 4
Por lo anterior, 1a directriz es perpendicular al eje polar y estd a 5 unidades a la derecha del foco corres-
pondiente. 2
6
A ®e-Identifica la conica cuya ecuacion polares F=————
¥ = 2—2senéd

Solucién

Dado que la ecuacion ordinaria de una cdnica liene a la unidad como primer lérmino del denominador, es ne-
cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de 1a ecuacion polar dada entre 2, es decir:

6
P B
T 2-2senf T 1_ qenp
2
iy i - £p
Comparando la ecuacién resultante con la ecuacién polar de la cénica ©= 1—esend observa que:

La excentricidad es igual a la unidad (e = 1), por lo que la conica ¢s una parabola.

Como ep =3y e = 1, entonces: (lyp=3
p=3

Por lo anterior, la directriz es paralela al eje polar y esta a 3 unidades debajo del polo.

5 ®eUna paribola tiene su foco en el polo y su vértice en el punto Vi4,7); determina la ecuacion polar de la conica.
Solucién

Dado que ¢l foco estd en el polo y el vértice V(4.m), se deduce que el ¢je polar estd sobre el eje de la pardbola:
tambicn se hace nolar que el vértice estd a la izquierda del foco al igual que la directriz.

S

1—ecosf

Sea p la distancia del foco a la directriz y que es ¢l doble de la distancia del foco al vértice, es decir:

1
2P=*

p=%

Por lo anterior, la ecuacion polar de la conica por aplicar es r =
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La excentricidad de una pardbola es igual a 1a unidad, por lo que la ecuacion de 1a conica es:

e ep B (1(&) B g
1—ecosf 1—(l)cosf 1—cos@

Al elaborar la grafica correpondiente. se liene:

v
£
£
a
¥ =X
o
o] .
Elercicio 32
E I. Determina la ecuacion polar de la circunferencia para los siguientes datos; traza |a grafica correspondiente.
. 1. Centro en el polo y radio igual a 7.
. _ Escribe los nimeros
* 2. Centro (5,0%) y que pasa por el polo. comespondientes
é 3. Centro (8, %} y que pasa por el polo. genéricas g
: 4. Centro (3,%) ¥ que pasa por el polo. disciplinares
. 2

5. Centro (6,1207) y que pasa por el punto M(3.607).

6. Centro (4.%} y radio igual a 8.

7. Centro (4,7 ) y radio igual a 1.
6

8. Que pasa por el polo, por M(3, 907) y por N(4.07).
9. Centro (8,135%) y radio igual a 6.

LR

=

. Centro (5.2107) y que pasa por el punto M(4.2407).
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Determina el centro y radio de las siguientes circunferencias cuya ecuacién polar se da; traza la grafica
correspondiente.
1. r=6cos# r=35cos #—53 sen @

2. r=4cos 8443 sen d r=8sen0—8y3 cos d

3. rP—22rcos 0—242r sen #—5=0
4 rP+rcosf—JArsenf—-3=0
5. r’—43rcos0—4rsen+15=0 1

r=35

rr—6reos(8 - 30% - 16=0

B ipe it en

F, — l6rcos (0 — 240%) + 16=0

Identifica la conica para las siguientes ecuaciones polares, determina todos sus elementos correspon-
dientes y traza su grafica.

7 8 6
]. f=—— 5 Pl 9. e ———
3+3cosd 4—senfl 4 —8cosf
2
T T 0, re——o _
R 1— sen 8 2 —cosf
9 12 |
e W= —g T sy 1. s
5—4cosd 4—3cosf 1 —cosf
3 3
7 [ . — g e i e
2+6send 3+2cosd 1—2send

Resuelve los siguientes problemas.

1. Escribe la siguiente ecuacion en coordenadas cartesianas r* — 2r (cos f — sen ) — 7=0.

2. Transforma la ecuacidn de la elipse 25x* + 16y* = 400 a coordenadas polares.
3. Transforma la ecuacion de la hipérbola x* — 3y* — 4y — | = 0 a coordenadas polares.
4. Transforma la ecuacion de la pardbola y* — 8x — 16 = 0 a coordenadas polares.
5. Transforma las siguientes ecuaciones de conicas a coordenadas polares, identificando la conica.
a 9x* + 16y° = 144 e) ¥+8x=0
B) 4% 57 + 18y - 9=0 f P4 +2y-19=0
€) X -9y —4x 36y 41 =0 2 4 20x - 24y + 97=0
d) 3 —y=2 ) W+ ¥FE—33—-2=0

6. Determina la ecuacidn polar para la conica, cuyos datos se presentan a continuacion.

y e m Escrbe los nimeros
a) Pardbola de foco (0.07) y vértice (4. E]. O ——
b) Elipse de foco (0 > 0°) y vértices (4,0°) y (10,7). i i
3 3
¢) Hipérbola de foco (0,0°) y vértices (2.£) y( Iﬂ,ﬂ).
2 2 disciplinares

d) Elipse de [oco (4,07) y vértices (6.0%) y (6.m).
¢) Pardbola de foco (0,07) y vértice (1.0).

f) Hipérbola de foco (S,g]yvérlimsﬂ%}y(}, .’Zf;..
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Dada la ecuacion dela circunferencia 2x* + 2y* — 24x + 10y — 11 =0, calcula las rectas langentes a ella
que son paralelas a la recla

Delermina la ecuacion reducida por la elipse que pasa por (50,0) y 1a distancia semifocal es 14, ademas
se sabe que pasa por (8,2) y por (0.,6).

Clasifica cada una de las siguienles conicas cuyas ecuaciones son:

a) 22 +2y —3x+ 8y - 10=0+2y’ + 3x +8y— 10=0.
b) 42 4 122 = 1104x § 10y + 122 = 110.

¢) y=x+x—y=x"—-6x—4.

d) x=3y.= 15y + 8d)x = —3y* — 15y + 8.

£ A =2 — 12562 — 2y = 125.

Los vértices de un triingulo son los puntos (—2.4), (—4,-6) y (6, 8).

a) Encuentra las ecuaciones de dos de sus mediatrices y el punto de interseccidn de estas.

b) Usaeste punto para trazar la circunferencia que circunscribe el triangulo y mencion como se llama
dicho punto,

¢) Deduce la ecuacidon dela circunferencia.
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Respuestas de algunos reactivos

de los distintos ejercicios propuestos

Esercicio 1 §) cuadrante IV

I. 1. René Descartes. k) cuadrante 11

3. Al establecer una correspondencia biunivoca entre puntos del plano I} cuadrante IV
cartesiano y nimeros reales, la geometria analitica aplica los mé-
todos del algebra y el analisis al estudio de la geometria. Descartes 5. a)
suslituye las palabras enteras, abreviaturas y notaciones por un
simbolismo puro, cuidadosamente ideado. ¥

L

. En este trabajo consigue establecer una solida relacién entre la
geometria (practicamente experimental entonces) y el dlgebra,
que caminaban por separado. Esto ha marcado el desarrollo de las
Matematicas hasta hoy, dando lugar al nacimiento de la geometria.
Muestra como es posible estudiar las curvas a partir de ecuaciones
algebraicas a través de una identificacidn de los puntos del plano
con pares de niimeros, sus coordenadas, a través del establecimiento
de un sistema de referencia o ejes de coordenadas. F

Esercicio 2
l. 1. Se denomina cartesiano en honor a René Descartes por ser quien lo
empled en la unidn del dlgebra y la geometria plana para dar lugar
a la peometria analitica.

3. Se ordenan en contra del gire de las manecillas del reloj.

5. Las abscisas son negativas cuando se miden sobreel cjexyala
izquierda del origen; las ordenadas son negativas cuando se miden
sobre el eje y y hacia abajo del origen.

7. Se traza una recta A perpendicular al eje x y otra B perpendicular-
mente al eje y. las cuales pasan por el punto P de interés. la distancia

i)

del origen al punto donde corta la rectn A se representa por x y s¢
llama abscisa de P; la distancia del origen al punto donde corta la A
recta B se representa por y y se llama ordenada de P.

Esercicio 3 51

I. 1. Alestar observando el globo terriqueo, podemos localizar cualquier 4T

pais mencionando dos datos. so longitud y latitud. KRS
3. a) sobre el eje y entre ¢l cuadrante 1y 1 a4

b} sobre el eje x entre el cuadrante 11 y 111 )
¢} cuadrante |
d) cuadrante I B
€} cuadrante [1
) cuadrante IV
2} cuadrante |
h) cuadranie 111 4
i) cuadrante IV
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—— £
fi -5 4
; ,B/
_3 1
dy Esrcicio 4
; L 1. dAB— 10
14 —
3.dCM=55184
B PR
5. d LB = 108166
—+ ot ¥
2 -l 8 9 I Lx=(11)y (3 Jx=Hy(-6)
o, :
. Lx=@®y(-T S x=(-3y (-9
i Iy=(l4)y(-2)
i IV. 1. Falso 3. Verdadéso
— Gt
> V. 1. Verdadero 3. Verdadero
s VI, 1. Veidideio 4 Niidadad
-
B T VII. 1.
o (L
y
54
el al
5 B={-x3) | a=23 B=(x3)
i L
A
b o i =
T L t t t I ) + + } f t + ¥ } L + X
i ; ; T -7 fi 5 | a 2 1 e2le | b | 3 1 5 [ T K o
] é 3
2L

Graficando los puntos se observa que la distancia dirigida
dedaBess d=x,x
d=x-2

5. B(-073,-3) o B(273.-3)
T. C(45,633) o C4.5,-233)
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q
o a}D[ 15 98
1”5 I3
¥
1y
=[—1.157.54)

Co=10.7
p— oy
/B!J:LD? \"A (8.2)
L Il i llll i
v & &/ & |3 T 4 & % 0
5 e | '
—(—6.-2) i
{ — t__q __3) —44
=
B D(5,—1)
¥
(LS T
il = (3.8)
\
] \ .
it el
AD=9.22
= |
;II i :—'l : ! 'III 12
L /D ['5—|}
o5 S —4
e /’ﬂﬂ 922
_{ 2_’]’} =R
T
) I{3,1)
¥
i1
P
F =1
3 1
1

d) D{H.E}
2
y
FE B
ru s
<l A=(42)
D =(0.1.5)
BO=4.03
[ ¥ t X
-4 -2 4
wd
B=(-2-19
N
EJercicio 5
L1 P[E ﬂ]
573
95
3. P00, Pi(5.5). Pm =) El
s. P[E_S]
)
Txty—11=0; P[% '—2']
9@ AC-5.-4)  BAL-8 AL D AL-R)
B(1.6} B(9.0) B(8.5) B(l4, 8)
€9, -2) C(-3.4) Ci4.-7) C(— 10.6)
(2 =refl2) =22
4’2 2 472
13. a) .ﬂ[mE d) P[E']
= 2 3
B P(-5,-T) o Pl_ﬂ 26
575
<) P{—Iﬂ-.—E] f p[_g E]
2 375
5. P[ 'f n] 20 B~ 6.1)
’ 23 P(22.37)
17. A2.2)
N 25 P(—2.-7)
19. D(3.5)
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Esercicio &6
L. 1. (A)Area—31
(P) Perimetro — 20.374
(p) Semiperimeto — 14.687

3 A=215 P— 12502 p=11251
5. A=29 P— 25612 p— 12806
01 A—66 P— 31907 p— 15953
3. A—595 P—33525 p— 167628
5. A=215 P— 60632 p=15316
65) ([ 35
. 1. :{_] {__]
=15
3. A(-5.-2) A =265
B(4.3) P— 24855
€@,-4) p=12.427
5.A=5
A=
W P
,
b) E:{ﬂ.&]:{im
T g
3
F:I*J“B.ﬂ]:ts.ﬁ
7 "2

Por lo tanto el punto medio de Ia hipotenusa es equidistante a cada
uno de los vértices.

e} AABC = AABC
Agscy = NBC +AABC =20ABC

1!. AAI'IE = 2{}
3+C,
13 'F.u'. = = '—n — l':]_ ——3
4+ D
Pm‘: 2 ! :0 —* D‘,z—i
A =6 R
R
A =6 Xy=—h
- D(—6.-4)
Esercicio 7

I. 1. @) inlerseccion con el eje x son (—/5.0) y (+/5.0)y conel eje y
son (0.2) ¥ (0L-2)
B) Si hay simetria respecto al eje x
51 hay simetria con respecto al cje y
Si hay simetria con respecto al origen
) Lacurva es de extensidn cerrada y como es simétrica a los ejes
coordenados y al origen. se deduce que se trata de una circun-

ferencia de centro en el origen.
d) No biene asintotas

356
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3. u) Lainterseccion con el eje x es (0.0) y con el eje yes (0L.0)
by No hay simetria respecto al eje x
Si hay simetria con respecto al eje ¥
No hay simetria con respecto al origen
¢) La curva es una paribola que se extiende hacia las v positivas
d) No tiene asintotas

e)

4 —y=0 4

5. a) Lainterseccion con el gje x es (9,00 y con el gje y son (0,31,
(03)y (0.1}
b)) No hay simetriz respecto al eje x
Mo hay simetria con respecto al gje y
Mo hay simetria con respecto al origen
) La curva es indefinida hacia la derecha y hacia la izquierda del
eje ¥, hacia arnba y hacia debajo de x

d) No tiene asintolas
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el

. a) Lainterseccidn con el gje x es (0L0) ¥ con el eje y son (DLOL

(0.~ 1)y (0.1)
B} No hay simetria respecto al eje x

No hay simetria con respecto al eje v

St hay simetria con respecto al origen

¢) La curva es indefinida hacia la derecha y hacia la izquierda del

eje y, hacia armba y hacia debajo de x

d) No tiene asintotas

el
¥4
-
Ej‘:/,__——/—’
3 5
—k+ ¥y =¥=0
k } } T t + 1 t t } 1 } t X
15 —§ —25 —] k5 —{ 05 LS T | QR SRR L R
1 DS !
(R
2

. a) Lainterseccion con el eje x es (0L0) y con el eje v son (0,00 ¥

(0.6)
#) No hay simetria respecto al eje x

Si hay simetria con respecto al eje v

No hay simetria con respecto al ongen

¢) Como la curva es simétrica respecto al eje v y ademds es cerrada,

entonces, se trala de una circunferencia centrada en (0.3)

d) No liene asintotas

e)

At —37=9

357

11. @) Lainterseccion con el eje v es (0,0)
f} Si hay simetrfa respecto al eje x
Mo hay simetria con respecto al eje v
Mo hay simetria con respecto al ongen
¢} Para todo valor de y, los valores de x son reales
d) Mo tiene asintotas

e)

o+ =0

T
4 -3

=
=
e
=
o
il
b

13. @) Las intersecciones con el eje x son (0,0}, (4.0) y (400 y con
el eje ves (0.0)

f) No hay simetria respecto al eje x
Si hay simetria con respecto al eje y
No hay simetria con respecto al origen
¢} Solo para valores de y = 4. los valores de x son reales

d) Mo tiene asintotas

e}
y
[LE
R
ra
1 x=dxl—y=0
7o
I ! + : —
a4 k] é 8 L]
a4

15. @} La interseccidn con el eje x es (0.0) y con el eje y es (0,0)
b} No hay simetria respecto al cje x
MNo hay simetria con respecto al eje ¥
No hay simetria con respecto al origen
¢) Solo para valores de 0 < y < 20, los valores de x son imeales

d) Lasasintolassom:x=35 y y=x+35
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e) 3. (y+2x){y—2x)=0 5.{2x43y)(2x—3y)=0

il }' :‘,

I X
40
lIL 4. (3.2)(-3.-2). (2.3).{-2.-3) 3. (441031
. . - 3
17. @) La interseccion con el eje x es —E.U
I} No hay simetria respecto al eje x
No hay simetria con respecto al eje y
No hay simelria con respecto al onigen
) Solo para valores de y = 2. los valores de x son reales Esercicio 8
d) Las asintotassonx =0 y y=2 . 1. m:l 8 — 30° 15 237
) ! 4
¥ 3. m=—— 6= 160°01'01"
L 11
4. m=—3: 8= 108" 2&' 06" 32"
3
Il. 1. Verdadero m=—
4
5
3. Verdadero m= -
- . 1.y=—=6
LA x:l]: Biy=1)
2
58 —-w=-T&x-x)
T aym=—1; €) m=o0; ) m=1
— 2 — 14 = 4
9. mPO=— mQR=—; mRP=——
v 3 = 3 3
Sean R, ' y (' los puntos medios de PO, OR y RP respectiva-
Yok mente. entonces:
LS e ’ — 9 —
mRR':—E: mPP =—:; moQ' ==
e 3 15 3
3 /I e L1. a) Perpendiculares b) Perpendiculares
2 ¢) Perpendiculares d) Perpendiculares
Jx=0 ¢) Paralelas
13. a) Falso b) Verdadero c) falso
PEZEANERERE S
: - ' PO
y=—1 s
. s 0
=S K
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Esercicio 9 1 —_r—}'—fi_u s Sx—4y+19 —0
L3y 6=0 5.3 4y 1 8=0 V2 T
Ix+2y-13=0 4 o 19
I 1. Jr—y+4—73=0 3 x by +3=0 P=7 V4l
o o o L
ML 1 3xt 5y 4 15=0 S.xt6y+16=0 w=225 B
3. 20x—35y+6=0 10 L—}-:_';__u
V. L.xt 9y 38=0 5.x—Ty— 14=0 T2
¥ x—y+4=0 Py 3480
V. 1. 2x | Sy 4 10=0 5. 51— Ty—35=0 V!
3x-ytd=0 w=333"26' 06"
Wil dB=x— 2 =0 V1L d=—L 1278 3. d— 249
BC=S5t+2y—34=0 74
AC=x -‘f’“ 10=9 R e L 5, 326 _
3.?11"2}1..—.0 _m = Jl
ey P p b
: i YT ]
w=128" 39’ 35" w=7326"18" 36"
5. I5x+ 9y +40=0
Txtyt+4=0 3 FEAZy—T .
9. AB—3x 4yt 10—0:BC—6x ty 43=0; SR -
AC—3x+ Sy 26=0 .
_ = sw=331"41" 2"
Hy=1 Bt
13.7x+ 5y - 31=0
lx+y—35=0 VL L 3x—4y4+25=0
15.A=5:8=9 dr+3y—25=10
17.3x+ 55— 1=0 34r—3y—4=0
3 4c 3y +4=0
e o U N
9. == 2l x+y+8 o 3r4+2y+27
. 25 s i
[“.JCJ:T: Eje _1.r=—4:
' % %5 0 g B 3 | 1Sy
x x ¥ Ly =iy, == - -
- ; S =0 y=———— - —13
o4y B=0y= TS B I 6;11 a1
3 4 d=—7=
21. Se hisecan en el punto P{—2,-3) H
23120+ 3y -2=0
25. Paralelax — Iy 4 64 =0 13. 43{3”5}2 = &E_C{JJ; Ton AC{3I+J2; S0
Perpendicular | lx +y — 28 =0 i
27 3x - My =15 15 q) d= L b) a=22_ 141176
9. A=TB=—1:C=—13 J3 17
I k=+18
Bi+y-T=0 ) d=05
3S.a k=1
B 2 17. x4+2y+6J5=0 19. k=+J63
4
) k=06 Esercicio 11
Esercicio 10 8 8 36 32
L 1. Al—.— | ———
J3 1 N V22 22
TR, i —yv—R=0 | i — T =10 : :
L1 it 555 5. G(—4.—4) )
L I 1. N(13, 67° 227 487 3. (T17,123° 41 24")
3, EI-I-.—_;)F-?—!S:U 5. C(65,330° 15" 18")
3 1 ; . Il 1. Srcos @ — 4rsen@®+4+20=0
- ot !
I 1. SrHoy+I=0 3. w=311"4838 5 N Al G e =T
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5 Fcos@ —drsenf—4=0

T roos(f@ —w)=p
. 4pcosd

T 1—cost 0

M L +y—ac=1

Fum—y=0
V. 1Ld=5319

VI 1. A=5437
P = 10854
P=5427

VII. 607 =2
15%) =8

45%) =6

I. recos (@
3. rcos(f
. roos (@

n

315% = 75

36°52' 117 =2

VIl 1.

rcos (#
3. rcos(d

S. rcos (8 — 153°26' 67) =0

g reos=—3.3
3 rocos@ =453

§ roosif=

2
V2

G
. rscnﬂzﬁ
5. rsen @ — 09063

5
XL 1. 5 rsen(20°

X 1.
3. (4, 60%), (4, 3007)
5. A=243
1. Werdadero
9. Verdadero
11. 2rzen (120° — =0
13. reos (@ — 30°) =7 sen 50°

Esercicio 12

L L £A=90"
+ B=45"
+ C=45°
5. € K=50"54"22"
€ L=53"07 48"
4L M=T75°5749"

n
-]
|
19

&) + drsen (8

3.d=866

L. A=238

=719
P=359

3. rsen 8 =2.298177

135"y = 20 sen {— 115%)

(242,45°), (242.135°). (24Z.225%), (242 315%)

3. L K=069° 13 40
L L=24"45 03"
< M =86°03 17"

13

15.

V. 1.

3.

L

m 1

b

LA

.m

. Punto de interseccidn P[——

. Punto de interseccidn P[

x -2y t+6=0y4x—y
_ﬂ'}}?:

L XA=WC, T B=00°, £ C=90°y £ D =90"

Comprobacién €A+ X B + £ C+ L D =360°

L LA=45" L B=90", £ C=45"

Comprobacion £ A + €8 + £ C= 80"

_5+43
T s3-1

.A=28

_v:—l_x_'_-k
6

x+6y+16=0
39 E]
4716

. 8= 103" 19" 29"

Paralelas

. Punto de interseccién P{1,6)
. Coincidentes
. Coincidentes

136 135
6l " 6l

) = 56" | 8 35"
8, = 1237 41" 25%
& = 4= 02" 1%

Esercicio 13

13 4
y=—x+k r=—x+k
2 11 37 5

y=x+k 5. y=—0fx+k L E

3
Su pendiente debe serr m= 5

. Su ordenada en el origen es 2.

Pasan por el punto A(4,1).

. Su abscisa en el origen es 2.

K=22-y+3i=0

4 3y+24=0 9. 4x | 3y

¥ 4 1

-4 =10
Ir+k
byy—4=k(x—2)
) y=kx+6
d) y = kix + 4)
e T4 =

ko 12—k
Ny=+ixt+k

1
g ¥= :I:Ex+.l:

& ="T5" 57" 49"
5. 8, = 103° 14/ 26"
£ = T6° 45" 34%

Siy=

7.3y +5=0
25=40
-2 t+y—6=0 imnlz 3 1
2—1—9=0

3x+k

1
—=x+k
5



Respuesias de algunos reactivos de los disiinics ejercicios propuesios

3
=——x+k
h) ¥ 4‘
D2x—5%+3+kix—3y—T=0
15
p—=—— x4+ k
I ol
Esercicio 14
.1 d:lzq 3. d= ?j
41 V20
38 8
1. 1 - —— 5 d=——
V34 5
3 b
i d=—"1 T. d ==
= 7
12 84 20
m. 1. d=——= 3 d=— 8. d=———
V2 N J34
23 —444.37
V. |. d=——:A=115 T k=
VT3 f
3 y=0608516 9. k=-3
5. k=—4yx=7

V. L I82x + 14y + 15=0
22x — 286y 1+ 495 =10

3 (22 +5)+ (5 —2)y +(¥2—5)=0
(22— )x—(VZ+ 5+ 2 +45) =0
NA4S2 465 )2+ (V2 + V63 v+ 942 =0
3. (V26 +55)x+ (226 +5)y— 275 =0
5. (2426 +5J13)x (3426 + 13 )y + (5413 —32413) =0

VIL 1. 3x+(2-2/18)y—14=0 y 3x+(2+2J13}y—14=0
5 ¥ =20

Estraicio 15

l. 1. Gravicentro (3.667,3.667)
Circuncentro (2.75,3.875)
Ortocentro (5.5.3.25)
Incentro (4,3.76)

3. Gravicentro (2.333,2.333)
Circuncentro (1.95,2.425)
Ortocentro (3.1,2.15)
Incentro (3.4.0.4)

1. 1. Incentro (—1.558, - 0.889)

5. Gravicentro (1.666,2.666)
Circunceniro (2.656,2.083)
Ortocentro {—0.333,3.833)
Incentro (1.443.3.074)

3. Pasan por el punto Pi'j.,é]
5. Verdadero ?

Eitrcicio 16

l. 1. Es el conjunto de puntos que se forman de la interseccion de un
cono de revolucidn de dos mantos con un plano.
3. El gje de simetria. su vértice y las generatrices.

5. Cuando el plano no es perpendicular al eje de simetria del cono.
pero corta a todas las rectas generatrices, su interseccion da lugar
ala elipse.

7. Cuoando el plano es paralelo al eje de simetria del cono y que ademids
corta a los dos manlos. su interseccion da lugar a una hipérbola.

9. Cuando el plano pasa por el vérlice perpendicularmente, su intersec-
cidn da lugar a un punto.

11. Cuando el plano pasa paralelamente a las generatrices del cono, su
interseccion da lugar a una sola recta.

Esercicio 17
La)2 i3 =36 ,;r_.fﬂﬁ:%
b}.til}‘l—.13 3
g Pryp=2 X4y =

9
LLa—4+0-2"=9

iy -—Sr—dy+11=0

9y 77 169

3-F+E]+P‘5 =%

f+}'3+91—?_1'—%:0

5. x-S+ =100
2eyP— e-75=0

. 1. 5 (-6 4y =5

4y —12x+31=0

7 ;65
{I+E] +y—2} =i
Oy +Tr—4y=0

125

17
3. (I—”! +|_’F——] — iy
2 4

¥+ —2x—y-—30=0

IV L (x+ 6P+ (y — TP =89
24P+ 12y —4=0
.37+ (y— 47 =106
24P+ 6x— 8y —81=0

237 177 14909
5. {I+'T—] +{:¥‘+—' =

7 302
. s d46x 34y 1195
ey e,
Rl i T T
VL %7y + t6=10 5. 4r— 2y +43=0
3. TEpody— 15=10
VL L G-3F 4+t 67 =0

3Dy - 5P =81
5. 7x+y=0
T.x+3P+{y— 6P =23
1y 77 125

% g +b3l =%
1L 10x+ By 441 =0
13.(c— 52+ Gy + 37 =8
15. x + 42+ (y—2F = 16
7. x— 2P+ (y — 82 =125
19. 2 — ¥ 30r— 6y + 109=0

v, 5 144 77 2 250
2L x4y _ﬁ 25.{ —_'—] +¥ _T

232ty 2P =4

361
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VIL.

2

Inscrita:

weera:[x-3] +[y—3] =5
. Circunscrita; Xi—=] Hy—={ ==

2 2

(x—5F +{y—1.61 =096

3. Inscrita:  (x—0.9561)" +{(v— 0.8704)" =3.1004]

5
Circunserita: & 4y + 9

VIIL. 1. Inscrita: {x—1.8588) +(y—

13

Circunscritz: x°+v" —?;__}-4.

3. Inserita: (x—3.2038)°

35 278

r+—y—

13 13

21411 =0.2603

3073

+(¥—L.5726)° =27.1493

Circunscrita: (x 4 048) + (v — 0.48)" = 646

5. Inscrita: (x—2)° +(v—2.21199)" = 3.8864

Circunscrite: (x —3) + v =26

sy o S8
X. 1. = +(yp+1D) S

625 _

25% 2
s b
x lél +(y—2)

X 1. A=254469
L =439822

Estrcicio 18
I. Real; C(—432); r=4

17 24]

12
3. Real; C[ r—f

Il 1. A =350.260
L=125132

3. A=9232
L=10:7711

Hll. 1. Concéntricas de C(—1.4)

% oo e c['i‘.-f.]
272

2
W.I.Lr-l}lrl}-+%]—36
3. Verdadero.
5.k=125
Tix —2P+(y +3P=49
Esercicio 19
LLE4+yY —5x+Ty—44=0
£ 7 e P
2 fr=2J10
3 z]’ 3
32— 4+3r—y—1D=0

4——2—;—+x —4y+y=0
3. A=1727875
L= 465973

. No es real
No es real
No es real

. Mo es real
. No es real
. No es real

- R Y R N R

5&:““51?2 25x 32y —-34=10
ClIQS 8] - 2 462
125 12

150+ 57— Br—32y—34 =0
{4 Iﬁ] J33
Cl=.—fLr=——
N 5
9 4y B2y +12=0;
Cidlr=45

I | | 7]]+{ +5]2 o
L |x— Z| ==
3 TP T

3 -3 y—5t=20
Sx—4P+G+1r=25

¥y (x—3P+(y-

. 1. (x
o+ 27+ (y+ l]I—S

77 253
3. "_EI [”ﬁ

Esercicio 20
E1.3x—3%—1=0
32 -3y +20=0
B 1.3x— 49+ 351=0

Jx—dy+1=0
Jx—y—10=0
E—y—2=0
0 1.3 — 4y 4+ 1=0
dx+3y—-T7=0
Ix+2y—12=0
-3+ 11=0

V. |. tan{8x+Ty—T76=0)
N{Tx—8y—10=0

long. tan :“—;Ji'lj-|
long. Subtan :EI
|

long. N = $

32
long. Sub N =‘?|

5. tanf{x— 4y + 12=10)
Ndx +y-3=0)
long. tan =17
long. Subtan = 12

long. N = % J17
long. Sub N =

3
4
V. La) ~2<k<2
b k=+2
&y —2>kk>Z

362

6F =125
107+ (y + 5P = 125;

2601
o0

5.3 4y - 50=0
5.2 3y 99918=0
24 3y 19146 =0

S.x- 4lyi 169=0
x+y+1=0

3. tan (Tx—4y+26=0)
Ndx+Ty—13=0)

long. tan = %JEE

12
long. Subtan = =

lung.N:Eﬁ

long. Sub N = 2.
4



Respuesias de algunos reactivos de los disiinics ejercicios propuesios

17 5 K=-1
3 y=——x+— 5
47 2 7. 27 497 +30.247x — 36247y + 125986 =0
T+4y—14=0 IV. 1. 24r — 28y +3=0 ISctdy+6=0
_'..:_i.;_ﬁ V.ix y-4=0 5. CR(5.3)
=3
x+4v+20=0 3. CR(-2,-4) :1—'4
=
2 i =
5. y=—(-10-3/5)r—6—(-10-3/5) -4 =3
Esercicio 22
y=2(-104375)x— 62 (~10+35)—4 i
1 g L 1. F0,5) 5. FI—E,GI
7. 0y —62"4R 450 y=-5 |
LR = |20] r==
9. a) —E-{m«:E )
5 3. KO, ILR=2|
] m:—E: 3 son langentes ¥=3
5 LR=[12]
cl Parava!f:rcst’ucm del miervalo I—I_%.Bnl no tienen ningin punto I 1y =8 3 }F:_E:
£n comiin 3
11 8 =90° Por lo tanto, las circunferencias se intersecan F(-20) FI_E D]
=
ortogonalmente i !
13 ——i_r—j t X:E
= By LR— 8| 3
x+2y+10=0 m=‘§|
k]
_v:—l’x+2i] g
2 . 1. 2= 8 3 Y=y
x4+ 2y—40=0 3
Fo.-2) 2
IS, 55+ 112m+49m? +(16m +14m?)x+ (1 +m? | x2 =0 =5
¥=2 7
Esrcicio 21 F=
LR =8| 3
L L x+20+r+4P=F - ‘3|
(xR iy 8 =R Rk
L+ -4 =0
s V. 1 3% — I 3= s
ot (x=2F+(y—1) =k x= -4 =6
LR=16 LR=|24
K=+5  Forma ordinaria (x—27 +{y—1)* =5 6| 1241
: VoL oy =20 3y =1k
K=3 Forma ordinaria (x—2y +{y—1)" =9 F(-5.0) F3.00
. . LR = |20] LR=|12|
K=4 Forma ordinaria (x—=2) +(v—1)" =16
52 VL 1. d=45
3. [:+;] + (y—1F=K? 3. d=6325
= 5. Verdadero
1 .
K:-{%?. Forma ordinaria l1—+2] +{-p_]]|2=£ 1.y =—1%
2 G} Cle 4 F(-3.0)
K=4  Formaordinaria lx+5r+{-.~ 1) =16 =3
h 2 : = LR =12
512 VIL Lx" — 6+ 12y +33=0x7 + 12y =0
K=5 Forma ordinaria lx-!-'—] +{y=1)=25 . .
2 3 2oy +y +1dx+6y—21=0
L L@+ ¥ 42— 8y —33=0 ¥ 452" =0
£+y— ldr— 18y +49=0; 5. r=— B(x,—2)
ety -x-3y-10=0 VIL Loy 27 =12(x + 5% y=2
2+y—Tx+3y+2=0 x— — & V- 12— 4y — 56=0
dxr— 3y 1=0. 37—t 12y — 15=0
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5.y + 2y —6x

Geomelria Analitica

20 =0
Y42y +ox+4=0

T2 dx—2y+ 10=0

Esercicio 23

-

R e e L

13. Minimo en: (

LR=|12]
3. [y— 3= 12er 42 v 2 S y=o: IR=|12
3 -3 mrzeesmiv|-2gf iz =—sy=i r=iny
z
g [:-E]—l?w B V(512.3) ‘EE] =§:.c=§;ua=|ﬁ|
2 227" T2
7. (y— 10 _S[x——] [— m] [—? m]-,xzi; y=10;
3 3

LR=|8|

g (¥-—35° =3{I—I]; V[I,il: Fll—E,R]: _r:—l; y=3;
4 4 4 4

LR=|8|
. g 5
L(x—2F=2%y -3 V235 F 2,5:}'=E::—2;U?—|2
13: 0y + 12 =4{x— Dz ¥V(2~1); FE -1 x=1;y = I
LE: |4}
LY 43— 10y =0
357+ 20— 20y +20=0
5. 132 84x — 59y | 186 =0
L2 —4x— 2y + 10=0
3.8 —x—y=0
5.2+ 24y —6=0
1. Minimo en: [—%_—%]‘ positiva en: (—oo, —B}Uii_m]:

1 |
negativa en [—3;]; CEIO £n: [—B,E}

3. Minimo en: (2,0); positiva en: (—oo.2)|_)(2.00)

no es negativa; cero en: [2)

5. Maximo en: (4.0); no es positiva;

negativa en: (—oc.4)|_J(4.cc): cero en: {4}

7. Minimo en: E —%]; positiva en: (—oo.1)|_| (4.00);

negativaen: (1.4); cero en: [ 1.4

9. Maximo en: (—oo. 1)) (4.00); positiva en: { —2.3):

negativa en: (—oo,—2)J(3.00) cero en: { —2,3]

I. Maximo en: (1. 3): no es positiva;
negativa en: (—oo,—00): No es cero
-20, —500);

positiva en: (—m,—iﬂ— lﬂﬁ)u (—20—0— IDs,'rﬁ_,m}:
negativa en: {—20— 1043, —20+ IU\."E:]:

cero en: (—2{]—]’0\.@_—20+ IO\E}

I5. Minimo en: (—1,.—132);

positiva en: (—m,—l —ZJ_’_’L}U{—I +2ﬁ,m}:
negativa en: {— 1-243.-1 +21'§:]',
CEro en: {—I —23,—1 +2wf§}

a2y —15=0

5.a) (y-27 =6[_r+%]: Vl—%,ﬂ]: F‘—%,Z]

; 23
D’!I:I:—?; Ee:v=2% IR=6

RIS L

a

: s 5 3
Dir: y=——; Eje:x==; IR =
I=Tg g

)

2
o) (x+1f= =4(y+3); V(—1.-3): F(—1.-2)
Dir: y=—% Eje:x=—1; LR=4
Esercicio 24

L I tan{x—y—2=0): N{x+y—6=0): long. tan= 22

long. N = 27 long. Subtan =2; long. SubN =2

3. tan{x+y—3=0); N(x—y—9=20); long. tan=3/2
long. N =3Z; long. Subtan = 3; long. Sub N =3

5. mn{x—2y—8=0); N(2Zx+ y+19=0): long. tan =75

14; long. Sub N =3r

long. N =T\;—{§— long. Subtan = 3

7. tan(x+3y—-2=0): N{ﬁx—z}' +%= UJ: long. E:m:—'qm

long. N =

2J10 2
U;_: long. Subtan = 2; long. Sub N = 9

9. tan{x+2y—T=0) N({2x—y+1=0}; long tan= 33

35

3

long. N = T: long. Subtan = &: long. Sub N 2:3_
L LL2x—y+1=0 9. 637 26
3_9.1']3}' 2=0 1. y=4
5.9+ 6y—2=0 ]3' s
7.4) K <8 = X
by K=8 15. ==
c) K=8 -

ML 1 x+2y—3=0; 3x—2y+15=0; 6=8§2°52' 30"

3 x+2y+3=0 x—6y—5=0; #=36%DI' 39"
5. bx—y+3=0 y+3=0; # =80 32' 16"

Esercicio 25

364

Lo V(9,00 V(9.0 F(442.0). F'(—442.0); A(D.7), A0, —T; long.
eje mayor (24) = 18: long. eje menor (2b) = 14; ¢ — 0.6285;
LR = 10.888

3. V3,00, vi-3.00; FIY5,0), F'(—J/5.0); A(0.2), A'(D,—2); long.
cje mayor (2g) = 6; long. eje menor (26) = 4; ¢ = 0.7453;
LR = 2.666.



Respuesias de algunos reactivos de los disiinics ejercicios propuesios

5. VI6.0). VI -6.0): F(3.0) F(-3.0)0: A0.343), A'(0.—343):
long. eje mayor (2a) — 12; long. ¢je menor (2B) =63 e = 0.5
IR=9.

7. ¥(0.24/3), v'(0.=243);: F(0.2), F(0.—21 A(242.0),

A'{—Zﬁ,ﬂ]; long. eje mayor (2a) = 4.3 long. eje menor
(2B)=4~/2: ¢ =0.5T73; LR =4.6188

I 1.
by 4927+ 33y =1 617;
¢) 225x* + 289" = 65 025

a) 162 + 25r = 400 T

Distanciz focal: ¢—

Fm[ i JI

i \'m

Vertices: [0+ JE yle {ﬂ‘l
2 10 202
Elipse con cje focal horizontal:

Centro: € —4.1), Semiejes:a =3, b =2
Distancia focal: ¢ = /5

a4l 4y = :
7 Focos: [—4+5.1
c) Ja? + 42 =327 - { }
5.0 252—8 Veértices: (—44+3.1) v (—4.1+£2)
3 2
R 1 <O G S
16 4 4 9 ’
g ¥ +3’—'!—1 V(0.4.V10,—2x F(0.1 +J5).F{0.1—J5)
25 16 W1 1323423y Slx 19y 4=0
1722+ 16y — 14 — 64y — 41 =0 B = .
13.k=12 .3 FP=3yFP=3
. 5.6 +y +y - 6x—38=0
x ¥
m. 1. —+-—=
108 144 Esercicio 27
3. 6?4 251 =49 L L tan(2c— 3y — 5=0); NGx + 2y — 1 =0);
5. 1607 + 497 = 784 /B /5
7.3+ TP =55 long. tan = T long. N =——
o aey o ek L e 3 2
V. 1. u+u=| 7. Q.FM:[ long. Subtan =5 long. Sub N_E'
27 9 4 3 -
x—5"  (y—6) x+1)*  (+2 3. 3k =y +6=0p Nir+Iy—8=0)
16 9 9 4 long. tan =+/10: long. N = 3J10;
5 b= 2)° ] 1]’_] long. Subtan = I long. Sub N =9
T '"En"_
5. tan(15x+4\Ty—80=0); N{iw'?x—myﬂ?ﬁ:nj
V. L C(L2): V(1.2£3); F(1.242/3) 7 (337 2359
long. tan =—  [—: long
3. C(2.3) V(242.3); F(2+43.3) iz \.I 1z’
g ) o
5. C(3.0); V(31£3); F(3.1£1) - Suhlan_— - SubN__ﬁ
(x+3  (v—3" _ (x+37° " =
VL. 1. 4 L3 16 =1 & m'_ﬁ; ] =1 7. tan(2x+3y—12=0); N(3x—2y—5=0)
2 =
Eiercicio 26 long. tan= J13; long. N = EJF.

l. 1. Elipse punto (2,3}
3. Elipse con eje focal horizontal:

Centro: O -4.1). Semigjes: @ = J13. .f."::z—"l?':r3 11
5
Distancia focal: €= UE
Focos: ‘—4:{:@_]]
_ IL 1
Vértices: (— 41\!_31}):[—411 [ )
5. Elipse con eje focal vertical: 5.

|'51 ]
Centro: C‘{ﬂ,l] , Semigjes: a=_ (—. b= |— 7.
2 20 4

365

long. Sublan = 3; long. Sub & =%

_tan(x+3=0): N(2y—3=0)

long. lGII:%; long: N =ox

long. Subtan ={; long. Sub N =o

. Dx—y+ f%:o

2 y4+3=0

2r+3y+2/13=0
Sx—y—TE4231=



Geomelria Analitica

M. 1. 18x+27y—194+2.J682 =0 9. La ecuacién 5x* — 5y* = k se escribe en la forma
2 2
3ia) —T-:CK{% i—}ﬁ— =1 y de ahi se deduce que a® = b° =%_dc lo que resulta
5 '8
58 2k
b) K= _?-T G =at+bt= EE Se concluye que la excentricidad es
5
K< TK>2 .ﬁ\lk
3 3 u
3. 6 gt IJ@ =1}, aproximadamente Vs

N\modie . Y oo

M. |. PF=5J2 3¢ [4071,10.071
tan(—206.614x —v—420.227=0) en ¢l punto t }

— 13 — 37
P 2 3 PF=— PF=—
—182—102J19 29943610 - -
L [ s ]m(—zm 107,1.48508). 5. PF=857, PF=5.4144+3 € {2.5857.5.4142}
R
LT ST LT — L e
BT T s i ki
5.TF =63
tan, (2.61357x — y—1.77285 =0} en el punto ¥ 1= 16
e s 9. 8i su eje focal coincide conel ejex x© — 3¥ =6
] 200
Tzi Lo ;Lc:?m 2 13?6—";-]%{0_3354&10.4625@}_
’ Esercicio 29
7. mn{3x+4_1r:l:xn'l4_:l]:| L L 2x+3y=02c— 3y=0
0:x412y=10 3x+ly+3=0;x—3y—-5=0
1L 2r—3y=0 I 1. 4" -7 =8
1x—d4y+2=0 3o d=1X
5. TAx— 3 —0(y—4y =128
Esercicio 28 G2x 3y 121842 =0
L 1 V(8,0 V(- 8.0) F(10,0), F'(-10,0); AD.6), D, 6): Eje transver- 6v2x -3y +12-18/2=0
so (2a): 16; Eje conjugado (28) = 12; LR = 9;¢ = 1.25; Directrices 108 -5 =09
32
y=+t I L. Ejercicios demostrativos
3. V[:\."E'ﬁ:l, v*{ﬂ@‘o}, Fl:Zs.ﬁ_,ﬂ}, F"E—Qﬁ_ﬂ};d{ﬂ,ﬁ], IV. |. Centro: C{0.0); Focos: F[:l]d:ﬁ]
-"lf{Q_Ji}l Eje transverso (2a) = 24/6 Eje conjugado (26) = 24/2; Vértices L’(I}_:I:ﬂ) ¥ A{iﬁ,ﬂ): Ejc transverso (26): 22
3
IR :iq"ﬁ- ;e = 1.1547; Directrices y— j:%ﬁ Eje conjugado (2a): 24/3: Lado recto: LR =33;
— A 2,5
5. VI0L5), V(0.—5); F!:D__ 5\537 p({}'__-,ﬁ}: A(5.0), AN—5.0; Excentricidad: c:\);:]:hmcmccs: _'I-‘::I:T
Eje transverso (2a) = 10; Eje conjugado (26) = 10; LR = 10; 3. Centro: €{0,0): Focos: F(:l:m D)'
: 2 5
e Veértices: V{£+7.0) y A(0.22): Eje transverso (2a): 2J7:
I 1. 162* — 9 = 144; Eje transverso (2a) = 6; Eje conjugado (2h) = §; Eje conjugado (2b): 4: Lado recto: LR = %
32 b Y 3 2 11 7411
LR = gt Directrices ¥ = ig Exceniricidad: €= J;; Directrices: x ::E—Trl
3. Ecuacion: —240x" + 16y =735 LR = ”ﬁmn 9037 ! : 3
3. : Y =i =" . 5. Centro: C(0,0); Focas: F (0,13&):
S. Ecuacion: 2° + 181y +37 +32x —32y— 144 =0 Vértices: V(0,2+/TT) y A(£+/7.0); Eje transverso (2b): 2411
Focos: F(5.1), F'E_ 1.-5) Eje conjugado (2a): 24/7; Lado recto: LR = %:
7.9 —32=1
Excentricidad: ¢ = 3\:':11_2 ; Directrices: y= ﬂ:%
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Respuesias de algunos reactivos de los disiinics ejercicios propuesios

V.lxy=5 Esercicio 31
Iy=12 L 1. tan(20x + 33y — 46 = 0 N(33x — 20y + 73 =73 =0):
JT489| 2,/1489| 33|
Elercicio 30 long. tan =‘ P long. N = Ti. long. Subtan = |E|

(x+3° o+I°

1

20
= 1; Centro (—3,—1): V(—1,—1), V(—S,—1); long. S"’f"""=|§|

4 12
F(L-1), FIC- 7.1 A(-3-1423). A(-3.-1-23); A il Sy 1200 MR — By — W= 0); Joig b= 30
3 9
Asintotas Jir—}-_\r-’- 1+3,3=0, ﬁx—}-— 1+3/3=0 long. N = gﬁ ; long. Subtan = 5; long. Sub N =E.
—IP (y—2P 5. tan(x — 2y + 3 = Ok N(2x + ¥ — 24 = 0); long. tan =6+/5;
3. %-¥:1; Centro (1,-2): V(3,~2), V(—1,-2): ? ' e
long. N =135; long. Subtan = 12; long. Sub N = 3.
Fl14242 -2), F'{1 —242.—2); A(L.O), A'(1,-4): Asintotas
fty41=0x—-y-3=0 IL 1. 2x+y—4=02x+3+4=0
3oy 3I=0 1% Uy 63=0
3 2 - B = -3 =
5 O 0= . Centro (=3,2): V—1.2), V(=5.2); 2y 3=l 2rt-gy =0
4 g \F
7. m=44 [—
F(—3+413.2), F'(-3—+13.2); A(—3.5), A'(-3,1); Asintotas 35
Ity +5=03 2 13=0 9. Verdadero (a, by c)
7. Representa la grifica de dos rectas que se cortan x + 4y + 7=10, M Lx—y=0
x4y -9=0 350 12y=0
2 5 3+ TY—D
F= J a
o © 2] O+ _, ;cemm{—z,ll;_ v{—z,l +JE]. Esrcicio 32
2 4 2 2
L1Lr=T7
V*l_z__l_ﬂ]; ;.‘[_2114. JE] Fr[—ll—\'@]:ﬂi'll]. 3. r=16cos (# — 607
= 2 2 2 P 12rcos (8- 120°) +9=0

5
7. r"—43r cos@ —4drsenf  15=0
9

i
Al—4.—|; Asintotas Zx+2y—14+ 247 =0,
[ ‘2]' shutotne et dy=14- 342 =0; . — 16rcos (8 — 1358) + 28 =0

2 —2y+1+242=0 I 1. C3.0%a=3 7. CE150% a =8
o i 3. C245%a=13 9. C330°:a=>5
1. %—“E) =1: Centro (—3.5); V(—3,5+23), 5. C(430°);a= |
: llL. 1. Paribola 7. Elipse
t B -] = a
vI(—35-243); F(-3.5+2J6), F'(-3,5-246); I -
5. Pardhola 11. Elipse

A3+2/3.5).A—3-243.5); Asintotas;x vy — 2=0,
MLy e+ 2y -—T=0

r—y+8=0
I a) 73° 44* 23¥ by 81 47" 127 3. r=__|
l1—2sen @
ey 33° 520 11v dy 83° 37" 147

5. a) ri{9cos® 4 16sen @) = 144
B rA2+3send)=3
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